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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá návrhem nelineárńıho modelu kvadrotorové
helikoptéry v SO(3). Nejprve je popsána kvadrotorová helikoptéra a jej́ı zá-
kladńı vlastnosti. Dále jsou odvozeny vztahy pro určeńı polohy kvadrotoru
v R3. Dále je vytvořen nelineárńı matematický model a nelineárńı model po-
moćı blok̊u Simscape/SimMechanics. Následně je matematický model linea-
rizován a je na něj navrženo ř́ızeńı stability pomoćı PD regulátor̊u. Následně
je otestována regulace na jednotlivých modelech.

Kĺıčová slova

kvadrotorová helikoptéra, SO(3), matematický model, linearizace, PD regu-
látor, model v SimMechanics



Abstract

This bachelor thesis is focused on design of nonlinear model of quadrotor heli-
copter in SO(3). At first the quadrotor helicopter and its basic attributes are
revealed. Then they are derived relations for attitude estimation of quadro-
tor in R3. After that nonlinear mathematical model and nonlinear model
with blocks from the SimMechanics library are created. In the next step
mathematical model is linearized and stabilization control with PD cont-
rollers is designed . Finally the control is tested on particular models.
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3.2 Matematický model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.2.1 Zp̊usoby popisu prostoru . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.2.2 Kinematika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.2.3 Dynamika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2.4 Základńı aerodynamické jevy . . . . . . . . . . . . . . 16
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Seznam symbol̊u

A Inerciálńı soustava

B Soustava kvadrotoru

Ω Vektor složený z Eulerových úhl̊u

Ω∗ Požadované natočeńı kvadrotorové helikoptéry

ωi Úhlová rychlost rotoru i

Ωx Rotačńı matice v so(3)

φ, θ, ψ Eulerovy úhly

eΩ Regulačńı odchylka pro regulátor FRΩ

F Śıly p̊usob́ıćı na kvadrotorovou helikoptéru

f Daľśı aerodynamické śıly

FV Přepočet výstup̊u regulátor̊u na požadované otáčky rotor̊u kvadroto-
rové helikoptéry

FRΩ Regulátor rotace kvadrotorové helikoptéry

FRz Regulátor udržuj́ıćı požadovanou výšku kvadrotorové helikoptéry

G Gravitačńı śıla

I Matice setrvačnosti kvadrotorové helikoptéry

IM Moment setrvačnosti rotoru

kM Koeficient točivého momentu

kT Koeficient tahu rotoru
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KD,Ω Parametr derivačńı složky PD regulátoru FRΩ

KD,z Parametr derivačńı složky PD regulátoru FRz

KP,Ω Parametr proporcionálńı složky PD regulátoru FRΩ

KP,Ω Parametr proporcionálńı složky PD regulátoru FRz

l Vzdálenost od středu kvadrotoru ke středu rotoru

m Hmotnost kvadrotorové helikoptéry

Mi Točivý moment rotoru i

r Pr̊uvodič

Ti Tah rotoru i

x′, y′, z′ Souřadný systém v soustavě kvadrotorové helikoptéry

x, y, z Souřadný systém v inerciálńı soustavě



1 Úvod

Ćılem této práce je seznámit čtenáře s druhem helikoptéry, který se nazývá
kvadrotorová helikoptéra. Jedná se o helikoptéru ze skupiny multirotor̊u.
V posledńı době se jedná o velmi obĺıbenou a rozš́ı̌renou platformu UAV1.

Boom použit́ı kvadrotorových helikoptér v oblasti UAV je zp̊usoben zejména
d́ıky levné elektronice (použ́ıvá se k ř́ızeńı, př́ıpadně ke sběru a vyhodnoco-
váńı dat ze senzor̊u) a jednoduché konstrukci. Dále je kvadrotor velmi ob-
ĺıbený kv̊uli svoj́ı univerzálnosti. Lze ho osadit nejr̊uzněǰśımi senzory a tak
ho lze použ́ıvat např. při pozorováńı policíı či armádou, při sběru dat na ne-
př́ıstupných mı́stech, ale např́ıklad i fotografy kv̊uli vytvářeńı netradičńıch
sńımk̊u.

Smyslem práce je ukázat čtenáři, jak vytvořit simulačńı modely kvadroto-
rové helikoptéry. Budou představeny dva typy model̊u. Prvńı model je vytvo-
řen na základě fyzikálńıho modelu a druhý model je sestaven pomoćı blok̊u
z knihovny Simscape/SimMechanics v prostřed́ı Simulink.

Po přečteńı druhé kapitoly by měl čtenář vědět co je kvadrotorová he-
likoptéra, znát jej́ı základńı části a vědět něco málo o jej́ı historii. Ze třet́ı
kapitoly by se měl dozvědět o základńıch principech pohybu kvadrotoru, o ně-
kolika zp̊usobech popisu prostoru a také by měl být schopen navrhnout ma-
tematický model kvadrotorové helikoptéry na základě dynamických a kine-
matických vztah̊u. Také by se měl dozvědět o aerodynamických jevech, které
mohou ovlivnit chováńı kvadrotoru. Dále by měl být schopen sestavit model
kvadrotorové helikoptéry pomoćı knihovny Simscape/SimMechanics.

Ve čtvrté kapitole se čtenář dozv́ı o principech ř́ızeńı kvadrotoru, o proble-
matice návrhu ř́ızeńı a měl by být po přečteńı schopen navrhnout stabilizačńı
ř́ızeńı kvadrotoru, které se bude skládat z přepočtu tahu a moment̊u kvadro-
toru na úhlovou rychlost rotor̊u a dvou PD regulátoru, které se budou starat
o ř́ızeńı výšky a náklonu. Bude také schopen odvodit vztahy, které budou
potlačovat zrychleńı kvadrotoru při horizontálńım pohybu. Na konci kapitoly
se čtenář dočte o simulaci na ř́ızených modelech kvadrotorové helikoptéry
v prostřed́ı Simulink.

1unmanned aerial vehicle = bezpilotńı letoun
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2 Kvadrotorová helikoptéra

V této části bude vysvětleno, co to je kvadrotorová helikoptéra. Budou po-
psány jej́ı prvky (z čeho se skládá). Dále budou zmı́něny jej́ı výhody a zá-
kladńı principy. Nakonec bude stručně uvedena historie této helikoptéry.

2.1 Popis letounu

Kvadrotorová helikoptéra (nazývána též quadrotor, tetracopter nebo quadro-
copter, př́ıpadně v češtině kvadrotor či čtyřtulka) je druh multirotoru1. Kvadro-
torová helikoptéra je tedy holonomická (je schopna ř́ızeného pohybu ve všech
šesti stupńıch volnosti). Základńı stavba kvadrotorové helikoptéry (viz obrá-
zek 2.1) se skládá z kř́ıžového rámu a čtyř rotor̊u (většinou jsou jako po-
hony použity BLDC elektromotory2), které jsou umı́stěny na konćıch kř́ıže a
jsou k tělu kvadrotoru zafixovány. Soused́ıćı vrtule jsou roztáčeny opačným
směrem. Rozděleńım směru rotace je umožněna řiditelnost helikoptéry v pro-
storu. Vzhledem k tomuto faktu neńı potřeba jako u klasických helikoptér
stabilizačńıho rotoru nebo jako u

”
NOTARů3“ stabilizačńıch trysek.

2.2 Historie

Historie kvadrotorové helikoptéry sahá do prvńı poloviny 20. stolet́ı [1, 8].
V této době se lidé snažili vynalézt letoun, který by byl schopen kolmého
startu. Různě se experimentovalo se stavbou helikoptéry a tak se mezi prv-
ńımi stroji, které byly schopné kolmého startu, objevila i kvadrotorová heli-
koptéra.

Roku 1922 postavil ruský imigrant George de Bothezat na zakázku ame-
rické armády kvadrotorovou helikoptéru (nazývanou

”
flying octopus“). Tato

helikoptéra [3] absolvovala v roce 1922 několik úspěšných let̊u. Nakonec byl
ale projekt přerušen kv̊uli malému výkonu, neobratnosti stroje, velikosti fi-

1helikoptéra, která se pohybuje ve vzduchu pomoćı tř́ı a v́ıce rotor̊u
2bezkartáčové stejnosměrné elektromotory
3NO TAil Rotor - helikoptéra, která nemá na konci ocasu stabilizačńı vrtuli, ale jej́ı

stabilizace a ř́ızeńı náklonu se provád́ı pomoćı trysek

2



Kvadrotorová helikoptéra Historie

1

2

3

4

Obrázek 2.1: Kvadrotorová helikoptéra s označeńım směru rotace rotor̊u

nančńıch náklad̊u a zájmu o v́ırńıky (autogyra). Větš́ımu zájmu o kvadroto-
rové helikoptéry se dostává až v posledńı době.
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Kvadrotorová helikoptéra Historie

Obrázek 2.2: De Bothezatova helikoptéra. Zdroj: viz [3, str. 125]
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3 Návrh modelu

Ćılem této kapitoly je vytvořit dva modely kvadrotorové helikoptéry. Proces
vytvářeńı model̊u se nazývá modelováńı. Během modelováńı se reálnému
zař́ızeńı přǐrazuje podle určitých kritéríı model [16].

Nejprve budou v této kapitole popsány principy, na jejichž základě se
kvadrotorová helikoptéra pohybuje, poté bude popsán postup vytvářeńı ma-
tematického modelu a dále postup vytvářeńı modelu ze SimMechanics.

3.1 Princip pohybu kvadrotorové helikoptéry

v prostoru

Zde bude popsán zp̊usob, kterým se kvadrotorová helikoptéra pohybuje a
jak k tomuto pohybu docháźı. Změna polohy kvadrotorové helikoptéry se
provád́ı pomoćı změny otáček jednotlivých rotor̊u (viz obrázky 3.1, 3.2, 3.3).
Tento princip umožňuje jednoduchou konstrukci a ńızké náklady na stavbu
helikoptéry.

Každý rotor generuje za chodu tah Ti (což je śıla, která ideálně p̊usob́ı
kolmo na směr rotace) a točivý moment Mi.

Budeme-li uvažovat, že všechny rotory jsou stejné a při stejných otáčkách
(resp. úhlové rychlosti ωi) produkuj́ı stejný tah a točivé momenty, tak se mo-
menty vzájemně vyruš́ı (kvadrotorová helikoptéra neprovád́ı rotačńı pohyb).
Pokud maj́ı rotory stejné otáčky a na helikoptéru nep̊usob́ı žádné vněǰśı vlivy
kromě gravitačńı śıly G (např. v́ıtr), potom se helikoptéra pohybuje pouze
vertikálně, tedy stoupá nebo klesá (v závislosti na gravitačńı śıle G a vypro-
dukovaném tahu rotor̊u).

Pokud ale otáčky rotor̊u nejsou stejné, docháźı k rotačńımu pohybu he-
likoptéry. Rotaci lze popsat pomoćı Eulerových úhl̊u φ, θ a ψ. Tyto úhly
odpov́ıdaj́ı základńım pohyb̊um helikoptéry. Jedná se o systém RPY (φ - roll
(
”
náklon“ - viz obrázek 3.1), θ - pitch (

”
sklon“ - viz obrázek 3.2), ψ - yaw

(
”
otočeńı“ - viz obrázek 3.3)).
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Návrh modelu Princip pohybu kvadrotorové helikoptéry v prostoru

φ

1
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3

4

Obrázek 3.1: Rotace kvadrotorové helikoptéry v závislosti na rozd́ılu otáček
rotor̊u 2 a 4

θ

1

2

3

4

Obrázek 3.2: Rotace kvadrotorové helikoptéry v závislosti na rozd́ılu otáček
rotor̊u 1 a 3
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Návrh modelu Princip pohybu kvadrotorové helikoptéry v prostoru

ψ

ψ

1

2
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4

Obrázek 3.3: Rotace kvadrotorové helikoptéry v závislosti na rozd́ılu otáček
rotor̊u 1 + 3 a 2 + 4
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Návrh modelu Matematický model

x

y

z

x’

y’

z’

r

Obrázek 3.4: Zobrazeńı souřadnicového systému kvadrotorové helikoptéry

3.2 Matematický model

V této části budou popsány postupy pro vytvořeńı matematického modelu
kvadrotorové helikoptéry. Nejprve budou ukázány r̊uzné metody popisu pro-
storu. Bude ukázán jejich princip a výhody i nevýhody. Dále budou sestaveny
dynamické rovnice modelu, popsány některé aerodynamické jevy a nakonec
bude vyjádřen model kvadrotorové helikoptéry.

3.2.1 Zp̊usoby popisu prostoru

Pohyb kvadrotorové helikoptéry v prostoru je popsán pomoćı pravotočivé
kartézské soustavy souřadnic (viz obrázek 3.4).

Dále je nutné určit vztahy pro popis polohy v R3. Tyto vztahy umožňuj́ı
přepočet mezi souřadným systémem soustavy kvadrotoru (viz obrázek 3.4 -
osy x′, y′, z′) a souřadným systémem inerciálńı soustavy (viz obrázek 3.4 -
osy x, y, z). Poloha kvadrotoru je popsána pr̊uvodičem r.

Pro popis těchto vztah̊u se při modelováńı nejčastěji použ́ıvaj́ı tři stan-
dardńı postupy. Jsou jimi popis pomoćı rotačńı matice, kvaternion̊u a spe-

8



Návrh modelu Matematický model

x

y

x′

y′

ϕ

P

Obrázek 3.5: Ukázka rotace v ploše

ciálńı ortogonálńı skupiny.

Eulerovy úhly

Nejprve bude představen popis prostoru Eulerovy úhly. Přepočet podle Eule-
rových úhl̊u [15] je prováděn na základě rotaćı kolem jednotlivých os. Ve 3D pro-
storu máme tyto osy tři (většinou popsány x, y, z). Rotace kolem os je po-
psána rotačńımi maticemi. Dále si ukážeme odvozeńı těchto matic a následný
přepočet.

Pro názornost si nejdř́ıve ukážeme odvozeńı rotačńı matice v ploše (viz ob-
rázek 3.5). Na obrázku je vyobrazen bod P . Polohu bodu P známe pouze
v souřadném systému x′, y′. My ale potřebujeme znát polohu daného bodu
v souřadném systému x, y. Vid́ıme, že osy jsou pootočeny o úhel ϕ.

Na základě těchto znalost́ı můžeme snadno odvodit následuj́ıćı vztah:

x = x′ cosϕ− y′ sinϕ
y = x′ sinϕ+ y′ cosϕ

(3.1)

Dále už jen stač́ı přepsat vztah 3.1 do maticového tvaru:

rP =

[
x
y

]
=

[
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

] [
x′

y′

]
= Rr′P (3.2)

Z maticového tvaru (rovnice 3.2) jsme źıskali matici R, která je rotačńı
matićı v ploše. Při odvozeńı rotačńı matice ve 3D postupujeme obdobně.

9



Návrh modelu Matematický model

Rozd́ıl je v tom, že v prostoru je poloha bodu určena souřadnicemi, které se
skládaj́ı ze tř́ı hodnot (r = [x, y, z]T a r′ = [x′, y′, z′]T ), a rotace souřadni-
cového systému je určena třemi úhly (standardně φ, θ, ψ).

Dále jsou popsány rotačńı matice, které popisuj́ı rotace kolem os x, y, a z:

Rx =

1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ

 (3.3)

Ry =

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 (3.4)

Rz =

cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1

 (3.5)

Přepočet souřadnic bodu můžeme źıskat postupným použ́ıváńım matic
Rx, Ry, Rz (viz 3.3, 3.4, 3.5), ale také můžeme z těchto matic vytvořit jednu
matici, kterou budeme při přepočtu použ́ıvat. Zálež́ı na pořad́ı rotaćı (při jiné
kombinaci vznikne jiná matice). Standardně se použ́ıvá systém RPY (tedy

”
roll“-

”
pitch“-

”
yaw“, odpov́ıdá úhl̊um φ−θ−ψ). Matici RRPY źıskáme takto

(pro zkráceńı je použit zápis cos = c a sin = s):

RRPY = RzRyRx

RRPY =

cθcψ sφsθcψ − cφsψ sφsψ + cφsθcψ
cθsψ cφcψ + sφsθsψ cφsθsψ − sφcψ
−sθ sφcθ cφcθ

 (3.6)

Přepočetńı vztah při použit́ı matice z 3.6:

r = RRPY r
′ (3.7)

Tato metoda popisu má ale jeden velký nedostatek a t́ım je př́ıtomnost
jevu jménem gimbal lock.

Gimbal lock (nebo též
”
blokace Kardanova závěsu“ [6]) je jev, kdy dojde

ke ztrátě jednoho stupně volnosti (v 3D prostoru se vyskytuje standardně
šest stupň̊u volnosti - tři pro rotaci a tři pro translaci). Kardan̊uv závěs je

10



Návrh modelu Matematický model

Obrázek 3.6: Situace, kdy jsou všechny závěsy nezávislé

vidět na obrázku 3.6. Je to Kardan̊uv závěs se třemi osami rotace, dohromady
tedy poskytuj́ı kruhy (jednotlivé závěsy) tři stupně volnosti. Ztráta jednoho
stupně volnosti je vyobrazena na obrázku 3.7. Tato ztráta byla zp̊usobena
pootočeńım modrého kruhu o 90◦. V př́ıpadě na obrázku 3.7 lze vyvodit,
že pokud se pootoč́ı červený kruh, změńı s ńım i rotace, kterou symbolizuje
modrý kruh, tzn. že jsme přǐsli o jeden stupeň volnosti.

Kvaterniony

Dále si předvedeme přepočet na základně kvaternion̊u. Je efektivněǰśı než
u Eulerových úhl̊u, ale jeho největš́ı výhoda je, že zde odpadá problém s gim-
bal lockem. Kvaternion je složen z reálné složky a tř́ı komplexńıch jednotek
(v komplexńıch č́ıslech je pouze jedna). To je dostatečný počet pro zapsáńı ro-
tace v R3. Komplexńı složky jsou označeny ṕısmeny i, j, k (qr+qxi+qyj+qzk).

Poloha bodu pomoćı kvaternionu je tedy popsána takto (zakresleno také
na obrázku 3.8):

p = [x y z qr qx qy qz]
T

11
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Obrázek 3.7: Situace, kdy nastává ztráta jednoho stupně volnosti

x

y

z

qx

qy

qz

α

Obrázek 3.8: Znázorněńı kvaternionu při popisu rotace v R3 (rotace o úhel α
je dána hodnotou qr)
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Hodnoty x, y, z popisuj́ı translaci a hodnoty qr, qx, qy, qz popisuj́ı naklo-
něńı a pootočeńı bodu. Pro popis polohy se použ́ıvá normovaný jednotkový
kvaternion. To znamená, že plat́ı následuj́ıćı vztah:√

q2
r + q2

x + q2
y + q2

z = 1

V př́ıpadě potřeby pro kvaterniony existuj́ı jak přepočty z vektoru, tak
i z Eulerových úhl̊u (viz [2]). Nevýhodou je, že poloha je popsána sedmi
hodnotami (tři pro translaci a čtyři pro rotaci).

Speciálńı ortogonálńı grupa

Zat́ım jsme si ukázali dva popisy rotace v prostoru. Prvńı, popis pomoćı
Eulerových úhl̊u, trṕı blokaćı Kardanova závěsu. Druhý zp̊usob je vyjádřen
pomoćı normovaného jednotkového kvaternionu, kde je ale nevýhodou jeho
přeurčeńı (rotace je popsána čtyřmi hodnotami). Proto se dále budeme za-
bývat popisem, který oba výše zmı́něné neduhy nemá.

Jde o popis pomoćı speciálńı ortogonálńı grupy, která je Lieovou grupou.
V trojrozměrném prostoru je tato grupa označována jako SO(3) [2, 11, 12].
Je podgrupou grupy O(3) a jej́ı determinant je roven jedné. K SO(3) existuje
odpov́ıdaj́ıćı Lieova algebra, která je označována jako so(3). Algebra so(3) je
tř́ıdimenzionálńı vektorový prostor a jej́ı báze je tvořena těmito prvky:

X1 =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 (3.8)

X2 =

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 (3.9)

X3 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 (3.10)

Přičemž plat́ı tyto vztahy:

[X1, X2] = −X3, [X2, X3] = −X1, [X3, X1] = −X2,

kde [...] je bilineárńı zobrazeńı
”
závorka“ z so(3) × so(3) do so(3), které je

definováno jako [X, Y ] = XY − Y X.
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Grupa SO(3) je složena z podgrup eφX1 , eθX2 , eψX3 , které maj́ı stejný
tvar jako matice z rovnic 3.3, 3.4 a 3.5, a odpov́ıdaj́ı rotaćım kolem os x,
y a z. Rotaci můžeme vytvořit součinem těchto matic a proto může být
v so(3) popsána matićı Ωx 3.11, která je symetrická podle hlavńı diagonály.
Převodńı vztah mezi SO(3) a so(3) lze vyjádřit pomoćı exponenciálńıch a
logaritmických map.

Ωx =

φθ
ψ


x

=

 0 −ψ θ
ψ 0 −φ
−θ φ 0

 (3.11)

Exponenciálńı mapa slouž́ı k převodu z so(3) do SO(3), tedy k převodu
z Eulerových úhl̊u do rotačńı matice 3 × 3. Tento vztah nejlépe popisuje
Rodrigues̊uv vzorec 3.12, kde Ωx je vyjádřena ve vztahu 3.11 a Φ = |Ω|, kde
Ω = [φ θ ψ]T .

eΩ = eΩx = I3 +
sin Φ

Φ
Ωx +

1− cos Φ

Φ2
Ω2
x (3.12)

K převodu opačným směrem, tedy z SO(3) do so(3), slouž́ı logaritmická
mapa. Převod je popsán Rodriguesovým rotačńım vzorcem 3.13, kde R je
rotačńı matice 3 × 3, tr(R) je vektor s č́ısly, která se nacházej́ı na hlavńı
diagonále matice R a Ω je vytvořena z matice ln(R), která odpov́ıdá matici
Ωx ze vztahu 3.11.

ln(R) =
1

2 sin Φ
(R−RT ) (3.13)

cos Φ =
tr(R)− 1

2

3.2.2 Kinematika

V této části budou popsány vztahy pro převod ze souřadného systému sou-
stavy kvadrotoru do souřadného systému inerciálńı soustavy.

V části 3.2.1 byly popsány postupy, kterými lze matematicky vyjádřit
rotaci pevného tělesa. Na základě závěr̊u, které byly vyvozeny ve výše zmı́-
něné části, vyplývá, že bude výhodné použ́ıt pro popis rotace kvadrotorové
helikoptéry matematickou grupu SO(3).
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Pro přehlednost označ́ıme inerciálńı soustavu jako A a soustavu kvadro-
toru jako B . Lineárńı poloha B vzhledem k A je popsána pr̊uvodičem r =
[x, y, z]T (viz obrázek 3.4). Natočeńı B vzhledem k A je popsáno pomoćı Eule-
rových úhl̊u Ω = [φ, θ, ψ]T . Pro převod vektoru z A do B je nutné přenásobit
vektor rotačńı matićı, která byla definována v rovnici 3.12.

xy
z

 = eΩx

x′y′
z′

 (3.14)

3.2.3 Dynamika

V této části budou popsány základńı dynamické vlastnosti kvadrotorové heli-
koptéry [5, 9]. Budou zde sestaveny Newton-Eulerovy rovnice, které popisuj́ı
základńı vlastnosti pro pohyb helikoptéry.

Pro sestaveńı rovnic jsou potřeba tyto parametry: hmotnost kvadrotorové
helikoptéry m, matice setrvačnosti I. Matice I má následuj́ıćı tvar:

I =

Ixx Ixy Ixz
Iyx Iyy Iyz
Izx Izy Izz


Kv̊uli specifickému tvaru kvadrotorové helikoptéry můžeme pro zjednodušeńı
ř́ıci, že jej́ı tělo je symetrická struktura se čtyřmi rameny, která jsou připojena
na x-ové a y-ové ose.

I =

Ixx 0 0
0 Iyy 0
0 0 Izz


Newton-Eulerovy rovnice maj́ı tento tvar:

mr̈ = Gz + eΩxF (3.15)

IΩ̈ = −Ω̇× IΩ̇ +M (3.16)

G je gravitačńı śıla a F jsou śıly, které p̊usob́ı na kvadrotor. Ω a Ωx byly
již definovány v části 3.2.1. M jsou momenty, které p̊usob́ı na helikoptéru.
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3.2.4 Základńı aerodynamické jevy

Nı́že budou popsány základńı aerodynamické jevy, které maj́ı zásadńı vliv
na chováńı kvadrotorové helikoptéry. Tyto jevy budou popsány jako śıly a
momenty.

Základńı aerodynamické jevy záviśı zejména na otáčkách, resp. úhlové
rychlosti ωi jednotlivých rotor̊u, hustotě vzduchu a tvaru rotor̊u. Jako prvńı
je definován vztah pro tah rotoru i.

Ti = KTρArir
2
iω

2
i (3.17)

Tah je produkován jako śıla, která ideálně p̊usob́ı ve směru osy rotoru i,
tedy podle osy z′. KT je koeficient tahu, který je závislý na tvaru rotoru a
jeho profilu, ρ je hustota vzduchu, ri je poloměr rotoru a ωi je úhlová rychlost
rotoru. Pro zjednodušeńı je tah rotoru i definován jako součin koeficientu tahu
kT a kvadrátu úhlové rychlosti.

Ti = kTω
2
i (3.18)

Podobně lze popsat i točivý moment Mi, který je vytvářen rotorem. Mo-
ment lze popsat pomoćı koeficientu (v tomto př́ıpadě kM), kvadrátu úhlové
rychlosti rotoru i, momentu setrvačnosti rotoru IM a derivace úhlové rychlosti
rotoru i.

Mi = kMω
2
i + IM ω̇i (3.19)

Koeficienty kT a kM se daj́ı poměrně snadno zjistit z experimentu na ro-
toru, který bude na kvadrotorové helikoptéře použit. Celkový tah kvadroto-
rové helikoptéry lze jednoduše vyjádřit jako sumu tah̊u všech čtyř rotor̊u.

T =
N∑
i=1

|Ti| = kT

N∑
i=1

ω2
i (3.20)

Celkový tah je nejvýznamněǰśı, ale ne jedinou složkou sil, které ovliv-
ňuj́ı pohyb kvadrotorové helikoptéry. Celková śıla F by se tedy dala popsat
následovně:

F = Tz′ + f (3.21)

f v rovnici 3.21 zastupuje daľśı aerodynamické jevy, které budou popsány
v části 3.2.5.
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Jako daľśı část dynamiky kvadrotorové helikoptéry je potřeba popsat cel-
kový točivý moment M , který zp̊usobuje rotaci kvadrotorové helikoptéry ko-
lem rotačńıch os.

M =

Mφ

Mθ

Mψ

 (3.22)

Mφ = lkT (−ω2
2 + ω2

4) (3.23)

Mθ = lkT (−ω2
1 + ω2

3) (3.24)

Mψ =
4∑
i=1

Mi =
4∑
i=1

(kMω
2
i + IM ω̇i) (3.25)

l je délka ramena kvadrotorové helikoptéry (vzdálenost od středu helikop-
téry ke středu rotoru). Rovnice 3.23 a 3.24 jsou platné pouze, pokud je splněn
předpoklad, že sousedńı ramena spolu sv́ıraj́ı pravé úhly a maj́ı stejnou délku.

3.2.5 Daľśı aerodynamické jevy

V této části budou popsány daľśı aerodynamické jevy. Při návrhu ř́ızeńı
malé kvadrotorové helikoptéry, která je určená k letu ve vnitřńıch prosto-
rách, lze tyto jevy zanedbat (nezahrnout do modelu), ale mohou být d̊uležité
pro správné pochopeńı chováńı této helikoptéry a je nutné s nimi poč́ıtat
při konstrukci velkého stroje nebo při letu ve vysoké rychlosti.

Třepotáńı listu rotoru

Třepotáńı listu rotoru (tzv.
”
blade flapping“) je jev, ke kterému docháźı

při horizontálńım translačńım pohybu rotoru. List, který se pohybuje ve směru
letu má vyšš́ı rychlost v̊uči vzduchu, proto má větš́ı tah a docháźı k ohybu
listu směrem nahoru. List, který se pohybuje opačným směrem má naopak
nižš́ı relativńı rychlost a tak docháźı k ohybu dol̊u. To znamená, že za jednu
otáčku rotoru kmitne každý list nahoru a dol̊u.

Kv̊uli tomu je nutné, aby konce rotoru byly zejména u velkých helikoptér
pružné a docházelo k ohybu list̊u. Pokud by listy nebyly pružné, śıla by se
přenesla na mechanické vibrace a mohl by se poškodit rotor nebo dokonce sa-
motný letoun. Kvadrotorová helikoptéra, jej́ıž rotory maj́ı dostatečně pružné
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listy, je stabilněǰśı. Stabilita je zp̊usobena t́ım, že je letoun kv̊uli ohýbáńı list̊u
rotoru naklápěn proti směru pohybu.

Indukovaný odpor

Indukovaný odpor (tzv.
”
induced drag“) p̊usob́ı proti pohybu rotoru a je

závislý na relativńım větru1 a úhlu náběhu listu rotoru2. Indukovaný odpor
je silný v ńızkých otáčkách (při pomalém pohybu listu rotoru).

Poruchy v prouděńı vzduchu

S poruchami prouděńı je nutné poč́ıtat při letu ve venkovńıch prostorách,
kde se měńı povětrnostńı podmı́nky (jde např. o nárazový v́ıtr nebo r̊uzné
větrné v́ıry). Neńı možné je jednoduše zahrnout do modelu a proto je nutné
pro outdoorové kvadrotory navrhnout robustńı ř́ızeńı.

3.2.6 Kompletńı matematický model

V této části bude představen matematický model kvadrotorové helikoptéry,
který byl vytvořen na základě rovnic z 3.2.3, do kterých byly dosazeny vztahy
z 3.2.4.

ẍÿ
z̈

 = −g

0
0
1

+ eΩx
T

m

0
0
1

 (3.26)

φ̈θ̈
ψ̈

 = I−1

−
φ̇θ̇
ψ̇

×
Ixxφ̇Iyyθ̇

Izzψ̇

+

 lkT (−ω2
2 + ω2

4)
lkT (−ω2

1 + ω2
3)∑4

i=1−1i+1kMω
2
i

 (3.27)

U momentuMψ je zanedbána složka IM ω̇i, jelikož setrvačnost rotor̊u nemá
větš́ı vliv na přesnost modelu a −1i+1 je do vztahu přidána kv̊uli zohledněńı

1zdánlivý v́ıtr, který má směr proti pohybu listu rotoru
2úhel, který sv́ırá tětiva listu rotoru s vektorem, který udává směr relativńıho větru
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směru rotace každého rotoru (určuje směr p̊usobeńı momentu). Do mode-
lu nebyly zahrnuty aerodynamické śıly f , které jsou zmı́něny v části 3.2.5.
Rovnice 3.15 byla vydělena m a po této úpravě byl źıskán vztah pro zrych-
leńı kvadrotoru 3.26. Rovnice 3.16 byla vynásobena inverzńı matićı setrvač-
nosti I−1 a byl źıskán vztah vyjadřuj́ıćı úhlové zrychleńı kvadrotoru 3.27.

3.3 Model na základě blok̊u SimMechanics

V této části se budeme věnovat popisu modelu pomoćı nástroje SimMecha-
nics. Nejprve bude představen samotný SimMechanics, poté budou popsány
části modelu kvadrotorové helikoptéry a jejich parametry. Tento model je
vytvořen zejména kv̊uli porovnáńı s matematickým modelem, který byl vy-
tvořen v části 3.2.

3.3.1 Knihovna SimMechanics

Knihovna blok̊u SimMechanics se nacháźı v programu MATLAB. Je integro-
vána do prostřed́ı Simulink a je část́ı větš́ıho baĺıku Simscape, který obsahuje
několik knihoven pro modelováńı (např. hydraulických a elektronických sys-
témů).

Modelováńı pomoćı SimMechanics [4] je založeno na principu práce se
soustavou tuhých těles, která jsou propojena vzájemnými vazbami. Při mode-
lováńı tedy neńı potřeba zabývat se odvozováńım pohybových rovnic. Model
se vytvář́ı tak, že se pouze zadávaj́ı geometrické vlastnosti těles a vazby mezi
nimi.

Výhodou integrace s prostřed́ım Simulink je, že můžeme propojovat mo-
dely v SimMechanics s jinými modely, které nejsou v SimMechanics vytvo-
řeny. Této vlastnosti bude využito při vytvářeńı modelu kvadrotorové heli-
koptéry, jelikož jej́ı tělo bude vytvořeno pomoćı několika tuhých těles v Si-
mMechanics, ale silové a momentové p̊usobeńı rotor̊u bude popsáno ve stan-
dardńıch bloćıch Simulinku.
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3.3.2 Model prostřed́ı

Základem modelu je blok Machine Enviroment, ve kterém lze popsat pro-
střed́ı pro simulaci (např. vektor gravitace, dimenzi, zp̊usob řešeńı, zaokrouh-
lováńı a vizualizaci modelu).

Část, která je připojena na Machine Enviroment, je blok Ground, ve kte-
rém lze definovat polohu země a umožnit připojeńı pomyslného spoje (tzv.
Joint) mezi tělesem a zemı́. V knihovně je v́ıce druh̊u spoj̊u. Mezi základńı
spoje patř́ı Prismatic, který umožňuje translačńı pohyb tělesa po jedné ose,
a Revolute, který umožňuje rotačńı pohyb tělesa kolem jedné osy. Oba bloky
poskytuj́ı tělesu jeden stupeň volnosti.

Kvadrotorová helikoptéra má však šest stupň̊u volnosti (tři pro translaci
a tři pro rotaci) a tak je nutné použ́ıt spoj, který nám tolik stupň̊u poskytne.
Potřebné vlastnosti má blok Six-DoF. Na tento blok již můžeme navázat
bloky typu Body.

3.3.3 Model kvadrotorové helikoptéry

Kv̊uli podobnosti s matematickým modelem budeme uvažovat, že helikoptéra
se skládá z pěti těles. Jedno těleso je střed kvadrotoru a čtyři zbylé bychom
mohli považovat za motory/zakončeńı ramen. Ramena helikoptéry uvažujeme
pevná, tedy neohebná.

Základem kvadrotoru je tedy jeho střed a proto je do modelu přidán blok
typu Body, který zastupuje těleso. Tento blok je pojmenován pro přehlednost
centre. Před praćı s blokem je nejprve potřeba nastavit počet port̊u, které
bude mı́t. Prvńı port je potřeba pro spojeńı Six-DoF, daľśı čtyři pro připojeńı
ramen a posledńı pro připojeńı senzor̊u, které zjǐst’uj́ı úhlovou rychlost a
zrychleńı tělesa centre.

Na blok centre jsou připojeny čtyři části, které znázorňuj́ı ramena a rotory
kvadrotoru. Rameno je znázorněno vždy pevným spojem typu Joint, který se
nazývá Weld (

”
svár“) a blokem Body, které je jeho zakončeńım. Bloky Weld

a Body jsou označeny č́ıslovkou, která koresponduje s č́ıslem rotoru.

Rotor i je znázorněn jako subsystém Force and torque, který je složen
z rovnic p̊usob́ıćıch sil a moment̊u. Rovnice vycházej́ı ze vztah̊u 3.18 a 3.19.
Tah je śıla, kterou produkuje rotor ve směru osy z′ a je popsán takto:
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Ti = kTω
2
i . Moment, který rotor vytvář́ı kolem osy z′ je popsán stejně jako

v matematickém modelu zjednodušeně Mi = kMω
2
i a přenásoben podle směru

rotace rotoru. Vstupńı hodnota tohoto subsystému jsou otáčky za minutu da-
ného rotoru.

Subsystémy Force and torque p̊usob́ı na tělesa Body skrze bloky Body
Actuator, které dokáž́ı na dané těleso přenášet v určitém směru moment a
śılu.

Jak je zmı́něno výše, na blok centre je ještě připojen senzor, na jehož
výstupu jsou okamžité hodnoty zrychleńı a úhlové rychlosti. Tento senzor je
zastoupen blokem Body Sensor.

3.3.4 Schémata a nastaveńı modelu

V částech 3.3.2 a 3.3.3 byly popsány části ze kterých se skládá model kvadro-
torové helikoptéry v SimMechanics a jejich vzájemné propojeńı. Zde budou
uvedena upravená schémata modelu, která byla vytvořena na základě zobra-
zeńı modelu v Simulinku, a nastaveńı modelu.

Schémata modelu

Schémana na obrázku 3.9 zobrazuje celý model. Jsou v něm barevně ozna-
čeny celky, které byly popsány v části 3.3.2 a 3.3.3. Na schématu jsou také
znázorněny bloky, které jsou připojeny na senzor a na jejich výstupech jsou
signály s rychlost́ı, polohou, skalárem rychlosti a úhlem kvadrotoru.

Na daľśım schématu na obrázku 3.10 jsou popsány bloky, které znázorňuj́ı
rameno kvadrotoru. Tato část je připojena skrze spojeńı Weld ke středu
kvadrotoru.

Posledńı schéma je na obrázku 3.11 a popisuje subsystém Force and
torque, jež vypoč́ıtává na základě otáček za minutu rotoru momenty a śıly,
které daný rotor vytvář́ı. Na obrázku je výpočet sil a moment̊u rotoru,
který se toč́ı po směru hodinových ručiček. Pokud bychom chtěli výpočet
pro opačný směr, museli bychom do bloku Gain1 dosadit mı́sto konstanty
kM konstantu přenásobenou −1, tedy −kM .
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Obrázek 3.9: Schéma celého modelu v SimMechanics, kde jsou barevně ozna-
čeny a popsány základńı části
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Nastaveńı modelu

Výše bylo ukázáno jak má model vypadat, z kterých blok̊u se skládá a jak
maj́ı být pospojovány do sebe. V této části bude popsáno nastaveńı modelu
tak, aby fungoval srovnatelně s matematickým modelem z části 3.2.

Nejprve je nutné poukázat na to, že má SimMechanics v p̊uvodńım na-
staveńı jinak popsané osy, než je tomu u matematického modelu. Pro zjed-
nodušeńı tvorby modelu se nastaveńı nebude měnit. Popis os bude zohledněn
při simulaci v části ?? a hodnoty z modelu v SimMechanics budou převedeny
do stejného popisu, jako má matematický model (viz obrázek 3.4). Pro ná-
zornost je souřadnicový systém, který je použitý v SimMechanics zakreslen
na obrázku 3.12.

Kv̊uli tomuto nastaveńı p̊usob́ı gravitačńı śıla G v modelu po ose y. Mo-
menty rotor̊u a jejich tah p̊usob́ı kolem a po ose y′. Dále muśı mı́t matice
setrvačnosti I odlǐsný tvar než u matematického modelu. Pokud necháme
hodnoty Ixx, Iyy a Izz stejné, tak muśı mı́t matice následuj́ıćı tvar:

I =

Iyy 0 0
0 Izz 0
0 0 Ixx


Ramena kvadrotoru maj́ı souřadnice dané také jinak, tedy např. rotor č. 1
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Obrázek 3.12: Souřadnicový systém kvadrotorové helikoptéry v SimMecha-
nics

se nacháźı na souřadnićıch
[
0 0 l

]
a č. 2 na

[
0 −l 0

]
relativně od středu

kvadrotoru v souřadnicovém systému kvadrotoru.

Aby byla u modelu zachována podobnost s matematickým modelem,
tak je matice setrvačnosti I a hmotnost m přǐrazena do tělesa center, tedy
do středu kvadrotoru.

Tělesa na konci ramen maj́ı hmotnost rovnou nule a jejich matice setrvač-
nosti je rovna nulové matici 3× 3, jde tedy pouze o nehmotné body, na které
p̊usob́ı śıla a moment, které jsou dále přenášeny na hmotný střed kvadrotoru.

Na výstupu senzoru je měřitelné zrychleńı v jednotkách m · s−2 a úhlová
rychlost v rad · s−1.
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4 Návrh ř́ızeńı

V této kapitole bude na základě matematického modelu z části 3.2 navrženo
ř́ızeńı kvadrotorové helikoptéry. Výsledný regulátor by měl být schopen sta-
bilizace kvadrotorové helikoptéry. Nejprve bude navržen regulátor, který ř́ıd́ı
rotaci kvadrotoru a poté bude navržen regulátor, který se bude starat o udr-
žeńı kvadrotoru v určité výšce. Nakonec budou provedeny simulace na regulo-
vaném matematickém modelu a na regulovaném simulačńım modelu s bloky
SimMechanics.

4.1 Princip ř́ızeńı kvadrotoru

Problém ř́ızeńı kvadrotoru je v tom, že vstupy systému jsou pouze čtyři (úh-
lová rychlost rotor̊u), ale chceme jimi ř́ıdit pohyb helikoptéry v šesti rozmě-
rech (tři osy rotace a tři osy translace). Takový systém je tzv.

”
underactua-

ted“.

Z popisu v části 3.1 a 3.2.4 vyplývá, že tah rotoru T je śıla, která p̊u-
sob́ı ve směru z′. Dále bylo popsáno, že rotaci kolem tř́ı os lze ovlivňovat
momenty M . Tah T je popsán v rovnici 3.20 a moment M je popsán vzta-
hem 3.22. Z těchto vztah̊u lze vypozorovat, že jsou závislé na úhlové rychlosti
rotor̊u. Na jejich základě lze tedy sestavit soustavu rovnic. Rovnice má ná-
sleduj́ıćı tvar: 

T
Mφ

Mθ

Mψ

 =


kT kT kT kT
0 −lkT 0 −lkT
−lkT 0 lkT 0
kM −kM kM −kM



ω2

1

ω2
2

ω2
3

ω2
4

 (4.1)

Ze vztahu 4.1 je možné podle úhlových rychlost́ı rotor̊u ωi a parametr̊u
kvadrotoru l, kT a kM dopoč́ıtat jednotlivé momenty a tah. Úpravou lze ale
źıskat vztah opačný, tedy výpočet požadované úhlové rychlosti rotor̊u, který
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Obrázek 4.1: Regulačńı schéma

bude užitečný pro ř́ızeńı kvadrotoru.
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


T
Mφ

Mθ

Mψ

 (4.2)

Úlohu stabilizace kvadrotorové helikoptéry lze rozdělit na dvě části. Prvńı
část je ř́ızeńı rotace kvadrotoru tak, aby úhly ψ a θ byly nulové. Daľśı část je
ř́ızeńı polohy tak, aby helikoptéra vystoupala do požadované výšky (osa z) a
dále výšku udržovala.

Regulačńı schéma je popsáno na obrázku 4.1. Jde o regulačńı schéma se
zápornou zpětnou vazbou, kde FR je regulátor, FS ř́ızený systém (v našem
př́ıpadě model kvadrotorové helikoptéry), w požadovaná veličina, e regulačńı
odchylka, u ř́ızeńı a y je výstup ř́ızeného systému FS.

Na obrázku 4.2 jsou části, ze kterých se skládá regulátor FR. Blok, který
je označený jako FV , je přepočet signálu na požadované otáčky rotor̊u (byl
zmı́něn výše v této části). FRΩ je regulátor, který má na vstupu odchylku eΩ

a na výstupu signál uΩ, který obsahuje požadovaný moment M . Požadovanou
výšku udržuje regulátor FRz. Na jeho vstupu je odchylka ez. Na výstupu je
signál uz, což je požadovaný tah T .
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Obrázek 4.2: Schéma regulátoru FR

4.2 Návrh regulátoru pro ř́ızeńı rotace kvadro-

toru

V této části bude navržen PD regulátor FRΩ, který bude ř́ıdit rotaci kvadro-
torové helikoptéry. PD regulátor je složen z proporcionálńı a derivačńı složky.
Derivačńı složka je složena z derivace vstupńıho signálu, který je vynásoben
parametrem KD. V našem př́ıpadě označ́ıme parametr jako KD,Ω. Proporci-
onálńı složka se skládá ze vstupńıho signálu a parametru KP . V regulátoru
rotace bude označena jako KP,Ω.

Nejprve je potřeba určit regulačńı odchylku, která je vstupem regulátoru.
Odchylku rotace lze popsat jako

eΩx =
1

2
((eΩ∗

x)T eΩx − (eΩx)T eΩ∗
x), (4.3)

kde Ωx je aktuálńı natočeńı a Ω∗xje požadované. eΩx je rotačńı matice, která
byla použita v matematickém modelu. Výsledné eΩx by mělo být ve formě
symetrické matice která popisuje rotaci z eΩx do eΩ∗

x . Pro lineárńı regulátor je
potřeba regulačńı odchylku eΩx linearizovat. Tato linearizace bude provedena
pro úhly φ a θ a úhlové rychlosti, které se bĺıž́ı nule.

Pro potřeby linearizace lze rozdělit rotaci eΩx na rotaci kolem osy z′ eΩx(ψ)
a kolem x′ a y′ eΩx(φ, θ). Následně můžeme provézt linearizaci pro (ψ, φ, θ) =
(ψ0, 0, 0). Výsledkem linearizace je

eΩx = eΩx(ψ0 + ∆ψ)eΩx(∆φ,∆θ) =

cosψ − sinψ ∆θ cosψ + ∆φ sinψ
sinψ cosψ ∆θ sinψ −∆φ cosψ
−∆θ ∆φ 1

 ,
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Návrh ř́ızeńı Návrh regulátoru pro ř́ızeńı letové výšky

kde ψ = ψ0 + ∆ψ a pokud dosad́ıme za rotačńı matice linearizovaný vztah,
tak zjist́ıme, že regulačńı odchylka eΩx má tvar

eΩx =

 0 ∆ψ −∆θ
−∆ψ 0 ∆φ
∆θ −∆φ 0

 .
Tento tvar je podobný matici 3.11 a lze jej zapsat jako vektor. Výsledná
odchylka bude vzhledem k tomuto faktu poč́ıtána jako rozd́ıl požadovaných
úhl̊u Ω∗ a aktuálńıch úhl̊u Ω, tedy

eΩ =

φ∗ − φθ∗ − θ
ψ∗ − ψ

 =

∆φ
∆θ
∆ψ

 . (4.4)

Následně je možné sestavit regulátor FRΩ, který má tvar

uΩ = −KP,ΩeΩ −KD,ΩėΩ. (4.5)

Regulátor FRΩ pracuje s odchylkou v soustavě kvadrotoru a je určen pro menš́ı
úhlové odchylky a úhlovou rychlost bĺıž́ıćı se nule. Pokud bychom chtěli
kvadrotorovou helikoptéru ř́ıdit za jiných podmı́nek, bylo by potřeba na-
vrhnout jiný regulátor.

4.3 Návrh regulátoru pro ř́ızeńı letové výšky

Daľśı požadavek pro stabilizaci kvadrotorové helikoptéry je udržovat poža-
dovanou výšku (tedy stálou polohu na ose z). To znamená, že ż = z̈ = 0.
Na ř́ızeńı výšky bude použit regulátor FRz, který bude také PD regulátorem.
Pro jeho návrh muśıme tentokrát provézt linearizaci rovnice 3.27. Linearizace
bude provedena pro r = r∗, φ = θ = 0, ψ = ψ∗, ṙ = 0 a φ̇ = θ̇ = ψ̇ = 0
při vstupu uz = mg a uΩ = 0.

Výsledek linearizace je

ẍ = g(∆θ cosψ∗ + ∆φ sinψ∗), (4.6)

ÿ = g(∆θ sinψ∗ −∆φ cosψ∗), (4.7)

z̈ =
uz
m
− g. (4.8)
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Na základě lineárńıch rovnic jsme schopni sestavit regulátor FRz.

uz = m(g + z̈∗ +KD,z(ż
∗ − ż) +KP,z(z

∗ − z)) (4.9)

Tento regulátor ovlivňuje pouze tah rotor̊u a t́ım stoupáńı kvadrotoru. KD,z

a KP,z jsou parametry regulátoru FRz. Z lineárńıch rovnic 4.6 a 4.7 ale mů-
žeme vyjádřit i vztah, který bude na základě zrychleńı ẍ a ÿ vypoč́ıtávat
požadovaný úhel φ∗ a θ∗ tak, aby zrychleńı na ose x a y bylo nulové.

φ∗ =
1

g
((ẍ∗ − ẍ) sinψ∗ − (ÿ∗ − ÿ) cosψ∗), (4.10)

θ∗ =
1

g
((ẍ∗ − ẍ) cosψ∗ + (ÿ∗ − ÿ) sinψ∗), (4.11)

kde ψ∗ je požadované natočeńı kolem osy z′ a za ∆φ a ∆θ bylo dosazeno φ∗

a θ∗. Pokud chceme, aby byla zrychleńı na osách x a y nulová, tak muśıme
za ẍ∗ a ÿ∗ v rovnićıch 4.10 a 4.11 dosadit nulu. Přes tyto hodnoty bychom
mohli také ř́ıdit let kvadrotorové helikoptéry požadovaným směrem.

4.4 Simulace

V této části bude proveden test regulátoru na třech modelech. Prvńı model
je matematický a je implementovaný v prostřed́ı Simulink na základě rov-
nic 3.26 a 3.27. Druhý model je také matematický a vycháźı z předešlého
modelu. Od předchoźıho modelu se odlǐsuje t́ım, že mı́sto rotačńı matice eΩx

použ́ıvá rotačńı matici R, která byla popsána ve vztahu 3.6. Posledńı model je
vytvořen pomoćı knihovny Simscape/SimMechanics a byl popsán v části 3.3.

Test bude proveden jako simulaci v prostřed́ı Simulink. Ćılem simulace
bude zaznamenat chováńı jednotlivých model̊u s ř́ızeńım FRΩ a FRz po dobu
3 s pro počátečńı podmı́nky Ω0 = [π/6, π/4, π/8]T a r0 = [0, 0, 0]T a požado-
vané hodnoty ψ∗ = π/4 rad a z∗ = 2 m. Po dobu simulace bude zaznamenán
regulovaný vstup u, který odpov́ıdá požadovaným otáčkám rotor̊u v modelu,
a hodnoty Ω a r.

4.4.1 Parametry modelu a regulátor̊u

Než bude spuštěna simulace, tak je potřeba určit hodnoty parametr̊u pro mo-
del kvadrotoru a pro parametry regulátoru. Hodnoty pro model jsou v ta-
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parametr hodnota jednotky
g 9, 81 m · s−2

m 0, 468 kg
l 0, 225 m
kT 2, 980 · 10−6

kM 1, 140 · 10−7

Ixx 4, 856 · 10−3 kg ·m2

Iyy 4, 856 · 10−3 kg ·m2

Izz 8, 801 · 10−3 kg ·m2

Tabulka 4.1: Hodnoty parametr̊u kvadrotorové helikoptéry.

parametr hodnota
KD,Ω 3
KP,Ω 15
KD,z 5
KP,z 15

Tabulka 4.2: Hodnoty parametr̊u PD regulátor̊u FRΩ a FRz.

bulce 4.1 a byly převzaty z [9]. Hodnoty pro regulátor byly určeny experi-
mentálně řadou simulaćı na matematickém modelu kvadrotorové helikoptéry
a nacházej́ı se v tabulce 4.2. Nastaveńı regulátoru bylo provedeno s poža-
davkem, aby regulátor FRΩ bez překmitu doreguloval postupně úhly φ, θ a
ψ o hodnotu π/4, tedy 45◦ za dobu 2 s s odchylkou v řádu 10−5 rad. Re-
gulátor FRz byl nastaven tak, aby ř́ıdil stoupáńı z 0 m do 1 m s požadav-
kem, že dojde pouze k mı́rnému překmitu a doba regulace bude při odchylce
v řádu 10−3 trvat 2 s.

4.4.2 Simulace ř́ızeného matematického modelu kvadro-
torové helikoptéry s rotačńı matićı eΩx

Jako prvńı byly provedeny simulace na matematickém modelu s rotačńı ma-
tićı eΩx . Výsledky simulace jsou na obrázćıch 4.3, 4.4 a 4.5. Na obrázku 4.3
lze vypozorovat, že má ř́ızeńı velmi rychlý náběh. To je zp̊usobeno nasta-
veńım regulátoru pro rychlou regulaci. Můžeme vypozorovat, že přibližně
v čase 0, 5 s docháźı k ustalováńı otáček všech čtyř rotor̊u. Na obrázku 4.4
je vidět, že kvadrotor vystoupá do výšky 2 m (osa z) a zejména na ose x
je pozorovatelné, že zrychleńı je po ustáleńı nulové a kvadrotor se pohybuje
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Obrázek 4.3: Ř́ızeńı kvadrotoru při simulaci na mat. modelu

pouze setrvačnost́ı s konstantńı rychlost́ı ẋ. Na obrázku 4.5 je vyobrazena
rotace v matematickém modelu kvadrotorové helikoptéry. Jej́ı změna na po-
žadované hodnoty prob́ıhá velmi rychle. Je to zp̊usobeno zejména t́ım, že byl
regulátor FRΩ nastaven na regulaci s větš́ı odchylkou.

4.4.3 Simulace ř́ızeného matematického modelu kvadro-
torové helikoptéry s rotačńı matićı R

Daľśı simulace je provedena na ř́ızeném matematickém modelu kvadrotorové
helikoptéry s rotačńı matićı R (viz rovnice 3.6). Výsledné grafy se nacházej́ı
na obrázćıch 4.6, 4.7, 4.8. Regulace úhl̊u proběhla rychleji než v předchoźı
simulaci (bez výrazného překmitu na úhlu φ). Požadovaná výška byla také
dosažena rychleji, ale za cenu větš́ı rychlosti na ose x.
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Obrázek 4.4: Poloha kvadrotoru při simulaci na mat. modelu
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Obrázek 4.5: Natočeńı kvadrotoru při simulaci na mat. modelu
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á

ry
ch

lo
st

ro
to

ru
[r

ad
/s

]

ω1
ω2
ω3
ω4

Obrázek 4.6: Ř́ızeńı kvadrotoru při simulaci na mat. modelu s rot. matićı R
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Obrázek 4.7: Poloha kvadrotoru při simulaci na mat. modelu s rot. matićı R
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Obrázek 4.8: Natočeńı kvadrotoru při simulaci na mat. modelu s rot. matićı R

4.4.4 Simulace ř́ızeného modelu se SimMechanics

Posledńı simulace je provedena na ř́ızeném modelu vytvořeném pomoćı knihovny
SimMechanics. Výsledky simulace jsou vyobrazeny na obrázćıch 4.9, 4.10,
4.11. Na obrázku 4.10 lze vypozorovat, že pohyb po ose x neprob́ıhá s kon-
stantńı rychlost́ı. Kv̊uli tomu byla při simulaci v daném směru uražena větš́ı
vzdálenost. Na obrázku 4.11 je vidět, že na φ docháźı k výraznému překmitu.
I přes tyto odchylky ale regulátor pracuje s modelem v SimMechanics uspo-
kojivě.

4.4.5 Porovnáńı výstup̊u u jednotlivých model̊u

V této části budou navzájem porovnány výstupy z jednotlivých simulaćı. Vý-
stupy budou porovnány na základě absolutńı hodnoty rozd́ılu vždy po dvo-
jićıch.

Na obrázćıch 4.12, 4.13 a 4.14 je uveden rozd́ıl v poloze kvadrotoru. Rozd́ıl
na ose z je na všech obrázćıch po chvilce nulový. Je to zp̊usobeno t́ım, že jsou
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Návrh ř́ızeńı Simulace

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

1,000

2,000

3,000

4,000

5,000

6,000

7,000

8,000
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Obrázek 4.9: Ř́ızeńı kvadrotoru při simulaci na modelu v SimMechanics
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Obrázek 4.10: Poloha kvadrotoru při simulaci na modelu v SimMechanics
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Obrázek 4.11: Rotace kvadrotoru při simulaci na modelu v SimMechanics

všechny modely regulovány na této ose na stejnou hodnotu. Při porovnáńı
dvou matematických model̊u (obrázek 4.12) vid́ıme, že rozd́ıl na ose x a
y roste lineárně, což znamená, že se modely na osách vzdaluj́ı konstantńı
rychlost́ı. Jak už bylo řečeno, pohyb na osách x a y je regulováno pouze
na základě zrychleńı a to pouze nepř́ımo přes regulátor FRΩ. To znamená, že
malá odchylka ve zrychleńı na začátku může zp̊usobit rozd́ıl v poloze obou
model̊u. Odchylka při porovnáńı mat. model̊u s modelem v SimMechanics
(obrázky 4.13 a 4.14) je zejména na ose x nelineárńı. To může být zp̊usobeno
odlǐsnou vnitřńı dynamikou modelu a nebo odlǐsným přepočtem rotace.

Na obrázćıch 4.15, 4.16 a 4.17 je prezentován rozd́ıl v rotaci kvadrotoru.
V tomto př́ıpadě jsou všechny hodnoty ř́ızeny regulátorem a tak nejsou od-
chylky tak velké. Při porovnáńı matematických model̊u (obrázek 4.15) pozo-
rujeme rozd́ıl na počátku simulace, poté je vše odregulováno na požadované
hodnoty a tak se rozd́ıl bĺıž́ı k nule. Jinak je tomu při porovnáńı se Sim-
Mechanicsovým modelem. Rozd́ıl je při porovnáńı s oběma matematickými
modely podobný a můžeme pozorovat, že se odchylka po čase ustáĺı kolem
hodnoty 4 ·10−2, což je přibližně 2, 3◦. Budeme-li předpokládat, že úhly φ a θ
byly doregulovány k nulovým hodnotám, pak je kvadrotor v modelu v Sim-
Mechanics odchýlen od požadované polohy o 2, 3◦. Jelikož se regulátor snaž́ı
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Obrázek 4.12: Rozd́ıl polohy mat. modelu s matićı eΩx a R

kompenzovat výšku větš́ım tahem rotor̊u, docháźı pravděpodobně ke zrych-
leńı osách x a y. Důvody pro rozd́ıl v náklonu jsou tedy stejné jako pro rozd́ıl
v poloze.
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Obrázek 4.13: Rozd́ıl polohy mat. modelu s matićı eΩx a modelu
v SimMechanics
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Obrázek 4.14: Rozd́ıl polohy mat. modelu s matićı R a modelu
v SimMechanics
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Obrázek 4.15: Rozd́ıl úlohy mat. modelu s matićı eΩx a R
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Obrázek 4.16: Rozd́ıl rotace mat. modelu s matićı eΩx a modelu
v SimMechanics
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Obrázek 4.17: Rozd́ıl rotace mat. modelu s matićı R a modelu
v SimMechanics
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5 Závěr

V této práci byl představen druh helikoptéry nazývaný kvadrotorová helikop-
téra. Byly předvedeny některé zp̊usoby popisu rotace v R3, které byly využity
v matematickém modelu. Dále byly popsány vlastnosti kvadrotoru zejména
z hlediska ř́ızeńı. Na základě těchto vlastnost́ı byl popsán matematický mo-
del a model s bloky knihovny SimMechanics, který může posloužit k ověřeńı
matematického modelu. U obou model̊u lze měnit parametry podle naměře-
ných hodnot z reálného kvadrotoru. Na základě matematického modelu jsme
schopni vytvořit ř́ızeńı pro kvadrotorovou helikoptéru.

Model v SimMechanics má správnou funkčnost i přes to, že při jeho
návrhu byly zadány pouze základńı dynamické vztahy v podobě silového a
momentového p̊usobeńı jednotlivých rotor̊u a výsledné chováńı kvadrotorové
helikoptéry bylo ponecháno čistě na popisu kvadrotoru pomoćı tuhých těles.
Oba modely je možné jednoduše doplnit např. namodelováńım pokročilých
aerodynamických jev̊u.

Návrh ř́ızeńı byl zaměřen na stabilizaci kvadrotorové helikoptéry. Stabili-
začńı regulátory byly vytvořeny na základě matematického modelu a jednalo
se o regulátory typu PD. Regulátory byly pro potřeby simulace nastaveny
na rychlé ř́ızeńı. Při návrhu byly také popsány vztahy, které na základě po-
žadovaného zrychleńı na osách x a y vypoč́ıtávaj́ı potřebné úhly φ∗ a θ∗.
Tyto vztahy lze s úspěchem využ́ıt i pro ř́ızeńı letu podle dané trajektorie.
Výsledný regulátor byl otestován při simulaćıch v prostřed́ı Simulink a splnil
požadavky, které na něj byly kladeny.

Zdrojové soubory vytvořeného dokumentu, část použité literatury a sou-
bory vytvořené v prostřed́ı Simulink jsou přiloženy na CD.

Postupy, které jsou popsány v této práci, poslouž́ı při konstrukci kvadroto-
rové helikoptéry a aplikaci navrženého ř́ızeńı. Také je možné využ́ıt poznatky
z SO(3) a dynamiky matematického modelu k návrhu univerzálněǰśıho neli-
neárńıho regulátoru, který by dokázal kvadrotor ř́ıdit i za obt́ıžněǰśıch pod-
mı́nek nebo k vytvořeńı složitěǰśıho matematického modelu.
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[4] GREPL, Robert. Modelováńı mechatronických systém̊u v Matlab Sim-
Mechanics. 1. vyd. Praha: BEN - technická literatura, 2007, 151 s.
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