Zapadoceska univerzita v Plzni
Fakulta aplikovanych véd

Katedra mechaniky

MODELOVANI KOLENNiHO KLOUBU

BAKALARSKA PRACE

Plzai 2013 Jan Vocilka



Prohlaseni

Prohlasuji, Ze jsem tuto bak&&ou praci vypracoval sam, za pomoci vedouciho g&c
uvedené citované literatury.

Jan Vocilka

V Plzni dne 30.5.2013



Podékovani

Timto bych chil podékovat vedoucimu prace prof. Ingtidhu Kéenovi, CSc. za jeho rady a
¢as vynaloZenyipeSeni a realizace bak#ké prace.



Abstrakt
Modelovani kolenniho kloubu

Cilem této bakaigké prace je vytvit jednoduchy rovinny matematicko-fyzikalni
model lidského intaktniho kolenniho kloubu. Fyzikamnodel pedstavuje dotyk ndhradniho
pruzného vélce s tuhou podloZzkou s uvazovanimempnosti synovialni kapaliny. Obetse
jedna oreSeni ulohy interakce pruznéhslesa s kapalinou. Tato Uloha interakcerggena
nesdruzenou metodou. Pohyb kapaliny je popsan Neaga-Stokesovou rovnici a rovnici
kontinuity. Vlastni Uloha proumhi kapaliny jefeSena natznych drovnich. Prvni Urovie
predstavuje stacionarni, laminarni a izotermické @¥ou nestlgitelné kapaliny se
zanedbanim konvektivniho (nelinearnihdgnu. Druhy zfisob je shodny sipdchozim
feSenim stim, Ze se uvazuje konvektivni (nelingafiein. Nakonec je potom provedeno
obecnéreSeni nestacionarniho, laminarniho a izotermickgtoudini vazké nestlételné
Newtonovy kapaliny. PraeSeni ulohy deformace pruzného valce fyzikalnihaeho je
aplikovana teorie zatiZeni pruzného poloprostoeurskou silou.
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1. Uvod

PredloZzena bakataka prace je uvodem do modelovani s&uyeh fyziologickych
proces v lidskych kloubech. Obeénse jedna ofeSeni problému interakce synovialni
kapaliny s kostni tkani uvazovanych klduiCilem bakaléské prace je vytuit zjednoduSeny
matematicko-fyzikalni model lidského intaktniho éhiho kloubu. Préaci Ize rodd do tii
zakladnich¢asti. V uvodu bakatgké prace jsou prezentovany zakladni anatomickékasp
kolenniho kloubu. Jsou zde popsany z&kladni prvglleova stavba kolenniho kloubteirg
zékladnich fyziologickych pohybv kloubu. Tatoc¢ast ukazuje na slozitogeSeni celého
problému ,mazani* lidskych klouba na slozitost kinematickych peéni kloubu @i jeho
pohybu. DalSi oblasti této prace je uvedeni do Iproatiky feSeni prou¢hi kapaliny
v rovinném kandle. Pohyb kapaliny je z#eSen natiznych Urovnich, které reprezentuji
zékladni Glohy hydrodynamiky. Ulohy pratrd kapaliny jsou vzdy nejive definovany
obecr a potom je ukazanveSeni pislusného problému na rovinné uUloze. Prvni Ufiove
predstavuje stacionarni, laminarni a izotermické g¢nunestl&itelné kapaliny s konstantni
viskozitou a mrnou hmotnosti se zanedbanim konvektivniho (neliribd) c¢lenu
v Navierow-Stokeso¥ rovnici. DalSi urovni jgeSeni stejné ulohy hydromechaniky s tim, ze
se tentokrate uvazuje vliv konvektivnilienu v Navierog-Stokeso¥ rovnici. Nakonec je
obecrt feSeno komplexni nestacionarni, laminarni a izoteképroudni vazké nesttatelne
Newtonovy kapaliny (plné Navierovy-Stokesovy row)jicPro tyto #i druhy proudni byla
odvozena obeenslabaieSeni aplikaci Galerkinovy metody, aplikace je potokazana na
konkrétnich alohach rovinného problému prénids tim, Ze nestacionarni prénd bude
feSeno v navazujici diplomové praci. Prostorova rdiskace problému byla provedena
pomoci konénych prvki (MKP, rovinny kapalinovy kon@y prvek typu gtverec®). Pro
casovou diskretizaci problému byla potom aplikovatigerertni metoda. B vlastnim
vypoitu proudni byla integrace ifslusnych integrél provedena numericky pomoci
Gaussovych kvadraturnich formuli a cely v§gb byl realizovan v prosdi interpretu
MATLAB. Pro kontrolu numerického vygtu pak bylo odvozeno analytickéeSeni
vybranych tloh prouthi Newtonovy kapaliny v rovinném kanélu.

Cela prace je zavrSena praktickou ukazkou poutifirgvenych tloh hydromechaniky
v aplikaci naieSeni synovialni kapaliny v kloubnié¢gtiné. Za tim @&elem byl vytvden
zjednoduSeny (ale netrivialni) rovinny model intékb kolenniho kloubu. Fyzikalni model
tohoto kloubu pedstavuje dotyk nahradniho véalce s tuhou podloZzkawazovanim
piitomnosti synovialni kapaliny.tRodni model se dima interagujicimi valci byl igveden
(pti zachovéni relativnitkvosti mezi valci) na zminy rovinny model interakce valce s tuhou
podloZzkou. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o zjedremiudnodel, tak synovialni kapalinu
v prvnim giblizeni uvazujeme jako Newtonovu kapalinu s komistaviskozitou a rérnou
hmotnosti. Obeanse tedy jedna @eSeni Ulohy interakce pruznéhidesa s kapalinou. Tato
tloha interakce jeeSena nesdruzenou metodou, kter&ispove stidavémieSeni udlohy
prouckni kapaliny a ulohy fetvaeni pruzného kontinua stim, Ze na spoée hranici
interakce se aktualizuji podminky p&akeSeného kontinua. Pohyb kapaliny je zde popsan
Navierovou-Stokesovou rovnici a rovnici kontinuiBroieSeni deformace pruzného valce je
potom odvozen defitini vztah, ktery vychézi ze zatiZzeni pruzného pasioru osaréou
silou. Vlastni Gloha proushi v uvedeném modelu kloubu je zatim definovanazpou
stacionarnim, laminarnim a izotermickym préniin nestlditelné Newtonovy kapaliny se
zanedbanim konvektivnihélenu. V prvnim krokuieSeni je vySe zmény valec uvazovan
jako tuhy a dale je potom modelova uUloha ria$ na Ulohu s pruznym valcem. Dosazené
numerické vysledky jsou prezentovarigipledr ve forme tabulek a grafickych vystuip

Na za¢r jeS€ poznamenejme, Zéazeni kapitol a metodik#eSeni jednotlivych
problémi v této praci je jednoziiaé v souladu s uvedenym zadanim baksié prace.
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2. Kolenni kloub

Kolenni kloub umaiuje pizpisobovat délku kafetiny potebam lokomoce, énit vzdalenost
trupu od terénu, po kterém se pohybuj¢idd.

2.1 Anatomie kolenniho kloubu

V kolennim kloubu se stykaji celkenii fprvky, proto se jedna o kloub slozeny
(obr. 2.1). Jsou to stehenni kost (femur), holéwst (tibie) aceSka (patella). Hlavici zde
tvori condyly femuru, které svoji velikosti neodpovideioubni jamce tviené kloubnimi
plochami kondyi tibie. Proto jsou do prostoru kolennérétiny vélenény dva menisky, které
predstavuji ¥tSinu stgné plochy. Menisky jsou struktury z vazivové chndpg které
kopiruji kloubni plochy na tibii, proto jsou na&@im obvodu vy3Si a na viritim okraji niZsi.
Pfi pohybech v kloubu se menisky ze sviévgdni polohy posunuji sénem dozadu a zp
a zarové tvori meznikovy systémipnaSenych dopéd Patella ma rovéz znany vyznam
pro funkci kolena, protoZe zlepSujanost extenzar kolena pi jeho fleknim postaveni, coz
je dilezité pi vzpimovani[14].

Zadni zkiizeny vaz
Predni zkfiéeny vaz

Wnitfni povre hni waz-

'i hluboka porce

Zevni meniskus

V¥nitfni postanni vaz-

povrchni porce
vaz

Vnitin meniskus

i
{
4

7 :f A A\ ;‘,. ._E—
i _. . ‘ " I '\c. -.'

Obr. 2.1. Schéma lidského kolenniho kloubu

Udklopeny vaz cesky

2.2 Stavba stehenni kosti

Kost stehenni je ne§tSi a nejsilgjSi kost €la [1], skladajici se z hlavice, diu, tla
a kondyti.

Hlavice, caput femoris, nesefilgizné ¥ artikul&ni plochy, kterd je zasazena
v acetabulu panevni kosti. &k, collum femoris, svira glem stehenni kosti uhel 125°,
nazyvany kolodiafysalni Uhel, jehoZ velikost sddm Zivota zmenSuje. Velikost uhlu nad
135° se povazuje za valgozni postavetkby pii hodnotach pod 120° za vardzni postaveni.
Kromé kolodiafysalniho Uhlu se &uje i torsni Uhel, ktery je sviran dlouhou osothsteni
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kosti ku condyim. Fyziologické hodnoty jsou udavané v rozmezi 7-k8y odchylky ngni
rozsah rotaci v kielnim kloubu. Elo, corpus femoris, proximainvybihaji dva hrboly.
Trochanter major a trochanter minor, které jsotedp spojeny vyvysenou kostni linii, linea
intertrochanterica, a vzadu vyvySenou hranou, aristertrochanterica. Distalnse konec
stehenni kosti roz&ije ve dva hrboly, epicondylus medialis et latentia #Z se upin&ada
svali dolni kortetiny. Condyli femoris jsou dva zaoblené hrbolyk@@&ujici distalnicast €la
stehenni kosti [1].

2.3 Stavba holenni kosti

Holenni kost, tibia, se sklada z proiimh ¢asti (obsahuje dva kondyly), &da
a z distalnicasti. Condyli tibiae jsou dwyvySeni na proximalnim okraji kosti, které narsvé
povrchu obsahuji kloubni plosku pro skloubeni sdyiy stehenni kosti. dlo holenni kosti je
trojboké, kdy pedni a vnitni hrana jsou hmatné podA{ a zevni hrana je obracena ke kosti
lytkové, mezi nimiz probiha vazivovd membrana. &listcast tibie tvéi pii své medialni
strarg vnitini kotnik, @i sveé lateralni strankloubni ploSku pro spojeni s lytkovou kosti [1].

2.4 Pohyby v kolennim kloubu

Kolenni kloub pini dva proti¢gdné poZadavky: Umgidje stabilitu gi sowasné
mobilite [13].

Zakladni postaveni kolenniho kloubu jéeaxe, i které jsou napjaty postranni vazy
a femur s tibii a menisky na sebe naléhaji. Tetdo se oznéuje jako uzamknuté koleno.
Geometrickymi poréry kloubu je pohyb do flexe a extenze sdruzen sghway. Pohyb
v kolenu probiha v nasledujicim sledu:

Pocate’ni rotace prii niz se tibie téi dovnit:, je spojena s flexi v prvnich 5° ohyfal.
Béhem této rotace se uwamlje ligamentum cruciatum anterius, a tim se koléno.
,odemkne“. Valivy pohylh béhem rghoz se femur vali po plochach teaymi menisky a
casté&ng tibii, je prvni uskutenénou flexi po peéateni rotaci. Posuvny pohybe spojeny
s dorsalnim posunem menis& condyl femuru.

Ri navratu z flexe do extenze celyj gorobiha v op&ném sledu. Tedy Z&na posuvny
pohyb smrem dopedu, nasleduje valivy pohyb a extenze se dolijenzagrecnou rotaci,
ktera je spojena s rotaci tibie zéytimz se koleno aft uzamkne.

Rozsah flexev kolennim kloubu je i aktivnim pohybu od 140°, fp pasivnhim pohybu,
nagiklad pi podepu, az do 160°. Toto rozmezi je dano velikostiosda hmoty stehna
alytka, které seippasivnim pohybu st

Rozsah extenzp fyziologicky do 10° hyperextenze ([1], [13]).



3. Proudéni Newtonovy kapaliny

Jak jiz bylo vySe zmino, v této praci se zabyvateSenim ulohy interakce pruzného
télesa s kapalinou. Touto kapalinou je #ria synovialni kapalina, kterou v prvnirilpiZzeni
povazujeme za Newtonovu kapalinu. Uloha je obepopsana Navierovou-Stokesovou
rovnici, rovnici kontinuity, gislusSnymi okrajovymi podminkami a @ateeni podminkou.
Plati tedy [7], [10]

Navierova-Stokesova rovnice

v, v, ap 0 [ov | . 1 a ov
—tpy = ——tpy—| — [+ = pu——+pf , 3.1
Pot Max, T ox ”axj(axjj 3" ox ox, -1
rovnice kontinuity
% o) (3.2)
ot 0x;
okrajové podminky
\/i(x,t):\“/i x,t), tD(O,T), xo, (Dirichletova podminka), (3.3)
r;n, =d,(xt), t0(0,T), x08Q, (Neumannova podminka), (3.4)
pocateEni podminka
v, (x,0)=%(x), t =0, xO Q. (3.5)

V téchto vztazichv, jsou slozky vektoru rychlosti kapaliny (obécihj=1,2,3), p je
tlak, r; je Cauchyiv tenzor napjatostiu je dynamicka viskozita kapalinyp je merna
hmotnost (hustota) kapalinyf, jsou slozky mirné objemové sily (v dalSim zanedbavame)
a X jsou prostorové (Eulerovy) stadnice kontinua. Hledanymi veiinami v této Gloze jsou
slozky rychlostiv, atlak p v kapalirg, kteréfeSime sotasré (smiSena uloha).

3.1 Stacionarni proudtni Newtonovy kapaliny bez konvektivnihoélenu

Prvnim cilem této prace byl#eSeni laminarniho stacionarniho a izotermického
prouckni nestlditelné kapaliny s konstantni viskozitofu=konst.) a konstantni ®rnou
hmotnosti (p=konst.) Proudni je definovAno na omezené a d@né oblasti Q.
Lipschitzovska hranic@Q je rozclena na disjunktni podoblasiQ, a 0Q,. Pak tedy plati
0Q=0Q, 18Q, a pro uzar oblastiQ plati Q =Q[10Q. Na podoblasti hranicdQ, nech’
je zadan vektor rychlost (Dirichletova podminka) a n&sti hranicedQ, neclt je zadan

vektor napti & (Neumannova podminka). Takto definovana Glohagesgna nasledujici
soustavou rovnic s okrajovymi podminkami:
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Navierova - Stokesova rovnice

% _ 0% ]| yoq. (3.1.1)
0X; 0x; | 0x;

Rovnice kontinuity
No_p xoa. (3.1.2)
0%,

Okrajové podminky ulohy
v.(X)=Vv.(x); x0o0@, (3.1.3)
r;n, =0,(x); x00Q,. (3.1.4)
Pro odvozeni slabéhéeSeni této Ulohy hydromechaniky aplikujeme Galarkin

metodu [4]. Zavedené testovaci funkdea P, které jsou definovany na uzfu oblasti Q
a sphuji dané okrajové podminky. Plati tedy

o, Hp, x0Q, Q=000Q, 00 =0Q, 00Q,, (3.1.5)

Testovaci funkcel; je z linearniho prostoru

ov, Ov,, v, ={d/i, ex%, o, =0, xDan}
%] (3.1.6)
Vychozi integralni identity Galerkinovy metody mpgitom tvar

J' @—,ui M ovdx =0, (3.1.7)
Q| 0x; 0x; | 0X;

ov,

—Jdpdx=0. 3.1.8
oo P (3.1.8)

Na¢leny v hranaté zavorce vztahu (3.1.7) aplikujemeeBovu ¥tu. Postupa plati

0 o, , _
R

(3.1.9)
_ 0V, . _ [ 9%,
= J:ml pn é’\/,dx+J‘aQZ pn é’\/,dx—J‘Q p—daxi X= LQZ pn dv.dx J'Q pa—Xidx,
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a(av] o= j—'navd Iavad/d:

Q9x. | 0x ox; 0x; (3.1.10)
= n yax- [ 20 9% g | a"'ad 0% 004 gy
0, OX, 2 0x; 0X 0Q, 20X, 0X

Po dosazeni vztah(3.1.9), (3.1.10) do integralni identity (3.1.73kAvame vysledny
tvar, ktery definuje slabi&Seni dané ulohy

ng)\(/ %i’ x- —dxj & dydx, (3.1.11)
j abdx 0. (3.1.12)

Poznamenejme, Zeipipraw pravé strany vztahu (3.1.11) byla pouzita okrajpedminka
(3.1.4).

3.2 Stacionarni proudni Newtonovy kapaliny s konvektivnimélenem

Druhy Ukol je stejné zadani jako yegglchozim odstavci s rozdilem, Ze budeme
uvazovat konvektivni (nelinearnijlen v Navierovych-Stokesovych rovnicich. Vzhledem
k predpokladanému progdi kapaliny v rovinném kanalu, bude vSak vliv tahéienu zejmeé
minimalni. Vychozi rovnice a okrajové podminky mayhi tvar

Navierova - Stokesova rovnice

ov, op 0 | ov,
==y~ | L xOQ, 3.21
) 0x; 0x 'Uaxj (6X1J ( )

rovnice kontinuity
N _g x00Q, (3.2.2)
0x

okrajové podminky ulohy
V.(X) =V, (x), xO0Q,, (3.2.3)
r,n =d,(x), x00Q,. (3.2.4)

Vychozi integralni identity Galerkinovy metody potgiejdou do tvaru

ov.  dp 0 | ov
- Ovdx=0, 3.25
J-Q|:pvj ox;  0X ”ax (ax ﬂ M= ( )
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ov,
o % —Jdpdx = 0. (3.2.6)

Srovnanim s f@dchozimreSenim vidime, Ze prvni integralni identita (3.26)liSi od
vztahu (3.1.7) pouze prvnim konvektivni(tenem, na ktery se Greenovdtar neaplikuje.
Muzeme tedy fimo psat slab&sSeni této ulohy hydromechaniky. Plati

ov. Od/

o ox “idx = j g, ovdx, (3.2.7)

_[ ,ov] ox M ovadx— _[ p—dx ,u_[g

Q&dadx 0. (3.2.8)

3.3 Nestacionarni prou@ni Newtonovy kapaliny s konvektivhimélenem

V tomto odstavcieSim nestacionarni, laminarni a izotermické péauahestlgitelné
Newtonovy kapaliny(p=konst., p=konst.) Proudni je nadale definovano na omezené
a otewené oblastiQ . Lipschitzovska hranic@Q je rozdtlena na disjunktni podoblas#Q,

a 0Q,. Pak tedy plati nadaléQ =0Q, 0dQ, a pro uzasr oblastiQ opst plati Q =Q Q.
Na podoblasti 0Q, je zadan vektor rychlostV a na podoblastdQ, je opst zadan vektor

napsti g . Oproti gedchozim Uloham je zde nova préama, kterou je&ast definovany na
oteweném intervalu(O,T). Takto definovana uloha hydromechaniky je popsaddsiedujici
soustavou rovnic, okrajovymi podminkami a&atni podminkou:

Navierova - Stokesova rovnice

ov, ov, op 0
PtV =+
0X;

ov,
to(O,T), xOQ, 3.3.1
v [aj o), @31)

0x, ”ax.
rovnice kontinuity

Vi _ o tO@ET), xOQ, (3.3.2)
0X;
okrajové podminky ulohy

v, (x,t) =V (x,t), tO(O,T), xOoQ,, (3.3.3)

rn; =0,(x,T), tO@OT), x00Q,, (3.3.4)
pocateEni podminka
v, (x,0=%9,(x), tO(0,T), xOQ. (3.3.5)

Vyznam pouzitych symbal je stejny jako v fedchozich uUloh&ch. Hledanymi
neznamymi funkcemi v této Uloze jsou slozky vektoyrehlosti v, (x,t) a tlak p(x,t). Tyto
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neznamé hledame s&sré na casoprostorovém vél5:§><[O,T]. Pro odvozeni slabéeho
feSeni aplikujeme @p Galerkinovu metodu, kde pouzité testovaci furjgoe ogt ov, a op.
Tyto funkce jsou vSak nyni definovany na us@vcasoprostoroveho valce a spji dané
okrajové podminky. Plati tedy

&,, 0D, D=0x[0,T], tO[0,T], xOQ, 0Q =0Q, 0 0Q,, (3.3.6)

o Ov,, v, = {d/l,ex%j/ & =0, x10Q,, t (O,T)}. (3.3.7)

I

Vychozi integralni identity Galerkinovy metody majini tvar

ov, ov, . dp 0 [ ov,
— —t—- ovdx =0, 3.3.8
k {p o Pox Tax Hox, (6x ﬂ (538
ov,
—Jdpdx=0. 3.3.9
oo P (3.3.9)

Na feti actvrty ¢len v hranaté zavorce se dpaplikuje Greenova &. Vzhledem
k tomu, Ze na dalgieny této zavorky se Greenovéa nevztahuje, ieme pimo psat slabé
feSeni uvazované ulohy praud Newtonovy kapaliny. V souladu se vztahem (3.pl&)i

ov. ov. ooV, ov, dov,
—L dvdx+ —ovdx— —1dx+ —ldx=| & dvdx (3.3.10
[op 5 & L)w,axj dx=], g Haox o J,, 01 Svelx, (3.3.10)

—pdx=0. 3.3.11
) axdo (3:3.11)
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4. Prostorova acasovadiskretizace proudéni kapaliny

Po odvozeni slabéhdeSeni uvazované ulohy praud Newtonovy kapalin'
pristoupime knumerické realizacgthto uloh hydromechanil. Vzhledem tomu, Ze budeme
feSit pouzerovinné proudni kapaliny, tak prostorovou diskretizaci probu provedeme
pomoci rovinnych kapalinovych konégnych prviki typu Ctverec”  <vyuzitim
izoparametrického koncept[2]. Prislusny koneény prvek vlokélnict a globélnich
souadnicich je znazoem na (obr4.1).

y

[-1,1] M [1,1]
7 6 5
@ L 4 @

8 4
[ C L 4

3
[ 4 L 4 L
1 2 3
[-1,-1] [1,-1] X

Obr. 4.1. Kone&iny prvek \ lokalnich a globalnich saéadnicict

Neznamymi na kori&ém prvku jsou obeérslozky rychlostiv, a tlak p . S ohledem

na platnost BabuSkovBrezziho podminky[9], budeme rozloZenirychlosti na prvku
aproximovat polynomem druhého stépmrozlozZeni tlak potompolynomem stupfiprvniho.
Vzhledem komu, ZerteSime rovinné prouni, tak sloZky vektoru rychlosti ozéiane
symbolemu, v a tlakoznaime p . Pro libovolny vnitni bod konéného prvku potom pla
dale uvedenéproxima&ni vztaty.

Zakladni transformmi vztahy mezi lokalnim a gloknim soudadnicovym systémer
maji tvar

x=x(&n) =2 H (Em)x =HTx,
N 4.1)
y=y(&n)=2 Hi(En)y =HTy.
Pro slozky vektoru rychlosti a tlak potom p
u=u(&y)= Z H,(&x)u =HTu,
v=u&n)=2 Hi(Enh =H'v, (4.2)

4

p=p(&n)=> N(&n)p =N"p.

-15 -



Zde &,77 jsou lokalni sotadnice izoparametrického prvki (&) jsou kvadratické
aproxima&ni funkce, N, (5,11) jsou linearni aproximni funkce, X, resp.y, , JSOUx-ove resp.
y-ovésouadnice uzl prvku v globalnim sadnicovém systému &, v,, p jsou hledané

uzlové hodnoty slozek vektoru rychlosti a tlaku kmaneiném kapalinovém prvku. Vyznam
zavedenych sloupcovych matig, y,u,v,p a transforménich matic H,N je zZrejmy ze

vztahi (4.1) a (4.2).

Linearni izoparametrické funkch, (5,11) maiji tvar (nap [5])

(4.3)

Il
N N N N N

Kvadratické izoparametrické funkde, (é,r/) maji tvar (nap [5])

=

AR
S S SIS IS IS S

N

w

(4.4)

(2] (6]

~

I
T
SB
I
600690066686

S N’ S N e N e
|

[ee]

[
L

NIRPRAIRPNIRPAIERPNIRPAIRPNIRPANR

T
L

Pro vyjadeni derivaci hledanych funkci sloZek rychlosti akdal na prvku podle
globélnich sotadnic x,y budeme pdtbovat funkcionalni Jacobiovu matici zobrazeni.

S ohledem na transformace (4.1) mé tato matice(bhead. [7], [2])

ox oy
Jo| 08 | |Hex Hey (4.5)

ox 0 T Tv | '

ox oy H,x H,y

on on
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Noveé zavedenénatice H, a H, jsou parcialni derivae matice interpolanich funkci
H podle lokalnich saadnic ;. Dale se musi vyjatt parcialni derivce matice
interpolainich funkci H (¢,7) podle globainich sdadnic x,y, pomoci kterych rizeme dale

vyjadiit parcialni derivace hledanydunkci (u,v, p) podle globéalnich sadadnic Na zaklad
derivace sloZenych funkci pl

H, =00 gy gy

) 0x
(4.6)
H, :—aHg’”) =J;*H, +J;H,.

S pouzitim vztah (4.2) a (4.6) nizemetedy vytvdit parcialni derivace slozek vekto
rychlosti a tlakupodle globalnich sdadnic, které se vyskytuji integralnich identitac.
Sohledem na zavedené vztahyzame nap psa

a—u:HIu, @:H;u, @:HIV, ﬂ:H;v,
0X oy 0x oy 4.7)

AU=AUH, W=&NH, P=PN.

Pomoci &chto vztali jiZ mizeme rozepsat integralni identjtyo i, j =12. Ziskame
tak tii skalarni rovnice, kterzapiSeme v maticovéem tvarukéeré budeme sestavovat
jednotlivé tlohy proughi Newtonovy kapaliny nasledujicich odstavcic

Nyni je poteba nadefinovat vektor prave str v rovnicich 8.1.17), (3.2.7), (3.3.10).
UvaZujme prvek, jehoz strana je zatizena znamym tle p (obr. 4.2). Tento prvek je

vyjadien v lokalnich satadnicich & 7 a zatizena strana ma lokalsouadnici & =1.
Neumanovu podminku antéto siné vyjadiime ve tvaru &, = pn. (na hranici oblasti
uvazujeme pouze nornwé slozky tenzoru njatosti), kden jsou slozky vejSi normaly

zatizené stranpbecného prvku. Pro definovani vektoru pravé strayjdeme ze sbého
feSeni uvazované ulohy. Rrektor pravych straz tohoto vztahu vyplyvé&ovinné proudni)

y

Obr. 4.2. ZatiZzeny konény prvek
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f, = [ousd,dx= p [sugnidx (4.8)
0Q 0Q

f, = [ovea,dx= P [ ovenidx (4.9)
0Q 0Q

V téchto vztazichn®, n® vyjadiuji aproximace slozek vektoru &8i normaly zatizené

strany konéného prvku adug, éVg jsou virtualni zniny restrikci slozek vektoru rychlosti na
této strad prvku v globalnich saadnicich x,y. Pro vyjadeni €chto veltin zavedeme

sloupcové matice slozek &8i normaly v uzlech prvku tak, Ze nenulové hodnbtidou
pouze tam, kde dany uzel lezi na zatizené &trprvku. Dale zavedeme restrikci
aproxim&nich funkci na zatizené stkakon&ného prvku. Obecnplati

.
Ny =[Ny, Noyreeeenns :
u [nlu 2u nSU:!r (410)
N, =[]
Pro restrikci aproximanich funkci prvku na zatizené stéaiejme plati
Hon)=H(En),o=lo. o -nl-n)i2, 1-p% n@+n)iz o o of. (4.11)
Pro aproximace slozek #3i normaly na zatizené ploSe prvku plati
n>=Hin,
oS (4.12)
n®>=Hin,
a pro aproximace virtualnich Zmslozek vektoru rychlosti na této ploSe plati
dug=0u'Hg,
S S (4.13)
OVg =0V Hy.

P vypoctu prave strany se ¢pvztahy (4.8) a (4.9) integruji numericky s vyirit
Gaussovych kvadraturnich formuli. Za timtel@m zavedeme funkce

Xs = Hax (4.14)
Ys=Hgy

a parcialni derivace matidd 4 podle sotadnices. Plati

quza:nsz[o, 0 (-1+29)/2, -27, (1+23)/2, 0, o Of. (4.15)

Pro numerickou integraci vztah(4.8) a (4.9), p uvazovani uvedeného zatizeni
konesného prvku, plati vztahy (virtualni zmy du’, v’ jsou nezavislé)
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f, = ﬁleSH;nu\/((H ;x)2+(H;”y)2)dq, (4.16)

f,=p[ HH ;an((H I xf +(H ;”y)z)dq. (4.17)

Pokud je zatizena jina strana koného kapalinového prvku, tak se postupuje
obdobr s tim, Ze fi vyjadieni @isluSnych vztah respektujeme zatizenou stranu prvku. Tim
mame obechipopsan algoritmugeseni tloh hydrodynamiky kapalin.

4.1 Stacionarni proudtni Newtonovy kapaliny bez konvektivnihotlenu

V tomto odstavci se zabyvam numerickybeSenim laminarniho stacionarniho
proucni Newtonovy kapaliny. Pro tuto realizaci pouzijtegpoklady z odstavce (3.1)
a kapitoly (4). Do #ive odvozeného slabélieSeni (3.1.11) a (3.1.12) dosadime vztahy (4.7)
a vSe zapiSeme v komprimovaném maticovém tvarutabDeme

uf(HHT + HyH;)dS_u—“QHXNTdS]p= £, (4.1.1)
L Q i

:,u'g[(HXHI ¥ Hij)ds:v—[[QHyNTds]p: f,, (4.1.2)
[ NHIdS|u+|[ NH]dsy =0 (4.1.3)

Tyto ti skalarni rovnice popisuji Glohu protd kapaliny na udrovni jednoho
koneiného kapalinového prvku a definujiigluSnou maticovou rovnici. Tuto soustavu rovnic
zapiSeme ve tvaru

A, 0 A, ][ul [f,

0 A A, |Dv|=|f,| (4.1.4)
A, A, O p 0
resp. Q.lq. = f.. (4.1.5)

Definice no¥ zavedenych matic jefegima ze vztah (4.1.1) az (4.1.5)Q, je dale matice
koeficienti u neznamych na prvkug, je sloupcova matice uzlovych hodnot neznamych
prvku a f, je vektor pravé strany prvku. Nazeama integrace v uvedenych vztazich se

provede numerickou cestou s vyuzitim Gaussovychdatarnich formuli (nap [2]).
Vyslednou maticovou rovnici pro celou oblast prénid Q potom dostaneme
~Sectenim” pres vSechny elementy oblasti ve smyslu MKP. Dostanexaticovou rovnici

Qlg=F, (4.1.6)

Vyznam no¥ zavedenych matic jergimy z gedchoziho textu. Pouze podotkme, Zeq je
sloupcova matice uzlovych hodnot vSech neznamyatel&oblasti proushi Q .
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Tento zmisob zapisu fisluSnych rovnic se bude téZz aplikovat v odstavditi2)
a (4.3). U koneénych prvia, které lezi uvnitoblastiQ a nemaji na hrani@®, zadnou svoji

stranu, je vektor pravych strafy nulovym vektorem.

4.2 Stacionarni proudni Newtonovy kapaliny s konvektivnimélenem

Pri numerickémieSeni této Ulohy hydromechaniky budu postupovatobhi jako
v piedchozim fipac. Vyuzitim predgipravenych parcialnich derivaci hledanych funkci
podle globalnich sdadnic (4.7) a slabéhteSeni (3.2.7), (3.2.8) ziskavame po uprév
skalarni rovnice v maticovém tvaru, kter&ppopisuji jeden korimy prvek. Plati

_pJ(HH TUH T + HH TvH;)dS_u+[,uJ.(HXHI + HyHJ)ds}u—[[QHXNTdS]pz f,
- - 420
p[(HHTUHT +HH "VH] Jas v{ﬂj(HxHj n HyH;)dS}v—[[Q H NTdS]p= 1.,
B S (4.2.2)
[ NHIdS|u+|[ NH]dsy =0

(4.2.3)

ZapiSeme-li tuto soustavu rovnic ve zkraceném meéim tvaru, tak rizeme jejicleny
pojmenovat podle toho, jak§len Navierovy-Stokesovy rovnice reprezentuji. Mati& je
konvektivni matice,C,, jsou tlakove maticeB je disip&ni matice, F,, jsou sloupcove

matice zatiZzeni kontinua &,,jsou matice odpovidajici rovnici kontinuity. Deftei now
zavedenych matic jelgima ze vztahu (4.2.4) a tento vztahzeme pepsat do tvaru

A(uVvu+Bu-C,p=F,,
A(u,v)v+Bv-C,p=F,, (4.2.4)
K,u+K,v=0.

DalSi zapis této soustavy rovnic provedeme v kompvaném maticovém tvaru. Plati

Alu,v)+B 0 C,l[u] [F
0 Aluv)+B C, |0V |=|F,]|. (4.2.5)
K, K, 0 p 0

Srovnanim s fedchozim odstavcem (vztah (4.1.4)) vidime, Ze $atgstava rovnic je
nelinearni. Nelinearita je apobena fidanim konvektivnihallenu do Navierovy-Stokesovy
rovnice (3.2.1). Tuto soustavu nelinearnich algekyah rovnicteSime numericky aplikaci
iteratniho postupu na bazi Newtonovy-Raphsonovy metodly R®vnici (4.2.5) pepiSeme
symbolicky do tvaru (4.2.6), kd& jsou neznamé v uloze hydromechaniky. kafgroces je

potom fizen algoritmem (4.2.7), kdeR(')je rezidualni vektor é(r)je Jacobiova matice
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r+

zobrazenl’,x( U g x) jsou vektoryreSeni v jednotlivych itetaich krocich (-iteratni krok).

Plati

Kx=f. (4.2.6)
X(r+1) — X(r) —J(_rl)R(r), (427)
RO =KOx® - f (4.2.8)

i oA 0A |

(r) r
A(U,V) +B+[ﬁ +WJU 0 Cl
0A O0A
— (r) r
Jo = 0 Auy) +B+(ﬁ+ﬁ)v C,l  (4.2.9)
K, K, 0

Nyni je poteba nadefinovat parcialni derivaci mati@e(u,v) podle sloZzek vektoru
rychlosti, které jsou pouzityfpvyjadieni Jacobiovy matice zobrazeni.

Matice A(u,v) je definovana vztahem

A(u,v):{pJ(HH TuHT +HH TvHJ)dS}
Q

(4.2.10)
Pak tedy jeji parcialni derivace, rfapro vektoru znamena
[G'AT‘ +a—'AT‘ju‘” =[OAL Ao [ALOA Vo | 9AL0A ©. (4.2.11)
ou ov ou, 0v, ou, 0V, oug 0vg

Kazdy ¢len pravé strany tohoto vztahu definuje jeden stoumatice roziru 8x8,
ktera je soutiasti Jacobiovy matice zobrazeni itgnido procesudesSeni soustavy nelinearnich
algebraickych rovnic. Tedy proty sloupec této matice plati (4.2.12). Analogicky aet
dostaneme i pro vektor. Ziskavame vztahy

A LA = (HHT +HH T u®, (4.2.12)
ou, ov,

0A  0A ) T T\

—+—— V" =H.|HH ! +HH . 4.2.13
(aui ov, j '( * y)\/ ( :

Z uvedeného postupu jeregmé, Ze pro vlastnifeSeni soustavy nelinearnich
algebraickych rovnic je nutné znatgaseni vektorfeéenl’x(o). Tento vektor mzeme ugit
nag. feSenim ulohy hydromechaniky se zanedbanim konvektivélenu v Navierow-
Stokeso¥ rovnici (viz odst. (4.1)). Pokud algoritmésSeni nelinearnich algebraickych rovnic
(4.2.5) konverguje, tak sloupcova matidgjR") ve vztahu (4.2.7), respektive jeji norma,
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limituji k nule. Iter&ni proces zastavime, pokud je spla podminka (4.2.14), kde je
zvolena pesnosteseni.

X(r+1) _ X(r

o <e. (4.2.14)

4.3 Nestacionarni prou@ni Newtonovy kapaliny s konvektivnimélenem

V tomto odstavci se zabyvam numerickou realizacétawonarniho laminarniho
izotermického prouthi nestlditelné Newtonovy kapaliny. @ provedeme vySe uvedenou
prostorovou diskretizaci problému a vzhledersakové zavislosti této ulohy musime §est
doplnit pisluSnou ¢asovou diskretizaci. Pouzitim slabéheSeni (3.3.10) a (3.3.11)
a parcialnich derivaci (4.7) ziskavame soustavicmatch rovnic této ulohy. Dostaneme

p[(HH"Jdslu+| pf(HHTuH] +HHTvH;)ds}u+{ﬂj(HxHj +HyH;)dSJu—[LHXNTdS]p: f,
Q

Q Q

] o (4.3.1)

pf(HHT)Jas +| pf (HHTUH] + HHTVHJ)dS}V{,uI(HXHI ¥ HyH})dS}v—[[Q HyNTdS]p= f,,
Q

L Q _ L Q
[ NHIdsju+|[ NH]dsy =0

PrepiSeme-li tuto soustavu rovnic ve zkraceném tvpak mizeme jejicleny opt
pojmenovat podle toho, jakilen Navierovy-Stokesovy rovnice reprezentuje. Math; je

matice hmotnostiB, je konvektivni maticeC,, jsou tlakové maticeD, je disipa&ni matice,
E,, jsou sloupcové matice zatizeni kontinuaa, jsou matice kontinuity. Plati (definice
jednotlivych matic vyplyva ze vztéh4.3.1) az (4.3.3))

(4.3.2)

(4.3.3)

Au+B,(uviu+D,u-C,p=E,,
Av+B,(uvyv+D,v-C,p=E,, (4.3.4)
K,u+K,v=0.

Casovou zninu slozek vektoru rychlosti ve vztazich (4.3.4)agfime obect pomoci

diferertniho schématu. DalSi Uprava zalezi pouze na tomak&casove hladi& zvolime
slozky vektoru rychlostu, v a tlaku p . Pro¢asovou zrmanu rychlosti plati vztah

ug=———, V= (4.3.5)

kden je casova hladina at je casovy krok pouzité metodgSeni.

Zavedenimc¢asovych zmin do maticovych rovnic (4.3.4) a vzhledem ktome, Z
rovnice kontinuity musi platit na kazd@sové hladi, mizeme rovnice (4.3.4) vyjéid na
(n+1)-ni ¢asové hladia ve tvaru
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{A + bt - B)B,(u,v)™* + D Jum + at@- B)c, p™* = (4.3.6)
= ME!™ +{A, - AtgB, (uv)' + D Ju" - atac, pr

{A, +at- g)B, (uv)™ + D, V™ + At~ g)c, p™ = (4.3.7)
= MED™ +{A, - AtgB, ()" + D, v — ataC, pr

K,u™+K,v™ =0 (4.3.8)

Zde je nutnaiici, Ze sloupcovou matick™ i =(1,2), ktera vyjaduje vrgj$i zatizeni

kontinua, zname \n+1)-ni hlading a vektory rychlostiu” a V" a tlaku p" zname m-té
¢asoveé hladiny. Koeficienfi mize nabyvat hodnot

0 prou=u™, p=p™,
1 lJn+1_*_un pn+1+ pn
={= prou= . b= , 4.3.9
B 5P > p > ( )

1prou=u", p=p",

kde hodnoty 5= 0,05 odpovidaji implicitnimu schématiieSeni nestacionarnich uloh
a hodnotafs =1 potom odpovida explicitnimieSeni tlohy hydromechaniky.

Pro snad§Si zapis pepiSeme soustavu maticovych rovnic (4.3.6) az &%.3.
v kompaktnim maticovém tvaru

n+l n

A 0 B][u E,| [F,
0 A Cl*|v| =M{E, |+ F,]|. (4.3.10)
K, K, 0]p 0|0

Nowveé zavedené matice maiji tvar

A=A +At(1l- ,B)l_Bl(u,v)"+1 + D1J,

B =At(1- 8)C,,

C =At(1- B)c,, (4.3.11)
F, ={A -at3]B,(uv)" + D Ju" - ataC, p,

F, ={A -atgB,(uv)' + D v - atac, p.

Vztah (4.3.10) ogt predstavuje soustavu nelineérnich algebraickych oovkieré
definuji neznamé slozky vektoru rychlosti a tlaka kon€ném prvku. ProieSeni této
soustavy pouZzijeme ste&nako v gedchozi Uloze (4.2) Newtonovu-Raphsonovu metodu.
Tento iter&ni cyklus se aplikuje na kazdasoveé hladia. Neclt tedyn je ¢asova hladina, na
které zndmeaeSeni uvazované Ulohyranech’ je itera&ni krok uvnit této casové hladiny.

ZapiSme soustavu nelinearnich algebraickych roy#is8.10) v komprimovaném tvaru, kde
vektor X je vektor neznamych v Gloze. Dostaneme
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K OOy () = § (4.3.12)

Iteratni proces fi prechodu na(n+1)-ni hladinu feSeni jefizen vztahy (4.3.13)-
(4.3.14),kde RMPO™WOje rezidudlni vektor & ., ,, je Jacobiova matice zobrazent-v

témiteradnim kroku. Plati

x (D0 =y (D) _ -1 R(n+1),(r);(n),(0), (4313)

(n+1),(r)

R O D.1:M.0) — | O+ D)y (D)) _ ¢ (0).(0) (4_3'14)

Vyznam z4pisu prave stramy(”)'(o) je takovy, Ze rychlosti a tlak kapaliny, které $e p
vypoctu tohoto vektoru pouzily, jsou rni@Senécasové hladié konstantni (vysledekeSeni
predchozicasoveé hladiny).

Jacobiova matice ite¢taiho procesu ma tvar

A 0 C
Jamn| 0 A Gy (4.3.15)
Kl K2

Zde now vytvorené matice A,, A, jsou definovany vztahy (4.3.16), (4.3.17) ve

kterém jsou oft parcialni derivace konvektivni matice podle slozektoru rychlosti. Tento
vyraz je definovan stefnjako v gedchozi tloze (4.2). Pro zavedené matice plati

A, = A +AtL- B) B,(uv)™O + (% +%ju<”ﬂ>v<” ¥ Dl} (4.3.16)
A, = A +AtL- B) By(u,v)™0) + [% +%jvm(r) " Dl} (4.3.17)

Stejre jako v gedchozi Uloze jeiejmé, Ze pro vlastnieSeni soustavy nelinearnich

algebraickych rovnic je nutné znat gaweini vektor tedeni x© . Tento vektor ziskame
feSenim ulohy hydromechaniky se zanedbanim konwveékiwlenu v Navierog-Stokesow
rovnici (viz odst. (4.1)). ltekni proces na kazd&éasové hladié zastavime, pokud je sgima

podminka (4.2.14), kde je zvolena pesnosteseni.
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5. Analytické reSeni Navierov-Stokesovy rovnice

Pro kontrolu numerickéhdeSeniprovedeme nyni analytickéeSeninestl&itelného
stacionarniho laminarnihoizotermickéhi proudtni nestlgitelné vazkéNewtonovy kapalin
( p=konst, i =konst) vrovinném kanale pevnymi s¢nami (obr. 5.0). Pxi analytickém
feSeni vyjdeme z Navierowstokesovy rovnice (3.12 rovnice kontinuit (3.2). Do &chto
zakladnichridicich rovnic zavedeme@dpoklady rovinného prosdi a provedeme analyticl
feSeni pislusnych diferencialnich rovn

y
v=20
1Y, A1, [
Pus Puys
t@ 4 h
N V
7,
X
— L v=_0 —

Obr. 5.1.Rovinny kanal s pevnymi &tami

PredpokladyanalytickéhaeSen

rovinné proudni: v, =0,v, =0,v, #0,

nestl&itelna kapalina:aa—f =0 adalep=konst, u=konst,

L .0V,
stacionarni prou“nhl:E' =0,

zanedbavame objemove « f, =0,

Loz L ov, - . " Lo
zanedbavamkonvektivniclen: pv, I (uvaZzujeme pomalé proéni = setrva&ne sily
X

]
v kapalirg jsou malé ve srovnan tiecimi silami).

Tyto piedpoklady zavedeme do Navier-Stokesovy rovnice(3.1) a rovnice
kontinuity (3.2). Dostaneme

2, 2

_/9 Y, +5_V2x -_% (5.1)
oy 0z ox

0=-P (5.2)
oy
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=-2F (5.3)

Tx=Q (5.4)

Z prvnich ti rovnic vyplyva, Ze tlak neni funkcy a ani z. MuiZeme tedy psét
p= p(x). Dale z rovnice kontinuity je vid, Ze rychlostv, neni funkcix. Oznaime tedy
% :vx(y, z). Rovnice (5.1) fejde na tvar

o4 ==F (5.5)

Z této rovnice dale vyplyva, Ze prava strana roenefunkcix a leva strana naopak
funkci sodadnic y a z. Ma-li tato rovnost nastat, tak musi byejme obé strany rovny téze

konstant. Tedy dp/dx=konst
Z definice rovinného prowdi dale vyplyva, Ze rychlosv nemize byt funkci
souadnice z (ve vSech rovinach rovneébnych s rovinou tvienou osamix a y jsou

v kapalire stejné pordry). Plati tedyv = v(y) a rovnice (5.5) fejde na kongny tvar

2
dy® udx
Po dvojnasobné integraci této rovnice dostaneme
1dp .,
v=——y +Cy+C,. 5.7
2 o) TeyrG (5.7)

Integra&ni konstanty ufime z okrajovych podminek (neskluzové podminky m&néch
kanalu)

1) proy=0-v=0,
2) proy=h - v=0.

Po vyjadeni integranich konstant ziskame vztah pro rozloZzeni rychlaskanale
s nepohyblivymi sthami. Plati

V:_i@{z_(zﬂ_ (5.8)
2udx| h (h

Dale si vyjadime vztah pro vyp&et rozlozeni rychlosti v kanale s uvazovanim poivgbl
horni sény (rychlost v,). Vychazi se ofg ze vztahu (5.7) stim, Ze nadefinujeme nové
okrajové podminky pro vyget integr&nich konstant. Okrajové podminky maji nyni tvar
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1)proy=0-v=0,
2)proy=h - v=yv,.

Po vyjadeni integrénich konstant ofi ziskdva vztah pro rozloZeni rychlosti v kanale
s pohyblivou horni ghou. Plati

_10p . (Vo _ hdp
=y 2-——y. 5.9
2u axy (h 2u dx}y (5-9)

Vysledné vztahy (5.8) a (5.9) pro pr@énd kapaliny v rovinném kanélu dalégrvedeme do
bezroznérného tvaru. Zavedeme bezraame veltiny

v=Y y=Y =l p=_P Re=th
u

i 5 2. (5.10)

Zde pouzité veliiny s pruhem znda bezrozmdrny tvar dané vetiny. V téchto vztazichv
zn&i rychlost (ve smru osy X), U, je charakteristicka rychlost problému (hagnama
rychlost ve smru osy X), y je prostorova (Eulerova) stadnice kontinua,h, je

charakteristicky rozer kanalu (nap zndmé hodnota minimalni vzdalenosti mezi tuhou
podloZkou a tuhym vélcem), znai délku rovinného kanalup je tlak v kapalig, o je

mérna hmotnost kapalinyy je kinematicka viskozitaRe je Reynoldsovaislo, p,, je tlak
na vstupu rovinneého kanalug,, je tlak na vystupu z kanalu.

Po dosazeniéthto vztali do pivodnich rovnic (5.8), (5.9) a jejich Upravou ziském
bezrozngrné rovnice pro vyjéigtni rozlozeni rychlosti v kapatinv rovinném kandlu.
Postups plati

Kanal — pevné ghy
_R_e F_)vys?r)vst (y _ 72)

V= .
2 I (5.11)

Kanél — pohybliva horni gha

vzy_R_er)vysjr)vst (y_Y/Z)

S (5.12)
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6. Numerické vysledky proudni kapaliny

Nyni jiz miZzeme uvést numerické vysledky stacionarniho pmoudNewtonovy
kapaliny bez konvektivnihdlenu v rovinném kanalu s horni pohyblivogrsiu. Vypaet byl
proveden v bezrozéném tvaru se zvolenymi parametriy; =1, R=10", u, =1 (rychlost

horni stny), Re= 002 |=10 PR,=100 P, =100. Pfi numerickémteSeni metodou

vys
konenych prviki byly pouzity rovnice (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3). Mxet byl realizovan
v prostedi interpretu MATLAB (program stacprl vilpZzeném CD). VystupenteSeni je
rozloZeni rychlosti (slozky vektoru rychlostiv) v kapaliré v kanalu na vstupu do kanalu,
uprosted kanalu a na vystupu z kanalu. DalSi vysledkerpg@m distribuce tlaku podél
kanalu veitech Urovnich (spodni&ta kanalu, uprostd kanalu, horni &ha kanalu). Slozka
rychlosti U je nasledsa owtena analytickymieSenim podle rovnice (5.12). Dosazené
vysledky jsou souhrrinuvedené v tab. 6.1. Grafické vyfédi €chto vysledk je potom
uvedeno na obr. 6.1, a obr. 6.2. Na obr. 6.1 jg@mino rozlozZeni tlaku podél kanalu (po
vySce kanalu jsou tlakové rozdily prakticky nulavé)

Tabulka 6.1. Vysledky analytického a numerického MKP vyporychlostiu (rychlosti ve
smeru osy X) v kanale s pohyblivymi hami.

. Rychlostu
Vzdalenost —
ve sn#ru y Anvalytlclfe Program Matlab
reseni vstup sted vy stup
0 0 0 0 0
0,25 0.25 0,25 0,25 0,25
0,5 0.5 0,5 0,5 0,5
0,75 0.75 0,75 0,75 0,75
1 1 1 1 1
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e e B e
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Na obr. 6.2 je uvedeno grafické znazminrozlozeni sloZek rychlosti,v na z&éatku,

prostedku a konci kanallCervert je vyznaena Kivka rychlostiv a mode slozka rychlosti
U. Zde je nutno podotknout, Ze skiné hodnoty rychlostv jsou velmi maléadow cca

107 Aby vykresleni&chto rychlosti bylo getelné, jsou hodnoty slozky rychlostive vSech

Graf zavislosti tlaku na poloze

Obr. 6.1. Rozlozeni tlaku v kanalu

arovnich kanalu zitSeny.
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raf zavislosti rychlosti na poloze(podatedni prvky)

| Rychlost
raf zavislosti rychlosti na poloze (stfedove prvky)

| Rychlost
zraf zavislosti rychlosti na poloze (koncove prvky)

Rychlost

Obr. 6.2. Rychlostn profily v kanalu (vstup, $&d, vystup
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V dalsim gikladu bylo feSeno prouthi kanalem s pohyblivou horni ésbu
s nenulovym tlakovym gradientem. Zadané paramesgu:j h,=1 R=10°, u,=1
Re=002 |1=1Q0 P_=125Q P, =0. Pfi numerickémieSeni metodou koteych prvki

vst vys
byly pouzity rovnice (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3). et byl realizovan v progdi interpretu
MATLAB (program stacpr2 viflozeném CD). Ribéhy rychlosti a tlalk se Zejmé oproti
piedchozi Uloze zemi, coz vypdet prokazal. Numericky vyget rychlostiu (ve sn&ru osy
X) je opt owten analytickym vyp&tem. Vysledky jsou souhrénuvedeny v tab. 6.2.
Grafické vyjadeni £chto vysledk je potom uvedeno na obr. 6.3 a obr. 6.4. Rozlofiakil
podél kanalu je znadzo¥no na obr. 6.3 (rozdily tlaku nép kanalem jsou aft zanedbatelné).

Tabulka 6.2. Vysledky analytického a numerického MKP v¥porychlostiu (rychlosti ve
smeru osy X) v kanale s pohyblivymi shami.

Vzdalenost] - Rychlostu
ve snéru y Anvalyncl’(é Program M atlab
resenl vstup sted vystup
0 0 0 0 0
0,25 0.4844 0.4844 0.4844 0.4844
0,5 0.8125 0.8125 0.8125 0.8125
0,75 0.9844 0.9844 0.9844 0.9844
1 1 1 1 1

raf zavislosti tlaku na poloze
w7 — T —T 1

i| — p uprostied kanalu

1200 -

1000

500

KO0

Tlak

400

200

O N T S S NN AN N N R
5 4 03 a2 .

Obr. 6.3.Rozlozeni tlaku v kanalu
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Rozlozeni slozek rychlosti,v na z&atku, prostedku a konci kanalu je znazéno na obr.
6.4. Cervert je vyznaena kivka rychlostiv a mode sloZka rychlostiu. Opst je nutno

podotknout, 7e skuteé hodnoty rychlostiv jsou velmi malétadow cca 10™2. Aby
vykresleni &chto rychlosti bylo ndzorné, jsou hodnoty rychlostve vSech drovnich kanalu
zvétSeny.

Graf zavislosti rychlosti na poloze(potatecni prvky)

—
| Rychlost
Graf zavislosti rychlosti na poloze (stfedové prvley)
-
| Rychlost |
Graf zavislosti rychlosti na poloze (koncove pryky)
-

Rychlost

Obr. 6.4. Rychlostni profily v kanalu (vstup,istd, vystup)
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Jako vstupni parametry ddeti Ulohy hydromechaniky budeme uvazougt=1,
R=10", u,=0, Re=002 | =10 R, =125Q P, =0. Nyni tedyfeSime rovinné prousi
v kanéle s nepohyblivymi &tami s nenulovym tlakovym gradiententi RumerickémieSeni
metodou konénych prviki byly pouzity rovnice (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3).epg jako
v piedchozich ulohach byl vypet realizovan v progdi interpretu MATLAB (program
stacpr3 v filozeném CD). Vystup je stejny jako vaquchozich Ulohach, tedy rychlostni
profily, rozlozeni tlaku a nasledné analytick&i@ni slozky rychlostu (tab. 6.3, obr. 6.5).

Tabulka 6.3. Vyhodnoceni analytického a numerického MKP Wtporychlosti u (rychlost
ve snéru osy X) v kanale s nepohyblivymi&tami.

VzdalenosH] Rychlostu
ve snéru y | Analytické Program M atlab
reSeni vstup uprosted vystup
0 0 0 0 0
0,25 0,2344 0,2344 0,2344 0,2344
0,5 0,3125 0,3125 0,3125 0,3125
0,75 0,2344 0,2344 0,2344 0,2344
1 0 0 0 0
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Pro rozlozZeni tlaku plati stejna zavislost jakoredzhozim giklady, tedy plati obr. 6.3. Na
obr. 6.5 je potom znazamo rozlozeni slozek rychlosti,v na z&atku, prostedku a konci

kanalu. Cervert je vyzna@ena kivka rychlosti v a mode slozka rychlostiu. Skut&né
hodnoty slozky rychlostv jsou ogt velmi malé fadow ccal0™, na obr. 6.5 ztSeno).

Graf zavislosti nechlosti na polozelpodatedni prvky)

-
u
. V10711
-0.05 0.08 0.1 0.15 0.2 0.26 0.3 0.35
Rychlast
Graf zavislosti nechlosti na poloze (stfedowé prvky)
1 T T T T
= 05+ _
u
: : : : 100 1
0 ] ] | ]
-0.05 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
Rychlost
izraf zavislost rychlosti na poloze (koncové preky)
T T T T
=

1] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
Rychlost

Obr. 6.5. Rychlostni profily v kanalu (vstup,isd, vystup)
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Nasledujici numerickéeSeni odpovida stacionarnimu prénidNewtonovy kapaliny
s konvektivnim¢lenem. Zadani je stejrjako v gredchozim fipact. Zde se peswdcime, Ze
piidani konvektivniho¢lenu do Navierovy-Stokesovy rovnice nema na vysledéSeni
zasadni vliv. B numerickémieSeni metodou koteych prviki byly pouzity rovnice (4.2.1),
(4.2.2), (4.2.3). Stejn jako v gedchozich ulohdch byl vypet realizovan v progtdi
interpretu MATLAB (program stackonvekprl vilpzeném CD). Vystupem @p bude
rozloZeni rychlosti v kanale véeth mistech (z@tek, uprosed a konec kandlu) a rozlozZeni
tlaku ve stedni arovni kanalu. Vysledky jsou souh&nwyhodnoceny v tab. 6.4 a na obr. 6.6
a obr. 6.7. Z&chto vysledk je Zejmé, Ze vliv konvektivnihdlenu u tohoto typu proudi je
zcela zanedbatelny.

Tabulka 6.4.Vyhodnoceni numerického MKP vyt rychlostiu (rychlosti ve smiru osy
X) v kanale s nepohyblivymi&tami.

3 Rychlost u
Vzdélenost
ve sméru Y Program matlab
vstup uprosted vystup
0 (0] 0] 0]
0,25 0,2344 0,2344 0,2344
0,5 0,3125 0,3125 0,3125
0,75 0,2344 0,2344 0,2344
1 (0] 0] 0]

raf zavislosti tlaku na poloze
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Obr. 6.6. Rozlozeni tlaku v kanalu
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Graf zavislosti nchlosti na polozelpodatedni prvky)
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Graf zavislosti nechlosti na poloze (stfedowvé prvky)
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Graf zavislosti rychlosti na poloze (koncowé prvky)
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Obr. 6.7. Rychlostni profily v kanalu (vstup,istd, vystup)
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7. Modelovani kolenniho kloubt

V této kapitole se budu zabyvat ivodem do modelovani kdtenkloubt [11], [12].
V prvnim giblizeni uvazuji jednoduchy fyzikalni model kloubltery je pedstavovar
rovinnym problémem dotyku nahradniho valce a tubdlqgZky <uvaZzovanim fitomnosti
synovialni kapaliny (obr..T). Podotkrime, Ze jvodni fyzikalni model o dvou valcich
pieveden (fi zachovani relativni fkvosti) na uvazovany model jednoho valc podloZkou.
ReSeni provedu postuprtak, Ze nejtive budu uvaZovat prosdi synovialni kapalin
v mezie s tuhym valcem a potom rofii feSeni na problém pro&ai kapaliny \interakci
S pruznym vélcem [9].

SYNOVIALNI
KAPALINA
A

Ve

@ I Vyg @

Obr. 7.1. Rovinny model kolenniho kloubu

7.1. Deformace nahradniho valc

Pro celkovéieSeni modelu kolenniho kloubu budu tedyiploaovat popsat pruzr
deformace valce. Pro vypet €chto deformaci Ize odvodit vztah, ktery vychézizatiZzeni
pruznéeho poloprostoru osélou silou. Plat[6]

we F -0, Flov) 711)

o Er

kde w je deformace vyvolana os&hou silou F v mis€ | uvnitt pruzného poloprosto
(vlevo), resp.ve vzdalenostr na povrchu uvazovaného poloprostgmpravo. G je zde
modul pruznosti ve smykukE je Youndiv modul pruznosti aU je Poissonova konstan
materialu.

Pro ugeni deformace pruzného valcimis€ X vyjdeme zobr. (7.1.1) a vztahu
(7.1.1). Prcelementarni osa#ou silu \ mist¢ &,7 (ED(—a,a), /7D(—b,b)) na ploscedédn
ziejme plati

dF = pLd¢ Cdn. (7.1.2)
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Obr. 7.1.1.DeformaceV\(x) pruzného valce

Tato sila vyvola wbecném bo#l (xy) elementarni fetvareni, které ziskame dosazer

vztahu (7.1.2) do deformac@.{.]). Dostaneme

2 2
dw=17Y (fF 1707 pldetdn (7.1.3)
TE T TE r
kde pro vzdalenost mezi uvazovanymi body pl:
(7.1.4)

r=y(x=&F +{7-y).
U vélce tlak p neni funkciy (je stejny pro vSechny body %= konst, resp. £ =konst)

adeformaci valce vyjadme \roviné xz. Ve vztahu (7.1.4) poloZzimg =0 a vzdalenost

piejde do tvaru
(7.1.5)

r=+/(x-&)?+n2.
Celkovou deformaci v bcéd[x,O] muzeme potom vyjait ve tvaru
2 ab
_1-v D” pmgmq (7.1.6)
7E -a-| b

X
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Dvojny integral na pravé strartéto rovnice vieSime dvojnasobnou integraci (tlak neni
funkci &). Postupnymi Upravami ziskame

©  py 2 dp o (x= ¢
I—IW—ZpEJ;\/m—ZpD]n‘ oy ‘ (7.1.7)

S ohledem na geometrii dotykové oblasti valce alqgaky je ukité b>>(x-§), a proto

miZeme Witateli pod odmocninou vyragx-¢)° zanedbat &&i b*. Integrél (7.1.7) rizeme
tedy vyjadit ve tvaru

| —2p[lh|x bﬂ (7.1.8)

Pro celkovou deformaci v béd x,0) potom plati

w(x) =41;E—“) T pe) 2 e (7.1.9)

x=¢]

Tento vztah nyni pouZijeme pro vyja tlou§ky h(x,t) mazaciho filmu (synovialni
kapaliny) mezi pruznym valce a tuhou podloZkoutiPla
2

h(x,t) = ho(t)+%+wz(x,t)+wg(x,t), (7.1.10)

kde w(xt) (i=23) je deformace dvou iwodnich valé fyzikalniho modelu ah, je

minimalni vzdalenost dokonale tuhého valce od pfdto Pro vypdet deformaciwz(x,t)
aw, (x,t) pouZzijeme vztah (7.1.9).igjm¢ dostaneme

ME{ () [lh—df (7.1.11)
4—)quft [nn—df (7.1.12)

Dosazenimdchto vztali do z&kladni rovnice (7.1.10) ziskavdme vztah grootet tloudky
h(x,t) mazaciho filmu. Plati

B x> 4 2b
h(x,t) = ho(t)+ﬁ t— D_a p(&,t)dn mdf. (7.1.13)
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Zde E zn&i nahradni modul pruznosti definovany vztahem

1_1(1-0f 1-uf (7.1.14)
E 2| E, E

a pro nahradni poloénvéalce R potom plati

1,1 (7.1.15)
R, R

po il

7.2 Numerické vysledky modelu kolenniho kloubu

Nyni uvedeme numerické vysledky kapitoly modelovénlenniho kloubu. Prvni
Uloha, kterou jsentesil, je dotyk tuhého valce a tuhé podloZzky s uvaadm synovialni
kapaliny s konstantni viskozitou. Uloha prénd pitomné kapaliny v rovinném modelu
kolenniho kloubu je definovana odst. 4ReSime tedy stacionarni laminarni prénidvazké
Newtonovy kapaliny s konstantni viskozitou. Zakladrstupni parametry modelu jsou:
hy=1 R=10Q u,=1 Re= 002 |=10. Stejr¢ jako v gedchozich ulohach byl vypet
realizovan v progedi interpretu MATLAB (program stacprltv vilpZzeném CD). Vystupem
této ulohy bude rozloZeni tlakp ve stedni Urovni modelu a dale rozloZeni rychlogtive

ttech mistech (zZ@tek, prostdek, konec). # reSeni rozloZeni tlakyp v kanédlu modelu

kolenniho kloubu se uvazuji podminkyR, =0, P, =0 a %:O na vystupu z kanalu

modelu. Vysledky jsou vyhodnoceny na obr. 7.2.bia 8.2.2 (bezrozné veltiny).

Graf zavislosti tlaku na poloze
ED ! ! I | ! ! I I I
i i | | ' | — p uprostied kanalu

Tlak

0 i i i i i i i i i
5 - - - -
Obr. 7.2.1.Rozlozeni tlaku v kanéalu
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SloFky rychlosti U (pocatedni prvky)

1 T A A

-
0 0.1 02 03 0.4 08 06 07 08 0.8 1
Rychlost
SloZky rychlosti U (stfedové prvlay)
1 T A T
-
0 0.1 02 03 0.4 08 06 07 08 0.8 1
Rychlost
SloZky rychlosti u (koncove preky)
-

a 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 06 Q.7 0.8 0.9 1
Rychlost

Obr. 7.2.2.Rychlostni profily v modelu kolenniho kloubu (vsfigffed, vystup)

Zobr. 7.2.1 je &&jmé, Ze podminka nulové derivace tlaku na vystkaodlu je splana
a rychlostni profily na obr. 7.2.2 majtekavany pitb¢h. Algoritmus hledani nulové derivace
konvergoval porérné rychle. Vypaet byl ogt realizovan v interpretu MATLAB (islusny
program stacprltv je uloZzen nélpZzeném CD).
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Ve druhé Uloze se zaifime nafeSeni modelové tlohy s uvazovanim dotyku pruzného
vélce a tuhé podlozky zaipmnosti synovialni kapaliny. Uloha pratrd pritomné kapaliny
je opst definovana kapitolou 4.1 v rovinném modelu kolémankloubu. Vstupni parametry
jsou: h, =1, R=10Q u,=09, Re=002 |=10. Stejre¢ jako v gedchozich ulohach byl
vypccet realizovan v progdi interpretu MATLAB (program stacprlpv ¥ilpZzeném CD).
Vystupem této ulohy bude &p rozloZzeni tlaku p v kapalire (silovy &inek na stnu
rotatniho pruzného valce) a dale rozlozeni rychlostre fech mistech (z@tek, prosedek,
konec). R feSeni rozlozeni tlakup v modelu kolenniho kloubu se uvazuji podminky

P«=0 P,=0a % =0 na vystupu z kanalu modelu. Vysledky jsou vyhoemycna obr.

7.2.3aobr.7.2.4.

raf zavislosti tlaku na poloze

Tlak

PR S T A NN N SO S S A
5 4 03 a2 .

Obr. 7.2.3.Rozlozeni tlaku v kanéalu
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SloZky rychlosti u (pocatedni prvky)
I I
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Rychlost
SloZkey rychlosti u (stedowve prvky)
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=—
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Rychlost
SloFky rychlosti U (koncové prvlay)
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a 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0s 1
Rychlost

Obr. 7.2.4.Rychlostni profily v modelu kolenniho kloubu (vsfgffed, vystup)

Z vypaitenych hodnot tlakup mizeme dale ziskat tloti&u h(x,t) mazaciho filmu,
dale zavislost sily- prenaSené kapalinou (zatizeni kloubu) na Uhlové ogthte a zavislost
této sily na vzdalenosth, (programy stacprldv, stacpr2dv a deformacéilezeném CD).
Grafické vystupydchto zavislosti jsou zobrazeny na obr. 7.2.5, 8i&.6 a obr. 7.2.7.
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Obr. 7.2.7.Zavislost tlousky mazaciho filmu na poloze
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8. Zawér

Cilem této bakatdké prace bylo vytiit zjednoduSeny matematicko-fyzikalni model
intaktniho kolenniho kloubu pracujiciho ziatpmnosti maziva, synoviélni kapaliny. V Gvodu
prace jsou shrnuty zakladni anatomickeé a fyziokgiaspekty lidského kolenniho kloubu.
Pro dosazeni cile prace byly niéye obeci nadefinovany a po t&eSeny zakladni dlohy
prouctni Newtonovy kapaliny v rovinném kanalu (pevnéngt a pohyblivAd horni &ha
kanalu). Ulohy hydromechaniky bykg3eny naiech iznych drovnich. Jednim z &itéchto
numerickych vypéta bylo ukazat, Zeijdani konvektivniho nelinearnikidlenu do Navierovy-
Stokesovy rovnice nema (dlgeplpokladu) na vysledky uvaZzované ulohy hydromedyani
zasadni vliv. Verifikace dosazenych vyslédiumerického vypéiu byla provedena a ékena
analytickymieSenim slozky rychlostil (rychlost ve srru sodadnicové osyx) vybranych
tloh proua@ni Newtonovy kapaliny v rovinném kanalu. Zcela jedinané byl nag. potvrzen
fakt, Ze konvektivniclen v Naviero¥-Stokeso¥ rovnici u vodorovnych rovinnych karl
nepinasi prakticky Zadné ¥esreni vysledki. Dale bylo potvrzeno, Ze tlakovy gradient Hiap
kanalem je prakticky nulovy a Ze pouzité analytitggeni pislusné ulohy hydromechaniky
ma svoje realné opodstatn.

V zawru bakal#ské prace byla potomeSena modelova uloha interakce kapaliny
a pruznéhodesa v aplikaci n@eSeni zjednoduSeného fyzikalniho modelu lidskéHerkoho
kloubu. Timto rovinnym modelem je dotyk nahradnitddce (reprezentuje geometrii kloubni
Strbiny vytvorené kondyly femuru a proximalnim tvarem tibie) ahéu podlozky
S uvazovanim ifitomnosti synovialni kapaliny. Model kolena je riéje feSen s uvazovanim
tuhého vélce a potom je provedeno rtadi Ulohy interakce na vlastni problém s pruznym
valcem. Vystupem numerickéhieSeni této modelové ulohy je rozloZeni tlgkw synovialni

kapalirg, rozloZzeni slozky rychlostu a dale u modelu s uvazovanim pruzného valce je
dalSim vystupem tvar deformovaného valce, tedyenir tlougky synovialni kapaliny
v modelu. Vyhodnoceniméthto vysledk byla ziskana celkova silarfgmaSena synovialni
kapalinou pro jednotlivé geometrické a kinematiggémsry modelu lidského kloubu.
Vhodnou analyzou éthto vysledk bude Zejm¢ moZzno ziskat informace o tuhostnich
a tlumicich charakteristikach dotyku valce s pokita? s uvaZzovanimifiomnosti synovialni
kapaliny, resp. obeé&rdotyku pruznych valcs uvazovanimiftomnosti maziva.

DalSi zgesiovani vysledls uvazovaného modelu lidského kolena IzestidrozSteni
Ulohy prou@ni na nestacionarni problém. Dale bud&tamutno zavést do modelu praund
model nenewtonské kapaliny, u kterého je dynamickiozita  funkci smykové rychlosti
v kapalire [3]. Zde se pro prvniteSeni nabizi nap zobecnad Newtonova kapalina
s mochinovym zakonem funkce viskozity kapaliny [8]. DalSi rozSieni modelu Ize spat
v presrejSi geometrii a zfesrtné kinematice interagujicich vélenodelu kolenniho kloubu.
Zde by se daly vyuZit naprtg. ¢i CT snimky kolena a vhodna vyhodnocovaci metotiattm
zobrazeni detre regrese zjisghych Kivek ¢i ploch. Samoiejmé se také nabizi otazka
rozSteni feSené problematiky do 3D prostoru a vyuZiti vystedkodelovani nap pri
konstrukci komplexniho modelu dolni kimtiny lidského dla.
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