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Abstrakt

Hlavńım ćılem této práce je provedeńı tvarové optimalizace akustického pole popsaného
omezenou 2D oblast́ı Ω. Nejdř́ıve se odvodily rovnice akustiky potřebné k źıskáńı vlnové
rovnice pro tekutiny. Z těchto rovnic se určila vlnová rovnice. Hledáńım jednofrekvenčńıho
řešeńı se z ńı odvodila Helmholtzova rovnice. Pak se zde ukázaly možné př́ıstupy k řešeńı
vlnové a Helmholtzovy rovnice pro 1D kontinuum, kde se využilo Fourierovy metody. Z úvah
o š́ı̌reńı akustických vln se odvodily okrajové podmı́nky na hranici ∂Ω. Naformulovala se
úloha tvarové optimalizace. Jako stavovou rovnici se využila slabá formulace Helmholtzovy
rovnice. Provedla se citlivostńı analýza. Zparametrizoval se design oblasti Ω parametry
α pomoćı spline-boxu. Optimalizačńı úloze se přǐradila Lagrangeova funkce a posléze se
přešlo k úloze adjungované. Touto cestou se źıská celková derivace neboli citlivost účelové
funkce Φ na změnu parametr̊u α. Dále jsou porovnány pro kontrolu výsledky citlivostńı
analýzy a konečných diferenćı. Pomoćı softwaru SfePy a Matlabu jsme provedli několik
optimalizačńıch výpočt̊u ve 2D. Výsledky se zobrazily programem ParaView a následně
vyhodnotily.

Abstract

The main objective of this study is to implement shape optimization of an acoustic field
described by 2D domain Ω. The very first step was the familiarization with derivation
of acoustic equations necessary to obtain wave equation for fluids. From these equations,
the wave equation was derived. By searching for a single-frequency solution, the Helmhotz
equation was found. Possible approach in solving wave and Helmholtz equation for 1D
continuum, where Fourier method was used, was shown. From our knowledge about acous-
tic propagation boundary conditions at boundary ∂Ω were derived. A problem of shape
optimization was defined. As a state equation weak formulation of Helmhotz equation was
applied. Then the sensitive analysis was performed. Design of Ω domain was parameteri-
zed by parameters α using spline-box. Lagrange equation was assigned to the optimization
problem. Consecutively, there was a proceeding to solve an adjugate problem. This way
allowed to obtain a total derivation of objective function that is a sensitivity of objective
function to the change of parameters α. Furthermore, there were compared results from
sensitive analysis and finite differences. Using software SfePy and Matlab we performed a
few optimization calculations in 2D. At the end the results were displayed with software
ParaView and also appraised.
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1 Úvod

Řešeńı problémů akustiky, např́ıklad tvarovou optimalizaćı, má potencionálńı aplikace v
mnoha oblastech mechaniky. Např́ıklad při optimalizaci část́ı stroj̊u a mechanických za-
ř́ızeńı, která svým chodem zp̊usobuj́ı př́ılǐsnou hlučnost. Pak je nutné tyto hlukové emise
sńıžit. Nicméně tato práce neńı vázána na konkrétńı úlohu nebo aplikaci, ale zabývá se
optimalizaćı sṕı̌se teoreticky.

V druhé kapitole se seznámı́me s odvozeńım rovnic potřebných k źıskáńı vlnové rovnice
pro tekutiny. Tyto rovnice odvod́ıme s předpokladem, že prostřed́ı je stlačitelné, spojité,
homogenńı, izotropńı a neviskózńı. Akustické pole budeme předpokládat za nev́ırové. Od-
vod́ıme si Eulerovu pohybovou rovnici pro prouděńı, která zanedbává třeńı a vazkost.
Rovnice kontinuity vyjadřuje zákon zachováńı hmoty. Posledńı stavová rovnice vycháźı z
popsáńı termodynamického chováńı plynu při š́ı̌reńı zvukové vlny. Za daľśıch předpoklad̊u
těchto rovnic urč́ıme tvar vlnové rovnice v kartézských souřadnićıch pro neznámou rych-
lostńı potenciál φ a akustický tlak P . Při hledáńı jednofrekvenčńıho řešeńı vlnové rovnice
pro frekvenci ω z ńı odvod́ıme Helmholtzovu rovnici, která popisuje stojaté vlněńı. Zde
čerpáme zejména z [Škvor(2001)].

V třet́ı kapitole si ukážeme některé př́ıstupy k analytickému řešeńı vlnové a Helmholtzovy
rovnice v jednorozměrných př́ıpadech, kde použijeme Fourierovu metodu řešeńı parciálńıch
diferenciálńıch rovnic, viz [Mı́ka(1983)] a [Škvor(2001)]. Budeme uvažovat š́ı̌reńı zvukových
vln mezi dvěma rovnoběžnými dokonale odrazivými deskami. Z toho vyplynou okrajové a
počátečńı podmı́nky. Pomoćı Matlabu si zobraźıme některá řešeńı.

Ve čtvrté kapitole formulujeme úlohu akustiky pro danou frekvenci ω. Budeme tedy řešit
slabou formulaci, viz [Mı́ka(2007)], Helmholtzovy rovnice. Zavedeme si oblast Ω. V softwaru
MSC.Marc Mentat si vygenerujeme jej́ı MKP śıt’. Z úvah o š́ı̌reńı akustických vln si odvo-
d́ıme okrajové podmı́nky na hranici ∂Ω = Γin∪Γout∪Γ0, viz , viz [E. Bängtsson(2002)]. Po-
moćı MKP provedeme řešeńı v systému SfePy. Na dané oblasti vyzkouš́ıme r̊uzné frekvence
ω incidenčńı vlny. Výslednou mapu řešeńı na oblasti si zobraźıme v programu ParaView.

Ve páté kapitole formulujeme úlohu tvarové optimalizace pro akustické pole. Uvažujeme
oblast Ω a rozděĺıme ji na dvě podoblasti, designovou ΩD a zbylou ΩC . MKP śıt’ ob-
lasti vygenerujeme v MSC.Marc Mentat. Podél oblasti ΩD zavedeme hranici ΓD ⊂ Γ0.
Úvaha byla taková, že změnou tvaru hranice ΓD, zprostředkovanou změnou parametr̊u
α, se nám bude měnit řešeńı p v celé oblasti. Změna se nám projev́ı i na účelové funkci
Φ. Definujeme optimalizačńı úlohu, kde jako stavovou rovnici využijeme Helmholtzovu
rovnici a jej́ı slabou formulaci. Provedeme citlivostńı analýzu, viz [Rohan(2012)]. T́ım se
rozumı́ výpočet citlivosti změny účelové funkce v závislosti na změně optimalizačńıch pa-
rametr̊u, když na nich záviśı nepř́ımo prostřednictv́ım stavové proměnné. Zparametrizu-
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Úvod

jeme design pomoćı spline-boxu, viz [Rohan(2007)]. Zavedeme pole designových rychlost́ı.
Optimalizačńı úloze přǐrad́ıme Lagrangeovu funkci a posléze přejdeme k řešeńı adjun-
gované úlohy. Touto cestou, poč́ıtanou v systému SfePy, źıskáme celkovou derivaci ne-
boli citlivost účelové funkce Φ na změnu parametr̊u α. Následně porovnáme pro kont-
rolu výsledky citlivostńı analýzy a konečných diferenćı. Daľśı zdroje v této kapitole byly
[E. Bängtsson(2002)],[B. Engquist(1977)],[Rohan(2007)],[D. Cioranescu(2008)],
[J. Haslinger(1996)],[E. Rohan(2011b)],[E. Rohan(2006)],[E. Rohan(2011a)].

Na závěr provedeme několik optimalizačńıch výpočt̊u pro 2D oblast Ω. Optimalizováńım
tvaru hranice ΓD budeme hledat minimum dvou účelových funkćı ΦI,II . Výpočet provedeme
pomoćı Matlabu a SfePy. Výsledky zobraźıme v ParaView a zhodnot́ıme.
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2 Odvozeńı rovnic akustiky

2.1 Úvodem

V tekutém prostřed́ı je zvuk vyvolán změnami, které v čase a prostoru zp̊usob́ı změny tlaku,
hustoty a kmitáńı jednotlivých částic prostřed́ı s lokálńımi výchylkami ~ξ = (x, y, z) a rych-
lostmi ~v = (vx, vy, vz). O prostřed́ı předpokládáme, že je stlačitelné, spojité, homogenńı,
izotropńı a neviskózńı. Výchylky částic podle našeho předpokladu jsou malé a všechny sle-
dované jevy budeme považovat za lineárńı. (Při zpracováńı této kapitoly se vycháźı vesměs
z knihy [Škvor(2001)] a z [Linhart(2009)].)
V nepohybuj́ıćım se prostřed́ı je akustické pole popsáno vektory akustických rychlost́ı jed-
notlivých částic prostřed́ı. V prostřed́ı s uvažováńım pohybu částic je vyjádřeńı složitěǰśı
o složku prouděńı a pohyb popisujeme Lagrangeovými nebo Eulerovými proměnnými. Zde
nebudeme dále prouděńı částic uvažovat.
Akustické pole pokládáme na nev́ırové, a tak se tedy předpokládá, že

rot ~v = ~0. (2.1)

Výj́ımku tvoř́ı př́ıpady velkých rychlost́ı u reálných plyn̊u a kapalin, kdy se uplatňuje
vliv viskozity. Vektorové pole lze rozdělit na dvě složky, na složku nev́ırovou ~vn a v́ırovou
(rotačńı) ~vr.

~v = ~vn + ~vr (2.2)

Pro nev́ırovou složku plat́ı rot~vn = 0 a div~vn 6= 0. Na základě toho zavedeme skalárńı fci
φ [m2s−1]. Nazveme ji rychlostńım potenciálem, jehož gradient je roven rychlosti ~vn [ms−1]

grad φ = ~vn . (2.3)

Podle předpokladu je pole rychlost́ı nev́ırové, a bude tedy platit

~v = ~vn = grad φ

div ~v = div ~vn 6= 0 .
(2.4)

Při odvozeńı vlnové rovnice vyjdeme z pohybové (Eulerovy) rovnice , rovnice kontinuity
(spojitosti) a stavové rovnice.

2.2 Eulerova rovnice

Eulerova rovnice je pohybová rovnice pro prouděńı, která zanedbává třeńı a vazkost. Od-
vozeńı je provedeno pro elementárńı krychli dxdydz. Vyjdeme ze známého D´Alembertova
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Odvozeńı rovnic akustiky Eulerova rovnice

principu, který řiká, že v každém okamžiku je soustava vnitřńıch a vněǰśıch sil v rovnováze

dm ~a =
∑
i

~dFi ,

kde levá strana reprezentuje vnitřńı (setrvačné) śıly a pravá vněǰśı śıly p̊usob́ıćı na element.
Pro zrychleńı ~a [ms−2] plat́ı

~a =~i ax +~j ay + ~k az = (ax, ay, az) =
d~v

dt
=
(dvx
dt
,
dvy
dt
,
dvz
dt

)
, (2.5)

kde ~i, ~j a ~k jsou jednotkové vektory orientovány v kladném smyslu ve směrech os x, y a z.
Elementárńı krychle má hmotnost dm a tekutina v ńı hustotu ρ [kg m−3]

dm = ρdV = dxdydz .

Setrvačná śıla p̊usob́ıćı na elementárńı krychli ve směrech os x, y a z je

Obrázek 2.1: Śıly p̊usob́ıćı na elementárńı krychli

~dFx1 =~i dm
dvx
dt

,

~dFy1 = ~j dm
dvy
dt

,

~dFz1 = ~k dm
dvz
dt

.

(2.6)

Výsledná setrvačná śıla bude tedy rovna součtu jednotlivých setrvačných sil (2.6)

~dFs = ~dFx1 + ~dFy1 + ~dFz1 = dm
(
~i
dvx
dt

+~j
dvy
dt

+ ~k
dvz
dt

)
= dm

d~v

dt
. (2.7)
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Odvozeńı rovnic akustiky Eulerova rovnice

V kartézských souřadnićıch je akustický tlak p [Pa] funkćı času a prostorových proměnných
x, y a z. Takže p = p(t, x, y, z). Přepokládejme podle obr.(2.2), že na protilehlých ploškách
elementárńı krychle kolmých na osu y p̊usob́ı akustické tlaky p a proti p + ∂p

∂y
dy. Tlakové

Obrázek 2.2: Tlak na elementárńı krychli

śıly p̊usob́ıćı na elemetárńı plošku dxdz představuj́ı účinek okolńı tekutiny nacházej́ıćı se
vně elementárńı krychle. Výsledná složka śıly ~j dFy1 ve směru osy y bude rovna výslednici
povrchových sil p̊usob́ıćıch na protilehlých stěnách

~j dFy2 = ~j
[
p−

(
p+

∂p

∂y
dy
)]
dxdy

~dFy2 = −~j ∂p
∂y
dydxdz . (2.8)

Podobně se odvod́ı

~dFx2 = −~i ∂p
∂x
dxdydz , ~dFz2 = −~k ∂p

∂z
dzdydx . (2.9)

Výsledná śıla ~dFv se rovná

~dFv = −~i ∂p
∂x
dxdydz −~j ∂p

∂y
dydxdz − ~k ∂p

∂z
dzdydx . (2.10)

Z D´Alembertova principu muśı platit ~dFv = ~dFs. Dosad́ıme tedy z (2.10) a (2.7)

−
(
~i
∂p

∂x
+~j

∂p

∂y
+ ~k

∂p

∂z

)
= ρ

∂~v

∂t
,

−grad p = ρ
∂~v

∂t
. (2.11)

Rovnice (2.11) je Eulerova rovnice dynamiky ideálńı tekutiny bez přihĺıžeńı k jej́ımu prou-
děńı a p̊usobeńı vněǰśıch sil z jej́ıho okoĺı.
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Odvozeńı rovnic akustiky Rovnice kontinuity

2.3 Rovnice kontinuity

Daľśı z rovnic je rovnice kontinuity vyjadřuj́ıćı zákon zachováńı hmoty. Budeme uvažovat
podle obr.(4.4) elementárńı objem. Předpokládejme, že podél osy y v kladném smyslu vtéká
a vytéká tekutina ploškami dx, dz. Hmotnost přitékaj́ıćı tekutiny za dt je

ρ vy dx dz dt = ρ dwy dt . (2.12)

kde wy [m3s−1] je pr̊utoková rychlost ve směru osy y. Hmotnost vytékaj́ıćı tekutiny za dt
je

ρ dwy dt+
∂(ρ dwy dt)

∂y
dy . (2.13)

Je vidět, že vyteče z elementárńı krychle o hmotnost ∂(ρ dwy dt)

∂y
dy v́ıce než vteklo. Obdobně

Obrázek 2.3: Pr̊utok elementárńı krychĺı

tento rozd́ıl urč́ıme pro prouděńı podél zbylých os x a z. Celkem tedy

∂(ρ dwx dt)

∂x
dx ,

∂(ρ dwy dt)

∂y
dy ,

∂(ρ dwz dt)

∂z
dz . (2.14)

Fakt, že v́ıc hmotnosti odteče než vteče, se muśı projevit poklesem hustoty v elementárńım
objemu. Čas dt a elementárńı objemy dxdydz se zkrát́ı

∂(ρ dwx dt)

∂x
dx+

∂(ρ dwy dt)

∂y
dy +

∂(ρ dwz dt)

∂z
dz = −∂ρ

∂t
dt dx dy dz

∂(ρ dvx)

∂x
+
∂(ρ dvy)

∂y
+
∂(ρ dvz)

∂z
= −∂ρ

∂t

div (ρ ~v) = −∂ρ
∂t

(2.15)
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Odvozeńı rovnic akustiky Stavová rovnice

V lineárńı akustice uvažujeme v celém objemu tekutiny ve stejném čase přibližně stejnou
hustotu ρ = ρ0 + ρ′. Odchylky ρ′ od počátečńı hustoty ρ0 jsou velmi malé . Proto mohu
celou rovnici vydělit ρ0 a źıskám t́ım rovnici kontinuity ve zjednodušeném tvaru

div ~v = −
1

ρ0

∂ρ

∂t
. (2.16)

2.4 Stavová rovnice

Termodynamické chováńı plynu je popsáno vzájemnou souvislost́ı tlaku p [Pa], hustoty
ρ [kg m−3] a teploty T [K]. Stavová rovnice ideálńıho plynu má tvar

p = ρ r T , (2.17)

kde r [Jkg−1K−1] je měrná plynová konstanta. Jevy prob́ıhaj́ıćı v akustice jsou zpravidla
tak rychlé, že nedocháźı ke sd́ıleńı tepla, neboli dQ = 0, a děje se stávaj́ı adiabatickými.
Při ńızkých kmitočtech jsou změny pomalé a termodynamické chováńı plynu se bĺıž́ı izo-
termickému ději, tedy ději, který prob́ıhá při T = konst. V těchto př́ıpadech je hustota
plynu pouze funkćı tlaku ρ = ρ(p) a hovoř́ıme o baratropńım ději.
Pro izotermickou stavovu změnu plat́ı podle Boyleova-Mariottova zákona

p

ρ
= konst . (2.18)

Pro adiabatickou stavovou změnu plat́ı Poissonova rovnice pro tlak a objem

p V κ = konst . (2.19)

Objem je tedy přibližně nepř́ımo úměrný hustotě V ∼ ρ−1. Pak můžeme zapsat

p ρ−κ = konst , (2.20)

kde konstanta κ je poměr měrné tepelné kapacity plynu při stálém tlaku cp a stálém objemu
cv

κ =
cp
cv
, . (2.21)

Podle adiabatického děje popsaného v (2.20) jsou hustota ρ a tlak p v určitém mı́stě závislé
na čase, a tak lze stanovit závislost časové změny tlaku na změně hustoty

∂p

∂t
ρ−κ − κ p ρ−κ−1∂ρ

∂t
= 0

∂p

∂t
=

κ p

ρ

∂ρ

∂t
. (2.22)
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Odvozeńı rovnic akustiky Vlnová rovnice v kartézských souřadnićıch

Když budeme uvažovat tlak p a hustotu ρ jako superpozici klidových hodnot p0, ρ0 a změn
p′, ρ′

ρ = ρ0 + ρ′ , p = p0 + p′ . (2.23)

A předpokládáme p′ � p0, ρ′ � ρ0. Potom bude mı́t rovnice (2.22) tvar

∂p

∂t
=
κ p0

ρ0

∂ρ

∂t
. (2.24)

2.5 Vlnová rovnice v kartézských souřadnićıch

V předchoźıch odstavćıch jsme odvodili tři rovnice, které využijeme ke stanoveńı vlnové
rovnice. Jde o Eulerovo pohybovou rovnici (2.11), rovnici kontinuity(2.16) a stavovou rov-
nici (2.24)

− grad p = ρ
∂~v

∂t
, div ~v = − 1

ρ0

∂ρ

∂t
,

∂p

∂t
=
κ p0

ρ0

∂ρ

∂t
.

Podle dř́ıvěǰśıho předpokladu je rot~v = 0 a mı́sto rychlosti ~v zavedeme rychlostńı potenciál
φ. Do rovnice (2.11) dosad́ıme rychlostńı potenciál a dostaneme

grad p = −ρ0
∂

∂t
(grad φ) = −ρ0grad

(
∂φ

∂t

)
(2.25)

a dále po úpravě

p = −ρ0
∂φ

∂t
+ konst . (2.26)

V rovnici (2.16) také přejdeme k rychlostńımu potenciálu a dostaneme

div grad φ = − 1

ρ0

∂ρ

∂t
. (2.27)

Zavedeme Laplaceo̊uv operátor

div grad φ = ∆ φ ,

pak rovnice dostane tvar

∆ φ = − 1

ρ0

∂ρ

∂t
. (2.28)

Rovnici (2.26) zderivujeme podle času

∂ p

∂t
= −ρ0

∂2φ

∂t2
(2.29)

8
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a pak dáme v rovnost pravou stranu (2.29) s pravou stranou z (2.24)

κ p0

ρ0

∂ρ

∂t
= −ρ0

∂2φ

∂t2

− 1

ρ0

∂ρ

∂t
=

ρ0

κ p0

∂2φ

∂t2
(2.30)

Do (2.30) dosad́ıme z (2.28) a konečně źıskáme vlnovou rovnici pro rychlostńı potenciál φ

∆ φ =
ρ0

κ p0

∂2φ

∂t2
(2.31)

Dále využijeme toho, že známe vzorec pro výpočet rychlosti zvuku

c0 =

√
κ p0

ρ0

.

Rovnice (2.31) po dosazeńı za rychlost zvuku bude vypadat takto

∆ φ =
1

c20

∂2φ

∂t2
, (2.32)

nebo po rozepsáńı Laplaceova operátoru do kartézských souřadnic na jednotlivé složky

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
=

1

c2
0

∂2φ

∂t2
. (2.33)

Uvedeným zp̊usobem můžeme ze tř́ı základńıch rovnic stanovit též vlnovou rovnici pro
akustický tlak. Vztah (2.11) zdivergujeme

−div grad p = ρ0
∂

∂t
div ~v

a dosad́ıme z (2.16)

div grad p =
∂2ρ

∂t2
,∆ p =

∂2ρ

∂t2
.

Z rovnice (2.24) urč́ıme

∂2p

∂t2
=

κ p0

ρ0

∂2ρ

∂t2

∂2p

∂t2
ρ0

κ p0

=
∂2ρ

∂t2
.

Po dosazeńı z předchoźı rovnice dostaneme vlnovou rovnici pro akustický tlak, kde ještě
použijeme opět vztahu pro rychlost zvuku

∆ p =
1

c20

∂2p

∂t2
. (2.34)
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2.6 Helmholtzova rovnice

Při odvozeńı Helmholtzovy rovnice (HR) uvažujeme jednofrekvenčńı časově harmonické
řešeńı pro jednu frekvenci ω. Celkové řešeńı vlnové rovnice 2.32 pro tři prostorové proměnné
x, y, z a proměnnou čas t budeme předpokládat ve tvaru

φ(x, y, z, t) = p(x, y, z) eiωt , (2.35)

To dosad́ıme do (2.20). Po zkráceńı eiωt dostaneme

ω2p+ c2∇2p = 0

∇2p+ κ2p = 0 , (2.36)

kde κ = ω
c
. T́ım jsme źıskali Helmholtzovu rovnici, která popisuje š́ı̌reńı vlněńı ve třech

dimenźıch. Zápis pro HR s jednou prostorovou proměnnou x bude vypadat

p′′(x) + κ2p(x) = 0 . (2.37)
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3 Řešeńı úloh pro 1D kontinuum

3.1 Vlnová rovnice

Vlnová rovnice (2.32) je parciálńı diferenciálńı rovnice hyperbolického typu, jej́ıž řešeńı
popisuje š́ı̌reńı akustického potenciálu. Pro jednoduchost ji budeme řešit v 1D pro jednu
proměnnou x viz (3.1), viz [Mı́ka(1983)] a [Škvor(2001)].

c2
∂2φ

∂x2
−
∂2φ

∂t2
= 0 (3.1)

Při řešeńı rovnice (3.1) využijeme Fourierovy metody neboli metody odděleńı (separace)
proměnných. Tato metoda nahrad́ı parciálńı derivace obyčejnými. U úloh s pevně stano-
venými okrajovými podmı́nkami, se hledá řešeńı ve tvaru součinu v́ıce funkćı, kde každá z
nich je funkćı jedné nezávisle proměnné. Tato metoda se použ́ıvá hlavně k řešeńı počátečně-
okrajových úloh pro hyperbolické i parabolické rovnice. Zde budeme rychlostńı potenciál
φ(x, t) předpokládat jako součin dvou funkćı, funkce X(x), která je funkćı jedné nezávisle
proměnné x, a funkce T (t), která je funkćı jedné nezávisle proměnné t. Řešeńı lze tedy
zapsat ve tvaru

φ(x, t) = T (t) X(x) . (3.2)

Po dosazeńı do rovnice (3.1) źıskáme

c2 · X
′′

X
=
T̈

T
. (3.3)

Má-li platit rovnice (3.3) , tak muśı být obě jej́ı strany rovny jedné konstantě

− λ = −κ2 ,

kde κ je vlnové č́ıslo a uvažujeme λ ≥ 0. Zavedli jsme zápornou konstantu, protože kladná
by vedla na hyperbolické funkce. Předpokládáme, že ani jedna z funkćı, nebo jej́ı druhá
derivace, neńı v uvažovaném oboru rovna nule. Z (3.3) źıskáme soustavu dvou obyčejných
homogenńıch diferenciálńıch rovnic s konstantńımi koeficienty

c2X ′′ + λX = 0 , (3.4)

T̈ + λT = 0 . (3.5)

Vyřešeńım soustavy bychom měli źıskat systém (φ1(x, t), φ2(x, t), ... , φk(x, t)) řešeńı p̊u-
vodńı vlnové rovnice. Jako celkové řešeńı muśıme volit vhodnou kombinaci funkćı

φ(x, t) =
∞∑
k=0

Dk φk(x, t) =
∞∑
k=0

Dk Xk(x) Tk(t),

11



Řešeńı úloh pro 1D kontinuum Vlnová rovnice

kde konstatńı koeficienty Dk se voĺı tak, aby řešeńı φ(x, t) vyhovovalo okrajovým i počá-
tečńım podmı́nkám.
Dále budeme řešit soustavu diferenciálńıch rovnic jako vyšetřováńı kmit̊u mezi dvěma do-
konale odrazivými plochami. Jedna bude umı́stěna v počátku x = 0 a druhá ve vzdálenosti
x = l. Vyjdeme z předpokladu, že akustická rychlost je na obou plochách nulová. Pro akus-
tickou rychlost v plat́ı vztah (2.3). V 1D pro jedinou prostorovou proměnnou x postačuje
v = ∂

∂x
φ. Použijeme tyto okrajové podmı́nky

∂

∂x
φ(0, t) = X ′(0) T (t) = 0 ,

∂

∂x
φ(l, t) = X ′(l) T (t) = 0 .

(3.6)

Jako počátečńı podmı́nky uvažujeme

∂

∂t
φ(x, 0) = 0 ,

φ(x, 0) = g(x) ,
(3.7)

kde g(x) popisuje rozložeńı akustické rychlosti mezi dvěma deskami v čase t = 0.
Nyńı budeme řešit (3.4) s okrajovými podmı́nkami. Řešeńı povede k úloze na vlastńı č́ısla
a vlastńı funkce.

c2X ′′ + λX = 0 ,

X ′(0) = 0 ,

X ′(l) = 0 .

(3.8)

Hledáme netriviálńı řešeńı ve tvaru

X(x) = A eαx . (3.9)

Po dosazeńı (3.9) do (3.8) źıskáme

c2α2eαx = λeαx

α2 = − λ
c2

α = ±1

c

√
−λ

α = ±i1
c

√
λ .

(3.10)

Po dosazeńı α do (3.9)

X(x) = A · e±i
1
c

√
λx = B · cos

(1

c

√
λx
)

+ C · sin
(1

c

√
λx
)
. (3.11)
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Nyńı s použit́ım okrajových podmı́nek urč́ıme konstanty B a C. Najdeme prvńı derivaci
X ′(x)

X ′(x) = −B · sin
(1

c

√
λx
)
· 1

c

√
λ+ C · cos

(1

c

√
λx
)
· 1

c

√
λ . (3.12)

Ted’ dosad́ıme prvńı okrajovou podmı́nku z (3.6)

0 = C · cos(0) · 1

c

√
λ. (3.13)

Konstanta C muśı tedy být rovna nule. Dále využijeme druhou okrajovou podmı́nku z
(3.6)

0 = −B · sin
(1

c

√
λ l
)
· 1

c

√
λ . (3.14)

Z (3.14) vyplývaj́ı dvě možnosti řešeńı. Řešeńı proB 6= 0 vyhovuje (3.14), jestliže sin(1
c

√
λ l) =

0. Odtud plyne

1

c

√
λk l = kπ

λk =
(kπc

l

)2

k ∈ N .

(3.15)

Nyńı již známe systém vlastńıch fćı Xk(x) a vlastńıch č́ısel λk

Xk(x) = cos
(
k
πx

l

)
, λk =

(kπc
l

)2

; k ∈ N . (3.16)

Vypočteme si normu vlastńıch funkćı pro k > 0 a k = 0∫ l

0

∣∣∣∣cos
(kπ
l
x
)∣∣∣∣2 dx =

l

2www cos
(kπ
l
x
)www =

√
l

2
, k > 0∫ l

0

|cos(0)|2 dx = l

‖ cos(0)‖ =
√
l , k = 0

(3.17)

Normovaná vlastńı funkce nabude tvaru

Xk(x) =

√
2

l
cos
(kπ
l
x
)

k > 0 ,

X0(x) =

√
1

l
k = 0 .

(3.18)

Obecné řešeńı rovnice (3.4) má tvar

X(x) =
∞∑
k=0

Bk Xk(x) , (3.19)
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kde Bk jsou neznámé koeficienty.
Pro známé koeficienty λk lze nyńı řešit rovnici (3.5) s počátečńımi podmı́nkami (3.7)

T̈ + λkT = 0 ,

φ̇(x, 0) = 0 ,

φ(x, 0) = g(x) .

(3.20)

Uvažujeme jej́ı řešeńı ve tvaru

Tk(t) = C eiωkt . (3.21)

Dosad́ıme (3.21) do (3.20), odkud źıskáme

ω2
k = λk

ωk = ±
√
λk = ±kπc

l
. (3.22)

Nyńı můžeme vyjádřit řešeńı pro k − tou funkci Tk

Tk(t) = Dk cos(ωkt) + Ek sin(ωkt) ,

kde Dk a Ek jsou neznáme konstanty. Potom celkové řešeńı

φ(x, t) =
∞∑
k=0

Bk Xk(x) Tk(t)

φ(x, t) =
∞∑
k=0

Bk [Dk cos(ωkt) + Ek sin(ωkt)] Xk(x) .

Dále přeznač́ıme konstanty a budeme uvažovat Dk = Bk · Dk a Ek = Bk · Ek. Vyjádř́ıme
prvńı derivaci

φ̇(x, t) =
∞∑
k=0

[−Dk ωk sin(ωkt) + Ek ωk cos(ωkt)] Xk(x) .

Řešeńı muśı splňovat počátečńı podmı́nky z (3.20). Použijeme prvńı z nich

φ̇(x, 0) =
∞∑
k=0

(0 + Ek ωk) Xk(x) = 0 .

Z toho vyplývá, že Ek = 0, ∀k ∈ N, a tedy plat́ı

φ(x, t) =
∞∑
k=0

Dk Tk(t) Xk(x) = 0 , (3.23)
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kde zbývá určit koeficienty Dk. U druhé podmı́nky z (3.20) zvoĺıme fci g(x) jako nekonečnou
řadu vlastńıch fćı, kde gkjsou konstantńı koeficienty vlastńıch funkćı Xk(x)

g(x) =
∞∑
k=0

gk Xk(x) .

Celou rovnost vynásob́ıme j-tou vlastni funkćı a zintegrujeme v intervalu [0, l].∫ l

0

g(x) Xj(x) dx =

∫ l

0

∞∑
k=0

gk Xk(x) Xj(x) dx

=
∞∑
k=0

gk

∫ l

0

Xk(x) Xj(x) dx .

(3.24)

Vı́me, že systém vlastńıch funkćı je ortonormálńı. Pro skalárńı součin j-té a k-té vlastńı
funkce potom plat́ı, když j 6= k, že∫ l

0

Xk(x) Xj(x) dx = 0

a když j = k ∫ l

0

Xk(x) Xk(x) dx = 1 .

Na pravé straně (3.24) zbude jediný člen řady, kdy k = j, a dostaneme předpis pro koeficinty
gj řady zastupuj́ıćı funkci g(x)

gj =

∫ l

0

g(x) Xj(x) dx .

Nyńı můžeme g(x) zapsat

g(x) =
∞∑
k=0

∫ l

0

g(x) Xk(x)dx Xk(x) . (3.25)

Aplikujeme druhou počátečńı podmı́nku z (3.20) na (3.23)

∞∑
k=0

gk Xk(x) =
∞∑
k=0

Dk cos(0) Xk(x)

gk Xk(x) = Dk Xk(x)

Dk = gk =

∫ l

0

g(x) Xk(x)dx =

∫ l

0

g(x)

√
2

l
cos (κx) dx , (3.26)

D0 =

∫ l

0

g(x) X0(x)dx =

∫ l

0

g(x)

√
1

l
dx ,
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kde
√

l
2

je norma vlastńı fce. Celkové řešeńı rovnice (3.1) bude tedy mı́t tento tvar

φ(x, t) =
∞∑
k=0

[
Dk cos(ωkt) ·

√
2

l
cos (κx)

]

φ(x, t) =
∞∑
k=0

2

l

[
gk cos

(
kπc

l
t

)
cos

(
kπ

l
x

)]
. (3.27)

Pokud chceme nyńı volit funkci g(x), tak muśı splňovat okrajové podmı́nky (3.6). Když
si zvoĺıme třeba g(x) = cos(3π

l
x), kde v́ıme, že jde vlastńı funkci pro k = 3. Z kolmosti

vlastńıch funkćı Xk(x) a z (3.26) vyplývá, že jen pro k = 3 bude Dk nenulové

D3 =

∫ l

0

√
2

l
cos

(
3π

l
x

)2

dx (3.28)

D3 =

√
2

l

l

2
=

√
2

l
.

Celkové řešeńı tedy nabude tvaru

φ(x, t) = D3 cos

(
kπc

l
t

)
cos

(
kπ

l
x

)
. (3.29)

Řešeńı si zobraźıme pomoćı Matlabu viz obr.(3.1) pro následuj́ıćı hodnoty parametr̊u

l = 10 [m] ,

c = 100 [m/s] .

(3.30)

Obrázek 3.1: Řešeńı vlnové rovnice pro 1D př́ıpad
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Z obr.(3.1) je vidět, jak zvolená funkce g(x) splňuje z okrajových podmı́nek (3.6) nulové
derivace.

3.2 Helmholtzova rovnice

Uvažujeme jednofrekvenčńı časově harmonické řešeńı pro úhlovou frekvenci ω. Již dř́ıve
odvozenou HR (2.36) budeme řešit pro jednu prostorovou neznámou x. HR nabude tvaru

ω2p(x) + c2p′′(x) = 0

p′′(x) + κ2p(x) = 0 .
(3.31)

Řeš́ıme opět 1D úlohu, kterou si lze představit jako vlněńı mezi dvěma deskami. Prvńı deska
v x = 0 bude kmitat frekvenćı ω s amplitudou pA. Půjde tedy o př́ıpad vibroakustiky. Druhá
deska bude nehybnou dokonale odrazivou překážkou, takže akustická rychlost zde muśı být
nulová.

p′(l) = 0 ,

p′(0) = iωpA .
(3.32)

Dále si p(x) zvoĺıme jako součet dvou funkćı

p(x) = q(x) + q̄(x) . (3.33)

Pro funkce q(x) a q̄(x) voĺıme okrajové podmı́nky ve tvaru

q̄′(0) = iωpA ,

q̄′(l) = 0 ,

q′(0) = 0 ,

q′(l) = 0 .

(3.34)

Funkci q̄(x) zvoĺıme tak, aby splňovala výše uvedené okrajové podmı́nky

q̄(x) = iωpA sin
( π

2l
x
)
. (3.35)

A funkci q(x) budume uvažovat jako lineárńı kombinaci k vlastńıch funkćı určených Fou-
rierovou metodou (3.18) s konstatńımi koeficienty Hk

q(x) =
∞∑
k=0

Hk Xk(x) . (3.36)

Když dosad́ıme za p(x) fuknkce q(x) a q̄(x), tak rovnice (3.31) dostane tvar

ω2q(x) + ω2q̄(x) + c2q′′(x) + c2q̄′′(x) = 0

ω2q(x) + c2q(x)′′ = −(ω2q̄(x) + c2q̄′′(x)) .
(3.37)
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Pravou stranu (3.31) označ́ıme f(x) a zvoĺıme zase jako nekonečnou řadu vlastńıch funkćı
s konstantami fk

f(x) = −(ω2q̄(x) + c2q̄′′(x)) =
∞∑
k=0

fk Xk(x) . (3.38)

Koeficienty fk budeme uvažovat ve tvaru

fk =

∫ l

0

f(x) Xk(x) dx . (3.39)

Po dosazeńı za pravou stranu můžeme celou rovnici vynásobit j-tou vlastńı fćı a integrovat
přes interval [0, l]

ω2q(x) + c2q′′(x) =
∞∑
k=0

fk Xk(x) (3.40)

ω2

∫ l

0

q(x) Xj(x) dx+ c2

∫ l

0

q′′(x) Xj(x) dx =
∞∑
k=0

∫ l

0

fk Xk(x) Xj(x) dx . (3.41)

Vı́me, že vlastńı fce jsou ortonormálńı, takže integrál ze součinu dvou vlastńıch fćı, k-té
a j-té, je roven nule, pokud j 6= k. Pokud plat́ı j = k, skalárńı součin je roven jedné. Na
pravé straně zbude tedy fj. Na levé dosad́ıme za q(x) a q′′(x).

ω2

∫ l

0

∞∑
k=0

Hk Xk(x) Xj(x) dx+ c2

∫ l

0

∞∑
k=0

Hk X
′′

k (x) Xj(x) dx = fj (3.42)

Vı́me, že
c2X

′′

k (x) = (−λk) Xk(x) , (3.43)

takže po dosazeńı (3.42) do (3.43)

ω2

∫ l

0

∞∑
k=0

Hk Xk(x) Xj(x) dx+

∫ l

0

∞∑
k=0

Hk (−λk) Xk(x) Xj(x) dx = fj

Hj (ω2 − λj) = fj .

(3.44)

Vyjádř́ıme konstanty Hj (dále už Hk)

Hk =
fk

ω2 − λk
=

∫ l
0
f(x) Xk dx

ω2 − λk
=

∫ l
0
(−ω2 q̄(x)− c2 q̄′′(x)) Xk dx

ω2 − λk
. (3.45)

Nı́že urč́ıme druhou derivaci funkce q̄(x)

q̄(x) = iωpA
2l

π
sin
( π

2l
x
)

q̄′′(x) = −iωpA
π

2l
sin
( π

2l
x
)
.

(3.46)
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Řešeńı úloh pro 1D kontinuum Helmholtzova rovnice

Dopočteme koeficienty fk

fk =

∫ l

0

(−iωpA)·
(2ω2l

π
− c2π

2l

)
· sin

( π
2l
x
)
· cos

(kπ
l
x
)
·
√

2

l
dx

fk = −µ
√

2

l
·
∫ l

0

sin
( π

2l
x
)
· cos

(kπ
l
x
)
dx = −µ

√
2

l
· I

fk = −µ
√

2

l

2l

π· (1− 4k2)
k > 0

f0 = −µ
√

1

l

2l

π
k = 0 ,

(3.47)

kde µ je konstanta

iωpA

(
2ω2l

π
− c2π

2l

)
. (3.48)

Výpočet integrálu I jsme provedli metodou Per partes

I =

∫ l

0

sin
( π

2l
x
)
· cos

(kπ
l
x
)
dx

=
[ l
πk

sin
( π

2l
x
)
· sin

(kπ
l
x
)

+
l

2πk2
cos
( π

2l
x
)
· cos

(kπ
l
x
)]l

0
+

+
1

4k2

∫ l

0

sin
( π

2l
x
)
· cos

(kπ
l
x
)
dx

I ·
(

1− 1

4k2

)
=

−l
2πk2

I =
2l

π(1− 4k2)
k ∈ N . (3.49)

Konstatńı koeficienty Hk maj́ı tedy tvar

Hk =
fk

ω2 − (kπc
l

)2
k > 0

H0 =
f0

ω2
k = 0 .

(3.50)

Nyńı již známe vše a můžeme vyjádřit hledané řešeńı HR (3.31)

p(x) = q(x) + q̄(x)

p(x) =
∞∑
k=0

Hk Xk(x) + iωpA sin
( π

2l
x
)
.

Na obr.(3.2) je zobrazeno řešeńı. Použili jsme tyto hodnoty parametr̊u

l = 10 [m] ,

ω = 750 [rad/s] ,

c = 342 [m/s] ,

pA = 20 [m/rad] .

(3.51)
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Řešeńı úloh pro 1D kontinuum Helmholtzova rovnice

Obrázek 3.2: Řešeńı Hemholtzovy rovnice pro 1D př́ıpad

Je vidět, že všechny reálné části vycháźı nulové. Je to zp̊usobeno t́ım, že jsme okrajovou
podmı́nku z (3.32)2, neboli buzeńı, zvolili imaginárńı.
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4 Formulace úloh akustiky pro danou
frekvenci ve 3D

Pokud chceme řešit vlnovou rovnici pro akustický tlak (2.34) pro jednu danou frekvenci
ω (jednofrekvenčńı řešeńı), muśıme vlastně řešit Helmholtzovu rovnici (2.36) s vhodnými
okrajovými podmı́nkami jako okrajovou úlohu.

4.1 Okrajová úloha

K odvozeńı okrajových podmı́nek využijeme oblast Ω (obr.(4.1)). Hranici označ́ıme ∂Ω.
Plat́ı ∂Ω = Γin ∪ Γout ∪ Γ0, kde Γin je hranice vstupu incidenčńı vlny. Výstup z Ω před-
stavuje Γout. Zbývaj́ıćı hranici označ́ıme Γ0. Půjde o pevnou dokonale odrazivou pře-
kážkou. ~n je vněǰśı jednotkový normálový vektor hranice ∂Ω. (Zde vyjdeme hlavně z
[E. Bängtsson(2002)].)

Obrázek 4.1: Obecná oblast Ω se vstupńı hranićı Γin, výstupńı Γout a dokonale odrazivou
Γ0

V praktických výpočtech je často dobré použ́ıt umělé okrajové podmı́nky, které omeźı
oblast výpočtu. Na Γin, kde vniká incidenčńı vlna do oblasti Ω, by měla být určena jej́ı
amplituda, zat́ımco odchoźı, odražená vlna, by měla z̊ustat nepoznamenána. Necht’ ~x popi-
suje prostorové souřadnice. Předpokládáme, že jednofrekvenčńı rovinné vlny, procházej́ıćı
Γin, můžeme zapsat ve tvaru

P (x, t) = A ei(κ ~x·~n+ωt) +B ei(−κ ~x·~n+ωt) , A,B ∈ C , (4.1)

kde prvńı člen odpov́ıdá incidenčńı vlně a druhý vlně odražené. Skalárńı součin vektor̊u
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Form. úloh akust. pro danou frekv. ve 3D Slabé řešeńı

~x · ~n = n je vlastně pr̊umět ~x do ~n. Derivováńım rovnice (4.1) dostaneme

∂P

∂t
= Aiω ei(κ ~x·~n+ωt) +Biω ei(−κ ~x·~n+ωt), (4.2)

∂P

∂~n
= Aiκ ei(κ ~x·~n+ωt) −Biκ ei(−κ ~x·~n+ωt) , (4.3)

kde ∂P
∂n

= ~n · gradP popisuje derivaci ve směru vněǰśı normály. Sečteńım (4.2) a (4.3)
vynásobenou c a využit́ım ω = κ c źıskáme okrajovou podmı́nku na Γin

∂P

∂t
+ c

∂P

∂n
= 2iωA ei(κ ~x·~n+ωt) . (4.4)

Podmı́nka (4.4) je splněna pro každou vlnu typu (4.1) a může tedy být použita k nastaveńı
amplitudy A incidenčńı vlny bez vlivu na amplitudu B vlny odražené. Vhodná absorbčńı
okrajová podmı́nka na Γout je radiačńı podmı́nka prvńıho stupně [B. Engquist(1977)]. Nebo
můžeme uvažovat, že na výstupu neńı žádná incidenčńı vlna a tedy A = 0

∂P

∂t
+ c

∂P

∂n
= 0 . (4.5)

Tato podmı́nka nezp̊usob́ı odraz vln na hranici Γout jdoućıch př́ımo přesně ve směru nor-
mály. Na zbylých hranićıch Γ0 předpokládáme akustický tvrdý materiál, takže budeme
uvažovat podmı́nku

∂P

∂n
= 0 . (4.6)

Pokud chceme řešit úlohu pro jednu frekvenci, uvažujeme řešeńı (2.35) jako v kapitole, kde
jsme Helmhotzovu rovnici odvodili. Dosad́ıme do okrajových podmı́nek za P . Po zkráceńı
eiωt a za předpokladu, že na Γin je v ~x = 0 źıskáme okrajové podmı́nky

c
∂p

∂n
+ iωp = 0 na Γout ,

c
∂p

∂n
+ iωp = 2iωA na Γin ,

∂p

∂n
= 0 na Γ0 .

(4.7)

4.2 Slabé řešeńı

Při odvozeńı slabého řešeńı, viz [Mı́ka(2007)], vyjdeme z HR (2.36) pro akustický tlak
p = p(x). Kde κ je vlnové č́ıslo, ω je úhlová frekvence a c je rychlost š́ı̌reńı vlny prostřed́ım
(v tomhle př́ıpadě jde o rychlost ve vzduchu), pro které plat́ı κ = ω

c
. HR celou vynásob́ıme
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Form. úloh akust. pro danou frekv. ve 3D Numerické řešeńı MKP

testovaćım tlakem q, kde q ∈ Q a Qje množina všech př́ıpustných tlak̊u, které vyhovuj́ı
okrajovým podmı́nkám (4.7)

O2p q + κ2p q = 0 ∀q ∈ Q .

(4.8)

Celou rovnici integrujeme přes oblast Ω∫
Ω

O2p q dΩ +

∫
Ω

κ2p q dΩ = 0 ∀q ∈ Q . (4.9)

Využijeme následuj́ıćı Greenovy věty∫
Ω

O2p q dΩ =

∫
∂Ω

q
∂p

∂n
d∂Ω−

∫
Ω

OqOp dΩ . (4.10)

Dosad́ıme (4.10) do (4.9) a dostaneme∫
Ω

κ2p q dΩ +

∫
∂Ω

q
∂p

∂n
d∂Ω−

∫
Ω

OqOp dΩ = 0 ∀q ∈ Q . (4.11)

Po dosazeńı okrajových podmı́nek (4.7) do (4.11) dostaneme tento tvar slabého řešeńı∫
Ω

OqOp dΩ− κ2

∫
Ω

pq dΩ−
∫

Γin

(2iκũ− iκp)q dΓin +

∫
Γout

iκpq dΓout = 0 ∀q ∈ Q .(4.12)

4.3 Numerické řešeńı MKP s r̊uznými okrajovými pod-

mı́nkami

Výpočet budeme provádět v oblasti Ω (obr.(4.2)), kde ∂Ω bude jej́ı hranice. Plat́ı ∂Ω =
Γin ∪ Γout ∪ Γ0, kde Γin je hranice vstupu (červená linie) , kde vzniká incidenčńı vlna. Γout
představuje výstup z Ω (modrá linie) a Γ0 je dokonalé odrazivá stěna.
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Form. úloh akust. pro danou frekv. ve 3D Numerické řešeńı MKP

Obrázek 4.2: Popsaná použitá oblast Ω
Obrázek 4.3: Detail MKP
śıtě oblasti Ω

Na obr.(4.3) vid́ıme použitou śıt’ MKP. Jako elementy jsme použili trojuhelńıky. Celkem
śıt’ obsahuje 18724 uzl̊u a 36556 elemet̊u, a tud́ıž má 56172 stupň̊u volnosti.
Bud́ıćı funkci označ́ım jako ũ. Použijeme následuj́ıćı okrajovou podmı́nku na Γin. Budeme
uvažovat buzeńı konstantou

ũ = uA . (4.13)

Buzeńı funkćı (4.13) interpretujeme jako kmitáńı desky vě směru osy x s amplitudou uA a
úhlovou frekvenćı ω. Parametry úlohy jsme si navolili

c = 342 [m/s] ,

ω = 500, 1000 [rad/s] ,

κ =
ω

c
[rad/m] ,

uA = 50 000 [−] ,

l = 10 [m] ,

a = 4 [m] ,

b = 2 [m] ,

(4.14)

kde l je délka hrany oblasti Ω, b š́ı̌rka zvukovod̊u, a délka zvukovod̊u, c rychlost š́ı̌reńı
zvuku ve vzduchu, ω úhlová frekvence a κ vlnové č́ıslo. Pro úhlovou frekvenci ω jsme volili
dvě hodnoty. Výpočet jsme prováděli v systému SfePy a výsledky zobrazili v programu
ParaView. Śıt’ MKP (obr.(4.3)) jsme vygenerovali v MSC.Marc/Mentat. Pro buzeńı jsme
provedli výpočty pro dvě r̊uzné hodnoty ω viz (4.14).
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Form. úloh akust. pro danou frekv. ve 3D Numerické řešeńı MKP

Obrázek 4.4: Imaginárńı část p;
ω = 500 [rad/s], ũ = uA

Obrázek 4.5: Reálná část p;
ω = 500 [rad/s], ũ = uA

Obrázek 4.6: Graf znázorňuj́ıćı hodnoty podél př́ımky z A do B. ω = 500 [rad/s], ũ = uA

Vyjdeme-li pro kontrolu ze vzorc̊u T = λ/c a T = 2π/ω, kde λ je vlnová délka a T
perioda, źıskáme vzorec pro λ: λ = 2πc/ω. Po dosazeńı ω = 500 [rad/s] a c = 342 [m/s]
zjist́ıme, že λ = 4, 298 [m], což odpov́ıdá obr.(4.4).
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Obrázek 4.7: Imaginárńı část p;
ω = 1000 [rad/s], ũ = uA

Obrázek 4.8: Reálná část p;
ω = 1000 [rad/s], ũ = uA

Obrázek 4.9: Graf znázorňuj́ıćı hodnoty podél př́ımky z bodu A do bodu B.
ω = 1000 [rad/s], ũ = uA

Na obr.(4.9) je už lépe vidět, jak se vlivem kratš́ı vlnové délky měńı hladkost zobrazeńı
gradient̊u. Nedokonalost je zp̊usobena nedostatečnou hustotou śıtě oblasti.
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5 Formulace úloh tvarové optimalizace

5.1 Úvod

V této kapitole formulujeme úlohu tvarové optimalizace pro akustické pole. Oblast Ω
(obr.(5.1)) je rozdělena na dvě disjunktńı podoblasti: plat́ı Ω = ΩD ∪ΩC , kde ΩD předsta-
vuje takzvanou designovou oblast, a pro ΩC plat́ı: ΩC = Ω \ ΩD. Hranice ∂Ω je rozdělena
na d́ılč́ı hranice ∂Ω = Γ0∪Γin∪Γout. Na pravé hranici je designová hranice ΓD ⊂ Γ0 ⊂ ∂Ω.
Tato designová hranice bude optimalizaćı měnit tvar a to následně ovlivńı śıt’ MKP v
ΩD, ale už ne v ΩC . Změnou tvaru hranice ΓD, zprostředkovanou změnou parametr̊u α,
se bude měnit řešeńı p v celé oblasti. Změna se projev́ı také na účelové funkci Φ, která se
vyhodnocuje v ΩC .

Obrázek 5.1: Popsaná oblast Ω

Jako stavovou rovnici budeme uvažovat Hemholtzovu rovnici (2.36) pro akustický tlak
p. Úlohu budeme řešit na Ω a použijeme na jej́ı hranici ∂Ω již odvozené okrajové podmı́nky
(4.7). Dále zavedeme slabou formulaci úlohy (viz (4.12))
Pomoćı bilineárńı formy zaṕı̌seme naši stavovou úlohu jako

(∇p,∇q)Ω − κ2(p, q)Ω + 〈iκp, q〉Γin∪Γout︸ ︷︷ ︸
Ψ(p,q)

−〈2iκũ, q〉Γin︸ ︷︷ ︸
f(q)

= 0 , (5.1)

kterou můžeme zapsat v obstraktńı formě

Ψ(p, q) = f(q) p,∀q ∈ Q . (5.2)
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Formulace úloh tvarové optimalizace Citlivostńı analýza

Uvažujeme následuj́ıćı optimalizačńı úlohu

min
α

Φ(p) ,

p ∈ Q : Ψ(p, q) = f(q) ∀q ∈ Q ,

α ∈ U ,

γ : α −→ ΓD ,

(5.3)

kde p splňuje stavovou úlohu (5.2), Φ je účelová funkce a U je množina př́ıpustných para-
metr̊u α.
Zvoĺıme účelovou funkci

ΦI(p) =

∫
Ωc

|p|2 = ‖p‖2
Ωc

[Pa2m2] ,

ΦII(p) = 20 log

(
‖p‖ΩA

‖p‖ΩB

)
[dB] .

(5.4)

5.2 Citlivostńı analýza

Provedeńım citlivostńı analýzy rozumı́me výpočet citlivosti změny účelové funkce Φ v zá-
vislosti na změně optimalizačńıch parametr̊u α, když na nich záviśı účelová funkce ne-
př́ımo prostřednictv́ım stavové proměnné p. Potřebujeme tedy vypoč́ıtat gradient funkce
Φ(α, p(α)) podle jednotlivých optimalizačńıch parametr̊u α. Máme zde tedy implicitńı
funkci p = p(α).
V oblasti Ω definujeme vektorové pole V , s pomoćı Spline-boxu [Rohan(2007)].

5.2.1 Metoda adjungované proměnné

Zabývejme se nyńı úlohou, kdy tvar hranice záviśı na jediném parametru τ ∈ R

Γ(τ) = ΓD + τ {V(x)}x∈ΓD
, (5.5)

kde x je prostorová souřadnice. Muśı platit, že V(x) = 0 pro x ∈ ΩC a pro body na linii
zvýrazněné černou přerušovanou čárou (viz obr.(5.1)). K problému (5.3)2, v němž je α
nahrazeno parametrem τ , můžeme přǐradit Lagrangeovu funkci L

Lτ (p, q) = Φ(p) + Ψτ (p, q)− f(q) + Ψ∗τ (p
∗, q∗)− f ∗(q∗) , (5.6)

kde q je Lagrangeov̊uv multiplikátor vazby splněńı stavové úlohy. Poznamenejme, že po-
kud plat́ı (5.3)2 pro Ψ(p, q) = f(q), tak i pro Ψ∗(p∗, q) = f ∗(q) , kde * znač́ı komplexně
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sdruženou hodnotu.
Nyńı formulujeme úlohu (5.3) jako úlohu sedlového bodu

max
q∈Q

min
α∈U,p∈Q

L(α, p, q) . (5.7)

Rovnici (5.6) zderivujeme podle řešeńı p. Gâteauxovu derivaci, viz[Drábek(1994)], podle p
označ́ıme δp (derivace ve směru q)

δpLτ (p, q; δp) = δΦ(p; δp) + Ψτ (δp, q) + Ψ∗τ (δp
∗, q∗)︸ ︷︷ ︸

2Re{Ψτ (δp,q)}

. (5.8)

Pro splněńı podmı́nky optimality se muśı (5.8) rovnat nule. Dostaneme se k řešeńı adjun-
gované úlohy pro adjungovanou proměnnou q ∈ Q

2Re {Ψτ (δp, q)} δp ∈ Q = −δΦ(p; δp) ∀ . (5.9)

Adjungovanou úlohu můžeme řešit za předpokladu, že Φ ∈ R, pro p ∈ H1(Ω;C). Řešeńı
adjungované úlohy je efektivńı řešeńı nalezeńı gradientu účelové funkce. Účelovou funkci
budeme vyhodnocovat na ΩC , tedy oblast́ı, která neńı ovlivněna změnou ΓD. Účelovou
funkci zderivujeme podle řešeńı p

δΦ(p; δp) =

∫
ΩC

[p(δp)∗ + p∗δp] = 2Re

{∫
ΩC

(p∗δp)

}
.

Proto můžeme (5.9) přepsat ve tvaru

(∇p,∇q)Ω − κ2(p, q)Ω + 〈iκp, q〉Γin∪Γout
+

+ ∇p∗,∇q∗)Ω − κ2(p∗, q∗)Ω − 〈iκp∗, q∗〉Γin∪Γout
= 2Re {Ψ(p, q)} .

Zaṕı̌seme adjungovanou úlohu takto pro účelovou funkci Φ definovanou dle ΦI , viz (5.4),

Re {Ψ(p̂, q)} = −Re

{∫
ΩC

p∗q

}
= −1

2

∫
ΩC

(pq∗ + p∗q) ∀q ∈ Q , (5.10)

kde p̂ označuje odjungovanou proměnnou. Vypočteme-li adjungovanou proměnnou, využi-
jeme ji dále v (5.6) jako Lagrange̊uv multiplikátor a provedeme totálńı drivaci rovnice (5.6)
podle τ

δτL(p, p̂) + δpL(p, p̂; δp)︸ ︷︷ ︸
=0

= δτΦ(p) + δτ (Ψτ (p, p̂)− f(p̂)) + δτ (Ψ∗τ (p
∗, p̂∗)− f ∗(p̂∗)) .(5.11)

Je-li splněna adjungovaná rovnice (5.9), tak druhý člen na levé straně (5.11) je roven nule
a plat́ı δΦ = δΨ.
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5.2.2 Výpočet citlivosti pomoćı materiálové derivace

V tomto odstavci vyjádř́ıme členy v citlivostńım vztahu (5.11) s využit́ım materiálové deri-
vace známé z mechaniky kontinua, viz [Rohan(2012)],[E. Rohan(2012)],[E. Rohan(2010a)],
[E. Rohan(2010b)]. Zavedeme zobrazeńı F parametrizované pomoćı τ

F(τ, ·) : Ω 7→ Ω(τ), z(τ) = F(τ, x) , (5.12)

kde

z = x+ τV(x), x ∈ Ω , z ∈ Ω(τ) ,

Ω(τ) = Ω + τ {V(x)}x∈Ω , J = det(∂xF) ,
(5.13)

kde ∂xF je Jacobiova matice zobrazeńı F .
Plat́ı, viz [Rohan(2012)]

(∇zp,∇zq)Ω(τ) =

∫
Ω

∂zi xk∂
x
kp ∂zj xl∂

x
l qδij J(F) ,

(p, q)Ω(τ) =

∫
Ω

pqJ((F ))

(5.14)

a odtud plyne

d

dτ |τ=0

(∇zp,∇zq)Ω(τ) =

∫
Ω

(div(∇V)δij − ∂kVjδki − δej∂eVi)∂jp∂iq∗ ,

d

dτ |τ=0

(p, q)Ω(τ) =

∫
Ω

pq div(∇V) .

(5.15)

Nyńı označ́ıme

a(p, q) =

∫
Ω

(div(∇V)δij − ∂kVjδki − δej∂eVi)∂jp∂iq∗ ,

m(p, q) =

∫
Ω

pq div(∇V) .

(5.16)

Využili jsme těchto skutečnost́ı

(∂jFi)· =
(
∂zi
∂xj

)·
= (∂jVi) = (∇V)ij

∂xk
∂zi

=
∂(zk − τVk)

zi
= δki − τ

∂Vk
∂zi

,

(5.17)

Fij =
∂Fi
∂xj

,

FF−1 = I

ḞF−1 + F (F−1)· = 0

(F−1)· = −F−1ḞF−1

(F−1)·|τ=0 = −Ḟ |τ=0

= −∇V ,

(5.18)
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∂kVj =
∂Vj
∂xk

. (5.19)

S využit́ım vztah̊u (5.16) již můžeme dosadit do (5.11). Dostaneme totálńı derivaci δΦ
vyjadřuj́ıćı derivaci účelové funkce ve směru vektorového pole V

δΦ = a(p∗, p̂∗)− κ2 m(p∗, p̂∗) + a(p, p̂)− κ2 m(p, p̂) , (5.20)

kde

a(p∗, p̂∗) =

∫
Ω

(div(∇V)δij − ∂kVjδki − δej∂eVi)∂jp∗∂ip̂ ,

m(p∗, p̂∗) =

∫
Ω

p∗p̂ div(∇V) ,

a(p, p̂) =

∫
Ω

(div(∇V)δij − ∂kVjδki − δej∂eVi)∂jp∂ip̂∗ ,

m(p, p̂) =

∫
Ω

pp̂∗ div(∇V) .

(5.21)

Touto cestou źıskáme úplnou derivaci účelové funkce Φ v̊uči α, tj. jej́ı citlivost. V (5.20)
derivace δΦ ve skutečnosti znamená d

dτ
Φ|τ=0, kde Φ je implicitńı funkce hranice Γ(τ) pa-

rametrizované vztahem (5.5) a záviśı tedy na vektorovém poli V .

5.3 Implementace

5.3.1 Adjungovaná úloha

Výpočet citlivosti změny účelové funkce Φ jsme provedli ve SfePy.
Řešeńı p a zkušebńı tlak q jsou komplexńı hodnoty. Hvězdička znamená komplexně sdru-
ženou hodnotu

q = qr + i qi, q∗ = qr − i qi ,
p = pr + i pi, p∗ = pr − i pi .

(5.22)

Později využijeme těchto rovnost́ı

p∗q∗ = (pq)∗ = ((prqr − qipi) + i(prqi + piqr))
∗ ,

(∇p∗,∇q∗) = (∇p,∇q)∗ .
(5.23)

Reálné části v adjungované úloze (5.10) bude vhodné pro implementaci zapsat takto

Re {(∇(pr + i pi),∇(qr − i qi))Ω} = (∇pr,∇qr)Ω + (∇pi,∇qi)Ω ,

Re
{
κ2(p, q)Ω

}
= κ2 [(pr, qr)Ω + (pi, qi)Ω] ,

Re
{

(i 〈κp, q〉Γin∪Γout
)
}

= −κ
[
〈pr,−qi〉Γin∪Γout

+ 〈pi, qr〉Γin∪Γout

]
.

(5.24)
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Z účelové funkce ΦI také vybereme reálnou část

2Re

{∫
ΩC

p∗q

}
= 2

∫
ΩC

(prqr + piqi) . (5.25)

Využijeme (5.24), (5.25) a rozděĺıme adjungovanou úlohu (5.10) na řešeńı zvlášt’ reálné a
imaginárńı části. Zaṕı̌seme maticově

(
qr qi

)((∇·,∇·)Ω − κ2(·, ·)Ω −κ 〈·, ·〉Γin∪Γout

κ 〈·, ·〉Γin∪Γout
(∇·,∇·)Ω − κ2(·, ·)Ω

)T (
p̂r
p̂i

)
= −

(
qr qi

)(( · , pr)Ωc

( · , pi)Ωc

)
,

(5.26)
což plat́ı pro ∀(qi, qr) ∈ Q2.

5.3.2 Př́ıprava oblasti Ω

V MSC.Marc/Mentat jsme vygenerovali MKP śıt’ oblasti Ω se čtvercovými elementy

Obrázek 5.2: Śıt’ MKP oblasti Ω; 12301
uzl̊u; 12000 element̊u; 36903 stupň̊u vol-
nosti

Obrázek 5.3: Oblast Ω s podoblastmi ΩC ,
ΩD, ΩA a ΩB

V oblasti Ω budeme uvažovat, jak již bylo zmı́něno dř́ıve, podoblasti ΩC a ΩD. V ΩC

zavedeme ještě ΩA ⊂ ΩC a ΩB ⊂ ΩC obě o š́ı̌rce jen dva elementy.
Účelové funkce ΦI a ΦII , viz (5.4), budeme vyhodnocovat přes ΩA a ΩB.

5.3.3 Spline-box

Spline-box pomáhá vytvářet geometrickou parametrizaci 2D i 3D oblast́ı. Použili jsme
spline-box implementovaný v systému SfePy. Využijeme ho k vytvořeńı parametrizace tvaru
hranice ΓD při hledáńı jej́ıho optimálńıho designu. Plat́ı ΩD ⊂ Ω, viz obr.(5.1), která je
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tvořena 2D MKP śıt́ı, viz obr.(5.2). Jako zdroj k tomuto tématu jsem využil [Rohan(2007)].
Uvažujeme oblast ΩD, viz obr.(5.1), a parametrizaci jej́ı hranice ΓD , viz (5.5). Spline 2D
reprezentaci pro nezměněnou Ω0

D zaṕı̌seme

~x0(τ, s) =
4∑
i

4∑
j

Ni(τ)Nj(s)~b
0
ij , (5.27)

kde N(τ) je B-spline báze svislých splin̊u a N(s) vodorovných. Počátečńı polohu ř́ıd́ıćıch

bod̊u určuje ~b0
ij. Polohu uzl̊u nezdeformované śıtě popisuje ~x. Vytvořili jsem tedy nad Ω0

D

2D Spline-box s 16 ř́ıd́ıćımi body, viz obr.(5.4)

Obrázek 5.4: Umı́stěńı ř́ıd́ıćıch bod̊u po vytvořeńı spline-boxu nad ΩD

Změnu polohy ř́ıd́ıćıch bod̊u poṕı̌seme

~bij = ~b0
ij + ~dijαij . (5.28)

Směr změny umı́stěńı (pohybu) ř́ıd́ıćıch bod̊u určuj́ı jednotkové vektory ~dij a velikost této
změny parametry αij. Pro nenulové αij plat́ı

~x(τ, s) =
4∑
i

4∑
j

Ni(τ)Nj(s)~bij . (5.29)

Když zderivujeme (5.29) podle αij, dostaneme

∂~x

∂αij
= Ni(τ)Nj(s)~dij . (5.30)

Źıskáme tedy v ΩD vektorové pole V(τ, s)ij od parametru αij

V(τ, s)ij = Ni(τ)Nj(s)~dij . (5.31)
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V našem př́ıpadě budeme měnit tvar jen hranice ΩD. Půjde tedy o 1D úlohu a budeme
uvžovat jen 4 parametry αi, i = 1, 2, 3, 4. Ztotožńıme parametry αi s τ . Z toho vyplývá,
že úplná derivace účelové funkce Φ je vlastně derivaćı ve směru vektorového pole V .

δαiΦ = δτΦ = δΦ ◦ V i . (5.32)

S ohledem na obr.(5.4) budeme uvažovat posun ř́ıd́ıćıch bod̊u ve vodorovném směru. Pa-
rametr αi proporcionálně řekne, o kolik se posune i-tá řada ř́ıd́ıćıch bod̊u. Ř́ıd́ıćı body
označ́ım Bi,j. Když bod B4,4 posuneme o α4 ve směru ~d44 = (−1, 0), tak B3,4 se posune o
2/3α4, B2,4 o 1/3α4 a B1,4 o 0, viz obr.(5.5).

Obrázek 5.5: Posun řady ř́ıd́ıćıch bod̊u pro α4

5.3.4 Porovnáńı konečných diferenćı a citlivostńı analýzy

Źıskáńı citlivosti účelové funkce Φ na parametrech α znamená źıskáńı totálńı derivace
δτΦ. To jde nejen pomoćı citlivostńı analýzy (CA), ale také numericky pomoćı konečných
diferenćı (KD). Druhá možnost výpočtu je však v optimalizaci výpočetně náročněǰśı a méně
přesná. Porovnáme KD s CA a ověř́ıme si t́ım správnost výpočtu citlivosti účelové funkce
pomoćı CA.
Při použit́ı konečných diferenćı budeme uvažovat velmi malou změnu dτ na hranici ΓD.
Posuneme ř́ıd́ıćı body, viz obr.(5.4), na ΓD o dτ nejdř́ıve ve směru ~d+ = (1, 0) a poté
~d−(−1, 0).

Ω+
D = ΩD + dτ {V(x)}x∈ΩD

,

Ω−D = ΩD − dτ {V(x)}x∈ΩD
.

(5.33)

Postupně vyhodnot́ıme účelovou funkci (5.4)1 v nových oblastech Ω+ a Ω−. Źıskáme Φ+ a
Φ−. Provedeme centrálńı poměrnou diferenci, jej́ıž výsledkem bude hledaná citlivost

δτΦ =
Φ+ − Φ−

2dτ
. (5.34)

Přesnost záviśı samožřejmě na volbě velikosti dτ . Porovnali jsme výsledky cilivostńı ana-
lýzy a konečných diferenćı pro několik frekvenćı ω na oblasti obr.(5.3). Výsledné citlivosti
a jejich rozd́ıly jsou v následuj́ıćı tabulce.
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dτ ω[rad s−1] Citlivostńı analýza Konečné diference Rozd́ıl(CA-KD)

1e-6 200 -1813.56452583+0i -1813.55618406+0i -0.00834177+0i
400 16562.4516291-8.73e-11i 16561.4799553+0i 0.97167380-8.73e-11i
600 20675.4802695-5.82e-11i 20675.2863232+0i 0.19394625-5.82e-11i
800 19822.959634-5.82e-11i 19822.8649024+0i 0.09473160-5.82e-11i
1000 44579.6204201-1.75e-11i 44578.836579+0i 0.78384415-1.75e-11i

5.3.5 Optimalizace

Výpočet provedeme v softwaru SfePy a Matlab. SfePy bude vypoč́ıtávat citlivost účelové
funkce na změnu parametr̊u α. Citlivost se předá Matlabu, kde se využije knihovńı opti-
malizačńı funkce fmincon, viz [MathWorks(2013)], která použije citlivost k optimalizaci.
Matlab bude vracet nové hodnoty optimalizovaných parametr̊u α do SfePy, kde začne daľśı
iterace.

5.4 Optimalizačńı výpočty

5.4.1 Úvodem

Výpočty budeme provádět na oblasti Ω (obr.(5.1)), rozdělené na podoblasti (obr.(5.3)).
Na hranici Γ = Γin ∪ Γout ∪ Γ0 použijeme okrajové podmı́nky (4.7). Zavedeme spline-box
nad ΩD, viz obr.(5.4). Optimálńı tvar hranice ΓD budeme hledat pro minimum účelových
funkćı ΦI a ΦII , viz (5.4). Plat́ı

ΦI(p) =

∫
ΩA∪ΩB

|p|2 = ‖p‖2
ΩA∪ΩB

[Pa2m2] ,

ΦII(p) = TAB(p) = 20 log

(
‖p‖ΩA

‖p‖ΩB

)
[dB] ,

(5.35)

kde ΦII se rovná funkci transmisńıch ztrát TAB, která řiká, o kolik decibel̊u [dB] se utlumı́
(TAB > 0) nebo ześıĺı (TAB < 0) zvuková vlna jdoućı z ΩA do ΩB. Účelovou funkci ΦI

budeme poč́ıtat přes ΩA∪ΩB a ΦII dle (5.35)2. Výpočet provedeme pro tři úhlové frekvence
ω = 200, 600, 1000 [rads−1].
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Parametry oblasti Ω navoĺıme následovně

c = 342 [m/s] ,

κ =
ω

c
[rad/m] ,

uA = 50 [−] ,

l = 15 [m] ,

v = 10 [m] ,

a = 5 [m] ,

b = 2 [m] .

(5.36)

5.4.2 Vlastńı výpočty

Nejprve vypočteme řešeńı |p| v neoptimalizované oblasti Ω a źıskáme optimalizaćı neo-
vlivněné hodnoty účelových funkćı ΦN

I a ΦN
II . Pak provedene optimalizace pro ΦI a ΦII .

Z optimalizované oblasti Ω źıskáme optimalizované hodnoty účelových funkćı ΦO
I a ΦO

II .
Zobraźıme závislost velikosti Φ na iteračńım kroku. Toto provedeme pro všechny tři ω.

Obrázek 5.6: Zobrazeno |p| v neoptimalizované oblasti Ω; ω = 200 [rads−1]

Obrázek 5.7: Zobrazeno |p| v optimalizo-
vané oblasti Ω pro ΦI ; ω = 200 [rads−1]

Obrázek 5.8: Zobrazeno |p| v optimalizo-
vané oblasti Ω pro ΦII ; ω = 200 [rads−1]
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Obrázek 5.9: Graf závislosti hodnoty ΦI na
iteračńım kroku optimalizace

Obrázek 5.10: Graf závislosti hodnoty ΦII

na iteračńım kroku optimalizace

Obrázek 5.11: Zobrazeno |p| v neoptimalizované oblasti Ω; ω = 600 [rads−1]

Obrázek 5.12: Zobrazeno |p| v optimalizo-
vané oblasti Ω pro ΦI ; ω = 600 [rads−1]

Obrázek 5.13: Zobrazeno |p| v optimalizo-
vané oblasti Ω pro ΦII ; ω = 600 [rads−1]
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Obrázek 5.14: Graf závislosti hodnoty ΦI

na iteračńım kroku optimalizace
Obrázek 5.15: Graf závislosti hodnoty ΦII

na iteračńım kroku optimalizace

Obrázek 5.16: Zobrazeno |p| v neoptimalizované oblasti Ω; ω = 1000 [rads−1]

Obrázek 5.17: Zobrazeno |p| v optimalizo-
vané oblasti Ω pro ΦI ; ω = 1000 [rads−1]

Obrázek 5.18: Zobrazeno |p| v optimalizo-
vané oblasti Ω pro ΦII ; ω = 1000 [rads−1]
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Obrázek 5.19: Graf závislosti hodnoty ΦI

na iteračńım kroku optimalizace
Obrázek 5.20: Graf závislosti hodnoty ΦII

na iteračńım kroku optimalizace

Nı́že vid́ıme tabulku, která ukazuje hodnoty účelových funkćı (5.35) před (ΦN) a po
(ΦO) optimalizaci a jejich procentuálńı srovnáńı, které řiká, o kolik procent se zvětšila či
zmenšila hodnota Φ.

ω [rad s−1] ΦN
I

[
Pa2 m2

]
ΦO

I

[
Pa2 m2

]
±% ΦN

II [dB] ΦO
II [dB] ±%

200 5.1383e+4 4.5426e+4 -11.92 0.921 -11.7089 -1371.32
600 5.1869e+4 4.85002e+4 -6.49 9.833 0.9845 -89.99
1000 5.2944e+4 4.7361e+4 -10.55 3.8986 -4.8617 -224.70

Podle tabulky vid́ıme, že optimalizace, podle očekáváńı, sńıžila hodnoty obou účelových
funkćı pro všechny úhlové frekvence ω. Postup minimalizováńı ΦI,II je vidět z graf̊u, viz
obrázky (5.9), (5.10), (5.14), (5.15), (5.19) a (5.20). Na obrázćıch (5.7), (5.8), (5.12), (5.13),
(5.17) a (5.18) je viditelná změna geometrie designové hranice ΓD, což zapř́ıčinilo zřejmou
změnu barevné mapy řešeńı. Některé výsledné optimalizované hodnoty ΦII jsou záporné,
protože optimalizaćı se dosáhlo toho, že akustický tlak v ΩA je menš́ı než v ΩB neboli
‖p‖ΩA

< ‖p‖ΩB
. Č́ımž nabývá logaritmus (5.35)2 záporné hodnoty.

39



6 Závěr

V druhé kapitole jsme se seznámili s odvozeńım rovnic potřebných k źıskáńı vlnové rovnice
pro tekutiny: Eulerovo pohybovou rovnićı, rovnićı kontinuity, stavovou rovnićı. Z nich jsme
odvodili vlnovou rovnici a následně i Helmholtzovu rovnici pro stojaté vlněńı.

V třet́ı kapitole jsme analyticky vyřešili vlnovou a Helmholtzovu rovnici v 1D pomoćı
Fourierovu metody a zobrazili některá řešeńı v Matlabu.

Ve čtvrté kapitole jsme řešili slabé formulace Helmholtzovy rovnice na oblasti Ω. Z úvah
o š́ı̌reńı akustických vln jsme si odvodili okrajové podmı́nky na hranici ∂Ω, pomoćı MKP
provedli řešeńı v systému SfePy. Na dané oblasti jsme vyzkoušeli r̊uzné frekvence ω inci-
denčńı vlny. Řešeńı jsme si zobrazili v programu ParaView.

V páté kapitole jsme naformulovali úlohu tvarové optimalizace pro akustické pole, zpara-
metrizovali design pomoćı spline-boxu. Zavedli pole designových rychlost́ı. Optimalizačńı
úloze jsme přǐradili Lagrangeovu funkci a přešli k řešeńı adjungované úlohy. Porovnali jsme
pro kontrolu výsledky citlivostńı analýzy a konečných diferenćı. Oba př́ıstupy jsme imple-
mentovali ve SfePy. Ujistili jsme se, že výsledky citlivostńı analýzy a konečných diferenćı si
celkem odpov́ıdaj́ı. V závěru kapitoly jsme provedli několik optimalizačńıch výpočt̊u ve 2D
oblasti Ω v Matlabu a SfePy pro několik frekvenćı ω. Využili jsme dvě účelové funkce ΦI,II .
Našli jsme několik optimálńıch tvar̊u designové hranice ΩD. Výsledky jsme zobrazili pro-
gramem ParaView. Vykreslili jsme závislosti hodnot ΦI,II na iteraci optimalizace. Z graf̊u
je vidět, že hodnoty správně klesly u všech výpočt̊u. Vypočetli jsme, o kolik procent klesly
optimalizaćı hodnoty ΦI,II . Zprovoznili jsme tedy úspěšně tvarovou optimalizaci akustic-
kého pole.

Práce nemá zat́ım určitou konkrétńı aplikaci. Jde v ńı sṕı̌se jen o zprovozněńı a vyzkoušeńı
samotné optimalizace. Má určitě mnoho prostoru pro vylepšeńı a rozš́ı̌reńı. Třeba pře-
vedeńı na v́ıcerozměrnou úlohu se složitěǰśı geometríı, kde se objev́ı v́ıce optimalizačńıch
parametr̊u. Poté by se našla určitě nějaká potenciálńı aplikace pro tuto práci. Jednou z
možnost́ı je optimalizace tvaru skř́ıně nějakého stroje. Ve skř́ıni bude zdroj vibraćı (nějaká
nevyvážená rotuj́ıćı hmotnost), které se budou konstrukćı přenášet na skř́ıň, t́ım by vzni-
kala emise hluku, kterou bychom chtěli regulovat. V tomto směru by mohla pokračovat má
daľśı práce.
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v Pzni, 1994. ISBN 80-7082-124-8.
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