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Abstrakt

Hlavnim cilem této prace je provedeni tvarové optimalizace akustického pole popsaného
omezenou 2D oblasti 2. Nejdiive se odvodily rovnice akustiky potfebné k ziskani vlnové
rovnice pro tekutiny. Z téchto rovnic se urcila vlnova rovnice. Hledanim jednofrekvencéniho
feseni se z ni odvodila Helmholtzova rovnice. Pak se zde ukazaly mozné ptistupy k feseni
vlnové a Helmholtzovy rovnice pro 1D kontinuum, kde se vyuzilo Fourierovy metody. Z tvah
o §ifeni akustickych vin se odvodily okrajové podminky na hranici 0€2. Naformulovala se
uloha tvarové optimalizace. Jako stavovou rovnici se vyuzila slaba formulace Helmholtzovy
rovnice. Provedla se citlivostni analyza. Zparametrizoval se design oblasti {2 parametry
a pomoci spline-boxu. Optimaliza¢ni tloze se pritadila Lagrangeova funkce a posléze se
preslo k tloze adjungované. Touto cestou se ziska celkova derivace neboli citlivost tcelové
funkce ® na zmeénu parametru «. Dale jsou porovnany pro kontrolu vysledky citlivostni
analyzy a konecnych diferenci. Pomoci softwaru SfePy a Matlabu jsme provedli nékolik
optimalizacnich vypoctu ve 2D. Vysledky se zobrazily programem ParaView a nésledné
vyhodnotily.

Abstract

The main objective of this study is to implement shape optimization of an acoustic field
described by 2D domain €. The very first step was the familiarization with derivation
of acoustic equations necessary to obtain wave equation for fluids. From these equations,
the wave equation was derived. By searching for a single-frequency solution, the Helmhotz
equation was found. Possible approach in solving wave and Helmholtz equation for 1D
continuum, where Fourier method was used, was shown. From our knowledge about acous-
tic propagation boundary conditions at boundary 0€2 were derived. A problem of shape
optimization was defined. As a state equation weak formulation of Helmhotz equation was
applied. Then the sensitive analysis was performed. Design of {2 domain was parameteri-
zed by parameters « using spline-box. Lagrange equation was assigned to the optimization
problem. Consecutively, there was a proceeding to solve an adjugate problem. This way
allowed to obtain a total derivation of objective function that is a sensitivity of objective
function to the change of parameters «. Furthermore, there were compared results from
sensitive analysis and finite differences. Using software SfePy and Matlab we performed a
few optimization calculations in 2D. At the end the results were displayed with software
ParaView and also appraised.
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1 Uvod

Resen{ problému akustiky, napifklad tvarovou optimalizaci, mé potenciondlni aplikace v
mnoha oblastech mechaniky. Napfiklad pii optimalizaci ¢asti stroju a mechanickych za-
fizeni, ktera svym chodem zpusobuji pfiliSnou hluénost. Pak je nutné tyto hlukové emise
snizit. Nicméné tato prace neni vazana na konkrétni tlohu nebo aplikaci, ale zabyva se
optimalizaci spiSe teoreticky.

V druhé kapitole se seznamime s odvozenim rovnic potiebnych k ziskani vlnové rovnice
pro tekutiny. Tyto rovnice odvodime s predpokladem, ze prostiedi je stlacitelné, spojité,
homogenni, izotropni a neviskézni. Akustické pole budeme predpokladat za nevirové. Od-
vodime si Eulerovu pohybovou rovnici pro proudéni, kterd zanedbava tieni a vazkost.
Rovnice kontinuity vyjadiuje zédkon zachovani hmoty. Posledni stavova rovnice vychazi z
popsani termodynamického chovani plynu pfii Siteni zvukové viny. Za dalsich predpokladu
téchto rovnic uréime tvar vlnové rovnice v kartézskych soutadnicich pro neznamou rych-
lostni potencial ¢ a akusticky tlak P. Pti hledéani jednofrekvencniho feseni vlnové rovnice
pro frekvenci w z ni odvodime Helmholtzovu rovnici, kterd popisuje stojaté vinéni. Zde
Gerpame zejména z [Skvor(2001)].

V treti kapitole si ukazeme nékteré pristupy k analytickému feseni vinové a Helmholtzovy
rovnice v jednorozmérnych ptipadech, kde pouzijeme Fourierovu metodu feseni parcialnich
diferencidlnich rovnic, viz [Mika(1983)] a [Skvor(2001)]. Budeme uvazovat sffenf zvukovych
vin mezi dvéma rovnobéznymi dokonale odrazivymi deskami. Z toho vyplynou okrajové a
pocateéni podminky. Pomoci Matlabu si zobrazime néktera reseni.

Ve ctvrté kapitole formulujeme tlohu akustiky pro danou frekvenci w. Budeme tedy resit
slabou formulaci, viz [Mika(2007)], Helmholtzovy rovnice. Zavedeme si oblast 2. V softwaru
MSC.Marc Mentat si vygenerujeme jeji MKP sit’. Z tvah o siteni akustickych vIn si odvo-
dime okrajové podminky na hranici 92 = T';,, UT,,; UT g, viz , viz [E. Béangtsson(2002)]. Po-
moci MKP provedeme feSeni v systému SfePy. Na dané oblasti vyzkousime ruzné frekvence
w incidenc¢ni viny. Vyslednou mapu feseni na oblasti si zobrazime v programu ParaView.

Ve paté kapitole formulujeme ulohu tvarové optimalizace pro akustické pole. Uvazujeme
oblast €2 a rozdélime ji na dvé podoblasti, designovou 2p a zbylou . MKP sit’ ob-
lasti vygenerujeme v MSC.Marc Mentat. Podél oblasti 2p zavedeme hranici I'p C T'y.
Uvaha byla takova, ze zménou tvaru hranice I'p, zprostfedkovanou zménou parametri
a, se nam bude ménit feSeni p v celé oblasti. Zména se nam projevi i na ucelové funkci
®. Definujeme optimalizacni tlohu, kde jako stavovou rovnici vyuzijeme Helmholtzovu
rovnici a jeji slabou formulaci. Provedeme citlivostni analyzu, viz [Rohan(2012)]. Tim se
rozumi vypocet citlivosti zmény tcelové funkce v zavislosti na zméné optimalizacnich pa-
rametru, kdyz na nich zavisi neptimo prostiednictvim stavové proménné. Zparametrizu-
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jeme design pomoci spline-boxu, viz [Rohan(2007)|. Zavedeme pole designovych rychlosti.
Optimalizaéni tloze pritadime Lagrangeovu funkci a posléze prejdeme k feSeni adjun-
gované ulohy. Touto cestou, pocitanou v systému SfePy, ziskdme celkovou derivaci ne-
boli citlivost tcelové funkce ® na zménu parametru «. Nésledné porovname pro kont-
rolu vysledky citlivostni analyzy a konecnych diferenci. Dalsi zdroje v této kapitole byly
[E. Béngtsson(2002)[,[B. Engquist(1977)],|[Rohan(2007)],|D. Cioranescu(2008)],

[J. Haslinger(1996)],[E. Rohan(2011b)],|E. Rohan(2006)],|E. Rohan(2011a)].

Na zavér provedeme nékolik optimaliza¢nich vypocti pro 2D oblast 2. Optimalizovanim
tvaru hranice I'p budeme hledat minimum dvou tcelovych funkei ®; ;7. Vypocet provedeme
pomoci Matlabu a SftePy. Vysledky zobrazime v ParaView a zhodnotime.



2 Odvozeni rovnic akustiky

2.1 Uvodem

V tekutém prostiedi je zvuk vyvolan zménami, které v ¢ase a prostoru zpusobi zmeény tlaku,
hustoty a kmitan{ jednotlivich édstic prostiedi s lokdlnimi vychylkami & = (x,y, z) arych-
lostmi ¥ = (vg,vy,v,). O prostiedi pfedpokldadame, ze je stlacitelné, spojité, homogenni,
izotropni a neviskézni. Vychylky ¢éastic podle naseho predpokladu jsou malé a vSechny sle-
dované jevy budeme povazovat za linearni. (Pfi zpracovéni této kapitoly se vychazi vesmeés
z knihy [Skvor(2001)] a z [Linhart(2009)].)

V nepohybujicim se prostiedi je akustické pole popsano vektory akustickych rychlosti jed-
o slozku proudéni a pohyb popisujeme Lagrangeovymi nebo Eulerovymi proménnymi. Zde
nebudeme déle proudeéni ¢astic uvazovat.

Akustické pole pokladame na nevirové, a tak se tedy predpoklada, ze

rot 7 = 0. (2.1)

Vyjimku tvoii piipady velkych rychlosti u redlnych plynu a kapalin, kdy se uplatinuje
vliv viskozity. Vektorové pole lze rozdélit na dveé slozky, na slozku nevirovou v, a virovou
(rotacni) .

U = U, + U, (2.2)

Pro nevirovou slozku plati rotv,, = 0 a dive,, # 0. Na zakladé toho zavedeme skalarni fci
¢ [m?s~1]. Nazveme ji rychlostnim potencidlem, jehoz gradient je roven rychlosti v;, [ms™!]

grad ¢ =7, . (2.3)
Podle predpokladu je pole rychlosti nevirové, a bude tedy platit

U=, = grad ¢

e (2.4)
divv=divu, #0 .

Pii odvozeni vlnové rovnice vyjdeme z pohybové (Eulerovy) rovnice , rovnice kontinuity
(spojitosti) a stavové rovnice.

2.2 Eulerova rovnice

Eulerova rovnice je pohybova rovnice pro proudéni, ktera zanedbava treni a vazkost. Od-
vozeni je provedeno pro elementarni krychli dxdydz. Vyjdeme ze znamého D “Alembertova
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principu, ktery tikd, ze v kazdém okamziku je soustava vnitinich a vnéjsich sil v rovnovéze
dm a = E dF; ,
i

Pro zrychleni @ [ms™2] plati

(2.5)

dt ’ dt’ dt

= — — d_) dz‘d dZ
a:ia$+jay+kaz:<az’ay’az):_U:(U Uy U))

dt

kde 7, ja k jsou jednotkové vektory orientovany v kladném smyslu ve smérech os z, y a z.
Elementarn{ krychle ma hmotnost dm a tekutina v nf hustotu p [kg m ™3]

dm = pdV = dxdydz .
Setrvacnd sila pusobici na elementarni krychli ve smérech os =, y a z je

z

L =
\..x\

dx

dy

Obrazek 2.1: Sily pusobici na elementarni krychli

— - d’Um

dF,, =1idm o
— - dU

dFyl =] dmd_ty s (26)
— — d/UZ

dF,; =k dm o

Vyslednd setrvacna sila bude tedy rovna souctu jednotlivych setrvacnych sil (2.6)

- — — — —0d -2 d
dF, = dFy + dF,, + dF., = dm(z’ R L —dm 2. (2.7)

a dt

- dvz> dv

4
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V kartézskych souradnicich je akusticky tlak p [Pa] funkci ¢asu a prostorovych proménnych
x,y a z. Takze p = p(t, x,y, z). Piepoklddejme podle obr.(2.2)), Ze na protilehlych ploskach
elementarni krychle kolmych na osu y pusobi akustické tlaky p a proti p + g—idy. Tlakové
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Obrazek 2.2: Tlak na elementarni krychli

sily pusobici na elemetarni plosku dxdz predstavuji ucinek okolni tekutiny nachéazejici se
vné elementdrni krychle. Vyslednd slozka sily j dF}; ve sméru osy y bude rovna vyslednici

povrchovych sil pusobicich na protilehlych sténach

jdF, = f[p - <p+ g—zdy)]dxdy

dﬂgz—j@@ww. (2.8)

Podobné se odvodi
- -0 - - 0
dF = —i —pdxdydz , dF,s = —k —pdzdyd.ilz .
ox 0z

(2.9)

Vysledna sila dﬁ’v se rovna

ﬁkri@mww—j@@MM—E@M@m. (2.10)
ox Jy 0z

7 D’ Alembertova principu musf platit dF, = dF,. Dosadime tedy z l} a )

-0Jp -0p -0p ov

(g gy o0

Om*%ﬁ‘w 7
ov
— . 2.11
51 (2.11)
Rovnice (2.11)) je Eulerova rovnice dynamiky idedlni tekutiny bez piihlizeni k jejimu prou-
déni a pusobeni vnéjsich sil z jejiho okoli.

—grad p =
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2.3 Rovnice kontinuity

Dalsi z rovnic je rovnice kontinuity vyjadiujici zdkon zachovani hmoty. Budeme uvazovat
podle obr.(4.4) elementarni objem. Predpoklddejme, ze podél osy y v kladném smyslu vtéka
a vytéka tekutina ploskami dx, dz. Hmotnost pritékajici tekutiny za dt je

p vy dr dz dt = p dw, dt . (2.12)

kde w, [m®s™'] je prutokova rychlost ve sméru osy y. Hmotnost vytékajici tekutiny za dt
je

d(p dw, dt)

dy
Je videt, ze vytece z elementarni krychle o hmotnost W%—Wdy vice nez vteklo. Obdobné

p dw, dt + dy . (2.13)
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Obrazek 2.3: Prutok elementarni krychli

tento rozdil uréime pro proudéni podél zbylych os x a z. Celkem tedy
d(p dw, dt d(p dw, dt d(p dw, dt
(p dw )dx’ (p dw, )d% (p dw dt)
ox dy 0z
Fakt, ze vic hmotnosti odtece nez vtece, se musi projevit poklesem hustoty v elementarnim
objemu. Cas dt a elementarni objemy dxdydz se zkrati

dz . (2.14)

Jd(p dw, dt) d(p dw, dt) I(p dw, dt) . Op
9 dx + By dy + ER dz = By dt dx dy dz
d(p dvz) X d(p dvy) X d(p dv.) _ _@
ox y 0z ot
div (pv) = —% (2.15)
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V linearni akustice uvazujeme v celém objemu tekutiny ve stejném case priblizné stejnou
hustotu p = pg + p’. Odchylky p’ od pocatecni hustoty pg jsou velmi malé . Proto mohu
celou rovnici vydeélit py a ziskdm tim rovnici kontinuity ve zjednoduseném tvaru

1 9p

divg=—— L (2.16)
po Ot

2.4 Stavova rovnice

Termodynamické chovéni plynu je popsdno vzdjemnou souvislosti tlaku p [Pal, hustoty
p [kg m™3] a teploty T [K]. Stavovd rovnice idedlnfho plynu mé tvar

p=prT, (2.17)

kde r [Jkg7'K~'] je mérna plynova konstanta. Jevy probihajici v akustice jsou zpravidla
tak rychlé, ze nedochazi ke sdileni tepla, neboli d@) = 0, a déje se stavaji adiabatickymi.
Pti nizkych kmitoctech jsou zmény pomalé a termodynamické chovani plynu se blizi izo-
termickému déji, tedy déji, ktery probiha pti T = konst. V téchto piipadech je hustota
plynu pouze funkei tlaku p = p(p) a hovofime o baratropnim déji.

Pro izotermickou stavovu zménu plati podle Boyleova-Mariottova zdkona

P _ konst . (2.18)
p

Pro adiabatickou stavovou zmeénu plati Poissonova rovnice pro tlak a objem

p V" = konst . (2.19)
Objem je tedy piiblizné nepfimo timérny hustoté V ~ p~!. Pak muZeme zapsat

pp " = konst , (2.20)

kde konstanta x je pomér mérné tepelné kapacity plynu pii stalém tlaku ¢, a stalém objemu
Cy

Cp
= = . 2.21
K .. ( )

Podle adiabatického déje popsaného v (2.20]) jsou hustota p a tlak p v ur¢itém misté zavislé
na cCase, a tak lze stanovit zavislost casové zmény tlaku na zméné hustoty

ap —K —k—1 ap

ol TP gy =Y
dp K pOp
- = ——. 2.22
ot p Ot (222)
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Kdyz budeme uvazovat tlak p a hustotu p jako superpozici klidovych hodnot pg, pg a zmén
pr

p=potr, p=po+p. (2.23)
A predpokladame p’ < pg, p' < po. Potom bude mit rovnice (2.22)) tvar

Op _ rpodp
ot po Ot

(2.24)

2.5 VlInova rovnice v kartézskych souradnicich

V predchozich odstavcich jsme odvodili tfi rovnice, které vyuzijeme ke stanoveni vinové
rovnice. Jde o Eulerovo pohybovou rovnici (2.11f), rovnici kontinuity(2.16]) a stavovou rov-
nici (2:24)

v 10 o) )
—gradp:pa—:, divig=——2F 9P _EPoop

0o Ot ot~ py Ot

vvvvvv

¢. Do rovnice (2.11)) dosadime rychlostni potencidl a dostaneme

0 0
grad p = —poa(grad ¢) = —pograd (8_2255) (2.25)
a déle po uprave
p= —pog—f + konst . (2.26)

V rovnici (2.16) také prejdeme k rychlostnimu potencidlu a dostaneme

. 1 0p
d d¢p=———. 2.27
v grad o = -5 (2.27)

Zavedeme Laplaceouv operator
div grad o = A ¢,

pak rovnice dostane tvar

1 0p
Ap=———. 2.28
T (2.28)
Rovnici ([2.26)) zderivujeme podle ¢asu
op D%
B i o 2.29
ot~ Mor (2.29)
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a pak ddme v rovnost pravou stranu (2.29) s pravou stranou z ([2.24))

kpdp 9

Po ot n fo ot?

10 0?
1o _ po 979 (2.30)

po Ot K po Ot?
Do (2.30)) dosadime z (2.28)) a konecné ziskame vinovou rovnici pro rychlostni potencidl ¢

po o

Ap=—— 2.31
Al (2.31)

Déle vyuzijeme toho, ze zname vzorec pro vypocet rychlosti zvuku

K Do
Cop = _— .
Po
Rovnice ([2.31]) po dosazeni za rychlost zvuku bude vypadat takto
1 9%¢p
Agp=— , 2.32
b= 5 5 (2.32)

nebo po rozepsani Laplaceova operatoru do kartézskych soutadnic na jednotlivé slozky

Po  Po o 19
ox2  Qyr 022 o2’

(2.33)

Uvedenym zpusobem muzeme ze tii zakladnich rovnic stanovit téz vlnovou rovnici pro

akusticky tlak. Vztah (2.11)) zdivergujeme

0
—div grad p = py—div v

ot
a dosadime z ([2.16])
: d>p > p
dlvgradp: ﬁ ,Ap: w .
Z rovnice (2.24)) uréime
>p _ KDo >p
8t2 N Lo (‘%2
Fppo _ Fp
o2 kpy Ot

Po dosazeni z predchozi rovnice dostaneme vinovou rovnici pro akusticky tlak, kde jesté
pouzijeme opét vztahu pro rychlost zvuku

1 o2
Ap=—- 2P (2.34)

c? ot?
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2.6 Helmholtzova rovnice

Pti odvozeni Helmholtzovy rovnice (HR) uvazujeme jednofrekvenéni casové harmonické
feSeni pro jednu frekvenci w. Celkové teseni vinové rovnice[2.32 pro tii prostorové proménné
x, Yy, z a proménnou ¢as t budeme predpokladat ve tvaru

oz, y,2,t) = pl,y,2) ", (2.35)
To dosadime do (2.20)). Po zkrdceni ¢** dostaneme

WCp+EVihH o =0
V’p+k’p =0, (2.36)

kde k = 2. Tim jsme ziskali Helmholtzovu rovnici, kterd popisuje sifeni vinéni ve tfech
dimenzich. Zapis pro HR s jednou prostorovou proménnou x bude vypadat

p’(z) + x*p(z) =0 . (2.37)

10



3 Reseni tdloh pro 1D kontinuum

3.1 Vlinova rovnice

Vlnova rovnice (2.32)) je parcidlni diferencidlni rovnice hyperbolického typu, jejiz Feseni
popisuje siteni akustického potencidlu. Pro jednoduchost ji budeme tesit v 1D pro jednu
proménnou x viz (3.1)), viz [Mika(1983)] a [Skvor(2001)].
2 2
,0°¢ 0%

——— =0 (3.1)
dx? ot

C

Pti feseni rovnice vyuzijeme Fourierovy metody neboli metody oddéleni (separace)
proménnych. Tato metoda nahradi parcialni derivace oby¢ejnymi. U tloh s pevné stano-
venymi okrajovymi podminkami, se hleda feSeni ve tvaru sou¢inu vice funkci, kde kazda z
nich je funkci jedné nezavisle proménné. Tato metoda se pouziva hlavné k feSeni pocatecné-
okrajovych 1loh pro hyperbolické i parabolické rovnice. Zde budeme rychlostni potencial
¢(x,t) predpokladat jako soucin dvou funkei, funkce X (z), kterd je funkei jedné nezavisle
proménné z, a funkce T'(t), kterd je funkci jedné nezéavisle proménné t. Resen{ 1ze tedy
zapsat ve tvaru

O(x,t) =T(t) X(x) . (3.2)
Po dosazeni do rovnice (3.1]) ziskdme

X" T

2

-—:—. 3-3
=7 (3.3)

Ma-li platit rovnice (3.3)) , tak musi byt obé jeji strany rovny jedné konstanté
— A=K,

kde k je vlnové ¢islo a uvazujeme A > 0. Zavedli jsme zapornou konstantu, protoze kladna
by vedla na hyperbolické funkce. Predpokldadame, ze ani jedna z funkci, nebo jeji druha
derivace, neni v uvazovaném oboru rovna nule. Z ziskdame soustavu dvou obycejnych
homogennich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty

X" HAX = 0, .
T+MNT = 0. (3.5)

Vyfesenim soustavy bychom méli ziskat systém (¢q(x,t), ¢o(x,t), ..., ¢p(z,t)) TeSeni pu-
vodni vlnové rovnice. Jako celkové feSeni musime volit vhodnou kombinaci funkei

S(w,t) =Y Dy dil(w,t) =Y Dy Xp(x) Te(t),

11



Reseni wloh pro 1D kontinuum Vinovad rovnice

kde konstatni koeficienty Dy, se voli tak, aby Feseni ¢(x,t) vyhovovalo okrajovym i pocé-
tecnim podminkam.

Déle budeme fesit soustavu diferencialnich rovnic jako vySetfovani kmitt mezi dvéma do-
konale odrazivymi plochami. Jedna bude umisténa v pocatku x = 0 a druhé ve vzdalenosti
x = [. Vyjdeme z predpokladu, ze akusticka rychlost je na obou plochach nulova. Pro akus-
tickou rychlost v plati vztah . V 1D pro jedinou prostorovou proménnou z postacuje
v = %¢. Pouzijeme tyto okrajové podminky

2 5(0,1) = X'(0) T(#) = 0.

5 (3.6)
%gb(l,t) =X'1)Tt)=0.
Jako pocatecni podminky uvazujeme
0
¢(x,0) = g(z) ,

kde g(x) popisuje rozlozeni akustické rychlosti mezi dvéma deskami v case ¢t = 0.
Nyni budeme fesit (3.4) s okrajovymi podminkami. Reseni povede k tiloze na vlastni éfsla
a vlastni funkce.

AX"+AX =0,
X'(0)=0, (3.8)
X'(1)=0.
Hleddme netrividlni feSeni ve tvaru
X(z)=Ae*. (3.9)
Po dosazeni do ziskame
e = \e™
Y l\/__)\ (3.10)
c
a= iz%\/i .
Po dosazeni o do (3.9))
X(z)=A- eV = B cos (%ﬁx) + C -sin <%\/ch) : (3.11)

12



Reseni wloh pro 1D kontinuum Vinovad rovnice

Nyni s pouzitim okrajovych podminek uréime konstanty B a C'. Najdeme prvni derivaci
X'(x)

1 1 1 1
X'(z) = —B - sin (—ﬁx) .=V +C - cos (—\/Xx> =V (3.12)
c c c c
Ted’” dosadime prvni okrajovou podminku z (3.6
1
0=C"cos(0) - E\/X. (3.13)

Konstanta C' musi tedy byt rovna nule. Déle vyuzijeme druhou okrajovou podminku z

(3-6)
0=—B-sn (%\/X 1) é\/X . (3.14)

7 (3.14) vyplyvaji dvé moznosti feseni. Regeni pro B # 0 vyhovuje 1) , jestlize sin(%\/x l) =
0. Odtud plyne

%\/)\_kl:lmr

3.15)
ke 2 (
M= () ken.
Nyni jiz zndme systém vlastnich fei Xy (x) a vlastnich ¢éisel A,
kren 2
Xp(z) = cos (/JTT“T) L = (%) . keN. (3.16)
Vypocteme si normu vlastnich funkei pro £k >0a k=0
l k 2
/ cos (—Wx> dr = 1
0 l 2
km l
H cos (TI> H Vg k=0 (3.17)
!
/ |cos(0)[* dz = I
0
|cos(O)| =VI , k=0
Normovand vlastni funkce nabude tvaru
2
Xi(z) = 7 cos <—a:') k>0,
: (3.18)
Xo(z) = 7 k=0
Obecné teseni rovnice (3.4]) mé tvar
X(z) = Bp Xi(x) (3.19)
k=0



Reseni wloh pro 1D kontinuum Vinovad rovnice

kde By, jsou neznamé koeficienty.
Pro znamé koeficienty Ay lze nyni fesit rovnici (3.5 s po¢atecnimi podminkami (3.7))

T+MT=0,
B(x,0) =0, (3.20)
¢(z,0) = g(z) .
Uvazujeme jeji feSeni ve tvaru
Ti(t) = C ™" . (3.21)

Dosadime (3.21]) do (3.20)), odkud ziskame

2
wk - )\k

Nyni muzeme vyjadiit feseni pro k — tou funkci T},
Ty (t) = Dy cos(wit) + Ej, sin(wyt) ,

kde Dy a Ej jsou nezname konstanty. Potom celkové feseni

$la,t) = Y By Xi(x) Ti(t)
oz, t) = Z By, [Dy cos(wyt) + Ej sin(wit)] Xk(z) .

Déle preznac¢ime konstanty a budeme uvazovat Dy = By - Dy, a E, = By - Ej. Vyjadiime
prvni derivaci

Z [— Dy wy sin(wit) + Ey wy cos(wit)] Xi(z) .
k=0
Resen{ musi spliovat pocateéni podminky z (3.20)). Pouzijeme prvni z nich
H(x,0) =Y (0 + Ej wy) Xp(x) =0.
k=0
Z toho vyplyva, ze E, = 0, Vk € N, a tedy plati

14



Reseni wloh pro 1D kontinuum Vinovad rovnice

kde zbyvé urcit koeficienty Dy. U druhé podminky z (3.20]) zvolime fci g(x) jako nekone¢nou
fadu vlastnich fci, kde ggjsou konstantni koeficienty vlastnich funkei Xy (x)

gl@) = Y g Xilo).

Celou rovnost vynasobime j-tou vlastni funkei a zintegrujeme v intervalu [0, ].

l
| 9t X0 do =
" 0 k=0 (3.24)

o
:Z%Amm&mw.

Vime, ze systém vlastnich funkci je ortonormalni. Pro skaldrni soucin j-té a k-té vlastni
funkce potom plati, kdyz j # k, ze

l
0
akdyz j =k

/0 Xi(z) Xp(z)de =1.

Na pravé strané (3.24)) zbude jediny ¢len tady, kdy k& = j, a dostaneme predpis pro koeficinty
g; Tady zastupujici funkei g(z)

g(x) = Z/o g(z) Xi(z)dx Xy(x) . (3.25)

Aplikujeme druhou poé¢éteéni podminku z ((3.20)) na (3.23))

ng Xi(z) = Z Dy cos(0) Xp(x)
k=0 k=0

gr Xi(r) = Dyp Xi(x)

! !
D, = gk:/og(x) Xk(a:)da::/og(x)\/?cos(mx)dx, (3.26)

Dy = /Olg(l‘) Xo(x)dflf:/olg(ft) \/%dx,



Reseni wloh pro 1D kontinuum Vinovd rovnice

kde \/g je norma vlastni fce. Celkové feSeni rovnice 1) bude tedy mit tento tvar

oz, t) = Z [Dk cos(wyt) - \/? cos (mx)]

k=0
00

b t) — Z% [gk cos <kTmt) cos ("%)] . (3.27)

k=0

Pokud chceme nyni volit funkei g(z), tak musi spliovat okrajové podminky (3.6)). Kdyz
si zvolime tieba g(z) = cos(3fx), kde vime, ze jde vlastn{ funkei pro k = 3. Z kolmosti
vlastnich funkei Xy (x) a z (3.26)) vyplyva, Ze jen pro k = 3 bude Dy nenulové

l 2
2
D; = /\/jcos (3—7Ta:> dx (3.28)
. Vi l
21 2
p= i1

Celkové teseni tedy nabude tvaru
k k
¢(x,t) = D3 cos (Tﬁct> cos (wa) : (3.29)

Resenf si zobrazime pomoci Matlabu viz obr.(3.1)) pro nasledujicf hodnoty parametrii
[ = 10[m],
¢ = 100 [m/s].
(3.30)

Obrazek 3.1: Reseni vlnové rovnice pro 1D pifpad

16



Resent dloh pro 1D kontinuum Helmholtzova rovnice

Z obr.(3.1)) je vidét, jak zvolend funkce g(x) spliuje z okrajovych podminek (3.6 nulové
derivace.

3.2 Helmholtzova rovnice

Uvazujeme jednofrekvencéni casové harmonické feseni pro thlovou frekvenci w. Jiz diive
odvozenou HR ([2.36)) budeme fesit pro jednu prostorovou nezndmou x. HR nabude tvaru

Wp(x) + A(x) = 0

p'(z) + K*p(z) =0 . (3:31)

Resfme opét 1D tlohu, kterou si 1ze piedstavit jako vinén{ mezi dvéma deskami. Prvni deska
v = 0 bude kmitat frekvenci w s amplitudou p4. Pujde tedy o pripad vibroakustiky. Druha
deska bude nehybnou dokonale odrazivou pirekazkou, takze akusticka rychlost zde musi byt
nulova.

'1)=0,
pl) =1 (3.32)
P'(0) =iwpa .
Déle si p(x) zvolime jako soucet dvou funkef
p(z) = q(x) + q(z) - (3.33)
Pro funkce ¢(z) a g(x) volime okrajové podminky ve tvaru
Cj,(()) = wwpa,
7(1)=0,
7() (3.34)
¢(0)=0,
¢(l)=0
Funkei g(x) zvolime tak, aby spliovala vyse uvedené okrajové podminky
G(z) = iwpa sin (%x) ) (3.35)

A funkei g(x) budume uvazovat jako linedrni kombinaci k vlastnich funkei uréenych Fou-

rierovou metodou (3.18]) s konstatnimi koeficienty Hy,
q(x) = Hy Xi(x) . (3.36)
k=0
Kdyz dosadime za p(x) fuknkce ¢(z) a g(z), tak rovnice (3.31)) dostane tvar

wq(z) +w?q(z) + ¢ (x) + 7" (x) = 0
2 1 (3.37)

wq(x) + Fqlr)" = —(Wq(x) + 7" (x)) -

17



Resent dloh pro 1D kontinuum Helmholtzova rovnice

Pravou stranu (3.31)) oznac¢ime f(x) a zvolime zase jako nekone¢nou fadu vlastnich funkei
s konstantami f,

f(x) = =(W*q(z) + 2q"(x) }jnxg (3.38)

Koeficienty fr budeme uvazovat ve tvaru

l
ﬁzéﬂ@&@ﬂ% (3.39)

Po dosazeni za pravou stranu muzeme celou rovnici vynésobit j-tou vlastni fci a integrovat
pres interval [0, []

*q(x) + ¢*q" () j{:gﬁc)(k (3.40)

ﬁﬁﬁ@&MM%glwamwmiiAh&@X@MW (3.41)

Vime, ze vlastni fce jsou ortonormalni, takze integral ze soucinu dvou vlastnich fci, k-té
a j-té, je roven nule, pokud j # k. Pokud plati 5 = k, skalarni souc¢in je roven jedné. Na
pravé strané zbude tedy f;. Na levé dosadime za ¢(x) a ¢"(z).

/OZHka dx+c/OZHk (x) dz = f; (3.42)

k=0 k=0

Vime, ze
"

X () = (=) Xi(2) , (3.43)
takze po dosazeni (3.42) do (3.43)

/Zm&_&dﬁ Zm —\e) Xi(z) X;(x) dz = f;
0 %o 0 o (3.44)
Hy (w® = )\j) = f;
Vyjadiime konstanty H; (dale uz Hy)
) X, d (—w? gla) — A ¢'(x)) Xi d

NiZe uréime druhou derivaci funkce g(x)

_ 2] T

q(z) = iwpy — sm( )

m 21 (3.46)
7' (x) = —iwpa T sin <7T )
1 21 " \3

18



Resent dloh pro 1D kontinuum Helmholtzova rovnice

Dopocteme koeficienty fj

k= /Ol(—ipr)' (2(;2[ — C;—?)-sin <%x>-cos (?w) % dx

2 [ 2
fr=—n 7/ sin (%x)-cos <k7ﬂx> dr = —p \/;-]
0 l (3.47)
2 2
= — -— k
Te==m\T sa—am k0
121
fo=—n s k=0,
™
kde p je konstanta
202l
: R A4
wna (22 - 5F) (3.48)

Vypocet integralu I jsme provedli metodou Per partes
l
I = /sin (zx)cos (k—ﬂx> dz
0 21 [
= Lo () oim () + g o () oos ()], +
= Lae T\ ) T a2 O\ var

! lsin (1 >~cos (kTﬁx) dx

T f, g
1 —1
T. (1 _ _> =
4k 2mk?
21
= — X Lk eN. 3.49
(1 — 4k?) (3.49)
Konstatni koeficienty Hj maji tedy tvar
w? — (*7¢) (3.50)
w
Nyni jiz zname vSe a muzeme vyjadrit hledané feseni HR ([3.31])
p(x) = q(z) + q(z)
> 70
=S H. X wpa sin (2:2)
p(z) % k Xi(z) +iwpy sin i
Na obr.(3.2) je zobrazeno teseni. Pouzili jsme tyto hodnoty parametra
[ =10[m],
w =750 [rad/s] , (3.51)
c=342 [m/s], '

pa =20 [m/rad] .
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Resent dloh pro 1D kontinuum Helmholtzova rovnice

w10”

04—

[=]
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

o]
i

imag plx)
—=—=real p(x)
imayg o ()
o —— ~real g (x)
imag qlx)
— — —real qfx)

25 I | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 B 7 5 9 10

Obrézek 3.2: Reseni Hemholtzovy rovnice pro 1D pifpad

Je vidét, ze vSechny realné ¢asti vychazi nulové. Je to zpusobeno tim, ze jsme okrajovou

podminku z (3.32))2, neboli buzeni, zvolili imaginarni.
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4 TFormulace tloh akustiky pro danou
frekvenci ve 3D

Pokud chceme fesit vinovou rovnici pro akusticky tlak (2.34) pro jednu danou frekvenci
w (jednofrekvenéni feseni), musime vlastné fesit Helmholtzovu rovnici (2.36) s vhodnymi
okrajovymi podminkami jako okrajovou ilohu.

4.1 Okrajova dloha

K odvozeni okrajovych podminek vyuzijeme oblast 2 (obr.(4.1))). Hranici ozna¢ime 0.
Plati 092 = T';, UT,; U T, kde T';;, je hranice vstupu incidenéni viny. Vystup z () pred-
stavuje ['yy. Zbyvajici hranici oznacime I'y. Pujde o pevnou dokonale odrazivou pre-
kézkou. 7 je vnéjsi jednotkovy normdlovy vektor hranice 0. (Zde vyjdeme hlavné z
[E. Bangtsson(2002)].)

1—‘0

out

1—‘O

Obrazek 4.1: Obecné oblast ) se vstupni hranici I';,, vystupni I',,; a dokonale odrazivou
Lo

V praktickych vypoctech je ¢asto dobré pouzit umélé okrajové podminky, které omezi
oblast vypoctu. Na I';,, kde vnika incidenéni vlna do oblasti €2, by méla byt urcena jeji
amplituda, zatimco odchozi, odrazena vlna, by méla zustat nepoznamenéana. Necht’ & popi-
suje prostorové souradnice. Predpoklddame, ze jednofrekvenc¢ni rovinné viny, prochazejici
I';,, muzeme zapsat ve tvaru

P(x,t) = A @ Titw) | g oil-raitet) 4 BeC, (4.1)

kde prvni ¢len odpovida incidenéni viné a druhy viné odrazené. Skalarni soucin vektoru
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Form. tloh akust. pro danou frekv. ve 3D Slabé Tesent

Z -1 =n je vlastné prumét ¥ do 7. Derivovanim rovnice (4.1]) dostaneme

oP L . L=

W = Aiw ez(n T-ntwt) + Biw ez(—n m~n—|—z,ut)7 (42)

OP o ) -

? = Aik ez(/@ Ti+twt) Bik 61(—& T-i+wt) ’ (43)
n

oP _ = - o . . . o
kde 5~ = 1 - gradP popisuje derivaci ve sméru vnéjsi normaly. Sectenim 1 a 1)
vynasobenou ¢ a vyuzitim w = k ¢ ziskdme okrajovou podminku na I';,

oP oP P

a5 +c o = iw A !r Tt (4.4)
Podminka (4.4)) je splnéna pro kazdou vinu typu (4.1) a muze tedy byt pouzita k nastaveni
amplitudy A incidenéni vlny bez vlivu na amplitudu B vlny odrazené. Vhodna absorbéni
okrajova podminka na I, je radia¢ni podminka prvntho stupné |[B. Engquist(1977)|. Nebo
muzeme uvazovat, ze na vystupu neni zadnd incidenéni vlna a tedy A =0

0P oP

Tato podminka nezpusobi odraz vln na hranici I',,; jdoucich pfimo presné ve sméru nor-
maly. Na zbylych hranicich I'y pfedpokladame akusticky tvrdy materidl, takze budeme
uvazovat podminku

oP
on
Pokud chceme fesit tlohu pro jednu frekvenci, uvazujeme teseni (2.35)) jako v kapitole, kde

jsme Helmhotzovu rovnici odvodili. Dosadime do okrajovych podminek za P. Po zkraceni
et a za predpokladu, ze na I';, je v & = 0 ziskdme okrajové podminky

0. (4.6)

c—p +iwp=0 na [,;,

on
c@ +iwp = 2iwA na Ty, , (4.7)
on
0
a—i =0 na I}.

4.2 Slabé reseni

Pti odvozeni slabého teseni, viz [Mika(2007)|, vyjdeme z HR (2.36) pro akusticky tlak
p = p(x). Kde k je vlnové ¢islo, w je tihlové frekvence a ¢ je rychlost sifeni viny prostiedim
(v tomhle pfipadé jde o rychlost ve vzduchu), pro které plati x = 2. HR celou vynasobime
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Form. tloh akust. pro danou frekv. ve 3D Numerické reseni MKP

testovacim tlakem ¢, kde ¢ € Q a (Qje mnozina vSech pripustnych tlaku, které vyhovuji
okrajovym podminkam (4.7))

Vpg+ripg = 0 YgeQ.

(4.8)
Celou rovnici integrujeme pies oblast {2
/VqudQ—i-//iqudQ = 0 Vge@. (4.9)
Q Q
Vyuzijeme nésledujici Greenovy véty
2 8p
/ Vp q dQ = dos) — / VqVp dS) . (4.10)
Q 0 8n
Dosadime (4.10)) do a dostaneme
dp
/KqudQ—F/ PL o0 — /Vqu a2 =0 Vqe@. (4.11)
Q 671 Q

Po dosazeni okrajovych podminek (4.7)) do (4.11]) dostaneme tento tvar slabého reseni
/ VqVp dQ — K? / pq dQ — / (2ikt — ikp)q dly, + / ikpq dloyy =0 Vg € Q(4.12)
Q Q an an‘
4.3 Numerické reseni MKP s rtiznymi okrajovymi pod-
minkami

Vypocet budeme provadeét v oblasti 2 (obr.(4.2)), kde 992 bude jeji hranice. Plati 02 =
Lin UT o UT, kde Iy, je hranice vstupu (¢ervend linie) , kde vznika inciden¢ni vina. Iy
predstavuje vystup z Q (modrd linie) a I'y je dokonalé odraziva sténa.
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Form. tloh akust. pro danou frekv. ve 3D Numerické reseni MKP

Obrazek 4.3: Detail MKP

Obrézek 4.2: Popsand pouzitd oblast ©)
raze opsana pouzita oblas sité oblasti

Na obr. vidime pouzitou sit” MKP. Jako elementy jsme pouzili trojuhelniky. Celkem
sit’ obsahuje 18724 uzlu a 36556 elemetu, a tudiz ma 56172 stupnu volnosti.
Budici funkci oznac¢im jako @. Pouzijeme nasledujici okrajovou podminku na I';,. Budeme
uvazovat buzeni konstantou

i=uy . (4.13)

Buzeni funkci (4.13)) interpretujeme jako kmitani desky vé sméru osy x s amplitudou uy a
thlovou frekvenci w. Parametry tlohy jsme si navolili

c=342 [m/s|,
w = 500, 1000 [rad/s] ,

K= %u [rad/m)] ,

uy = 50000 [—] (4.14)
[ =10[m],
a=4[m],
=2[m],

kde [ je délka hrany oblasti €2, b sitka zvukovodu, a délka zvukovodu, ¢ rychlost sifeni
zvuku ve vzduchu, w thlova frekvence a x vinové ¢islo. Pro tithlovou frekvenci w jsme volili
dvé hodnoty. Vypocet jsme provadéli v systému SfePy a vysledky zobrazili v programu
ParaView. Sit' MKP (obr.(.3)) jsme vygenerovali v MSC.Marc/Mentat. Pro buzenf jsme

provedli vypocty pro dvé ruzné hodnoty w viz (4.14).
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Form.

tloh akust. pro danou frekv. ve 3D

Numerické 1eseni MKP

Obrézek

Obrazek 4.6: Graf znédzornujici hodnoty podél piimky z A do B. w

imag(p)
110501.2
;100000

*-100000

-155604

4.4:
500 [rad/s], @

¢ast

Imaginarni
Ua

160000+

120000+

100000+

80000

60000~

40000+

20000 4

-20000 4

-40000 4

-60000 4

-80000 -

-100000 4

-120000 . 1 1 1 T

[Clell()
133840.2

£ 100000

—-100000

-158363

p; Obrazek 4.5: Reélna
w = 500 [rad/s], &« = ua

— abs(p)

= gradients_| (Magnitude)
gradlients_r (Magnitucie)

= Imag(p)

—1ealip)

500 [rad/s], @ = ua

Vyjdeme-li pro kontrolu ze vzorcu T' = \/c a T = 2rw/w, kde A je vinova délka a T
perioda, ziskdme vzorec pro A\: A = 2m¢/w. Po dosazeni w = 500 [rad/s| a ¢ = 342 [m/s]
zjistime, ze A\ = 4,298 [m/, coz odpovida obr.(4.4)).
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tloh akust. pro danou frekv. ve 3D

Numerické 1eseni MKP

Obrazek

w =

-100000 4

-120000

4.7:

280000
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240000+
2200004
2000004
180000+
160000+
140000+
120000
100000 4
80000 4
60000 4
40000 4
20000 4
04
-20000
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-60000 -

-B0000 4

Imaginarni

1000 [rad/s], & = wua

imag(p)
124799.5

§ 100000

*-100000

155604

Cast

p; Obréazek

w =

4.8:

real(p)
115672.5
4100000

0

100000

-158363

Redalna cast ;

1000 [rad/s], i = wua

—absp)

== gradients_| (Magnitude)
gradlients_r (Magnitucie)

— Imag(e)

—1ealip)

Obrazek 4.9: Graf znazornujici hodnoty podél piimky z bodu A do bodu B.

w =

1000 [rad/s], & = ua

Na obr.(4.9)) je uz lépe vidét, jak se vlivem kratsi vinové délky méni hladkost zobrazeni
gradientu. Nedokonalost je zpusobena nedostatec¢nou hustotou sité oblasti.
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5 Formulace dloh tvarové optimalizace

5.1 Uvod

V této kapitole formulujeme tlohu tvarové optimalizace pro akustické pole. Oblast €2
(obr.(5.1)) je rozdélena na dvé disjunktni podoblasti: plati Q = Qp U Q¢, kde Qp predsta-
vuje takzvanou designovou oblast, a pro Q¢ plati: Q¢ = Q \ Qp. Hranice 992 je rozdélena
na dil¢i hranice 92 = I'yUT';, Ul',;. Na pravé hranici je designova hranice I'p C I'g C 0f0.
Tato designova hranice bude optimalizaci ménit tvar a to nasledné ovlivni sitt MKP v
Qp, ale uz ne v Q¢. Zménou tvaru hranice I'p, zprostredkovanou zménou parametru c,
se bude ménit feSeni p v celé oblasti. Zména se projevi také na ucelové funkci @, kterd se
vyhodnocuje v Q¢.

—)

v

I, !

Obrazek 5.1: Popsana oblast €2

Jako stavovou rovnici budeme uvazovat Hemholtzovu rovnici (2.36]) pro akusticky tlak
p. Ulohu budeme fesit na 2 a pouzijeme na jeji hranici 052 jiz odvozené okrajové podminky

(4.7)). Déle zavedeme slabou formulaci tlohy (viz (4.12)))

Pomoci bilinearni formy zapiSeme nasi stavovou ulohu jako

(Vp, Va)a — £(p, @)a + (ikp, q)p op,., — (2ikd, q)p, =0, (5.1)
WFIZQ) J?(g)

kterou muzeme zapsat v obstraktni formé

V(p,q) = flg) p,VqeQ. (5.2)
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Uvazujeme néasledujici optimalizacni tilohu

min ®(p)
pe@: ¥i(pq)=flg) Vee@, (5.3)
aelU,

vy :a—1Ip,
kde p spliuje stavovou tlohu (5.2), ® je ucelova funkce a U je mnozina piipustnych para-

metra a.
Zvolime ucelovou funkci

B1(p) = / p2 = oI, [Pa?m?] .
(1wl (54)
®/1(p) =20 log < QA) [dB] .

1Pl

5.2 Citlivostni analyza

Provedenim citlivostni analyzy rozumime vypocet citlivosti zmény ucelové funkce & v za-
vislosti na zméné optimaliza¢nich parametru «, kdyz na nich zavisi ucelova funkce ne-
piimo prostiednictvim stavové proménné p. Potiebujeme tedy vypocitat gradient funkce
®(a, p(a)) podle jednotlivych optimalizaénich parametru «. Médme zde tedy implicitni
funkci p = p(«).

V oblasti €2 definujeme vektorové pole V, s pomoci Spline-boxu [Rohan(2007)].

5.2.1 Metoda adjungované proménné

Zabyvejme se nyni tlohou, kdy tvar hranice zavisi na jediném parametru 7 € R
I(r) =Tp+7{V(@)}er, - (5.5)

kde z je prostorova soutadnice. Musi platit, ze V(x) = 0 pro z € ¢ a pro body na linii
zvyraznéné Cernou prerusovanou carou (viz obr.(5.1)). K problému (5.3, v némz je «
nahrazeno parametrem 7, muzeme priradit Lagrangeovu funkci £

L:(p,q) = @(p) +V-(p,q) — flg) + Vi (p"q") — f(q"), (5.6)

kde ¢ je Lagrangeovuv multiplikator vazby splnéni stavové tlohy. Poznamenejme, ze po-
kud plati (5.3)2 pro ¥(p,q) = f(q), tak i pro ¥*(p*,q) = f*(q) , kde * znaci komplexné
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Formulace loh tvarové optimalizace Citlivostni analyza

sdruzenou hodnotu.
Nyni formulujeme tlohu (5.3)) jako tlohu sedlového bodu

in £ . 5.7
max min L{a,p,q) (5.7)

Rovnici (5.6) zderivujeme podle feseni p. Gateauxovu derivaci, viz[Drabek(1994)], podle p
oznacime 0, (derivace ve smeéru q)

0pLr(p, ¢;0p) = 6 (p; 6p) + ¥-(0p, q) + V7 (0p",q") (5.8)

-~

2Re{¥(6p,q)}

Pro splnéni podminky optimality se musi ([5.8]) rovnat nule. Dostaneme se k feseni adjun-
gované tlohy pro adjungovanou proménnou ¢q € ()

2Re {V,(0p,q)} 0p € Q = —0®(p; op) V. (5.9)

Adjungovanou tlohu miizeme fesit za piedpokladu, ze ® € R, pro p € H'(Q; C). Resen{
adjungované ulohy je efektivni feSeni nalezeni gradientu ucelové funkce. Ucelovou funkei
budeme vyhodnocovat na ¢, tedy oblasti, kterda neni ovlivnéna zménou I'p. Ucéelovou
funkci zderivujeme podle teseni p

0@ (p; op) = /

Qc

[p(6p)" + p"dp] = 2Re { /Q (p*5p)} :

C

Proto muzeme ([5.9)) prepsat ve tvaru
(Vp, Va)a — &*(p, 0)a + (i6p, Or, or,., +
+ Vp*, Vg )a — k20", ¢ e — (50" ¢ ), or,, = 2Re {¥(p, q)} .
Zapiseme adjungovanou tlohu takto pro tcelovou funkci ® definovanou dle ®;, viz (5.4)),

Re{¥(p,q)} = —Re {/QCP*Q} = —% /Qc(pq* +p'q) YqeQ, (5.10)

kde p oznacuje odjungovanou proménnou. Vypocteme-li adjungovanou proménnou, vyuzi-
jeme ji dale v (5.6)) jako Lagrangetuv multiplikator a provedeme totélni drivaci rovnice ({5.6))
podle 7

0:L(p,p) + 0pL(p, P; 6p) = 0:P(p) + 07 (Y~ (p, p) — f(P)) + o~ (¥7(p", p") — f7(p7)) .(5.11)
=0

Je-li splnéna adjungovana rovnice ([5.9)), tak druhy ¢len na levé strané ((5.11)) je roven nule
a plati 0® = 0.
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5.2.2 Vypocet citlivosti pomoci materialové derivace

V tomto odstavci vyjadiime ¢leny v citlivostnim vztahu (5.11)) s vyuzitim materidlové deri-
vace znamé z mechaniky kontinua, viz [Rohan(2012)],|E. Rohan(2012)|,|E. Rohan(2010a)],
[E. Rohan(2010b)|. Zavedeme zobrazeni F parametrizované pomoci 7

F(r,:): Q= Q(7), 2(r)=F(r,2), (5.12)
kde
z=x+71V(x), T€Q, 2€Q), (5.13)
UT)=Q+7{V(2)},cq » J =det(0.F), '
kde 0,F je Jacobiova matice zobrazeni F.
Plati, viz |[Rohan(2012)]
(V0. V-t)oie) = [ S0 imdfas; J(F).
“ (5.14)
(P, Do) :/quj((F))
a odtud plyne
d . x
e (Vep, V.q)aw Z/(le(VV)5ij — O V;0ki — 66;0.V5) 0,004
Tlr=o0 Q
d (5.15)
a1 (2, Do) :/qu div(VV) .
Nyni oznac¢ime
a(p; q) :/(diV(VV)5z’j — OkVj0ki — 060 Vi) 0;p0sq™
“ (5.16)
m(p, q) Z/qu div(VV).
Vyuzili jsme téchto skutecnosti
8zi .
(0;F:) = N (0;V;) = (VV)”
Iz (5.17)
8xk . 6(zk - TVk) — 5 TaVk
Dz 2; i 0z
OF;
F.
i a.l'j )
FF'=1]
FF '+ F(F 1) =0 (5.18)
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oV;

S vyuzitim vztahu (5.16)) jiz muzeme dosadit do (5.11]). Dostaneme totalni derivaci d®
vyjadrujici derivaci ucelové funkce ve sméru vektorového pole V

0d = a(p*7]5*) - I{2 m(p*aﬁ*) + CL(paﬁ) - l{2 m(puﬁ) ) (520)

kde
a(p*,ﬁ*) = /(le(VV)(SU — akVJ(SkZ — 66]'86]}1‘)8]']?* 1]5 y
Q

m(p*,p*) = /p*ﬁ div(VV),
2 (5.21)
a(p,p) = /Q(diV(VV)(Sz‘j — O V;0ki — 06;0.V;)0;p0:p"

m(p, ) = / pp* div(VV).
0

Touto cestou ziskdme tplnou derivaci tcelové funkce ® vudi a, tj. jeji citlivost. V (5.20))
derivace d® ve skutec¢nosti znamena %@|T:0, kde @ je implicitni funkce hranice I'(7) pa-
rametrizované vztahem ([5.5)) a zavisi tedy na vektorovém poli V.

5.3 Implementace

5.3.1 Adjungovana tuloha

Vypocet citlivosti zmény ucelové funkce ¢ jsme provedli ve SfePy.
Reseni p a zkusebni tlak ¢ jsou komplexni hodnoty. Hvézdicka znamend komplexné sdru-

zenou hodnotu
— {r +Z 79 * — {r — Z )
q q ‘q q* q 'q (5.22)
D =prt+iDi, D =Dr—1D;-

Pozdéji vyuzijeme téchto rovnosti

P'¢ = (pq)" = ((Pr@r — @ips) +i(Prqi + pigr))"

(Vp*,Vq*) = (Vp,Vq)* . (5.23)

Redlné c¢asti v adjungované tloze ((5.10) bude vhodné pro implementaci zapsat takto

Re {(V(p, +ipi), V(g —i @))a} = (Vpr, Vg )o + (Vpi, Vai)a
Re { #*(p, 9)o} = & [(pr, ¢ )0 + (Pir 4i)a] (5.24)
Re {(i (5p, @), or,,) = =5 [(Pr—@i)r, urne + P @)r,oran,)
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Z ucelové funkce ®; také vybereme realnou ¢ast

2Re {/QC p*q} = 2/%(2%%« + pigi) - (5.25)

Vyuzijeme ((5.24), (5.25)) a rozdélime adjungovanou tlohu (5.10) na fFeseni zvlast’ redlné a
imaginarni ¢ésti. ZapiSeme maticové

o o (T Ge,) ()= W ()
coz plati pro ¥(q;, q,) € Q2. (5.26)

5.3.2 Priprava oblasti 2

V MSC.Marc/Mentat jsme vygenerovali MKP sit’ oblasti €2 se ¢tvercovymi elementy

Qy

Obfézek . qu) oblasti Q;V 1 2301 Obrazek 5.3: Oblast 2 s podoblastmi (¢,
uzlia; 12000 elementu; 36903 stupnu vol- Qp. Qs a Qg

nosti

V oblasti {2 budeme uvazovat, jak jiz bylo zminéno diive, podoblasti Q¢ a Qp. V Q¢
zavedeme jesté 2y C ¢ a Qg C Q¢ obé o sifce jen dva elementy.
Ucelové funkce &7 a &y, viz 1) budeme vyhodnocovat ptres 24 a Qp.

5.3.3 Spline-box

Spline-box pomaha vytvaret geometrickou parametrizaci 2D i 3D oblasti. Pouzili jsme
spline-box implementovany v systému SfePy. Vyuzijeme ho k vytvoreni parametrizace tvaru
hranice I'p pfi hleddni jejiho optimalntho designu. Plati Qp C €2, viz obr.(5.1)), ktera je
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tvofena 2D MKP siti, viz obr.(5.2)). Jako zdroj k tomuto tématu jsem vyuzil [Rohan(2007)].
Uvazujeme oblast Qp, viz obr.(5.1)), a parametrizaci jeji hranice I'p , viz (5.5)). Spline 2D
reprezentaci pro nezménénou Q% zapiSeme

To(7, 5) = Z Z Ni(T)N;(s)BY, (5.27)

kde N(7) je B-spline baze svislych splinu a N(s) vodorovnych. Pocatecni polohu fidicich
bodu urcuje b?j. Polohu uzli nezdeformované sité popisuje 7. Vytvorili jsem tedy nad Q%
2D Spline-box s 16 tidicimi body, viz obr.(}5.4)

é o ] ® ® 4
® o ® ® 3
[ ] [} [} 92

g ® ® o1
1 2 3 4

Obrazek 5.4: Umisténi ridicich bodu po vytvoreni spline-boxu nad Qp

Zménu polohy tidicich bodu popiseme
bij = b?] + dijaij . (528)

Smér zmény umisténi (pohybu) fidicich bodu urcéuji jednotkové vektory J;j a velikost této
zmény parametry a;;. Pro nenulové ay; plati

4 4
F(rs) = Y Ni(r)Nj(s)bj - (5.29)
i
Kdyz zderivujeme (5.29)) podle «;;, dostaneme

or -

= Ny(r)Nj(s)d,; . (5.30)

(9042-]-
Ziskame tedy v Qp vektorové pole V(7, s)” od parametru o
V(7,8)9 = Ny(T)N;(s)ds; . (5.31)
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V naSem pripadé budeme ménit tvar jen hranice 2p. Pujde tedy o 1D tlohu a budeme
uvzovat jen 4 parametry «;, @ = 1,2,3,4. Ztotoznime parametry «; s 7. Z toho vyplyva,
ze uplna derivace ucelové funkce ® je vlastné derivaci ve sméru vektorového pole V.

00, ® =0, 0 =6Po V" . (5.32)

S ohledem na obr.(5.4) budeme uvazovat posun fidicich bodu ve vodorovném sméru. Pa-
rametr o, proporcionalné fekne, o kolik se posune i-té4 fada fidicich bodu. Ridici body
ozna¢im B; ;. Kdyz bod By, posuneme o a4 ve sméru dy = (—1,0), tak Bs4 se posune o
2/3ay, By 0 1/3a4 a By 4 0 0, viz obr.(5.5)).

Obrazek 5.5: Posun fady tidicich bodu pro ay

5.3.4 Porovnani konec¢nych diferenci a citlivostni analyzy

Ziskéni citlivosti tcelové funkce ® na parametrech o znamena ziskani totalni derivace
d,®. To jde nejen pomoci citlivostni analyzy (CA), ale také numericky pomoci konecnych
presna. Porovname KD s CA a ovéfime si tim spravnost vypoctu citlivosti icelové funkce
pomoci CA.

Pii pouziti koneénych diferenci budeme uvazovat velmi malou zménu dr na hranici ['p.
Posuneme fidici body, viz oblr.7 na I'p o dr nejdiive ve sméru dr = (1,0) a poté

-

d(~1,0).

Qp = Qp +dr {V(@)}4eq,, »

QO = O — dr V() (5:33)

z€Qp

Postupné vyhodnotime ticelovou funkei (5.4); v novych oblastech QF a Q™. Ziskdme ®* a
®~. Provedeme centralni pomérnou diferenci, jejiz vysledkem bude hledana citlivost

Ot — o~

5.34
2dr ( )

0, P =
Presnost zavisi samoziejmé na volbé velikosti d7. Porovnali jsme vysledky cilivostni ana-

lyzy a koneénych diferenci pro nékolik frekvenci w na oblasti obr.(5.3]). Vysledné citlivosti
a jejich rozdily jsou v nésledujici tabulce.
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dr  wirad s~1] Citlivostni analyza  Konecné diference  Rozdil(CA-KD)

le-6 200 -1813.56452583+-01 -1813.55618406+-01 -0.00834177+01
400 16562.4516291-8.73e-111 16561.4799553+01i 0.97167380-8.73e-11i
600 20675.4802695-5.82e-111 20675.28632324-01 0.19394625-5.82e-111
800 19822.959634-5.82¢-111  19822.8649024+01 0.09473160-5.82e-111
1000 44579.6204201-1.75e-111 44578.836579+0i 0.78384415-1.75e-111i

5.3.5 Optimalizace

Vypocet provedeme v softwaru SfePy a Matlab. SfePy bude vypocitavat citlivost ucelové
funkce na zménu parametru «. Citlivost se predd Matlabu, kde se vyuzije knihovni opti-
malizacni funkce fmincon, viz [MathWorks(2013)], kterd pouzije citlivost k optimalizaci.
Matlab bude vracet nové hodnoty optimalizovanych parametri « do SfePy, kde zacne dalsi
iterace.

5.4 Optimaliza¢ni vypocty

5.4.1 Uvodem

Vypocty budeme provadét na oblasti Q (obr.(5.1))), rozdélené na podoblasti (obr.(5.3)).
Na hranici I' = I';, UT',,; U 'y pouzijeme okrajové podminky . Zavedeme spline-box
nad Qp, viz obr.. Optimalni tvar hranice I'p budeme hledat pro minimum tcelovych
funkci ®; a &y, viz . Plati

2 2
By(p) = / Iof = Wl n, [Pam],
AU

Il (5.35)
®;;(p) = Tap(p) = 20 log ( QA) [dB] ,

||p||QB

kde ®;; se rovna funkei transmisnich ztrét T p, kterd fika, o kolik decibelu [dB] se utlumi
(T'ap > 0) nebo zesili (Tap < 0) zvukova vlna jdouci z Q4 do Qp. Uéelovou funkei ®;
budeme pocitat pres Q4UQg a @y dle (5.35)s. Vypocet provedeme pro tii ihlové frekvence
w = 200, 600, 1000 [rads™!].
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Parametry oblasti €2 navolime nasledovné
c=342 [m/s],

K= % [rad/m)] ,

ua =50 [-],

1=15[m], (5.36)
v=10[m],

a=35[m],

b=2[m].

5.4.2 Vlastni vypocty

Nejprve vypocteme Feseni |p| v neoptimalizované oblasti €2 a ziskdme optimalizaci neo-
vlivnéné hodnoty uéelovych funkei @& a ®%. Pak provedene optimalizace pro ®; a ®;;.
7 optimalizované oblasti Q ziskdme optimalizované hodnoty tcelovych funkci ®¢ a ®9,.
Zobrazime zavislost velikosti ® na iteracnim kroku. Toto provedeme pro vSechny tii w.

abs(p)

Obrazek 5.7: Zobrazeno |p| v optimalizo- Obrazek 5.8: Zobrazeno |p| v optimalizo-
vané oblasti Q pro ®@7; w = 200 [rads™'] vané oblasti Q pro ®;;; w = 200 [rads™]
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55x10° 15 : :

Hodnota ucelove funkce Phi
o
Hodnota ucelove funkce Phi
o

15 I I I I !

80 100 120

5 L L L
% 50 100 150 200 0 20 40
lterace

Obrazek 5.9: Graf zavislosti hodnoty ®; na Obrazek 5.10: Graf zavislosti hodnoty ®;;
iteracnim kroku optimalizace na iteracnim kroku optimalizace

lterace

Obrazek 5.11: Zobrazeno |p| v neoptimalizované oblasti ; w = 600 [rads™']

abs(p_st)

Obrazek 5.12: Zobrazeno |p| v optimalizo- Obrazek 5.13: Zobrazeno |p| v optimalizo-
vané oblasti Q pro ®7; w = 600 [rads™!] vané oblasti Q pro ®;;; w = 600 [rads™]
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x
=y
o
S
(&)

[¢)]
T
L

N
T
I

2
‘

Hodnota ucelove funkce Phi
=
Hodnota ucelove funkce Phi
w

-
T

5 10 20 30 20 50 60 70 % 10 20 30 40 50 60 70 80
lterace lterace

Obrazek 5.14: Graf zavislosti hodnoty ®; Obrazek 5.15: Graf zavislosti hodnoty ®;;
na itera¢nim kroku optimalizace na itera¢nim kroku optimalizace

Obrazek 5.16: Zobrazeno |p| v neoptimalizované oblasti ; w = 1000 [rads™!]

abs(p_st)
119.8353

£100

80
60
40
=20

0.298127

Obrazek 5.17: Zobrazeno |p| v optimalizo- Obrazek 5.18: Zobrazeno |p| v optimalizo-
vané oblasti Q pro ®7; w = 1000 [rads™!] vané oblasti Q pro ®;;; w = 1000 [rads™']
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a
(e

hi

ce P
a o a un
- N W s

Hodnota ucelove funkce Phi
o

Hodnota ucelove funk
4]

49t
48f
‘ ‘ ‘ ‘ 5 w ——"— : : : :
475 20 20 0 ) 100 0 100 200 300 400 500 600 700 800
lterace Iterace

Obrazek 5.19: Graf zavislosti hodnoty ®; Obrazek 5.20: Graf zavislosti hodnoty ®;;
na itera¢nim kroku optimalizace na itera¢nim kroku optimalizace

Nize vidime tabulku, kterd ukazuje hodnoty tcelovych funkei (5.35) pied (®V) a po
(®9) optimalizaci a jejich procentudlni srovnani, které fiké, o kolik procent se zvétsila ¢i
zmensSila hodnota @.

w [rads™1] ®F [Pa’m?] &P [Pa’m?] <% ®N [dB] @8 [dB] +%
200 0.1383e+4 4.5426e+4 -11.92 0.921 -11.7089  -1371.32
600 5.1869e+4 4.85002e+4 -6.49 9.833 0.9845 -89.99
1000 5.2944e+4 4.7361e+4 -10.55 3.8986 -4.8617 -224.70

Podle tabulky vidime, ze optimalizace, podle oc¢ekavani, snizila hodnoty obou tcelovych
funkei pro vSechny thlové frekvence w. Postup minimalizovani ®;;; je vidét z grafu, viz
obrézky (5.9), (5.10), (5.14), (5.17)), (5.19) a (5.20). Na obrazcich (5.7), (6.8), (5.12), (5.13)),
a @ je viditelna zména geometrie designové hranice I'p, coz zapticinilo ziejmou
zménu barevné mapy feSeni. Nékteré vysledné optimalizované hodnoty ®;; jsou zdporné,
protoze optimalizaci se dosahlo toho, ze akusticky tlak v 24 je mensi nez v (g neboli

Ipllg, <lpllg,- Cimz nabyva logaritmus (5.35)2 zdporné hodnoty.
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0 Zaveér

V druhé kapitole jsme se sezndmili s odvozenim rovnic potiebnych k ziskani vlnové rovnice
pro tekutiny: Eulerovo pohybovou rovnici, rovnici kontinuity, stavovou rovnici. Z nich jsme
odvodili vlnovou rovnici a nésledné i Helmholtzovu rovnici pro stojaté vinéni.

V tieti kapitole jsme analyticky vytesili vlnovou a Helmholtzovu rovnici v 1D pomoci
Fourierovu metody a zobrazili néktera feseni v Matlabu.

Ve ctvrté kapitole jsme tesili slabé formulace Helmholtzovy rovnice na oblasti €. Z tvah
o siteni akustickych vin jsme si odvodili okrajové podminky na hranici 02, pomoci MKP
provedli Teseni v systému SfePy. Na dané oblasti jsme vyzkouseli ruzné frekvence w inci-
denénf vlny. ReSen{ jsme si zobrazili v programu ParaView.

V paté kapitole jsme naformulovali tlohu tvarové optimalizace pro akustické pole, zpara-
metrizovali design pomoci spline-boxu. Zavedli pole designovych rychlosti. Optimalizaéni
uloze jsme prifadili Lagrangeovu funkci a presli k feseni adjungované tlohy. Porovnali jsme
pro kontrolu vysledky citlivostni analyzy a koneénych diferenci. Oba pristupy jsme imple-
mentovali ve SfePy. Ujistili jsme se, ze vysledky citlivostni analyzy a konecnych diferenci si
celkem odpovidaji. V zavéru kapitoly jsme provedli nékolik optimaliza¢nich vypocétu ve 2D
oblasti €2 v Matlabu a SfePy pro nékolik frekvenci w. Vyuzili jsme dvé tucelové funkce ®; r7.
Nasli jsme nékolik optimélnich tvaru designové hranice Q2p. Vysledky jsme zobrazili pro-
gramem ParaView. Vykreslili jsme zavislosti hodnot ®; ;; na iteraci optimalizace. Z graft
je videét, ze hodnoty spravneé klesly u vsech vypoctu. Vypocetli jsme, o kolik procent klesly
optimalizaci hodnoty ®; ;;. Zprovoznili jsme tedy tuspésné tvarovou optimalizaci akustic-
kého pole.

Prace nema zatim urcitou konkrétni aplikaci. Jde v ni spiSe jen o zprovoznéni a vyzkouseni
samotné optimalizace. M4a urcité mnoho prostoru pro vylepSeni a rozsiteni. Tteba pie-
parametru. Poté by se nasla urcité néjaka potencialni aplikace pro tuto préci. Jednou z
moznosti je optimalizace tvaru skiiné néjakého stroje. Ve skiini bude zdroj vibraci (néjaka
nevyvazend rotujici hmotnost), které se budou konstrukei prendset na skiin, tim by vzni-
kala emise hluku, kterou bychom chtéli regulovat. V tomto sméru by mohla pokracovat ma
dalsi prace.
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