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Anotace

Disertac¢ni préace se zabyva odhadem stavu stochastickych systému a informacni fazi.
Je predpokladéano, ze senzory poskytujici data jsou usporadany do skupin vybavenych
prislusnym lokalnim estimatorem. Smyslem fize je sloucit informace poskytované lo-
kalnimi estiméatory. Lokalni estimatory nemaji znalosti o celé feSené tloze, zejména jim
neni znama hustota pravdépodobnosti vyjadiujici spole¢nou informaci prislusnou vice
lokalnim hustotam. Naplni disertacni prace je slu¢ovani informaci ve formé hustot prav-
dépodobnosti.

Primérnim cilem diserta¢ni prace je navrhnout realizaci faze hustot pravdépodob-
nosti ve vybrané neparametrické reprezentaci, jmenovité v ¢asticové reprezentaci. Kromé
zékladni tlohy odhadu je uvazovana i tiloha odhadovan{ s omezenim, ¢ili tloha vyuzi-
vajici informaci z nemodelovaného kontextu.

Sekundarnim cilem je zobecnit definici konzervativnich bodovych odhadi a navrze-
nou definici analyzovat. Tento cil rovnéz zahrnuje zobecnéni piislusnych pravidel faze.

Préce je uvedena obecnym pojednanim o informac¢ni fuzi, nasledujici kapitola pred-
stavuje zaklady tlohy odhadu stavu dynamickych stochastickych systémi, véetné od-
hadovani pomoci vice estimétoru. Po diskuzi sou¢asného stavu feseni tlohy fuze hustot
pravdépodobnosti jsou stanoveny cile prace. Primarni cil je dosazen navrhem c¢éstic,
které dusledné reprezentuji odpovidajici margindlni hustoty pravdépodobnosti a které
sdileji stejné vzorky. Sekundérni cil je dosazen vyuzitim zakladnich informacnich mér
a pfimym odvozenim z navrzené definice. Ziskané teoretické vysledky jsou ilustrovany
na numerickych prikladech.



Annotation

The thesis deals with the state estimation of stochastic systems and with the infor-
mation fusion. It is supposed that data are provided by sensors that are grouped to-
gether into sensor nodes and that the sensor nodes are equipped with their own local
estimators. The purpose of the fusion is to merge the pieces of information that are
provided by the local estimators. The local estimators do not have complete knowledge
of the estimation problem and no probability density function representing the common
information corresponding to more local densities is known to them. The goal of the
thesis is the merging of the pieces of information in the form of probability density
functions.

The primary goal of the thesis is to design the fusion of probability density functi-
ons in the chosen nonparametric representation, namely in the particle representation.
Besides the basic estimation problem, the constrained estimation problem is also con-
sidered, that is the problem of exploiting the information arising from an unmodelled
problem context.

The secondary goal is to generalise the definition of conservative point estimates
and to analyse the proposed definition. This goal also includes a generalisation of the
corresponding fusion rules.

A general discourse on the information fusion starts the thesis, the following chapter
presents the basics of the dynamic stochastic system state estimation problem, including
the multisensor estimation. After the discussion of the current state of the art of the
probability density fusion problem, the goals of the thesis are determined. The primary
goal is fulfilled by designing such particles that thoroughly represent the corresponding
marginal probability densities and that share the same samples. The secondary goal
is fulfilled by using elementary information measures and by a direct derivation from
the proposed definition. The achieved theoretical results are illustated by numerical
examples.
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Kapitola 1

Uvod

Tato prace se zabyva specidlnim piipadem informacni fiize, jmenovité fazi hustot prav-
dépodobnosti v riznych tlohach odhadu stavu stochastickych systémii. Uvazovany jsou
stochastické dynamické systémy, kde hustoty pravdépodobnosti jsou poskytovany vice
estiméatory, které pracuji s lokdlné dostupnymi mérenimi. V této kapitole je proveden
8irsi pohled na fuzi. Dale jsou predstaveny zékladni pristupy k fuzi informaci. Duraz je
kladen na situace, kdy neni k dispozici uplna informace, pripadné kdy je moZno vyu-
zit kontextu, ve kterém je tiloha odhadu feSena. Na zavér kapitoly je proveden piehled
zbyvajicich kapitol disertacni prace.

1.1 F1ze na obecné trovni abstrakce

Informacni fazi lze chapat jako proces slu¢ovani informaci. Smysl slova informace je vsak
ponékud neznamy, neurdity, nepiesny, ndhodny, coz je pro informaci samotnou dosti
priznacné. PribliZzeni pojmu informace plyne z ¢lenéni vyznamu pfifazovaného néjaké
skute¢nosti. Na nejnizsi trovni abstrakce stoji data. Zpracovani dat vytvari informaci,
vyS8i troven abstrakce. Informace dava dattim smysl, interpretaci. Obdobné zpracovani
informace poskytuje poznatky, védéni.

Ogidnost uvedeného ¢lenéni spoc¢iva v tthlu pohledu. Pii hierarchickém zpracovavani
se z informaci jedné vrstvy stéavaji stavebni kameny vySsi vrstvy, ¢imZ lze oprédvnéné
informace povazovat za data. Fuze dat, fize informaci ¢ fize znalosti tak nutné zaviseji
na pouZzité urovni abstrakce. Chapani fize jako celku, kde proces slu¢ovani mize probi-
hat nejen na v8ech drovnich, ale i napfi¢ jednotlivymi trovnémi, ma své opodstatnéni.
Slouceni dvou ¢isel, funkci, objektti, interpretaci i jejich vzajemnych kombinaci vede
ke kvantitativné ¢ kvalitativné lepsim vysledktim. P¥itom tento celek nemusi byt ome-
zen pouze na nezivé algoritmy. Fuze informaci provadéna pocitaci neslouzi k vyplnéni
casu, ale k vykonani néjakého cile. I zivé organismy, a zejména ¢lovék, sluc¢uji informace.
Navic oplyvaji schopnosti fize na vyssich Grovnich abstrakce. Proto systém informacni
faze zahrnuje i lidsky faktor. Informaéni faze neni cilem, ale nastrojem.

Formalizace fiize nutné odrazi vyse uvedené tirovné abstrakce. Povaha fize coby néa-
stroje ovliviiuje jeji dalsi upotiebeni. Po zpracovani jednotlivych vstupt, at uz nalezeji
kterékoliv irovni, dochézi k rozhodnuti o dalsich ¢innostech. Protoze uskute¢néni vybra-
ného rozhodnuti zpravidla ovlivni kvalitu budoucich vstupt, mtze byt toto rozhodnuti
zahrnuto do ohodnoceni kvality informad¢ni faze. Celkovy nahled na fuzi lze nalézt na-
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priklad v [55, 33, 58|. Soucasny vyvoj sméfuje od niz§ich trovni abstrakce k trovnim
vyssim [24]. Od takzvané tvrdych dat, které nesou jednozna¢ény vyznam, k datim meék-
kym. Jako ukéazku staci uvést vyvoj Internetu. Vsude se vyskytuje nepieberné dat, ale
nalézt jejich interpretace, informace v nich obsaZzené, predstavuje umeéni.

1.2 Informacni faze

Vys8i trovné abstrakce sice nejsou predmétem této préce, ale fize sdili jisté zasady
na vSech tirovnich. Bez ztraty obecnosti se 1ze omezit na fuzi informaci. K ziskani ndhledu
poslouzi nésledujici jednoduchy ptiklad.

Obrazek 1.1 znazoriiuje dva zpisoby zpracovani méfenych dat dy, do, kterd pochazeji
ze systému S. Estimator E v prvnim piipadé zpracovava data pfimo, vysledkem je
informace i. V druhém piipadé jsou data zpracovavana nejprve v lokalnich estimatorech
FE, a E5. Estimator F pak zpracovavi informace i1 a ig, vystupem je informace i,.
V dusledku omezeni struktury zpracovani dat ve druhém piipadé vyvstava otézka, zdali
je mozné ziskat stejnou informaci jako v prvnim pfipadé, ¢ili zda miZze nastat i, = .

dy A E1q i1
dl 7 \,4 ia
a) S E— b) S E—
do

do ™ FEo 7 i

Obrézek 1.1: Schéma zpracovani dat. a) piimé zpracovani dat b) slu¢ovani informaci.

Odpovéd na vyicenou otézku zni ano, lze ziskat stejnou informaci, ale jen ve zvlast-
nich pfipadech, kdy je estimétoru E znédma spolecné informace ¢12, ktera muze byt po-
psana jako prunik informaci i1 a is. V obecném pripadé v8ak odpovéd zni ne, bez znalosti
spoletné informace 415 nelze ziskat i. Pak je tfeba hledat vhodnou aproximaci spliujici
dodatecné pozadavky. Prirozenym pozadavkem muze byt nepfecenéni informace.

Obrazek 1.2 zachycuje nize uvedené clenéni informaéni faze.

Slucovani nezavislych informaci/dat Za predpokladu nezavislosti lze informace/
data bez problému slucovat. V piipadé piimého zpracovani dat je vysledné infor-
mace dana souCtem informaci nesenych nezavislymi daty dy, ds a informaci 712,
ktera je jiz obsazena v estimétoru E.

Odecitani spoleéné informace Jsou-li informace i1, is zavislé, tedy je-li spole¢na
informace 12 nenulova, vede sec¢teni informaci k dvojnasobnému zapodcteni spo-
le¢né informace i12. Je-li tato spoleéna informace zndma, staci ji od jednotlivych
informaci odecist. Tim je problém pfeveden na piedchéazejici pfipad.

Respektovani neznamé spoleéné informace V piipadé, kdy zavislost informaci 41,
12 neni znama, je vhodné pripadnou zavislost respektovat. Jinak je spole¢na infor-
mace 412 zapoltena dvakrat, a tim precenéna informace ¢, ktera by byla obdrzena
vyuzitim znalosti i15. Respektovani lze provést zvaZenim informace ¢; pomoci
vahy w a pri¢tenim informace io viZzené doplikem vihy do jednicky, t.j. vahou
(1 — w). Vysledna aproximace i, neni rovna kyzené informaci ¢, ale hlavni poza-
davek na nepfecenéni splhuje.
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Obrazek 1.2: Fuze informaci. a) slu¢ovani nezavislych informaci/dat b) odecitani spo-
le¢né informace c¢) respektovani neznamé spoleéné informace.

Dalsi dilezitou stranku faze tvofi pfevedeni hodnot do spole¢nych souradnic. Lokalni
estimatory Eq, Fs mohou pouzivat lokdlni cas, v pifipadé odhadu polohy néjakého ob-
jektu mohou napiiklad pouzivat lokdlni polarni soutradnice, poskytované odhady mohou
byt zatizeny rtuznymi systematickymi chybami. Pro porovnavani dvou fotografii, napii-
klad z viditelného a infracerveného svétla, je nutné fotit z jednoho mista se stejnou
ohniskovou vzdalenosti. Na vy$§ich arovnich abstrakce 1ze uvést rozdilné oznaceni jedné
véci ¢i zcela jiny jazyk. Bez prevedeni do spoleénych soufadnic, bez pouziti stejnych
symbold, stejného jazyka nelze fizi uskutecnit.

Neméné dilezité hledisko souvisi se stupném zjednoduseni feSeného problému. Uza-
viené problémy, kde teorie dobfe popisuje v8echny jevy, kde data prislueji urc¢itym
objekttim, kde slozitost tilohy nepfekracuje tinosné meze, nepotiebuji vysoké trovné
abstrakce. Realné prostiedi je v8ak riznorodéjsi nez vyrobni linka v primyslovém za-
vodé. Jizda autem vyZaduje nejen sledovani sméru silnice, ale i jeji kvality, prekazek,
ostatnich vozidel, chodct, predvidani budouciho vyvoje. Data o vzdalenosti objektu
jsou sama o sobé netuplna. Je objekt prekazka? Je to vozidlo? Které? Smysluplné fize
tedy potfebuje nejen stejné souradnice. Potiebuje prifazeni dat k objektim, potfebuje
vysokou miru abstrakce, a tudiZz i zna¢ny stupen inteligence.

Neznalost spole¢né ¢asti informace, nepresnost prevodu do spole¢nych souradnic
i pfipadné chybné pfifazeni dat k objektu ni¢i kvalitu faze. Potfebu vyzkumu metod
respektujicich tyto nedostatky neni tfeba piilis zdiraznovat.

K provazani nizsi a vyssi arovné abstrakce dochazi naptiklad pii kontextovém zpra-
jektu k tridé objektd muze vyvrétit hypotézu o prislusnosti dat k danému objektu.
Rozt¥idéni ur¢uje model objektu a mozné metody fuze. Vyuziti kontextu snizuje neur-
Citost. Zaocenska lod se hodinu po vypluti z pFistavu miZze pohybovat v urcité oblasti,
ale hledat ji na vrcholu tisicimetrové hory nema smysl. Fize s vyuzitim omezeni daného
kontextem pfedstavuje neopomenutelnou cestu budouciho vyvoje.
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1.3 Clenéni prace

Po této uvodni kapitole, ktera stru¢né nastinila problémy FeSené v ramci informacni
faze, nasleduje v kapitole 2 predstaveni tiloh odhadu stavu stochastickych dynamickych
systému. Pro odhad provadény prostifednictvim vice estimatort je proveden piehled
pristupt k fazi bodovych odhadi a diskutovan soucasny stav fesSeni fuze hustot pravdé-
podobnosti, pficemz duraz je kladen na konzervativni fazi. V kapitole 3 jsou nésledné
vytyceny cile této prace. Kapitola 4 sleduje fazi hustot pravdépodobnosti zejména z po-
hledu provedeni fize ve vybrané neparametrické reprezentaci hustot pomoci ¢éstic. Ka-
pitola 5 rozviji myslenky konzervativnosti bodovych odhadi a zavadi konzervativnost
pro hustoty pravdépodobnosti. Shrnuti prace je provedeno v zavérec¢né Kapitole 6.



Kapitola 2

Informacni fuze v tlohach odhadu

Tato kapitola se zabyva informad¢ni fazi v ilohach odhadu stavu dynamického stochastic-
kého systému. Informaci predstavuje odhad stavu systému, ktery miize byt dan ve formé
hustoty pravdépodobnosti nebo jako bodovy odhad. Kapitola 2.1 uvadi zédkladni pii-
stupy k odhadu stavu pomoci jednoho estiméatoru. Kromé bodovych a globélnich filtra
vyty¢uje tlohu s omezenim stavu. Navazujici kapitola 2.2 rozviji ilohu odhadu stavu
pro vice estimatori. Zpiisob predavani a zpracovani informaci ¢leni tuto tlohu zésad-
nim zpusobem. Konzervativni faze odhadu je vzhledem ke svému vyznamu rozvedena
v samostatné kapitole 2.3.

2.1 Uloha odhadu stavu

Stav systému je minimalni soubor veli¢in nutnych pro jednoznacné urcéeni budouciho
vyvoje systému (pro Fizeny subsystém, coZ neni pfipad uvazovany v této praci, je tieba
znét i budouci fizeni). Na zakladé stavu jsou provadéna rozhodnuti, pfipadné je dale
provadéno Fizeni daného subsystému. Stav slouzi jako vstup pro tlohy na vySsi trovni
abstrakce. Proto hraje odhadovani stavu dilezitou roli, vytvaii jeden z prvnich ¢lanka
procesu zpracovani dat. K ziskani pfehledu metod odhadu lze doporucit naptiklad [79].
Uzsi zaméreni na tlohy navigace a sledovani cilt poskytuji naptiklad |9, 12].

Tato préace se zaméfuje na systémy diskrétni v ¢ase a spojité v arovni. Diskrétni cas
je indexovan pomoci k, stav systému v Case k je oznacovan x; a ma dimenzi n,, méfeni
v Gase k je oznafovano zj a ma dimenzi n,. Casto vyuZivanym specialnim pifpadem
systému je linearni systém s Gaussovymi Sumy, ktery je dan rovnicemi

X1 = Frxp 4+ Grwy, (2.1a)
zr, = Hpxp + vy, (2.1b)

kde F, Gi a H;, jsou matice piisluSnych rozméri, stavovy Sum wy a Sum méreni v, jsou
vzéjemné nezévislé bilé Sumy nezavislé na pocatecnim stavu xg. Hustoty pravdépodob-
nosti pocatecniho stavu a Sumi jsou Gaussovy, jejich parametry jsou vektory stfednich
hodnot, které budou dale oznac¢ovany jako stfedni vektory, a kovarian¢éni matice. Stfedni
vektory Sumu jsou uvazovany jako nulové. Je tedy dan nasledujici popis,

Xg ~~ N()A((),Po), W ~ N(O, Qk), Vi ~ N(O, Rk) (21C)
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Cilem estimatoru je vypocteni odhadu stavu na zakladé mérenych dat. Soubor mé-
feni zg, z1, ..., Z; bude znacen Zi.Tato prace vystaci se dvéma zakladnimi tlohami
odhadu stavu, kterymi jsou tloha filtrace a tloha jednokrokové predikce. V tloze filtrace
se na zakladé méreni Z; odhaduje stav xi, v tloze jednokrokové predikce se odhaduje
nasledny stav xp41.

Dtivodem pouzivani linearnich gaussovskych systémii je existence analytického feSent
odhadu stavu, pficemz pocet parametri reprezentujicich odhad stavu je konstantni.
Odhady jsou dany stfednimi vektory stavu a kovarianénimi maticemi chyb odhad.
Odhadtm pro linearni gaussovské systémy se vénuje kapitola 2.1.1. Linedrni gaussovské
systémy mohou byt rovnéz pouzity k aproximaci nelinedrnich systémut danych vztahy

X1 = fr(xp) + gr(xp) Wi, (2.2a)
zr = hy(xg) + Vi, (2.2b)

kde f, g a hy jsou znamé vektorové funkce.

Obecné je mozné dynamicky stochasticky systém popsat hustotami pravdépodob-
nosti, a to hustotami prechodu stavu, hustotou pocate¢niho stavu a podminénou hus-
totou méreni. Tyto hustoty budou poporadé znaceny

P(Xk+1[Xk), P(X0), (2.3a)
p(zk|x)- (2.3b)

Filtra¢ni odhad stavu je dan hustotou pravdépodobnosti p(xg|Zk), prediktivni odhad
stavu je dan hustotou p(xg1|2x). Uloha nalezeni t&chto hustot nemusi mit fegeni v do-
state¢né jednoduchém tvaru. Vychodiskem mize byt provedeni analytickych aproximaci,
¢i pouziti numerickych nebo simulac¢nich metod. Filtry poskytujicimi hustoty pravdeé-
podobnosti se zabyva kapitola 2.1.2.

Rozsifenim tlohy odhadu stavu je tloha odhadu stavu pi#i znalosti omezeni stavu.
Toto rozsifeni vychazi z myslenky, Ze rovnice systému (2.1), pfipadné hustoty (2.3), jsou
pouze aproximaci skutecnosti, Ze jsou pouze modelem systému. Druhou slozkou tlohy je
znalost hodnot, kterych stav nemtze nabyvat. Z podstaty problému plyne, Ze takovym
hodnotam musi byt vzdy pfifazena nulova hustota pravdépodobnosti. ProtoZze vsak
pouzity model presné neodrazi skutecénost, nékterym nenabyvatelnym hodnotam stavu
prifazuje nenulovou hustotu pravdépodobnosti. Zachazeni s timto rozporem se vénuje
kapitola 2.1.3.

2.1.1 Bodové filtry

Filtra¢ni i prediktivni hustota pravdépodobnosti je v ptipadé linedrntho gaussovského
systému Gaussova. Gaussovy hustoty pravdépodobnosti mohou byt parametrizovany
pomoci stfedniho vektoru a kovarianéni matice. Pfednosti této reprezentace je jeji inter-
pretace. Stfedni vektor lze chapat jako odhad podle minimélni stfedni kvadratické chyby,
kovarianéni matice udava chybu odhadu. Filtra¢ni stfedni vektor je znacen Xy, filtra¢ni
kovarian¢ni matice Py;,. Prediktivni odhad je oznacen analogicky, X1, Pryqp- Kvuli
zjednoduseni zépisu je dale pouzito nasledujici oznaceni poc¢atecnich hodnot, xq|_; £ %o,
Py_1 £ Po.
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Odhad stavu je dan rekurzivnimi rovnicemi Kalmanova filtru |79, 9]. Filtraéni rov-
nice maji tvar

Xije = Xpfk—1 + Ki(zr — HyXpp-1), (2.4a)

Pip = (In, — KeH) Pyt (In, — KeH,)" + K RK], (2.4b)

K. = Py HY (H Py HY + Ry (2.4c)

kde I,, je jednotkova matice fadu n,, Ky je Kalmaniv zisk a vyraz (z; — H, X,—1)

se nazyva inovace. Slovy lze rovnice popsat tak, Ze prediktivni odhad stavu x; je opra-
ven pri¢tenim zvazeného rozdilu méteni a o¢ekéavaného méfent, (2.4a). Kovariance chyby
odhadu je déna vaZenym souctem prediktivni kovariance a kovariance chyby méfeni,
(2.4b). Rovnice (2.4a), (2.4b) plati pro jakoukoliv volbu zisku Ky, pro volbu (2.4c) je
vysledny linearni odhad optimélni podle stfedni kvadratické chyby. Vztahy (2.4) uda-
vaji analytické feSeni pro systém (2.1), interpretace vztahi jako optimélniho linearniho
odhadu je vhodnéa pri rozsifeni na nelinearni systém.
Prediktivni rovnice Kalmanova filtru jsou dany vztahy

X1k = FrXpjk (2.5a)
Prir = FiPyiFr + GrQiGy (2.5b)

Popséano slovy, na stfedni vektor je pouzita deterministickd ¢ast rovnice dynamiky
(2.1a), kovariance je dana vaZzenym souctem filtra¢ni kovariance a kovariance stavového
Sumu.

Formélné stejné rovnice jsou zdkladem mnoha filtra. Rozsifeny Kalmaniv filtr se
pouzivéa pro nelinedrni systémy. Matice Fy, Gy a H; pouZité v estimatoru jsou v tomto
pripadé zavislé na odhadech stavu a ziskaji se linearizaci prisluSnych nelinearnich funkci
(22) v odhadech, tedy Fj, £ Fr(Xypn) = oo a—ser Gk 2 GrelRun) = 52 [, s
H, £ H, (Xpjp—1) = %|xk:ﬁk‘k. Podobné vztahy lze vypozorovat i v unscentovaném
filtru [45], ktery nepouziva linearizaci v bodg, ale poziva statistickou linearizaci. V okoli
odhadu jsou deterministicky navrzeny body, na které se pouZzije deterministickd Cést
dynamiky. Z vyslednych bodi se vypocte novy odhad a kovariance chyby odhadu.

Z hlediska faze odhadi je vyhodné piepsat rovnice (2.4a), (2.4b) do nésledujiciho
tvaru [79, 9, 57|,

Py = Py X1 + Hy Ry 2, (2.6a)
-1 _ p-1 Tp-1
Py =Py + Hy Ry Hy. (2.6b)

Pii pfechodu k takzvanym informa¢nim proménnym lze filtra¢ni rovnice (2.6) inter-
pretovat jako soucet informaci. Informacéni matice Yy r_1, Yy jsou definovany jako

inverze kovarian¢nich matic, Yk|k,1 £ P Yk|k £ P;‘i, informacni vektory yk| k—1)

—1
klk—1°
Y|k jako soucin informacnich matic a odhadi, ypx—1 = Plaiflﬁkwf—l’ Yilk = Plz|i&k|k'
Informadni matice méfeni je definovana Iy, £ H;fR,;lHk, informacéni prispévek od mé-
e e . A TRl

feni je dan iy = H, R "zy.

2.1.2 Globalni filtry

Vystupem globalnich filtri je aproximace podminénych hustot pravdépodobnosti stavu.
Na rozdil od bodovych filtri nepouZivaji pouze vybrané charakteristiky/aproximace
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charakteristik hustot, jako jsou naptiklad vySe zminény stfedni vektor a kovariancéni
matice. Globalni filtry se vyznacuji volitelnym stupném piesnosti aproximace. Presnéjsi
aproximace jsou vSak vykoupeny vyssi vypocetni naro¢nosti.

Teoretické filtracni a prediktivni hustoty stavu jsou dany Bayesovymi rekurzivnimi
vztahy [79, 9],

p(xk| Zk) o< p(zk|xk)p(Xk| Zk-1), (2.7)

x| 20) = [ ploa (e 20) dx (28)
kde o znamené proporcionélni k, ¢ili rovnost az na nasobnou konstantu, a kde bylo
pouZito preznaceni pocatecni hustoty p(xg|Z_1) £ p(xo).

Ve zbytku této podkapitoly jsou popsany dulezité globélni nelinearni filtry, a to
¢asticové filtry a filtry vyuzivajici smés Gaussovych hustot.

Casticové filtry. Casticové filtry [25, 70, 16| aproximuji hustoty pravdépodobnosti
pomoci diskrétni ndhodné veli¢iny. Na rozdil od metody bodovych mas [92] vyuzivajici
numerické aproximace hustot na ortogonéalni mfizce nad stavovym prostorem, ¢asti-
cové filtry vybiraji diskrétni body nahodné. Tyto body jsou dany ndhodnym vybérem
ze vzorkovaci hustoty [93]. Aby reprezentovaly aproximovanou hustotu pravdépodob-
nosti, kterd neni totozna se vzorkovaci hustotou, jsou jim pfifazeny vahy. Z pohledu
diskrétni nahodné veli¢iny jsou vahy rovny pravdépodobnostem ndhodnych bodu. Pres-
négjsi aproximace miZze byt dosazeno vybérem vhodné vzorkovaci hustoty, ¢astéji vsak
vybérem vétsiho pocétu vzorkida. Momenty diskrétni nahodné veli¢iny se pro nekoneéné
mnoho vzorku asymptoticky blizi momentim spojité nahodné veli¢iny.

Vychozi aproximovanou hustotou pfitom neni filtra¢ni hustota pravdépodobnosti
stavu xg, tedy p(xx|Zk), ale hustota pravdépodobnosti p(xg.x|Zk) pro celé posloup-
nosti stavi xo.x, Xo.x = (X0,X1,...,Xg). Vzorkovaci hustota q(xo.x|Zx) tedy poskytuje
trajektorie x3.,, s = 1,2,..., N, pfiemz tyto trajektorie jsou vzorkovany rekurzivné,
v kazdém case k je pridana koncova ¢ast xj. Filtrac¢ni vahy wg:k‘ & jsou konstruovany
tak, aby aproximovaly pomér uvedené sdruzené filtraéni hustoty a vzorkovaci hustoty,

p(X8k|Zk)

Hlavni myslenkou umoziujici uchovavani pouze koncii trajektorii xj a piisluSnych

(2.9)

S
Wo: k| X

vah wg:k“C je, ze postacuji k vypoctu filtraénich momenti, ¢ili momentu E{ f(xx)| 2y}
nédhodné veli¢iny x; podminéné méfenimi Zj, neni tedy tfeba znat celé trajektorie xg...
Pro vypocet stifedniho vektoru je f(xj) dano f(xx) = Xg, pro vypocet kovarianéni
matice se pouzije f(xz) = (xx — E{xx|Zi})(xx — E{xx|Z:})T. Pro nekone¢ny pocet
vzorkit N, jsou obecné filtra¢ni momenty dany

Ny
E{f(x0)|Z} = D whppuf (x7), (2.10)
s=1

pro koneény pocet vzorka je uvedeny soucet pouze odhadem. Pro prediktivni mo-
menty plati analogické vztahy, je vSak tfeba pouzit prediktivni vahy, které jsou znaceny
wg:k\kq’ a méfeni Z_1.
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Algoritmy ¢asticovych filtrii zacinaji vybérem N, vzorki x{ z pocatecni vzorkovaci
o ] ST s
hustoty ¢(x0|z¢) a pfifazenim pocate¢nich vah wei_1»

s s p(x5)
X ~ q(xo0lzo), wp_; : (2.11)
O g(xz0)
Dohromady jsou pocatecni vzorky a véhy oznacovany jako pocatecni castice Py _,

N,
— S s 0
7’0\—1 = (X07wo\—1)s=1~
. SR N, . cr v e . e
Filtracni ¢astice Po.k, Pospr = (X3, wgzk|k>s=kl’ se ziskaji pfevazenim prediktivnich
vah wg ., pomoci vérohodnostni funkce p(zk|x3),

Wl X P(Zk\XZ)WS;k\kq- (2.12)

Je dobré mit na paméti, Ze vahy pfifazuji pravdépodobnost celé trajektorii xg).;, nikoliv
jen jejimu konci x3. Ze vztahu pro odhad momentt (2.10) je zfejmé, Ze Castice s malou
vahou pfispivaji malym dilem. Z tohoto diivodu neni tfeba uvazovat prislusné trajektorie
X(., @ je tedy moZné je ze souboru ¢astic odstranit a trajektorie dale nerozvijet. Naopak,
Castice s velkou vahou pochézeji z oblasti s velkou hustotou pravdépodobnosti nalezejici
piislusnym trajektoriim. Misto navazani dalstho vzorku xj | k trajektorii x3,, je kvili
zlepSeni aproximace vhodné trajektorii xg., s velkou vahou w(s):k'k vnimat jako vice
stejnych trajektorii s vahami, jejichz soucet je roven piivodni véze wyg, Kk

Proto se po filtraénim kroku muze provadét takzvané prevzorkovani. Jednim zpu-
sobem pievzorkovani je ndhodné vybrat indexy trajektorii, které se maji dale navazo-
vat dalsimi vzorky xj ;. Timto zpisobem je mozné zménit pocet castic. Indexy s,
sp € {1,2,...,N.}, jejichz celkovy pocet je N, ;, jsou dany diskrétnim rozdélenim

pravdépodobnosti,
P(sy = 8) = Y1 (2.13a)
kde w,‘zl j+1 Jsou zvolené pravdépodobnosti. Castou volbou jsou filtra¢ni vahy, 1,[);2' ft =
S
Wo. k| &+
Prediktivni vzorky xj ., 7 =1,2,..., N}, jsou tudiz dény filtra¢nimi vzorky X;"
a zvolenymi vzorkovacimi hustotami q(xgt1|Xk, Zx+1),
X1 ~ Q(Xp1[x5", Zps1). (2.13b)
Prediktivni vahy se ziskaji ze vztahu
P(Xq1 1% )Wl
W 41)k X (2.13c¢)

q(X %y ZkH)‘/’ZTkH '

Filtry Gaussovych smési. Aproximaci hustoty pravdépodobnosti je moZno provést
také pomoci smési hustot. Obvykle se uvazuje aproximace pomoci Gaussovy smési [6],
[91]. Za pFedpokladu, Ze systém je linearni, (2.1a), (2.1b), a hustoty po¢atecniho stavu
a Sumi jsou dany piimo ve formé Gaussovy smési,

NO
X0~ > apN (X, Pp), (2.14a)
=1

N. N,

Wi M
wi~ S al NWELQYE), v~ Y al N RY), (2.14b)
v=1

w=1
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maji prediktivni i filtra¢ni hustoty rovnéz tvar Gaussovy smési [91],

Nyje—1 Nyk
st(Xk|Zk—1) = Z O‘?ﬂk—lN(fcz\k_pP%m_ﬁa bas Xk|Zk Z ak|k k‘ka k|k)‘
i=1

(2.15)

Stfedni vektory a kovarianéni matice slozek téchto hustot jsou dany vztahy Kalma-
nova filtru (2.4), (2.5), kde je tfeba provést drobné upravy pro nenulové st¥edni vektory.
Jmenovité nahradit méfeni zj, rozdilem méfeni a stfedniho vektoru Sumu (zp — v)
ve vztahu (2.4a), dale pak v rovnici predikce (2.5a) pficist vyraz G,w, k pravé strané.
Dale je v uvedenych vztazich nutno doplnit indexy kombinovanych slozek. Pro filtra¢ni
indexy plati

j—1
N

Vi

J=1 Ny Ny =Ny i - Ny, i= I+1, v=j—(-1)N,, (216)

kde vyraz |n| oznacuje dolni celou ¢ast ¢isla n. Prediktivni indexy jsou dany obdobné,

t—1
N,

Wi

izla”'ka_A,_Hka ng-|-1|k:Nk\k'Nw;c7 J:L

|41, w=i—(j—1)N

Wi

(2.17)

Vahy jednotlivych slozek smési jsou dany soucinem vah nalezejicich kombinovanym
slozkédm, filtra¢ni vihy je tfeba navic jesté vynasobit pravdépodobnosti méreni pro da-
nou kombinaci slozek,

Qe = Qg - Oy, - N (2 By Py (Hy + RY), (2.18)

Wy = ozi‘k Oy, - (2.19)

Jsou-li hustoty pocateéniho stavu a Sumi pouze aproximovany pomoci (2.14), je
i TeSeni pouze aproximaci. Podobné jako u &asticovych filtri, vice slozek smési muze
lépe aproximovat obecné hustoty. Slabym c¢lankem tohoto pfristupu je exponencialni
néarist poctu slozek smési. Proto je nutné vyuzivat algoritmy redukce poctu slozek,
naptiklad algoritmy uvedené v [96, 71, 72|. Jednoduchym postupem je téZ zanedbani
slozek s nejmensimi vahami. Pro nelinearni systémy (2.2) je moZné pouzit rozsifeny
Kalmaniv filtr nebo unscentovany filtr pro kazdou kombinaci slozek.

Smés hustot nemusi vyjadfovat pouhou aproximaci hustoty, kazda slozka muze mit
interpretaci. Smési se vyuzivaji v tlohach vicemodelového odhadovéani, kde jednotlivé
slozky smési odpovidaji jednotlivim modelim, pfi¢emz kazdy model miiZze pouzivat
vlastni rovnice systému (2.2). V tomto pripadé slozky vyjadiuji optimalni odhad pro po-
sloupnost modeld. Jinym pouzitim je pfipad, kdy je k dispozici vice méfeni, ale jen
néktera, pfipadné zadné, pochézeji z objektu zajmu. Zbyl4d méfeni mohou pochéazet
ze Sumu prostiedi, pfipadné mohou byt generovana jinym objektem. P¥ikladem je sledo-
vani dvou letadel pomoci radaru. Slozky smési pak odpovidaji pfifazeni dat k objekttim.
Shrnuto, smés hustot se miiZze pouzivat v odhadovéani s vice hypotézami.



2.1. ULOHA ODHADU STAVU 11

2.1.3 Omezeni v loze odhadu

Ulohy odhadu obvykle piedpokladaji, ze stochasticky model piesné odpovida nahod-
nosti systému. V takovych pripadech ma teoretickd analyza smysl, protoze stochasticky
popis systému je objektivni. Odlisnost odhadu od skute¢ného stavu je pak zptisobena na-
hodnosti. Poruchy popsané stochastickym modelem vSak nemuseji byt nahodilé, mohou
byt ve skute¢nosti pouze neznamé. Pak model pouze aproximuje systém, a vysledky
jsou tudiz taktéz aproximativni. Stochasticky popis v takovém piipadé reprezentuje
miru znalosti o stavu, opodstatnéni stavu na zakladé dat, stupen duvéry, a je tedy
subjektivni.

Kromé modelu mohou byt znamy dalsi okolnosti, které nelze jednoduse piimo za-
hrnout do modelu. Prikladem je vyuziti kontextu. Vlaky jezdi po kolejich, auta po sil-
nicich, lodé pluji na mofi, koncentrace chemikalii jsou nezaporné atd. Existuji tedy
hodnoty stavu, které v systému nikdy nemohou nastat. Nalezeni odpovidajicich neli-
neérnich modelt, které by vyhovovaly uvedenym omezenim, mize byt prili§ narocné,
pripadné mohou byt tyto modely pfilis slozité. Aproximace systému pomoci linearnich
modelt muZe uvedend omezeni porusovat. Ale kdyZ jsou omezeni znama a kdyZ se
vezme v Gvahu skute¢nost, Ze model je jenom aproximaci systému, je mozné nahradit
aproximaci porusujici dana omezeni aproximaci vyhovujici danym omezenim.

Prehled odhadovani stavu pfi znalosti omezeni lze nalézt napiiklad v [80, 32|. Stav
systému XL spliiuje omezeni dané mnoZinou p¥ipustnych stavi Cy, ktera je podmnoZinou
Qy stavi xg, které pripousti model,

xl € Cp C Oy (2.20)

MnoZina pfipustnych stavi Cp = {x; € Qx|...} muze byt dana rovnosti nebo ne-
rovnosti. Pro linedrni omezeni je dana matici Cf pro rovnost, respektive matici C}
pro omezeni pomoci nerovnosti,

szk = 0, Zxk < 0. (2.21&)
Nelinearni omezeni jsou dana pomoci funkei cf (xx), ¢ (xx),
ch(xk) =0, cp(xg) <0. (2.21Db)

Omezeni pomoci rovnosti fika, Ze kombinace slozek stavu modelu je vzdy rovna nule.
Dimenze prostoru stavu systému je tedy mensi nez dimenze prostoru stavu modelu,
stav systému nélez{ varieté prostoru stavu modelu. Teoreticky je mozné zmensit pocet
stavovych proménnych modelu, cenou vSak miize byt ztrata jednoduché interpretace
proménnych modelu.

Ve zbytku této kapitoly bude nejdiive diskutovano omezeni bodovych odhadi, poté
omezen{ hustot pravdépodobnosti.

Omezeni bodovych odhadt lze provést tfemi zakladnimi zptsoby. V Kalmanové fil-
tru (2.4) l1ze misto neomezeného Kalmanova zisku (2.4c) hledat takové hodnoty K,
které by minimalizovaly stfedni kvadratickou chybu odhadu daného rovnici (2.4a), pfi-
¢emz tento odhad by musel nalezet dané mnoziné Cy. Ruzné pfistupy k hledani vhodného
zisku lze nalézt napiiklad v [84, 67, 78].

Druhym zptisobem je pramét neomezeného odhadu (2.4a) do mnoziny Cj, tak, aby
vzdalenost neomezeného a promitnutého odhadu byla minimalni. Omezen{ typu rovnosti
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je diskutovéano v [81, 50, 97|. Pfistupy pro omezeni typu nerovnosti berou v avahu kova-
rian¢ni matici chyby odhadu [90, 47, 66, 85]. Pomoci unscentované transformace [38] je
odhad nahrazen o-body, které jsou zvlast promitnuty. Vysledny odhad je dan stfednim
vektorem a kovarianéni matici téchto diskrétnich bodt. Linearni kombinace omezenych
bodt vSak nemusi spliiovat omezeni. Proto je tfeba zvazit, zejména pro nelinearni ome-
zeni typu rovnosti, je-li mozné ziskany odhad chapat za omezeny. Resenfm miize byt
takto ziskany stfedni vektor déle promitnout a odpovidajicim zpiisobem upravit kova-
rian¢ni matici [42].

Ttetim zptsobem je povazovat rovnosti ve vztazich (2.21) za rovnice méfeni s nulo-
vym Sumem méfeni a naméfenou hodnotou cy,

ek = o (x1), (2.22)

kde pseudoméfeni ¢, je vzdy podle definice nulové, ¢, £ 0. Linearizace rovnice ome-
zeni (2.22) vSak nevede k rozumnym vysledkim. Proto je vhodné v této rovnici maly
Sum uvazovat [30] a tim pfevést tlohu na tlohu bez omezeni. Pro nerovnosti je postup
obdobny, ale je tfeba uvazovat v hustotéach pravdépodobnosti, [82]. Stfednimu vektoru
a kovarian¢ni matici je pfisouzena Gaussova hustota, ktera se dale vynasobi vérohod-
nostni funkci prislusnou omezeni nerovnosti. Touto vérohodnostni funkei je indikator
mnoziny Ci, ktery je roven jedné pro xj; € Cp a pro ostatni x; je nulovy. Vysledna
ofiznuté hustota je pak pouzita k vypoctu stfedniho vektoru a kovarianéni matice.

Omezeni hustot pravdépodobnosti nebylo v literatuie prili§ diskutovano. Vyse uve-
dené pristupy vyuzivajici o-body stoji na pomezi mezi omezenim bodi a omezenim
hustoty. Tyto deterministicky uréené body jsou omezovany zvlast, z omezenych bodi
se vypoc¢tou vysledné bodové odhady. Podobnym zptisobem lze postupovat pro ¢astice.
Neomezené vzorky xi se promitnou do mnoziny Cg, vahy wz‘ & Zustavaji zachovany. Ome-
zeni hustoty jejim oriznuti lze v Casticich vyjadrit piifazenim nulové vahy. Promitnuti
vzorku se poté stéava zbyteéné, pfislusné Gastice bude odstranéna pii prevzorkovani.

K lep$imu porozuméni odhadovani s omezenim by bylo vhodné zamérit se na omezeni
hustot. Lepsi nahled na hustoty miize zpétné ovlivnit nadhled na omezeni odhad. Dalsim
smérem muze byt omezeni Gaussovych smési a hustot reprezentovanych ¢asticemi.

2.2 Odhad stavu pomoci vice estimatori

Klasicka formulace tlohy odhadu stavu predpoklada, Ze estimator zpracoviva méfena
data primo. Jsou-li ¢asti vektoru méfeni z; ziskavany pomoci riznych senzorii, mize mit
takovy pristup fadu nedostatki. Velky pocet senzorii klade vysoké naroky jak na prenos
dat od senzort do estiméatoru, tak na samotny vypocet odhadu. Odebrani, zména nebo
pridani senzoru vyzaduje tpravu estimatoru. Je-li odhad dale vyuzivan ve vice mistech,
selhani estimatoru znamené selhéni vSech navazujicich dloh, které odhad vyuzivaji.
Uvedené nedostatky lze odstranit nepifimym zpracovanim dat. Jednotlivym senzo-
ram ¢i jejich skupindm je mozné prifadit vlastni estimatory poskytujici odhad stavu.
Celkovy odhad je pak ziskdvan sluc¢ovanim téchto lokdlnich odhadi. Vyhodou tohoto
feSeni je mozné zmensSeni objemu dat pfendSenych do jednoho estimétoru, a tim pa-
dem i zmenSeni poc¢tu dat zde zpracovavanych. Zména senzoru i zména poctu senzori
se projevuje pouze lokilné. Stejné tak se miiZe projevovat i selhani jednoho lokélniho
estimatoru. Na druhou stranu vyvstavaji nové problémy. Nezavislost dat neznamena
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nezavislost odhadu stavu, tedy nezavislost informaci. Pristupy ke slu¢ovani informaci
byly naznaceny na obecné trovni v kapitole 1, slu¢oviani odhadi je jejich zvlastnim pri-
padem. Dals{ zminéné problémy ohledné pfevodu z lokalnich soufadnic do spole¢nych
soufadnic a ohledné pfifazeni dat ke spravnym objekttim nejsou naplni této prace. Tyto
problémy jsou ¢asteéné feSeny konzervativni fizi odhadu.

Zakladni pristupy k fazi odhadu stavu lze nalézt napiiklad v [7, 10, 22, 21, 54, 76].
Systém lze popsat stejnymi rovnicemi jako v klasické formulaci tlohy, ale vzhledem
ke zpiisobu zpracovani dat je nutné rozdélit vektor méfeni z; do mensich ¢asti, které se

zpracovavaji v lokalnich estimatorech Ey, £ =1,2,...,5,
T T 7T
Zp = z,(;) z,(f) z,(cs) . (2~23)

V pripadé linedrniho gaussovského systému (2.1) je tfeba podobnym zptisobem roz-
délit matici méreni H,, Sum méreni v, a kovarian¢ni matici Sumu méfeni R,

H,E}) v](€1) R,(jl) R,E}Q) o R,(:S)
H® (2) R2D Re . RO

Ho= | F [v= 70 [ Re= [T T T (2.24)
H;E;S) VI(CS) R,(fl) ngsz) o R;SS)

V piipadé systému zadaného hustotami pravdépodobnosti je tfeba rozepsat hustotu

pravdépodobnosti méfeni (2.3b) jako
1) (2 s

p(zk|xK) = p(zé ), z/,(C ), . ,zé )|xk). (2.25)

Na tomto misté je tfeba upfesnit znaceni souboru méren{ Z; pro lokilni estima-

tory Ey. Soubor Z}gﬁ) vyjadiuje data, kterd byla pouzita k ziskan{ prislusného odhadu

v estimatoru Ey, a to jak pfimym vyuZitim lokalnich méfeni zl(f), [ =0,1,...,k, tak

nepiimo prostiednictvim zpracovani odhadi zaloZzenych na métfenich zl()‘), A # L.V né-

kterych pripadech je nutné odlisit odhady po slouceni odhadi a pied slou¢enim odhadi.

(0)

Pak je pro prvné jmenované pouZito znaceni Z; ;.. Nasledny prechod do dalsiho casu

O)

k+1 je provadén z odhadi po fuzi, tedy téch zaloZenych na Zng, pri¢emz v ¢ase | = k+1

je pouzito zjednodusujici preznaceni Zl(f)l = Zl(f)l, I

Hypoteticky estimator, ktery by zpracovaval vSechna data piimo, se nazyvé centra-
lizovany. Ulohy odhadu je mozné rozdélit podle toho, zda kromé lokalnich estimatort
existuje centrum faze, tedy centralni estimator, ktery mé na starosti sluc¢ovani vSech
lokalnich odhadi, ackoliv sdm nemusi zpracovavat zadnd méfeni piimo. Cilem fize je
dosahnout stejného odhadu, ktery by byl ziskan centralizovanym estimatorem.

2.2.1 Distribuované odhadovani

Nejjednodussim typem odhadovani pomoci vice estiméatort je distribuované odhadovani.
Ukoly jednoho centralnfho estimatoru jsou rozdéleny mezi lokalni estiméatory. Tento po-
stup se od distribuovaného vypoctu lisi v naklddani s daty. Zatimco distribuovany vypo-
¢et centralizovaného estimétoru v jednom procesoru by rozdélil operace s odhady mezi
vice procesort bez ohledu na vyznam dat, distribuovéini estiméatort pridéluje lokalnim
estimatortim prislusna lokalni méteni.
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Obrazek 2.1 znazornuje sit ¢tyr lokalnich estimétort Ey, Eo, Es3, Ey, které posilaji
své lokalni odhady do centralnfho estimatoru E. Centralni odhad pak muze byt posilan
zpét do lokalnich estimatori, coz je naznaceno C¢arkovanymi Sipkami.

Obrazek 2.1: Hierarchické usporadani estimatort

Priklady distribuovaného odhadovani pro bodové odhady lze nalézt v [36, 11, 57].
Dtlezitym pfedpokladem je nezavislost Sumt méfreni mezi senzory, které pfisluseji roz-
dilnym estimatorim. Centralizovana matice R, Sumu méfeni v, (2.24), je tudiz blokové
diagonalni, -

R =0, i#j (2.26)

Z nasobeni blokové diagonéalni matice R, pomoci blokové matice H;f (zleva) a blokového
vektoru z; plyne, Ze centralizovany informacni prispévek od méfeni iy, ktery je zalo-
Zen na centralizovaném méreni zj, je mozné vyjadiit jako soucet lokalnich informacnich
it zalozenych na lokélnich méfenich zl(f), il(f) = H,(f)TREf)_lzl(f). Jestlize
centralni estimator E slucuje informacni vektory zaloZzené na mmnoZzinidch méreni Z,gg),

a nikoliv pouze na poslednich lokélnich méreni z,(f), je tfeba informaéni prispévky i,(f)

prispévki i

vyjadiit pomoci informaé¢nich vektori. Z rovnic (2.6) je lze vyjadrit jako rozdil filtrac-

nich a prediktivnich informacnich vektor, 1(2) = y,(j,)c — yg}H.

1
) 10 _~ ) ()
H,', L7 = Yk\k - Yk|k—1’

Ve stavovych proménnych je centrilni odhad v estimatoru E dan nasledujicimi

Tentyz postup plati

pro informa¢ni matice, I,E; )& H,(f) Rgc )

vztahy pro filtra¢ni stfedni vektor X, a filtra¢ni kovarianéni matici Pk\ ko

Lo _pley o
Pk:|kxk|k_Pk\k 1 Xk k— 1+Z( k|k; Xk~ Prjp—1 Xk|k—1>’ (2.27a)

1 1 pUo) -1
Pk|k Pk\k 1 Z< k|k k|k 1 > (2.27b)

Prediktivni odhady jsou ve vSech estimétorech v ¢ase k = 0 dany pocatecni podminkou,
o1 2 %o, ngll 2 %o, Po_1 2 Py, ng‘fl 2 Pg. Centralni prediktivni odhad je dan
prediktivnimi rovnicemi Kalmanova filtru (2.5). Lokalni estimatory E; mohou pracovat
zcela lokdlné, pak se odhady s pfislusnymi indexy ziskaji podle stejnych rovnic. Nevy-
hodou je nutnost centralnimu estimatoru E posilat jak filtra¢ni, tak prediktivni odhady.
Jak je naznaceno na obrazku 2.1, centralni odhad miize byt posilan zpét do lokalnich
estimatorti. V tom piipadé jsou lokalni prediktivni odhady v ¢ase [ = k + 1 nahrazeny

centralnim odhadem, kl(ﬁ)_l = Xi|i—1, P = Pjj;_1. Centrélni estimator £ tak mize

(ee)
1)i—1
slu¢ovat pouze filtra¢ni odhady, které jsou, po doplnéni indext lokilnich estimatoru,
dany vztahy (2.4), pfipadné jejich informaénim tvarem (2.6).

Rovnice (2.27) ukazuji, Ze centralni estiméator nepotfebuje znat podrobnosti o lokal-
(0) 0)

nim procesu méreni. Lokalni matice méfeni H; ~ ani lokalni matice Sumu méfeni R;C
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nikde nevystupuji. Zména senzoru se tak projevi pouze v daném lokalnim estimatoru,
centralni estimator neni tfeba upravovat. Naproti tomu rovnice dynamiky (2.1a) je
znama vSem estimatorim, stejné jako hustota pocateéniho stavu xg. ProtoZe rovnice
distribuovaného Kalmanova filtru (2.27) byly odvozeny z rovnic centralizovaného Kal-
manova filtru (2.6), je centralni odhad roven centralizovanému odhadu.

Pripad posilani informac¢nich prispévki i,(f) primo do centralniho estimatoru neni
z hlediska fize odhadt prilis zajimavy. Tento pristup odpovida slu¢ovani nezavislych
informaci, ovSem posilané informace jsou zaloZené pouze na jednom méfeni. Tyto dil¢i
informace obvykle nejdou pouzit samostatné, protoze dimenze métreni byva mensi nez di-
menze stavu. Oproti tomu vySe uvedené zpracovavani informacnich vektori yfj,’c odpo-
vidéa odecitani spole¢né informace. Informacni vektory je mozno pouzit samostatné, ob-
sahuji jak apriorni informaci, tak informaci ze vSech méreni obsazenych v souboru Z,gé).

Pro nelinearni systémy je mozné vyuzit filtra vyuzivajicich linearizaci. Pak je cent-
ralni odhad pouze aproximaci. Piikladem je [52|, kde jsou pouzity unscentované filtry

. « 1. s . 2 . e (¢ . v .
s tim, Ze do centralniho estimatoru jsou posilany informacni piispévky 1,2 ) a informacni

matice Ig), které jsou zaloZeny na méfeni zg) pfimo a na predchozich méfenich skrz
linearizaci v pfislusném odhadu.

Distribuované fiize hustot pravdépodobnosti vyuziva stejny myslenkovy postup jako
distribuovany Kalmanuv filtr. Vychozim predpokladem je podminénd nezavislost lokal-
nich méfeni z](f),

S
p(zg), zl(f), .. ,zés) |xx) = Hp(zl(f) Xk )- (2.28)
l=1

Obdoba rovnic faze (2.27) je v hustotach pravdépodobnosti dana vztahem

S (x| 2®
P(xk| Z1) o< p(xk|Zx—1) H plxi|Z; ) (2.29)

-1 (il Z2))

V case | = k + 1 muze byt opét pouzita zpétna vazba p(xl\Zl(f)l) 2 p(xq|Z1-1).
Fuaze hustot pravdépodobnosti byla FeSena v [15] pro hustoty reprezentované ¢asti-

cemi. Navrzené feSeni ale vyzaduje zpétnou vazbu, v8echny filtry museji pouZzivat stejné

castice. Tim navrzené feSeni degeneruje na distribuované vyhodnoceni lokalnich hustot

méfeni v danych ¢asticich, lokalni filtry nejsou schopny pracovat zcela samostatné.
Distribuované filtry jsou specidlnim piipadem decentralizovanych filtra, jimz se vé-

nuje nésledujici podkapitola.

2.2.2 Decentralizované odhadovani

Pretrvavajici nevyhodou distribuovaného odhadovani pfedstaveného v predchozi pod-
kapitole je pritomnost centralntho estimatoru. Hierarchické uspotradani sice umoziiuje
rozdélit jeho zatéz mezi vice estimatori, ale netfesi nékteré problémy, jako napiiklad do-
¢asny vypadek centralniho estimétoru. V takovém piipadé se sit estimétori rozpadne
a centralni odhad 1ze obnovit pouze za pouziti aproximaci. Nastinéné ztrata synchro-
nizace spolu s ucinky stavového Sumu zpusobi zavislosti slu¢ovanych ¢asti informace.
Aby faze (2.27) poskytovala centralizované odhady, musi probihat v kazdém case k,
neni mozné pouzivat vicekrokové prediktivni odhady. Jinak jsou odhady v centralnim
estimatoru pouze aproximaci centralizovanych odhadi.
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Dalsim stupném odhadovani pomoci vice estimétori je odstranéni centralniho esti-
maéatoru, odhadovéini se poté nazyvé decentralizované. K dosazeni kvalit centralizovaného
estimatoru jsou opét nutné omezujici predpoklady. Stejné jako u distribuovaného od-
hadovéani se predpoklada nezavislost Sumt méfeni (2.26) napfi¢ estiméatory, respektive
podminéné nezéavislost hustot méfeni (2.28). Déle je tieba zajistit stromovy tvar sité
estimatorti. Divodem je existence pravé jedné cesty mezi dvéma estimétory. Vymeénu
informaci probihajici mezi dvéma estiméatory lze kontrolovat, je mozné odeéitat spolec-
nou informaci. V pripadé §ifeni informace vice kanaly neni mozné rozpoznat, zda nové
prichozi informace jiz nepfisla prostfednictvim jiného informac¢niho kanalu.

Stromovéa sit estimatori je zachycena na obrazku 2.2. Zasadnim rozdilem oproti
hierarchickému usporadéni pouzitému v distribuovaném odhadovani, obrazek 2.1, je
neurceni kofene stromu, Zzadny estimator neni zvolen jako centralni.

E; Es

\E E/
3 [ 4
B ™ B,

Obréazek 2.2: Stromové usporadéani estimatoru

Decentralizované odhadovani vyuZzivajici takzvanych kanalovych filtri je navrzeno
v [31]. Kanélové filtry jsou pomocné estimatory majici na starost uchovavani informace
spoleéné dvéma sousednim estimatorim.

Zakladni myslenka kanalovych filtra je objasnéna na nasledujicim pfikladu. Necht
mnoziny méfeni Z4, Zp obsahuji podminéné nezavisl4 méfeni z4, zc, zp, pricemz
Za=A{za,zc}, Zp = {zc,zp}. Hustota p(x|Z4 N Zp) vyjadiuje spoleénou informaci,
méfeni z¢ je spoletné obéma mnozindm Z4, Zp. Hustotu p(x|Z24 U Zp) podminénou
v8emi méfenimi je mozné vyjadrit jako

p(x|Z24)p(x|ZB)

p(x|Z4U Zp) x
(x| 5) p(x|Z4N Z5)

(2.30)

Zavedeni pomocného filtru, ktery by poskytoval spoleénou informaci danou hustotou
pravdépodobnosti p(x|Z4 N Zp), umoziuje nalézt feSeni problému decentralizovaného
odhadovani. Podminkou je vyse zminéna podminéna nezavislost méfeni a moznost rea-
lizace pomocného filtru. Stromové sit estimatort tuto moznost poskytuje.

MnozZina indexti estimétorii, které sousedi s estimatorem E,, bude znacena Nj.
Pro priklad z obrazku 2.2 plati N1 = {3}, Na = {3}, N3 = {1,2,4}, atd. Estiméa-
tor Eyx, A € Ny, oznacuje pomocny estimétor nazyvany kanalovy filtr, ktery uchovava
informaci spoleénou estimatorim Fy a E).

Na obrazku 2.3 je rozkreslena situace pro estimator E3 a jeho sousedy A € N3. Kazdy
estimator se sklada z vlastniho estimétoru a kanalovych filtri pro kazdy komunika¢ni
kanal. Kanalové filtry znaji informaci sdilenou estimatorem a jeho pfislusnym sousedem.
Po zpracovani lokalniho méreni z](j’) posle estimétor F3 estimatorim E1, Ey a Fy svij
filtra¢ni odhad skrz prislusné kanalové filtry E31, E3s a Es4, které na oplatku piijmou
filtra¢ni odhady od estimétort E;, Fy a F4. Kanalovym filtram je tedy znédma i infor-
mace obsazend v estimatoru a v jeho prislusném sousedovi. Nové informace obsaZzena
v prichozim odhadu je ziskdna ode¢tenim spole¢né informace od piichozi informace.
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Ey | F3

|

Egl E45 I

E3<—+E34} {E43F—>E4

B {E

Obrazek 2.3: Kanélové filtry

Sloucena informace v estiméatoru F3 je dana se¢tenim puvodni informace v estiméa-
toru E3 a novych informaci dodanych kanalovymi filtry Fs31, E3o a Fsy.
V souladu s obecnym vztahem (2.30) se slou¢enim odhadt poskytnutych soused-

P s P s P e P (4
nimi estimatory FE) s vlastnim odhadem estimatoru E, ziskaji stfedni vektor X,(W)g F

)

(24
a kovariancéni matice P(

k|k,F>
oy Loy _ O ) pen) o)
PLir Xk\k,F_Pk\k k\k"'z ( we o Xk ~ Prest Xl o (2.31a)
AEN,
(e0) —1_ (e)—1 (ex) —1
Pk\k,F k:\k: + Z ( K|k _Pk\k—l . (2.31b)
)\6./\/’@

Stiedni vektory )Ac](j:)F a kovarian¢n{ matice P](jl;\g poskytované kanalovymi filtry FEpy

se ziskaji obdobnym postupem,

(00 1@y _pnTle® | pOnTI0) _pen) o
Pkr Xk|k,F Pur  Xe T Prji e~ Prk—1 Xkl (2.32a)
(ex) — (ee)—1 ()1 (ex) 1
Puer =Puy +Pg — Pl (2.32b)

nebot nové spoletna informace estimatoria E; a Fy je déna sjednocenim lokalnich in-
formaci. Jinymi slovy sou¢tem informaci a odectenim spole¢né ¢asti.
Prediktivni odhady (2.5) ve vSech estimatorech i ve vSech kanalovych filtrech jsou
zalozeny na odhadech po fazi. V ¢ase | = k + 1 je tedy nutno pouzit diive zminéné
. %an i s L&) A () (6) & po) LX) A L (EA) (2 &
preznaceni odhadd, X" = X_4 p Py = Pty po X0 = X0 5 Py =

P(Z)\) '
I|i-1,F
Fize hustot pravdépodobnosti je opét analogické k fuzi bodovych odhadi. Obdoba

faze (2.31) je v hustotach pravdépodobnosti dana vztahem

\)

¢ ¢ p(xk|Z,)
p(xelZ{ ) okl 2) ] ey (2.33)
NeN, P(Xk| 232 N Z77)

(0)

Pouziti pravidla (2.30) je ziejmé po vyjadfeni jednotlivych mnozin méfeni, Z,’ =
Z,ié_)l U z,(f), Z,g)‘) = Z,gi)l U z,(:), pricemz podle definice jsou lokalni méfeni podminéné
nezavisla, z,(f) ﬂz,(:\) = (). Mnozina sousedii estimatoru E, v¢etné estimatoru samotného

bude znafena N,", N} = N, U {¢}. Pak Z,gi)p = UAGNZF Z,?‘). Dale je z podminéné

nezavislosti méreni ziejmé, Ze spolecna ¢ast informace po filtraci je stejna jako spoleéné
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¢ast informace pred filtraci, Z,ff) N Z,g)‘) = (Z,gé_)1 U z,(f)) N (Z,g);)l U z,(f‘)) = Z,g);)l N Z,gi)l.
Vztah (2.33) je pak dan opakovanym pouzitim pravidla (2.30).

Obdoba kanélovych filtra (2.32) je v hustotach pravdépodobnosti dana vztahem

pxk | 28 p(x|Z)
? A .
pxil 2, Nz

POk 240 N 200 o (2:34)

Odvozeni z pravidla (2.30) je zfejmé po rozepsani sjednoceni mnoZzin méfeni po fazi
Z,g;, N Z,i’)}; na tvar (UAe/\/f Z,g)‘)) N (Une/\fj Z,gﬁ)). Tedy na prunik sjednoceni filtrac-
nich mnozin méfeni nalezejicich sousedim estimatoru E; (véetné Ey) a sjednoceni fil-
tra¢nich mnozin méfeni nalezejicich sousedium souseda F)y (véetné E)) estimatoru Fy.
7 predpokladané stromové sité estiméatoru vyplyva, Ze tento prinik je roven sjednoceni
filtra¢nich mnoZzin méfeni estimatoru E, a prislusného souseda FE), v souhrnu tedy plati
zZhnzll=2z"uz.

Podobné jako v predchozim piipadé jsou prediktivni odhady (2.8) ve vSech estima-
torech i ve vSech kanélovych filtrech zaloZeny na odhadech po fizi. V Gase | = k + 1
je tedy pouzito dfive zminéné zjednodusujici preznaceni Zl(f)l = Zl(f)l, - V kanélovych
filtrech je tfeba rovnéz pouzit pfeznaceni Zl(i‘i = Zl(:\{ I

V literatufe [31] je mylné uvadéno, Ze lokalni odhady po fazi jsou rovny centrali-
zovanym odhadtim se zpozdénym nepiimym vyuzitim méreni z](fx), kde 0y, £y ¢ j\/‘;,
oznacuje estimator nesousedici s estimatorem FEy. Délka zpozdéni je rovna poctu esti-

3)

matort na cesté mezi estimatory Ey a Ejy, . Pro priklad na obrézku 2.2 je méfeni z;

(2) (4)

vyuzito v estiméatoru Fy v Case k, méfeni z, " a z, ' jsou vyuZita v case k + 1 a mé-
feni z,(f) a z,(f) v Case k + 2. Uvadéna rovnost v8ak plati pouze za dalsich predpokladi.
Napiiklad pokud stavovy sum wy je nulovy, a tudiz neovliviiuje podminénou nezavislost
méfeni. Je tfeba pripomenout, Ze pokud jsou méreni z,(f), z,(:‘) nezavisla za podminky
znalosti stavu x; ve stejném Case k, spoleény stavovy Sum obvykle zarucuje zavislost
zl(e), zl(’\) za podminky x; pro [ # k. V obecnych stromovych sitich jsou pak lokalni od-
hady pouze aproximaci centralizovanych. Uvedeny nedostatek lze odstranit opakovanou
vymeénou sloucenych odhadt a opakovanou fazi pfed posunutim se do dalsiho ¢asového
kroku k + 1. V takovych pripadech nedochazi k poruseni podminéné nezévislosti, ktera
byla kli¢ova pti odvozeni vztahu (2.30).

Vyhodou uvedeného zpiisobu decentralizovaného odhadovani je moznost snadného
pridani nového estiméatoru, protoze vyzaduje pouze lokilni zmény. Pouze lokalni estiméa-
tor, k némuz je novy lokaln{ estimator pfipojen, zavadi novy kanalovy filtr, zbylé lokalni
estimatory ztstavaji beze zmény.

Teoretické feSeni decentralizovaného odhadovani (2.33), (2.34) je sice znamé, pro-
blémem vsak ziistava vypocet obecného vztahu (2.30) pro libovolné hustoty. Globalni
filtry uvedené v kapitole 2.1.2, tedy Césticové a smésové filtry, aproximuji libovolné hus-
toty pravdépodobnosti pomoci pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veliciny,
respektive pomoci smési Gaussovych hustot.

Prvotnim problémem v ¢asticovych filtrech je aproximace hustot pravdépodobnosti
pomoci rozdilnych vazenych bodu. Prepocet aproximaci do spoleénych bodi je navrzen
v [64] a [63] pomoci heuristického pfevedeni ¢astic na hustoty pravdépodobnosti a vy-
poctu vah ve zvolenych spoleénych bodech. Nicméné navrhu spoleénych boda neni vé-

novana vétsi pozornost, i kdyz se jedna o zakladni ¢initel ovliviiujici kvalitu aproximace.
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Jinym feSenim je prevedeni na pifimé slu¢ovani odhadnutych hustot pravdépodobnosti
vyjadienych ve formé smeési.

Problémem smésovych filtrta je déleni hustotou. Vhledem ke skutecnosti, Ze smési
Gaussovych hustot pouze aproximuji teoretické hustoty pravdépodobnosti, neni vysled-
kem déleni smés Gaussovych hustot. Je tedy nutno hledat néjaké aproximace. Reseni
navrzené v [69] pro kazdou slozku smési v Citateli pouziva aproximaci smési ve jmeno-
vateli pomoci Gaussovy hustoty. Vysledna aproximace podilu smési je ddna vaZenym
souctem podilu Gaussovych hustot, pficemz podilem Gaussovych hustot je bud Gaus-
sova hustota, nebo podil nemé feseni. Existenci feSeni je nutno zarucit volbou vhodnych
kovarian¢nich matic ve smési hustot ve jmenovateli nebo dalsi aproximaci zminéné smeési
hustot.

Spoleénym rysem uvedenych globalnich filtra je aproximace hustot. Aproximace po-
uzité v lokdlnich estimatorech se mohou lisit od aproximaci pouzitych v centralizovaném
estiméatoru, ktery by pouzival méfent z,(:), k&N, +, se zpozdénim. Obecné tedy od de-
centralizovaného odhadovani nelze o¢ekévat dosazeni stejné kvality jako od klasického
odhadovani, kde estiméator zpracovava vSechna méfeni pirimo.

V ¢lanku [87] bylo nastinéno decentralizované odhadovani pro obecn&jsi sité esti-
matori, takzvané 2-stromy, jehoZ cilem je dosazeni kvalit centralizovaného odhadovani.
Decentralizované odhadovani, které nemé za cil dosazeni kvalit centralizovaného od-
hadu, je naplni nasledujici podkapitoly.

2.2.3 Vazeni bodovych odhadi

Dalsi pristupy k odhadovani pomoci vice estimatorti opoustéji cil, kterym je dosazZeni
stejnych vysledkt, jez by byly obdrzeny pfimym zpracovavanim vSech méfenych dat
v jednom centralnim estimétoru. Zatimco dosud byly lokalni estimétory chépany spise
jako uziteény mezikrok mezi senzory a centrialnim estimétorem, ve zbytku prace bude
uvazovan opacny néhled. Namisto rozdéleni celku mezi vice ¢asti bude uvazovano spojo-
vani vice samostatnych ¢asti do jednoho celku. Lokélni estimatory budou pfedstavovat
samostatné objekty, fize bude spiSe nadstavbou nez vychozim pozadavkem.

Tato podkapitola se omezuje pouze na fazi bodovych odhadi, sluc¢ovani je uvazovano
pouze linearni. Pro prvni niZe uvedeny pfistup neni analogie v hustotéach pravdépodob-
nosti znama. V dalsim piistupu lze uvazovat nelinedrni pravidla pro sluc¢ovani hustot,
ale uvedeny pristup je ponékud heuristicky. Proto se fizi hustot pravdépodobnosti bude
vénovat az nésledujici podkapitola.

Fuazi bodovych odhadua lze provést pomoci linedarniho pravidla. Lokalni odhady se
vynésobi vahovymi maticemi Wg) a seCtou,

S S
Kir = WK S W =1, (2.35)
(=1 (=1
pri¢emz soucet vahovych matic musi byt roven identické matici p¥islusného radu. Dale
je treba urcit kovarianéni matici chyby odhadu Py p.

Jednim z piistupi k véazeni lokalnich odhadi (2.35) je zavedeni pomocného krité-
ria. Tim muZe byt maximalni vérohodnost slou¢eného odhadu [8, 17, 18|. K stejnym
vysledkiim vede minimalizace kvadratické chyby [75], pfibuzny problém je feSen v [65].
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Vychozi myslenkou fize odhadi podle maximalni vérohodnosti je vyjadieni odhadu
stavu %%} pomoci skutecného stavu xj, %\ = x + (A(Z) — x3). Cl : je az
K P ks Xy = Xk 4 (X — Xg). Clen v zavorce je az

na znaménko chyba odhadu. Pro linearni gaussovsky systém (2.1) ma chyba odhadu

(0)

nulovy stifedni vektor, kovarianéni matice chyby odhadu je ddna matici Pk| - Na uve-
deny vztah lze pohliZet jako na rovnici méreni, kde méfeni je reprezentovano lokalnim
odhadem f(l(fk. Sloucenim takovych lokalnich rovnic se ziskd jedna rovnice pouzitelna

pro ziskani celkového odhadu. Slou¢ené rovnice je déna

ZkF|k = Igxy, + v,ﬁk, (2.36)
()
k|k?
sloZzena z identickych matic I,, a chyba méTeni VII:‘ ;. Je dana chybami lokélnich odhadd,

(1) 2(1)

kde vektor méreni zﬂ i Je dan pospojovanim lokilnich odhadt x, ; , matice méfeni Ig je

Xklk I, Xk~ Xk

z=1 i | Is=1]: |, vip=—| : | (2.37)
<) - ()
Xk|k In, Xk~ Xk

Kovarianéni matice chyby méfeni PkF| i je dana nejen kovarian¢nimi maticemi chyb lo-

kalnich odhadt P](j?, ale i vzadjemnymi kovarianénimi maticemi PUN ) £4,

|k o
(11) (18)
Pk|k Pk\k
Po.=1| : . | (2.38)
(51) (59)
Pk|k Pk|k

K vypoctu slouc¢eného odhadu (2.35) je tedy kromé znalosti lokalnich odhadt nutna
i znalost jejich vzajemnych kovarianénich matic P](jz‘). Ty lze vypocitat podle vztahu

X 0) g0\ (A A )N T
P}M = (I, —Ki)Hi))P;ﬁw)_l(Inz ~KWHO)T L KORMIKNT (2.39)
kde ng;ll je nyni dano predikci, P](fj‘l)‘ = F P](jg) F;f + GkaGE, nikoliv kanalovym

filtrem. Na rozdil od distribuovaného Kalmanova filtru (2.27), v tomto pfipadé je nutno
do centralniho estimatoru posilat i lokdlni Kalmanovy zisky K,(f) a K,(;\), piipadné
(0) ()

i lokalni matice méreni Hy 7, H;”’ a znat vzajemné kovarian¢ni matice Sumi lokalnich
méfen{ R,(f/\), jsou-li nenulové.

Navic rovnici méfeni (2.36) nelze pridat k rovnici dynamiky systému (2.1a) a pouZit
Kalmanuv filtr (2.4), (2.5). Sum méFeni V]ﬁk totiz neni ani bily, ani nezavisly na stavu x.
Je v8ak mozné pouzit odhad podle maximalni vérohodnosti, ktery tyto predpoklady

nevyzaduje. Linearni slouceni lokalnich odhadi je v tomto pfipadé dano nepfimo pomoci

1
K r = (IEPE, T 1s) ' IEPE, 2l (2.40a)
Pyjr = (5P, 'Is) 7Y, (2.40D)

ale pfevod do formy (2.35) je pﬁmoéary, maticové vahy W,(f)
blokiim matice (]ITPf| kfll[ )UIPh Kk ' Kovarianéni matici lze rovnéz vyjadiit ve tvaru

(OpN) gy )
Pk|kF_ZZW Pk|k , (2.41)
=1 A=1

jsou rovny piislusnym
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ktery je vhodny pro uvazovani skalarnich vah nahrazujicich maticové vahy W,(f) [53].

. ‘1. f s 12 e L . PR . [2) .
Jsou-li lokdlni odhady nezavislé, a tudiz vzajemné kovarianéni matice Pl(CI k) nulové,

lze rovnice (2.40) pfepsat do tvaru

S
-1 2 _ 0~ ()
Pk\k,FXklk,F_ZPk\k Xk (2.42a)
/=1
~p0)!
_1 -
Pikr = Phi (2.42b)
(=1

kde bylo zavedeno zkracené znaceni P](j])g = P](j?. V tomto specidlnim piipadé fize ma

slu¢ovani odhadt jednoduchou interpretaci, ktera je ziejma po piepsani do informad¢nich
proménnych. Celkova informace je dana souctem nezavislych informaci.

Jinym piistupem k vaZeni lokalnich odhadu (2.35) je ziskani néjakého praméru [62,
14, 60, 61| bez snahy minimalizovat informaéni miry. Praméry jsou ziskdvany decen-
tralizovanym zptisobem, kazdy estimator si vyménuje své odhady se svymi sousedy,
pricemz sit estimatori muze byt libovolné, jsou povoleny cykly. Po obdrzeni odhadi
je k lokdlnimu odhadu pfi¢ten véZeny prumér rozdili sousednich odhadu a lokalniho
odhadu, pouzité vahy jsou skalarni. Takto je po mnoha iteracich dosazeno aritmetic-
kého prameéru odhadti, kde véhy jsou skalarni, ale blize neurcené. Zaviseji na vahéch
lokalnich primeéri. Stejnym zpiisobem je mozné zpriamérovat i kovarianéni matice chyb,
ale vysledek neni roven vysledné kovarianéni matici chyby odhadu.

Uvedeny postup je nazyvan konsensem, vypocet néjakého priiméru je ale spise kom-
promisem. Algoritmy konsensu byly navrzeny v deterministickém ramci, v pravdépo-
dobnostnim ramci je nelze pouZivat bez rozmyslu. Lze je smysluplné pouzit na lokalni

()
Elk
stejnymi skalarnimi lokalnimi vahami. Tento postup je ale ponékud heuristicky. V ka-

informacni vektory ¥,/ . Lokalni informac¢ni matice Y,(j,)c pak museji byt prumérovany se
pitole 2.3.2 je uvedeno formalné stejné pravidlo fize, které ovSem vychazi z vyssich
pozadavku a které urcuje lokalni vahy na zakladé zvoleného kritéria.

2.3 Konzervativni fluze

Kapitola 2.2 predstavila odhadovani stavu pomoci vice estimétorti. Distribuované a de-
centralizované odhadovani vychézelo z rozdéleni zatéze centralniho estimatoru mezi vice
lokalnich estiméatort a bylo zaloZeno na nezavislosti Sumt méreni mezi jednotlivymi lo-
kalnimi estimatory (2.26), (2.28). Vazeni bodovych odhadii podle maximalni vérohod-
nosti vyzadovalo po¢itani vzajemnych kovarianénich matic (2.39), sit estimatora byla
omezena stejné jako u distribuovaného odhadovani na nékolik lokalnich estimatora a je-
den centralni. Pomoci algoritmua konsensu bylo mozné vypocitat néjaky vazeny primeér,
ale cilem primérovani bylo ziskani zprimérovaného, nikoliv lepsiho, odhadu.

Obecné informacdni fize vyzaduje zna¢ny stupen volnosti. Obvyklym predpokladem
je naptiklad pouze lokalni znalost dat a zptisobu jejich ziskédvani. Dalsim predpokladem
byvéa neznalost spole¢né informace, tedy vzéjemnych zavislosti informaci. Pak mohou
byt informadni zdroje bez problému pridédviny a odebirany, graf reprezentujici schéma
predévani informaci miZe byt libovolny a mize byt i ¢asové proménny. Fuze informaci
tedy musi respektovat neznamou spole¢nou informaci. Pro odhady je tudiz nutno zavést
vztah, ktery by respektovani neznamého vyjadioval.
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Pro bodové odhady je v literatute zaveden pojem konzervativni odhad [88], nékdy
téZ nazyvany jako kovarianéné konzistentni. Odhad, chédpany jako dvojice skladajici se
z vektoru x a matice kvality odhadu P, je konzervativni, pokud spliiuje nerovnost

P - E{(x—x)(x-%x)T} >0, (2.43)

kterou je mysleno, Ze vyraz na levé strané je pozitivné semidefinitni matice. Matice
kvality odhadu P vyjadruje sebehodnoceni kvality odhadu a pro odhad optiméalni podle
stfedni kvadratické chyby je idealni matice kvality odhadu P rovna kovarianéni matici
chyby odhadu. Jako s kovarian¢ni matici je s ni také zachazeno. Slovy lze podminku
konzervativnosti odhadu popsat nasledovné. Matice kvality odhadu P musi byt alesponi
rovna stfedni hodnoté kvadratu chyby odhadu. Volnéji feCeno, predpokladana chyba
odhadu nesmi byt mensi nez skuteéné chyba odhadu. Je tfeba predeslat, Ze pro hustoty
pravdépodobnosti zatim nebyla konzervativnost definovana.

2.3.1 Sjednoceni kovarianci

Konzervativnost bodového odhadu se primo vyuziva v takzvaném sjednoceni kovari-
anci [46, 13, 44|. Tento piistup neni pouZivan ke slu¢ovani informaci obsaZenych v jednot-
livych lokélnich odhadech, ale k zavedeni odhadu, ktery by nebyl v rozporu se zadnym
lokalnim odhadem. Cilem neni odhady sloucit, cilem je nalezeni odhadu konzervativ-
niho vaci vSem lokdlnim odhadim. Takovy odhad mé vyuziti v pripadé, kdy existuji
pochybnosti o spravnosti lokdlnich odhadt. Tyto pochybnosti mohou vznikat na vys-
Sich urovnich abstrakce zpracovani informace. Piikladem je Spatna asociace. Spatné
prifazeni dat k objekttim nelze rozpoznat na dosud uvazované trovni daného systému.
Odhady tak mohou byt znehodnoceny. Protoze nelze s jistotou Fici, ktery odhad vybrat
jako spravny, je nutno radéji predpokladat Vét(E)i chybu, nez nabyt mylné jistoty.

Sloucené odhady fc,(j;f S matici kvality P K|k, F jsou vymezeny nerovnostmi

> P 4 (5 )@ gt (2.44)

(€) _
p Xk|k,F Xk\k klk,F — Xklk

k|k,F |k

kde \ € ./\/'; a nerovnost znamené, Ze vyraz leva strana minus prava strana je po-
zitivné semidefinitni. Vychozi myslenkou je vyuziti podminky konzervativnosti (2.43)
pro hypotézy, Ze stav x ma stfedni vektor f(,(:‘,z a kovarian¢ni matici Pg{j‘;

Z vymezenych odhadt je tfeba vybrat jeden. Napiiklad takovy, ktery ma miniméln{
determinant matice kvality odhadu,

(% )  p©

Xyip.po Pryp) € argmin det(P). (2.45)

(*,P) (2.4
Protoze hledani optimalniho odhadu je vypocetné naro¢né, mize byt cilem pouzit

(0

néjaké suboptimalni feSeni. Napftiklad zvolit slou¢eny odhad X1k F

nich odhadu 5{1(:“]2 a podle podminky (2.44) dopocitat matici kvality P](fli - Pro dva
odhady, A = 1,2, m4 tloha FeSeni v uzavieném tvaru

jako prumér lokal-

N Lo 1o
Xilke,F = 9 k|k+2 k|k> (2.46a)
T (1) L 5O L)y O C()\T
S8 =P+ Ky r — Xage) K r — Xpp) (2.46b)
T _ (q-1\T (p(2) () c2)\ o) @\T) -1
VDV™ = (57T (P + (&) p — X0 » — %0T) 87, (2.46¢)
Pyr =S Vmax(D, I, )V'S, (2.46d)
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kde S je maticovd odmocnina, V je matice vlastnich vektord, D je diagonalni matice
vlastnich ¢isel a funkce max je maximum po slozkach.

Zobecnéni sjednoceni kovarianci bylo provedeno v [68]. Protoze konzervativnost hus-
tot pravdépodobnosti nebyla definovéna, neexistuje zobecnéni pro hustoty.

2.3.2 Prinik kovarianci

S konzervativnosti bodovych odhadii je v takzvaném priiniku kovarianci [43, 19, 20,
95| zachazeno odlisnym zpusobem. Predpoklada se, Ze vSechny lokalni odhady jsou
konzervativni. Namisto hledani odhadu konzervativniho vic¢i véem lokalnim odhadtim je
hledan konzervativni slou¢eny odhad, ktery musi byt konzervativni nehledé na neznamé
vzéjemné kovarian¢ni matice Pl(jz‘), jez mohou byt libovolné.

Protoze informace mohou byt zévislé, nelze je jednoduSe sCitat jako ve vztahu
pro fazi (2.42). Ale lze je primérovat. Metoda priiniku kovarianci pouZziva vazeny arit-
meticky primér s vahami w,, wy, > 0, na lokdlni odhady v informaé¢nim tvaru. Rovnice
faze lze zapsat jako

() A(f) PN EINCY!

Pk|kF Xk, F = Z /\Pk|k Xklk (2.47a)

xeNt

¢ 1 -1

Pk Z wAPMk ; (2.47b)

XEN
> wy, (2.47¢)

XeN

vahy [wy ]y cpr+ Pudou oznacovany symbolem w® . Konzervativnich slouc¢enych odhadi je
£

mnoho. Proto se podobné jako ve sjednoceni kovarianci zavadi kritérium, podle kterého

je mozné vybrat nejlepsi vahy. Castym kritériem je neurcitost odhadu. Slou¢ena matice

kvality p)

Kk, F mé byt co mozna nejmensi, jako kritérium je volen jeji determinant.

© jsou pak dany

e

Optimalni vahy wy

€ argmin det(ng;C P (2.48)

w®)

v

suboptimalnich feseni [59, 29]|. Vahy lze napiiklad volit tmérné determinanttim inverzi
lokAlnich kovarian¢nich matic,

1
wy o< det P,(d,z , (2.49)

tedy determinanttm lokalnich informac¢nich matic. Toto doporuceni vychézi z jednodu-
ché uvahy. Odhadu s malou informad¢ni matici je prifazena mala viha, na tento odhad
nebude bran zfetel. Odhad s velkou informaé¢ni matici je dlezity, bude mu nalezet velka
vaha. DimysInéjsi volbou je napriklad

_ A -1
wy ox det(P L) — det(P L — p,g‘,g )+ det(Pf) ), (2.50a)
kde matice P + je dana
()L
N+ = > Py (2.50b)

XeN;
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Tento postup bere v potaz nejen velikosti informac¢nich matic, ale i vzdjemné vztahy
odhadi. Malé kovariance pro vSechny slozky stavu jsou upfednostiovany pied malym
sou¢inem kovarianci jednotlivych slozek.

Nedostatkem metody obecné je pfilisna konzervativnost. Matice kvality slou¢eného
odhadu P,(j;f’ 7 je casto velmi velkd oproti kovarianéni matici vypoctené v piipadé, kdy
by zéavislosti lokalnich odhadt byly zndmé. Zobecnéni pruniku kovarianci pro ¢aste¢nou
znalost vzajemnych zavislosti lokalnich odhadi bylo provedeno v [35, 34, 40].

2.3.3 Konzervativni fiize hustot pravdépodobnosti

Metodu pruniku kovarianci 1ze zobecnit pro hustoty pravdépodobnosti. Konvexni kom-
binace bodovych odhadu (2.47) mtze byt nahrazena vazenym geometrickym priamérem
hustot pravdépodobnosti [37]. Rychlé suboptiméalni algoritmy byly navrzeny v [94, 28|.
Vazeny geometricky priameér hustot p(xk|Z,g>‘)) s vahami praméru w,, w, > 0, je dan

paCerl 2w @) o T v l2™), 3wy =1 (2.51)
XENS NENF

Znaceni p, upozoriiuje, ze hustota ziskand konzervativni fuzi hustot neni rovna hus-
tote p(xMZ,EE}), kterou by poskytoval centralizovany estimator, ale je pouze n&jakou
aproximaci. Kritériem pro vybér optimalnich vah w,(f) miize byt opét neurcitost, tento-
krat hustoty pravdépodobnosti. Neur¢itost slou¢ené hustoty pa(xk|Z,£Z2,; w®) mize byt

mé&fena diferencialni Shannonovou entropii H(p,),

H(p,) = — / Pkl 20 w0 ) Inpy (xi | 21 s D) dxy, (2.52)
W e arg min H(p,)- (2.53)
w@)

Minimalizaci kritéria se lze vyhnout pouzitim suboptimélnich vah. Je tfeba nezapo-
minat, Ze diferencidlni Shannonova entropie muze byt zaporné. Proto je tfeba pouzivat
vhodnou transformaci na nezdporné hodnoty, napiiklad pomoci exponencidlni funkce.
Suboptimalni vahy mohou byt vypocitany napiiklad jako

wy, o< exp(—H(p(x| ZP))). (2.54)

Jinym pristupem k nalezeni vah geometrického priaméru hustot (2.51) je hledani
takové sloudené hustoty pa(xk|Z,£Q,;wg)), ktera by byla v n&jakém smyslu nejblize
k lokalnim hustotam p(xk|Z,i’\)). Kvili prehlednosti zapisu bude dale pouzito zkracené
znaceni lokalnich hustot py = p(xk|Z,£)‘)), pro slou¢enou hustotu bude pouzito p, =
pa(xk|Z,gi)p; w(e)). Pro srovnani hustot pravdépodobnosti se ¢asto pouziva Kullbackova—
Leiblerova divergence D(p,||p»), kterad je definovana vztahem

Do\ Xk

Dlul) = [ paloe)n 220 . (2.55)
O pa(Xk)

V souladu s timto piistupem bude optimélni hodnota divergence oznacena D*.

Pro dvé slucované hustoty py a py navic plati D* = D(pk|lprn) = D(pk|lpe), kde rov-

nost lokalnich divergenci byla omezujici podminkou minimalizace D(p||p¢). Lze ukazat,
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Ze plati rovnost

D* :—lnmin/ [T »\* dxe. (2.56)

w® *NeNt

Hodnota D* se nazyva Chernoffova informace [23]. Na hledani vah w(®) je mozné pohlizet
jako na nésledujici minimalizaci,

Eargmm/ H p)\ dxp. (2.57)

4
© XeN

V tomto pripadé€ je kritérium rovno konstanté, jiz je tfeba délit vazeny geometricky
prumér hustot (2.51) tak, aby vysledna funkce byla hustotou pravdépodobnosti.
I pro tento pristup byla navrzena suboptiméalni feSeni. Napiiklad je moZno feSit
soustavu rovnic
D(pallpe)w, — D(prllpa)wy =0 (2.58)

pro k € N. Piipadné lze vybrat n&jakou kombinaci linearné nezavislych rovnic. Pak
suboptimalni vihy mohou byt vypocteny naptiklad podle vztahu

wy o 2P T 1, (2.59)
D(pellpy) ceN,

kde pro A = £ je tieba dodefinovat zlomek pred sou¢inem jako 1.

Zobecnéni pravidla pro bodové odhady (2.47) na pravidlo pro hustoty pravdépodob-
nosti (2.51) bylo provedeno na zékladé souvislosti s parametry Gaussovych rozdéleni.
Bylo tedy heuristické, ale je mozno pfidat i jiné argumenty. VaZeny geometricky pri-
mér hustot lze interpretovat jako kombinaci hustot, které jsou povazovany za nezavislé,
pri¢emz mozné zavislosti byly zmirnény exponencialnim zapomenutim hustoty.

Je vhodné pfipomenout, Zze konzervativnost hustot nebyla zatim v literature defi-
novana. Konzervativnost je vSak moZno vztdhnout na operaci faze [41]. Fuze hustot
je konzervativni, jestlize pro kazdy stav x; neni podcenéna hustota pravdépodobnosti.
Receno jinymi slovy, nesmi byt podcenéna neurcitost jednotlivych stavi, tedy nesmi
byt precenéna informace. Podminku konzervativnosti fize 1ze zapsat jako

. DN > mi (\)
Xy po(Xk| 24 1) > )\Iéljl\%_ <p(xk|Zk )) . (2.60)

Geometricky pramér hustot této podmince vyhovuje. Fiize hustot pomoci geometrického
priméru je tudiz konzervativni.

Globalni filtry poskytuji aproximace obecnych hustot. Problémy spojené s realizaci
vazeného geometrického priuméru (2.51), pfipadné obecné konzervativni fize (2.60) jsou
z Casti spole¢né s problémy pii feSeni presné fuze (2.30). Pro ¢asticové filtry je opét tfeba
vSechny hustoty aproximovat spole¢nymi body. Nové pfibyva nutnost pocitat kritérium
a urceni optimalnich vah geometrického prameéru.

Fuaze Gaussovych smési byla zkoumana napiiklad v [89, 39|, kde bylo navrzeno pouZit
prinik kovarianci pro vSechny kombinace slozek smési. Toto heuristické feseni vSak
neodpovida fazi hustot pravdépodobnosti. Problémy dalsiho navrzeného postupu jsou
nalezeni vhodné aproximace mocniny Gaussovy smési a urceni diferencidlni Shannonovy
entropie.
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Uvedenym problémim je mozno se vyhnout pouzitim jinych pravidel vyhovujicitho
podmince konzervativnosti (2.60). Otézkou vsak zustava jejich interpretace. Napiiklad
vazeny aritmeticky primér hustot pravdépodobnosti lze chapat jako vazeni hypotéz.
Tento vyklad prilis neladi se skute¢nosti, ze vSechny lokalni hustoty mohou byt spravné.
Odlisnost lokalnich hustot neni dana prijetim Spatnych hypotéz, ale je zpisobena zpra-
covavanim jinych lokalnich dat. Fize by tedy spiSe méla lokalni hustoty kombinovat, ne
z nich vybirat.

2.4 Shrnuti

V kapitole 2 byla nejprve predstavena tloha odhadu stavu dynamického stochastic-
kého systému. Odhad muze byt bodovy, nejéastéji ve formé stfedniho vektoru s kova-
rian¢ni matici chyby, nebo muze byt dan hustotou pravdépodobnosti, obvykle aproxi-
mované Gaussovou smési nebo reprezentované ¢asticemi. Pro modely popisujici systém
pouze piiblizné je zajimavou tlohou zvazeni dostupné, ale v modelu nezahrnuté, znalosti
omezeni stavu.

V dalgi ¢ésti byla popsana tiloha odhadu stavu pomoci vice estimétora. Zakladnim
pristupem bylo rozdéleni tkoli centralniho estiméatoru mezi vice lokalnich estimatora.
Neslo vsak o distribuovany vypocet, lokilni estimatory zpracovavaly prislusna lokalni
data, centralni estiméator slucoval lokdlni odhady. Dale byl odstranén centralni estiméa-
tor, ale odhady dosahovaly kvalit centralizovaného odhadu. Méné informaci bylo vyuZi-
vano pro centralni slu¢ovani bodovych odhadi podle maximalni vérohodnosti. Celkovy
pohled na fazi byl od této chvile opa¢ny, namisto déleni kol centralniho estimatoru
bylo uvaZovano slu¢ovani odhadi jiz existujicich lokalnich estimétort. Nésledné bylo
naznaceno primérovani bodovych odhadd vychéazejici z deterministického pohledu.

Vazenému prameéru odhadt byla vénovana posledni ¢ast. Pravdépodobnostni pohled
zavedl pojem konzervativnosti bodového odhadu a konzervativnosti fuze. Dale zavedl
kritérium pro urceni nejlepsich vah. Kromé kombinovani bodovych odhadi bylo mozné
vyuzit definici konzervativnosti k nalezeni odhadu, ktery by nebyl v rozporu se zadnym
lokalnim bodovym odhadem. Takovy pristup mé uplatnéni napiiklad pfi znalosti chyb,
které mohou nastat vné definovaného systému, na vyssi arovni abstrakce. Jednou z va-
riant takovych chyb je pfifazeni méfeni pochézejiciho z ciziho objektu ke sledovanému
objektu.

Celkové byla faze feSena pro bodové odhady, hustotdm pravdépodobnosti je v li-
teratufe vénovana mensi pozornost. Fuze hustot byla ¢éstené feSena pro Gaussovy
smeési, pro ¢astice byly provedeny jen zakladni tvahy, obvykle je navrhovan piechod
k jiné reprezentaci hustoty, piipadné kombinace pristupti. Navic je tfeba pocitat entro-
pie nebo divergence hustot pravdépodobnosti, at uz za tcelem hledani optiméalnich vah
nebo navrhu suboptimélnich vah. Omezeni stavu v tlohéch fiize uvazovano nebylo. Dalsi
nevyfeSenou otézkou zistala definice konzervativnosti pro hustoty pravdépodobnosti.



Kapitola 3
Cile prace

Kapitola 2 pfedstavila tilohu odhadu stavu dynamickych stochastickych systémi, stan-
dardni bodové a globalni filtry a tilohu odhadovani s omezenim. Dale pfedstavila tilohu
odhadu stavu pomoci vice estimétort majicich pristup pouze k lokdlnim méfenim. Fuze
odhadi poskytovanych témito lokalnimi estimatory byla roz¢lenéna na fuzi, jejiz ci-
lem bylo dosaZeni stejnych vysledki jako u centralizovaného odhadovani, a ostatni fazi,
vymezenou vazenim lokélnich odhadi.

V dlohach, kde estimétory jsou uvazovany jako samostatné fungujici celky, nelze
kromé lokélni dostupnosti méfeni predpokladat ani nezavislost lokalnich méreni ¢ zna-
lost zptisobu ziskdvani ostatnich lok4lnich odhadi. Proto byla pozornost vénovana kon-
zervativni fazi. Konzervativni fize byla v literatuie feSena pfedevsim pro bodové od-
hady, zobecnéni pravidla faze pro fazi hustot bylo provedeno heuristicky na zakladé
shody pravidel v piipadé faze Gaussovych hustot. Pro zobecnéné pravidlo dané vaze-
nym geometrickym primérem lokalnich hustot byla navrzena rtizna kritéria a pfiblizna
feSeni vah. Nicméné v literature neni dostatecné reseno provedeni fize pro hustoty v da-
nych neparametrickych reprezentacich, jakymi jsou napiiklad smési Gaussovych hustot
nebo c¢astice.

Reprezentace hustot pomoci ¢astic predstavuje v soucasnosti hlavni proud v pouziti
globalnich filtri. V pokrodilych dlohach odhadu, jakymi jsou odhadovani s omezenim
¢i fize odhadt, neni pouZiti ¢asticovych filtri podrobnéji zpracovano. Je proto Zadouci
prenést myslenky ¢asticovych filtri i do téchto tloh odhadu.

Na zékladé soucasného stavu feseni fiize hustot pravdépodobnosti jsou tudiz stano-
veny néasledujici cile.

1. Rozvoj odhadovdni s omezenim s ohledem na fizi hustot. Prozkoumat omezeni
hustot pravdépodobnosti z teoretického hlediska. Zabyvat se fuzi hustot v Glohéch
s omezenim.

2. Prizpusobeni cdsticovyjch filtri pro pouZiti ve fizi hustot. Nalézt postupy nevyza-
dujici zmény reprezentace hustot. Navrhnout vypocetné efektivni varianty Gasti-
covych filtrit pro pouziti ve fuzi hustot.

3. Fuze hustot pravdépodobnosti reprezentovanych cdasticemi. Navrhnout fazi Castic
pro stavajici pravidla faze hustot.

4. Zobecneni konzervativnosti. Definovat konzervativnost pro hustoty pravdépodob-
nosti. Pouzit navrzené definice ke zobecnéni konzervativni fiize bodovych odhadu.
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Celkove lze stanovené cile rozdélit do dvou proudi. Prvnim je rozvoj a pfizpisobeni
stavajicich estimétort s ohledem na problémy spjaté s fizi hustot v dané reprezentaci.
Do prvniho proudu spadaji cile ¢islo 1, 2 a 3, jez se zaméfuji predevsim na vypocetni
hledisko. Druhym proudem je pak rozvoj myslenek konzervativni fiize hustot pravdépo-
dobnosti. Je predstavovan cilem ¢islo 4 a zaméfuje se na teoretické hledisko konzervativni
faze.



Kapitola 4

Fuze a casticové filtry

Tato kapitola se zabyvéa prvnim proudem stanovenych cili diserta¢ni prace. Kapitola 4.1
pojednava o odhadovani s omezenim, kapitola 4.2 skloubi marginalni Casticovy filtr
s marginalizovanym ¢asticovym filtrem. Po disledném zachovavani ¢asticové reprezen-
tace slucovanych hustot je prikroc¢eno k fuzi ¢astic, provedené v kapitole 4.3.

4.1 Odhadovani s omezenim

Ulohy odhadu stavu systému, kdy model piesné neodpovida systému a kdy je znama
dodatecné informace o mnoziné piipustnych stavi, byly predstaveny v kapitole 2.1.3.
Jak bylo feceno, tyto tlohy vznikaji napiiklad pfi aproximaci slozitych nelinearnich
systémii pomoci jednoduchych linedrnich modelt nebo pti vyuziti kontextu, tedy kdyz
odhad estimatoru je upraven pomoci informace pochéazejici z vysSich drovni abstrakce
zpracovani dat. V literatufe byly navrzené postupy omezeni bodovych odhadi i hustot
pravdépodobnosti, ale nebyl proveden vyklad navrzenych postupi. Nasledujici podka-
pitola se proto zabyva interpretaci omezeni hustot pravdépodobnosti.

4.1.1 Interpretace primétu a ofiznuti hustot

Nejprve je tfeba vyjadrit danou tlohu v hustotach pravdépodobnosti. Je navrzena na-
sledujici formulace.

Systém je modelovan pomoci zndmych hustot (2.3) a dopliujici informace (2.20),
ktera vymezuje stavy, jichZ muize systém nabyvat. Systém je tedy popsén subjektivné.
Vzhledem k tomu, Ze systém spliiuje dané omezeni (2.20), musi byt skute¢né hustoty
systému nulové pro stavy xi ¢ Cj i pro stavy xgi1 ¢ Ciyi1. Protoze hustoty (2.3)
jsou pouze nepfesnym modelem systému, jsou v tloze s omezenim nenulové pro nékteré
nepiipustné stavy xj ¢ Ck, Xg+1 ¢ Ck+1. Na druhou stranu se predpokladé, Ze model je
rozumnou aproximaci systému.

Vzhledem k nenulovosti hustot modelu pro nepfipustné stavy nabyvaji i aposteri-
orni hustoty p(xg|Z2x—1), p(xk|Z2k) nenulovych hodnot pro nepiipustné stavy x ¢ Cg.
Je tedy zfejmé, Ze aposteriorni hustoty vypoc¢tené na zakladé modelu pouze aproximuji
skutetné aposteriorni hustoty. Ulohou vyuziti znalosti omezeni je vynucené vynulo-
vani aposteriornich hustot p(xx|Zx_1), p(xx|Zk) v nepfipustnych stavech. Vieobecné
se predpoklada, Ze tato operace dava lepsi aproximace skuteénych hustot, ale je zfejmé,
ze vysledky zéaviseji na kvalité modelu i na zptisobu provedeni této operace.
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S uvedenym pohledem na odhadovani s omezenim je mozné se zamyslet nad vynu-
cenfim omezeni. V pfipadé hustot nelze vyuzit omezeni Kalmanova zisku, zbyva tedy
vyuziti pseudoméreni nebo primétu.

Vyuziti pseudoméreni muze byt vykladano jako pouziti dodatecné informace. V kapi-
tole 2.1.3 byl diskutovan p¥istup pro omezeni rovnosti a nerovnosti. Po blizsim prozkou-
maéani je zfejmé, Ze oba piipady vedou ke stejnému chdpani omezené hustoty. Neomezené
aposteriorni hustoty jsou dale podminény. V pripadé omezeni nerovnosti je podmin-
kou x; € Ci, v pripadé omezeni rovnosti je podminkou vyuziti rovnice méfeni (2.22)
s pseudoméfenim c; £ 0. Podmifiovani hustot funguje zptsobem, Ze ptuvodni hustota
je ofiznuta a zbyla funkce vynasobena tak, aby vysledkem opét byla hustota pravdeé-
podobnosti. Na zékladé modelu uréend pravdépodobnost, Ze stav poruSuje omezeni,
xi ¢ Ck, je pak pomérné rozprostiena mezi stavy vyhovujici omezeni. Ofiznuti hustoty
tedy odstraiuje neznalost nepfipustnosti stavii, pficemz navenek se predstira, Zze mo-
del presné popisuje systém. Pfifazeni nenulové hustoty pravdépodobnosti nepiipustnym
staviim odpovida mySlence, Ze porusSeni omezeni je dano Spatnym modelovinim hustot
pravdépodobnosti v danych stavech.

Spise nez jako pouziti dodateéné informace muze byt vynuceni omezeni prostied-
nictvim priamétu vykladédno jako tprava aproximace. Pro bodové odhady se prumét
pouZziva na odhady, pfipadné na o-body. Casticové filtry pouzivaji primét na vSechny
¢astice. Rozvinutim myslenky pro hustoty lze dojit k chapani priamétu hustot jako
transformace ndhodné veli¢iny. Kazdému stavu xj; porusujicimu omezeni, xi ¢ Cy , je
prifazen pripustny stav XL, X;r€ € Ci. V pfipadé omezeni nerovnosti je vysledek zpravidla
problematicky, nebot prifazeny stav je obvykle konstruovan jako stav vyhovujici hra-
niéni rovnosti. Po omezeni tak z hustoty pravdépodobnosti nevznikne hustota pravdé-
podobnosti, ale funkce dana kombinaci hustoty pravdépodobnosti ve stavovém prostoru
modelu a hustoty pravdépodobnosti v podprostoru vymezeném rovnosti. Naproti tomu
omezeni rovnosti umoziiuje zajimavou interpretaci.

V tlohach odhadu s omezenim danym rovnosti je dimenze prostoru stavu systému
mensi nez dimenze prostoru stavu modelu. Rozdil dimenzi odpovida po¢tu nezavislych
slozek omezujicich funkei (2.21). Za ur¢itych predpokladi tak teoreticky lze zavést ta-
kovou sourfadnou soustavu v prostoru stavu modelu, ze podprostor stavu systému je
déan soutradnicemi xi a komplementarni podprostor souradnicemi ¢ (2.22). V nové sou-
fadné soustavé plati, Ze omezujici funkce ci([(xi)T, ct1%) je nulova pravé tehdy, kdyz
stav modelu vyhovuje omezeni, tedy kdyz ci([(xi)T,OT]T) = 0. Dale plati, ze pri-
mét bodu [(Xi)T, c}]* pomoci transformace p! nuluje pouze nadbyteéné proménné cy,
pH([(xp)T, ef]™) = [(x)T, 01"

Jak bylo vySe zminéno, pouziti pseudomeéfeni odpovida myslence vyuziti dodatecéné
informace ¢, = 0, kterd byla modelem ignorovana. Naproti tomu primét pfirfazuje ne-
omezenym stavim [(Xi)T, ct]T stavy omezené [(Xi)T, 01]T. Protoze v piipadé omezeni
rovnosti se do omezenych stavii zobrazi mnoho neomezenych stavi, je vysledna omezena
hustota dana integraci pfes hustoty v prislusnych neomezenych stavech. V novych sou-
fadnicich se tudiz integruje pres nadbytecné proménné ci. Z tohoto pohledu je zfejmé,
Ze vyuziti primétu odpovida marginalizaci. Poruseni omezeni nenf chapano jako chybné
prifazeni nenulové hustoty danému stavu modelu, ale jako chybné rozprostieni hustoty
pravdépodobnosti stavu systému do prostoru vyssi dimenze. Napravou pak neni omezeni
se na puvodni podprostor, ale presunuti hustoty zpét do ptivodniho podprostoru. Misto
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neznalosti nepiipustnosti stavu a predstirani presnosti modelu tak pouzivani primétu
odpovida myslence, Ze model je nepfesny a hustoty v pripustnych stavech jsou ziskény
uvazovanim vSech prislusnych nepiesnosti.

4.1.2 Architektura fiize v ilohach s omezenim

Tato podkapitola se zabyvéa architekturou systému odhadovini s omezenim. Uvedené
pristupy byly navrzeny a zkoumany v autorové ¢lanku [1].

Vyuziti znalosti omezeni bylo chapéano jako prostfedek ke zlepSeni aproximace, ktera
prifazovala nenulové hustoty pravdépodobnosti nepiipustnym staviim. Zakladnimi pii-
stupy k vynuceni omezeni byly ofiznuti hustoty a jeji deformace pomoci pramétu. Ne-
hledé na zvoleny pristup lze tlohy s omezenim ¢lenit podle ¢asu vynuceni omezeni.

Standardni filtry ¢asto pouzivaji logické déleni procesu odhadovani na filtra¢ni a pre-
diktivni ¢ast. Ve filtracni ¢asti je vyuzito aktualni méfeni funkce stavu, v prediktivni
Casti je urCovan apriorni odhad stavu na zakladé aposteriorniho odhadu v pfedeslém
¢asovém kroku. Obé ¢asti pak pracuji ve smycce.

Vynuceni omezeni tvoii dal$i ¢ast procesu odhadovani. Je tedy otazkou, kam jej
zafadit. Za predpokladu, Ze vystupem estiméatoru jsou filtracni odhady, 1ze omezeni
navazat na vystup nebo omezeni zaradit do smycky predikce—filtrace. Dalsi otazkou je,
zda ma byt omezeni vynucovano pouze jednou. Lze ho totiz zaradit jak za prediktivni
¢ast, tak za filtracni ¢ast. Z hlediska hustot pravdépodobnosti je dvoji zafazeni zbytecné,
protoze ve filtracni ¢asti je prediktivni hustota pouze prendsobena vérohodnostni funkei.
Tudiz nelze z nulové omezené prediktivni hustoty v nepfipustném stavu ziskat nenulovou
filtra¢ni hustotu. Filtra¢ni hustota tak uz automaticky omezeni vyhovuje. Pro bodové
odhady a nelinedrni omezeni vSak vzhledem k aproximativni povaze vynuceni omezen{
mé smysl dvoji zafazeni zvazovat.

V pripadé odhadovani pomoci vice estimatort je situace ztizena pridanim kroku
faze v dalsim estimatoru. Pro jednoduchost bude uvazovano nejjednodussi usporadani
estiméatort, tedy dva stejné lokalni estimétory posilajici své odhady do centralniho es-
timéatoru, od kterého neni vedena zpétna vazba k lokdlnim estimétorum. Fuzi odhadua
tak lze zkoumat off-line, neni vézéna na vnitini usporadani lokélnich estimétora.

Pristupy zkoumané v [1] jsou znézornény na obrazcich 4.1-4.4.

Obrazek 4.1 odpovida situaci, kdy omezeni je zndmo pouze centrilnimu estiméa-
toru F. Na vstupni odhady pochazejici z lokdlnich estiméatort, které nebyly navrzeny
tak, aby poskytovaly omezené odhady, je pouzita standardni faze odhadu. Slouceny
odhad je pak upraven na zékladé znalosti omezeni. Tento pristup je dobfe pochopitelny
ve zminéné off-line fazi.

B 5
ﬁ Predikce |—>| Filtrace I ‘

Fuaze —|Omezeni 1—

Es
ﬁ Predikce |—>| Filtrace I ‘

Obrazek 4.1: Omezeni{ mimo smyc¢ku, fize neomezenych odhadi.
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Obrazek 4.2 popisuje situaci, kdy omezeni je zndmo i lokalnim estimatortim, ale
neni pouzivano ve smycce predikce—filtrace. Tato situace miize napriklad nastat, po-
kud je operace omezeni drahd a lokalni estimatory ji vyuzivaji pouze v Casech, kdy
jsou odhady posilany do centralniho estimatoru. Jinym p¥ikladem je off-line omezeni
lokalnich odhadi a nasledné off-line sluc¢ovani. Dalsi moznosti je modifikace schématu
z obrazku 4.1, kdy omezeni nejsou ¢asti lokdlnich estimatori, ale jsou vélenény pred ope-
raci flize v centralnim estiméatoru. Zavérecné volitelné omezeni vysledkt fize ma smysl
opét predevsim v piipadech bodovych odhadi a nelinearniho omezeni, pfi korektnim
zpracovani omezenych hustot je slou¢ena hustota jiz omezena.

Ey
ﬁ Predikce |—>| Filtrace }T—){ Omezeni I E
Fuaze

(+Omezeni)

Es
ﬁ Predikce |—>| Filtrace }—ﬁ Omezeni I

Obréazek 4.2: Omezeni mimo smy¢ku, fize omezenych odhad.

V pripadé bodovych odhadt a nelinedrniho omezeni je tfeba upozornit na moznost
problémi s fazi omezenych odhadi. Tyto problémy budou diskutovany v kapitole 4.1.3.

Na obrazcich 4.3 a 4.4 je zachycena fiize neomezenych a omezenych odhadi, kde
lokalni estimatory vyuzivaji omezeni ve smycce. Obecné lze o¢ekavat zlepseni vysledki
oproti predchozim piipadim, protoZe omezeni je pouZivino ¢astéji. Ale protoze model
systému pouze priblizné popisuje systém a vynuceni omezeni je pouze Uprava aproxi-
mace, nemusi ke zlepSeni{ dojit vzdy. Jinou otazkou je, o kolik se vysledky mohou zlepsit.
Je-li model dobry, pak omezeni nenese moc informace a ani jeho vicenasobné pouziti
se nemusi vyplatit. Je-li naopak model velmi Spatny, pak ani pouziti omezeni nemtize
odhad rozumné vylepgit.

Eq

| Predikce [ Filtrace | E
i o

Fuaze —|Omezeni{—

Es
| Predikce '—>| Filtrace }
o -

Obrazek 4.3: Omezeni ve smycce, fiize neomezenych odhadi.

4.1.3 Omezeni rovnosti a unscentovana transformace

V této podkapitole jsou diskutovany problémy s omezovanim bodovych odhadd pomoci
rovnosti. Uvedena diskuze byla prezentovana v autorové ¢lanku [1]. Bodové odhady jsou
v souladu s kapitolou 2.1.1 pfedstavovany vektorem a matici. Omezeni je provedeno
priamétem.
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Eq
ﬁ Predikce |—>| Filtrace '—>| Omezeni } ‘ E

Faze
(+Omezeni)

E
H Predikce |—>| Filtrace '—>| Omezeni } ‘

Obrazek 4.4: Omezeni ve smycce, fiize omezenych odhadt.

Prumétem se rozumi transformace p, kterd stavim modelu x; pfifazuje omezené
stavy XL € Ck, p(xx) : xx — XL. Stavy xL vyhovujici omezeni, XL € Cp, pramét
zachovava, x; = p(xL).

Je-li model linearni gaussovsky a omezeni linearni, pak bodové odhady reprezentuji
Gaussovy hustoty. Omezeny odhad, napfiklad filtra¢ni, je pak jednodusSe ziskadn pri-
métem stiedniho vektoru a prendsobenim kovariancni matice pomoci Jacobiho matice

VP (X ),

ﬂmzpﬁm% (4.1a)
PLug = Vp Ky ) Prjp VP (i) T (4.1b)

V uvedeném specidlnim piipadé odhad opét reprezentuje Gaussovu hustotu, i kdyz
ta je pfifazena pouze podprostoru prostoru stavu modelu. Kovarianéni matice P£|k je
tudiz singulédrni. V nelinearnim piipadé je Jacobiho matice vyhodnocena v neomezené
stfedni hodnoté %X, a kovarianéni matice ziskana vztahem (4.1b) reprezentuje tecny
podprostor.

V pripadé faze lokdlnich omezenych odhadu pfedstavuji singularni kovarianéni ma-
tice vazny problém. Jsou-li lokalni odhady k](cl‘])c, )Acl,(fl/,)f ruzné, pak i Jacobiho matice vy-
hodnocené v téchto bodech jsou rtzné, stejné jako te¢né podprostory. Jak ukazuje na-
sledujici piiklad, ani pouZiti pseudoinverze, oznac¢ené pomoci ~'MP neumoziiuje pouziti
predpisi fuze (2.42), (2.47).

Jsou-li oba te¢né prostory stejné, pak urceni slouc¢ené kovariancéni matice neptisobi
velké problémy. Staci pracovat se pseudoinverzemi a piipadné determinant (2.48) na-
hradit pseudodeterminantem. Jsou-li ¢isla m a n kladna, m > 0, n > 0, pak je sloucena
kovarianéni matice dana

—lmp —1np\ ~1MP 1
m 0 + n 0 — | 1/m+1/n 0 (4‘2)
0 0 0 0 0 0|’

coz je o¢ekavany vysledek.

Nejsou-li oba te¢né prostory stejné, pak sloucené kovarianéni matice by méla odpo-
vidat jejich pruniku. Pfi odhlédnuti od skutec¢nosti, Ze myslenkové je uz prunik te¢nych
prostort $patnou konstrukei, pouziti pseudoinverze nedava ocekavané vysledky. Plati-li
pro kladna ¢isla a, b, ¢, d omezeni a > b, b — 0, ¢ < d, ¢ — 0, pak pouzitim inverzi se

B0 60 =ka-py

dospéje ke vztahu
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Pfi zanedbani b a ¢, pfipadné po primétu do prvni a druhé slozky, a pouziti pseudoin-
verzi je obdrZzen vztah

(I R A R

Jak je vidét, pouziti jednoduchého aproximativniho vztahu (4.1b) pro urceni lo-
kalnich kovarian¢énich matic vede k potizim pfi fazi podle predpisi (2.42), (2.47). Ani
umélé zvétseni omezenych kovarian¢énich matic vystupujicich v (4.4) na (4.3) nevede
ke zlepsSeni vysledki, protoze sloucena kovarianéni matice by byla dana pouze umélym
zvétSenim b, ¢ a nezavisela by na Cislech a, ¢, které reprezentuji znalosti v omezeném
prostoru. Proto je tfeba prikrocit k lepsi aproximaci omezené kovarian¢ni matice.

Déle bylo v [1] navrZzeno vyuziti unscentované transformace [38]. Kromé zlepseni
aproximace je téz odstranéna nutnost pocitat Jacobiho matici Vp(%Xy;). Odhad dany
vektorem Xy, a kovarian¢ni matici Py, je nahrazen pomoci takzvanych o-bodi, zna-
¢enych X, které jsou vybaveny vahami W,

A K
Xo :Xk|k7 W() :n T IQ, (45&)
X
N 1
X; =Xk + ( (ng + R)Pkm)i , Wi :72(71 n H)’ (4.5b)
x

N / 1

kdei=1,...,npaj=mn.+1,...,2n, jsou indexy o-bodi, ( (ng + K,)Pk‘k) _jsou i-té
(2
sloupce matice 4 /(ns + £)Py);. Maticovd odmocnina je ziskdna pomoci SVD algoritmu,

Pur = UxvT, | /Pri = UVE. Parametr & je volitelna konstanta.
Omezeny odhad kz‘k, lek je zalozen na promitnutych o-bodech AP, XP = p(X),

2n,

K= > WP, (4.6a)
=0

2Ny

Pl = > Wi(AP —xf )(xP — %[ )" (4.6b)
=0

Je dobré pripomenout, Ze i kdyz vSechny body XP vyhovuji nelinedrnimu omezeni,
XP € Ci, omezeny odhad 5{}2‘ . dany jejich linearni kombinaci obecné omezeni nespliluje,

)A(L| p & Cr. Ma-li omezeny odhad vyhovovat omezeni, je mozné podle [42] odhad f(};‘ b

promitnout a nasledné o kvadrat posunuti zvétsit matici PLl i+ Vysledny odhad je pak
obvykle chapan jako parametry omezené Gaussovy hustoty.

4.1.4 Omezeni rovnosti a ¢asticové filtry

V této podkapitole je nejprve diskutovano omezeni rovnosti pomoci offznuti hustoty,
neboli pomoci vyuziti pseudoméreni. Nasledné je diskutovano vyuziti primétu.
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Omezeni ofiznutim. Pfi omezeni daném rovnosti nelze v ¢asticovych filtrech pouzit
omezeni offznutim stejné jako pii omezeni nerovnosti, kdy je vzorkim x; porusujicim
omezeni, xj, ¢ Cj, pfifazena nulova vaha wgzk|k:' Dimenze omezeného prostoru Ci je
totiz mensi nez neomezena dimenze n,. Prakticky by tak omezen{ rovnost{ znamenalo
vynulovani vSech vah w8:k| ,, & tudiz kolaps algoritmu.

Pro omezeni ofiznutim je navrzen nasledujici postup.

Prestoze nelze jednoduSe ofiznout hustotu v soucasném case k, za urcitého pred-
pokladu lze snadno zarucit omezeni hustoty v nésledujicim ¢ase k + 1. Pokud by byla
k dispozici takova vzorkovaci hustota q(x,t; +1/Xk; Zk+1), kterd by byla nulova pro ne-
pfipustné nasledujici stavy Xpi1, ¢(Xg+1|Xk, Zk+1) = 0, Xgr1 ¢ Crt+1, pak vSechny
generované vzorky x}irl, (2.13b), by vyhovovaly omezeni. Zadné ofiznuti uz by tedy
nebylo nutno provadét.

7 podstaty problému v8ak vyplyva, Ze pozadovana vzorkovaci hustota nemize byt
déna explicitné. Nicméné je znamo, Ze s pomoci primétu lze ziskat vzorky, které vyho-
vuji omezeni. Je tedy mozné pouzit néjakou neomezenou vzorkovaci hustotu a ziskané
vzorky promitnout. Protoze pozadovand omezen4 vzorkovaci hustota je nyni dana im-
plicitné, nelze pfimo vyhodnotit jeji hodnoty v omezenych vzorcich. Na zakladé mnoha
vzorki lze alespon ur¢it odhad hustoty néjakym standardnim pfistupem [77]. Protoze by
bylo nevyhodné urcovat pro kazdy vzorek x;" zv1ast odhad (j(xL 11X Ziy1) prislusné

vzorkovaci hustoty q(X;rg +1|XZ*, Zk41) na zakladé mnoha vzorku z ni generovanych, je

T
+1

ze spolec¢né hustoty q(xz 4112k). Tim padem je nutno pfejit k marginalnimu &astico-

vhodné zbavit se implicitni zavislosti vzorku x,',; na trajektoriich x{,, a vzorkovat

vému filtru, ktery bude diskutovan v kapitole 4.2.1 a ktery misto pfifazovani vah tra-

T
+1

totu q(xL+1|Zk) je v8ak tfeba nahradit jejim odhadem (j(XL_”Zk).

jektoriim xg, ,, pracuje pouze s poslednim vzorkem X), Obvyklou vzorkovaci hus-

K odhadu hustoty je moZno pouzit napiiklad jadrové funkce [77]. Nejprve je tieba
navrhnout vhodnou symetrickou hustotu pravdépodobnosti pi(xx+1). Odhad omezené
vzorkovaci hustoty (j(x;[C +112k) je pak dan priimérem jadrovych funkef,

N,

. 1
Q(XLH’Zk) =N Z P (X1 — X;:H)- (4.7)
k+1 r=1

Vadou na krase tohoto pristupu je, Ze pro nelinedrni omezeni nutné pfifazuje nenulové
hodnoty hustoty i nepfipustnym stavim Xy1, Xx+1 ¢ Cr+1. Hustota je sice vyhodnoco-
vana pouze v pripustnych stavech, ale je zfejmé, Ze spravnéjsi by bylo navrhnout jadrové
funkce pro dimenzi stavu systému a najit vhodné mapovani do prostoru stavu modelu.
Navic v navrhu jadrové funkce px(xx+1) je vZdy obsaZen heuristicky krok. Jednoduchou
volbou je napiiklad Gaussova hustota s nulovym stfednim vektorem. Navrh kovariané¢ni
matice je ale tézky. Pro prilis malé hodnoty bude odhadované hustota koncentrovana
kolem vzorkt x}:;l, pro piilis velké hodnoty bude odhad hustoty dan vice jadrovou
funkci nez samotnymi vzorky.

Jinym pfistupem k odhadovani hustoty je odhad podle nejblizsich souseda [77].
Dale se opét predpoklada, ze vzorky XZJ[H byly ziskdny promitnutim vzorkd z né-
jaké neomezené vzorkovaci hustoty, Ze je hledan odhad omezené vzorkovaci hustoty
q(xL +112k) a Ze je pouzivin marginalni ¢asticovy filtr. Pro kazdy vzorek XZJ[H se po-

e e : . . . ) Lt rt et _
¢itaji vazené Eukleidovské vzdélenosti k ostatnim vzorkim x; , [|x.}, —x.[lw =
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(x|, — XZT+1)TW (Xk+1 - xﬂrl)}lﬂ. Vzorkum se poté pfifadi nové indexy nnn,r,

1
. 0 3 1 El
n = 0 o (Nyyy — 1), tak, aby platilo [|jx}, — x" T lw < =, — <200

Ny, =1, .
. < HXk 1 X,(c L o TT||W, neboli sefadi se podle vzdalenosti ke vzorku. Odhad

hustoty je poté dan podilem relativniho poc¢tu vzorkt v okoli vzorku X;:[H
okoli. V odhadovani podle nejblizsich sousedii je okoli voleno jako elipsoid obsahujici

m vzorku, ktery je az na méfitko ddn matici W. Pro jednotkovou matici W je elip-

a velikosti

soid zobecnéné koule s polomérem rovnym vzdélenosti k m-tému sousedovi x;nle ’TT,
1 <m < N ;. Odhad hustoty se tedy ur¢i jako
. m T'(n./2 +1) [W]|'/2
q(XL—H’Zk) = N ’ rt - mMNNTT (e ne /2] (4.8>
ke Il — xSl e

kde n. je dimenze Ciy1, I' je gamma funkce, 11 je pi, m = 3,14. Je vhodné zdiraznit,
ze velikost okoli se pocitd vzhledem k omezenému prostoru. Kromé volby poctu sou-
sedi m je opét problémem névrh matice W. Nevyhodou uvedeného pristupu je také
nadhodnoceni hustoty na jejich okrajich, kde je malo vzorki.

Omezeni pramétem. Oproti omezeni ofiznutim, alespoinl co se tyce vypoctu obec-
nych momentt (2.10), pouziti pramétu problémy nezpusobuje. VSechny neomezené
vzorky xj. jsou jednoduse promitnuty a ptislusné vahy wyg, ok zustanou zachovany. Takto
omezené Castice viak ztréaceji interpretaci jako podil hustoty trajektorii xg.,., jejichz kon-
cova Cast XZT vyhovuje omezeni danému mnozinou Cg, a omezené vzorkovaci hustoty:.
Nésledujici uvahy vedou k navrhu vypoctu omezenych vah.

Hustota trajektorii s omezenym koncem je v souladu s interpretaci navrzenou v ka-

pitole 4.1.1 ddna marginalizaci,

p(XLaXO:kfl‘Zk) —/ P([(Xzic)T,CE]T,XO:kfﬂzk)de, (4.9)

Qey,

kde plati XL = [(x,ic)T, 01]T. Omezena vzorkovaci hustota je dana obdobné. Vyhodnocent
hustot pro kazdou trajektorii je oviem neproveditelné. Vzorkovaci hustota q(xo.x—1|Zk)
neni zndma, a tudiz ani neomezené vzorkovaci hustota q([(XI)T ctt, xo.—1/2k). Hus-
toty celych trajektorii ani nelze odhadovat, protoze minulé ¢éasti xg.;_1 nejsou standard-
nimi ¢asticovymi filtry uchovavany a navic pro velké k je odhadovani z divodu velké
dimenze nemyslitelné. Je vSak opét mozné uvazovat pouze konec trajektorii x,Tc a tedy
prejit ke zminovanému marginalnimu ¢asticovému filtru.

Omezena viha wﬂk je dana podilem margindlni omezené filtraéni hustoty a margi-
nélni vzorkovaci hustoty, ¢ili podilem integralid pres neomezené hustoty,

wet p(xi1Z0) o, ([T, cF 1T 25) dey

= . 4.10
T 12 o, allG6) T eI Z) de )

Omezena filtraéni hustota p(xi”Zk) miize byt aproximovana jako primér omezené
filtra¢ni hustoty p(xL|Zk) na malém okoli vzorku XZT. Omezena vzorkovaci hustota
q(xi”Zk) miiZze byt aproximovana obdobné na stejném okoli Vi(xzf). Pak lze vyraz
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pro omezenou vahu aproximovat pomoci

w pehz) | et Joo, pU066)T €lTT2) deg dx
05120 e oo, a166)T, cFITI21) deg dx

(4.11)

Protoze neomezené hustoty jsou dény marginalizaci pres minulé ¢asti xq.;_1, filtraéni

hustota jako p(xx|2k) = fQ p(Xk, X0:6—1| 2k ) dX0:.x—1 & vzorkovaci hustota obdobné
—1

jako q(xx|Z) = fQ xk, X0:k—1|2k) dXo.x—1, 1ze integraly ve vztahu (4.11) aproxi-

-1

movat prostredmctvnn castic. Aproxnnace Citatele je imérna souctu neomezenych fil-

tracnich vah wo: Kk prifazenych vzorktim xk, jejichz pruméty xk nalezeji danému okoli

%8 (XZT), jmenovatel je ddn pocCtem téchto vzorka. Aproximace omezenych vah je tudiz

déna .
Wt Zt:xﬁjevi(xzf) Wo.k|k

k\k; 1
Zt:xijVi (xlj)

(4.12)

Z pohledu odhadu podle nejblizsich sousedt neni ziskany vztah nijak prekvapivy.
Jestlize je omezena vzorkovaci hustota q(xZT]Zk) odhadovéna pomoci (4.8), kde misto
predikce je uvazovana filtrace, a omezena filtra¢ni hustota p(XZT\Zk) pomoci stejného
vztahu s upravenym prvnim Clenem,

m—1
m
= 2w (4.13)
k =

to jest kde relativni pocet vzorka v okoli daném m-tym sousedem je nahrazen souctem
vah vzorkidl v tomto okoli, pak podil odhadt hustot je tmérny priméru zminovanych
vah. Navrzen4 tuprava bude diskutovana v kapitole 4.3.6.

Pro aproximaci omezenych vah je proto navrzen vztah

1 m—1
st nNN,St
Wi & Z Woklk - (4.14)
n=0
Je tfeba pripomenout, Ze jako u kazdého odhadu podle nejbliz§ich sousedu lze i zde
oCekavat Spatné ohodnoceni vah na okrajich vzorkovaci hustoty. Nicméné pro fazi ome-
zenych hustot se nelze spokojit se standardnim pfistupem, ktery po prumétu neomeze-

ného vzorku xiT

neprepocitava neomezenou vahu wy, Kk Jak bude ukazano pozdéji, fize
hustot danych ¢asticemi se stejnymi vzorky a rtiznymi vahami bude zaloZena na operaci
nad vahami. Fize neomezenych a omezenych hustot by pak déavaly stejné slou¢ené véihy,

coZ by byl nesmyslny vysledek. Proto je tfeba po omezeni vzorku zprimérovat vahy.

4.1.5 Priklad

Nésledujici priklad ilustruje omezeni Céstic pomoci priamétu. Priklad ilustrujici fazi
v tloze s omezenim je uveden v kapitole 4.3.

Necht jsou Gaussovy hustoty p1 = N (x1,P1), p2 = N(X2,P2) reprezentovany
pomoci N Castic, N = 40, jejichz vzorky jsou spolené a vzorkované z Gaussovy
hustoty ¢ = N(%4,P,), kde plati x; = %2 = %, = [0,0]T, P; = diag([1,0.1]),
P, = diag([0.2,1]), P, = diag([1, 1]), kde diag oznacuje diagonalni matici s danou dia-
gonalou. Omezeni C je dano rovnosti zo = 0, neboli je znamo, Ze druha slozka stavu x,
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X = [21,22]T, je nulova. Jako vhodna omezujici funkce p je vybrana funkce piifazu-
jici neomezenym staviim x nejblizsi omezené stavy x| = [:UJ{, 0%, ¢ili p(x) = [z1,0]T
Prvni slozka stavu z;1 tudiz pfimo predstavuje omezeny stav a druha slozka odpovida
nadbyteéné proménné.

Obrazek 4.5 vykresluje neomezené vzorky x® a hodnoty neomezené vzorkovaci hus-
toty q(x) v téchto vzorcich. Déle naznacuje, do kterych bodii x*T jsou neomezené vzorky
promitnuty. Jak je vidét, po primétu se promichaji vzorky z oblast{ s malou a velkou
neomezenou vzorkovaci hustotou.

Obréazek 4.6 pak porovnava teoretickou omezenou vzorkovaci hustotu ¢(x'), ¢(x) =
N(0,1), ktera odpovidd marginalni hustoté neomezené vzorkovaci hustoty ¢(x), na-
ivni odhad dany pfifazenim neomezené vzorkovaci hustoty ¢(x*) do omezenych vzorki,
G(x*T) £ ¢(x*), a odhad podle nejblizgich sousedi (4.8), kde pocet sousedi m je zvo-
len m = 5 a kde omezena dimenze n. je n. = 1. Vadha W v tomto pfipadé pozbyva
vyznam. Je zfejmé, Ze naivni odhad je nesmyslny, a to i po pripadné normalizaci.

Obrézek 4.7 je obdobou obrazku 4.5, misto vzorkovaci hustoty ¢(x*) v8ak zachycuje
hodnoty neomezenych vah wi a ws3.

Potiebu prepocitani vah po primétu ¢astic potvrzuje obrazek 4.8. Po omezeni vzorki
jsou vahy w{ prepocitany podle (4.14). Je ziejmé, ze neomezené vahy obecné neodpovi-
daji teoretickym omezenym vaham, jak doklada pfipad vah pro prvni hustotu, wj # w‘fr.
Prepocitané vahy jsou pak prijatelnou aproximaci teoretickych omezenych vah. Druha
hustota ukazuje velmi specidlni piipad, kdy se vahy omezenim nezméni, jmenovité pii-
pad g(z2|x1) = p2(x2|x1), ¢ili podminéna ¢ast neomezené vzorkovaci hustoty pres nad-
byte¢nou proménnou xo odpovida podminéné ¢asti reprezentované hustoty.

4.1.6 Shrnuti

Kapitola 4.1 se zabyvala odhadovanim s omezenim.

Nejprve byla zkouména tloha odhadovani s omezenim z pohledu hustot pravdépo-
dobnosti. Vynuceni rovnosti pomoci pseudoméieni a pomoci primétu bylo interpreto-
vano jako dobfe znamé operace nad hustotami pravdépodobnosti. Jmenovité vyuziti
pseudomeéteni bylo interpretovano jako podminéni hodnotou nadbyteéné proménné c,
ktera v systému miiZze nabyvat pouze nulovou hodnotu, c; = 0. Cili je vyuzita do-
datecné informace opravujici Spatné modelovani hustoty pravdépodobnosti v danych
bodech. Vyuziti primétu k vynuceni rovnosti pak bylo interpretovano jako hledani
margindlni hustoty pfislusné sdruzené hustoté. Je-li teoreticky mozné vyjadiit stavy
modelu x; v novych sourfadnicich tak, aby byly dany omezenymi stavy Xi a nadbytec-
nymi proménnymi cg, pak vyuziti pramétu opravuje pouziti nadbytecné proménné cy
ponechanim pouze marginalni hustoty nalezejici omezenym stavim Xi.

Dale byly pfedstaveny rizné architektury systémi odhadovani s omezenim. Jako
zéklad bylo pfedstaveno off-line zpracovani neomezenych odhadi, které byly nasledné
estimatorech béhem procesu odhadovani. Na druhou stranu lze prohlésit, zZe poradi
omezeni a fuze by nemélo mit na vysledny odhad pfili§ vliv. Je-li tomu tak, lze rozdil
vysvétlit pouze tim, Ze pouzity model systému je velmi hruby.

Nésledné byly diskutovany problémy spojené s omezovanim bodovych odhadid po-
moci rovnosti zadané nelinearni funkci. Kvuli vyhnuti se promitnuté kovarian¢ni matici,
ktera by byla singularni, bylo navrZzeno pouZiti unscentované transformace.
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Obrézek 4.5: Vzorkovaci hustota g(x) ve vzorcich x°. Praméry kruZnic jsou proporci-

onalni k hodnotam hustoty ¢(x*), tsecky spojuji neomezené vzorky x° s omezenymi
vzorky x°T.
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Obrazek 4.6: Omezené vzorkovaci hustota q(x') (Garkovana ¢ara), neomezena vzorko-
vaci hustota ¢(x*) pfifazena omezenym vzorkiim x*! (spojeno plnou ¢arou), &ili naivni
odhad, a odhad omezené vzorkovaci hustoty ¢(x*") podle nejblizsich sousedi (teckovana
cara).
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Obrazek 4.7: Vahy w; (levy obrazek) a w3 (pravy obréazek) pfislusné neomezenym vzor-
kim x°. Usecky opét spojuji neomezené a omezené vzorky.
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Obrazek 4.8: Neomezené vahy w$, w§ v omezenych vzorcich x*T (tecky), aproximace

omezenych vah wiT, wST v omezenych vzorcich (spojené plnou ¢arou) a teoretické ome-
zené vahy (teckovana ¢ara).
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Nakonec bylo diskutovano omezeni rovnosti v ¢asticovych filtrech. Pistup vyuziti
pseudométeni ¢ = 0 lze uplatnit omezenim vzorkovaci hustoty. Toto FeSeni je tedy
mozno vyuzit pouze v sou¢innosti s dynamikou systému, kde ptisobi nenulovy stavovy
Sum. Navic bylo nutno pfejit k marginalnimu ¢asticovému filtru, coz je z hlediska pouziti
Castic ve fazi stejné nevyhnutelny krok. Déale bylo probirano omezeni pomoci prumétu.
Bylo vysvétleno a ilustrovano na prikladé, pro¢ je pii disledném zachovavani vyznamu
vah nutno po promitnuti neomezenych vzorkt piikrocit k pfepoctu jim pfislusnych vah.

4.2 Marginalni ¢asticové filtry

V kapitole 2.1.2 byly pfedstaveny ¢asticové filtry jako jeden z nejvyznamnéjsich global-
nich filtri. Pro fzi hustot pravdépodobnosti je zcela zasadni fakt, ze ¢astice Po.xp byly
konstruovany jako koncové ¢asti xj trajektorii xg.,, kde ke kazdé trajektorii byla piira-
zena vaha wg, . podle vztahu (2.9). Protoze lokalni estimétory E, pracuji s vlastnimi

0 . o . ¢ e e . e ¢
daty Z,i ), jsou i trajektorie X‘S’é) napri¢ estimatory rizné. Navic minulé casti xg’:é_)l

téchto trajektorii nejsou nikde uchovavany. Pro operace nad hustotami pravdépodob-
nosti p(xk|Z,££)), p(xk|Z]£,)‘)) reprezentovanych Casticemi Péiz' & Pé:)‘k)| . Jje proto t¥eba
zbavit se zavislosti na minulych ¢astech trajektorii.

Za povsimnuti stoji souvislost s tilohami odhadu s omezenim rovnosti a omezovanim
pomoci primétu. Koncové ¢asti x; tvori podprostor trajektorii xg.r. Nejsou-li minulé
Casti xg.,_1 znamy, je k jejich odstranéni z hustot pravdépodobnosti pouZita marginali-
zace. Formalné je tedy pouzit pramét do daného podprostoru a lze pouzit stejné metody
jako v tlohéch s omezenim. Na druhou stranu je mozné s vyhodou vyuzit dalsi metody,
protoZe tato marginalizace je dosti specidlnim pripadem.

4.2.1 Marginalni filtr

Casticovy filtr poskytujici castice, které reprezentuji marginalni hustoty p(xx| Zx) piimo,
nikoliv prostiednictvim hustot trajektorii p(xo.x|Zx), je v literatufe jiz zaveden [49].
Standardni ¢asticovy filtr je zaloZen na vyjadieni aposteriorni hustoty pomoci za-
danych hustot (2.3),
k k
(0| Zk) o< p(Zk[x0.1)p(x0) = {] [ plzela) H] [ pGailxi-1) }p(x0), (4.15)
1=0 I=1
kde se vyuziva podminéna nezavislost méreni a Markovost stavu. Dale se ve standardnim
filtru vyuzivé rekurzivni vzorkovani trajektorii,
k
a(xo1Zk) £ {] [ aGalxi1, 20) }a(xolz0), (4.16)
=1
na kazdou minulou ¢ast xq.;_1 se navaze koncové ¢ast x;. Bayesovo pravidlo je pouzivano
na celé trajektorie.

Naproti tomu je marginalni ¢asticovy filtr zaloZen na pouziti Chapmanovy—Kolmogo-
rovovy rovnice (2.8). Pfi obvyklé interpretaci hustoty dané ¢asticemi jako smési Dira-
covych funkei je marginalni prediktivni hustota p(xx.y1|2x) aproximovéana jako

N

k
p(<ki1|Z8) ~ D wipp(xp [x3), (4.17)
s=1
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piicemz prediktivni vzorky xj  , r = 1,2,..., N, 1, jsou generovany z marginalni vzor-
kovaci hustoty q(xg+1|Z2k+1). Vztah (4.17) miZe byt rovnéz chapan jako odhad hustoty
pomoci jadrovych funkci. Na druhou stranu zde neprobiha Zadny heuristicky krok, ja-
drové funkce p(x41|x3) vychézeji piimo z definice systému. Z jiného pohledu je uvedeny
vztah zvlastnim piipadem stfedni hodnoty (2.10), kde pro kazdy vektor xx1 je funkce
f(x;) dana hustotou prechodu stavu p(Xgi1|Xz), f(Xr) 2 p(Xpi1|Xr).

Prediktivni vahy wy 1k jsou pak dany vztahem

N.
S w4 x)

4(X} 41 Zr41)

W1 X (4.18)

Pro dplnost 1ze dodat, Ze filtracni vihy se opét ziskaji prevazenim prediktivnich vah
vérohodnostni funkef, wy, o p(zﬂxi)wzlkil.

Velkou nevyhodou je kvadraticka slozitost marginalnitho filtru oproti linearni slozi-
tosti standardniho filtru. Na druhou stranu marginalni filtr nepouziva zadné pievzorko-
vani a z jim poskytovanych ¢astic 1ze pfimo rekonstruovat prediktivni hustotu pravdé-
podobnosti, ne pouze distribu¢ni funkci.

4.2.2 Marginalizovany filtr

Problémem ¢asticovych filtra pro vyssi dimenze stavu x; je jejich nesmirna vypocetni
narocnost. Standardni filtry se potykaji s nutnosti velkého poctu Castic, pFicemz jejich
slozitost je pouze linearni. Kvadratické slozitost marginalniho ¢asticového filtru, jenz je
potifebny pro spravnou reprezentaci hustot stavi v jednotlivych ¢asech, pak mize tvofit
nepiekonatelnou prekazku.

Pro standardni filtry lze v urcitych piripadech podstatné snizit potfebny pocet castic
pri zachovani stejné kvality aproximace. Tyto piripady nastéavaji, kdyz lze tlohu filtrace
rozdélit na vice ¢asti, pricemz nékteré ¢asti jsou TeSitelné analyticky. Za cenu vysSsi
slozitosti algoritmu je velky pocet ¢astic nahrazen mensSim poctem c¢astic, kde Céastice
kromé vzorkt a vah jsou jesté tvoreny souborem analyticky ziskanych parametri.

Marginalizované ¢asticové filtry [73, 74|, nazyvané téz Rao—Blackwellizované [26],
mohou pouzivat rozdéleni stavu na vice ¢asti, v dalsi ¢asti prace vsak bude uvazovano
déleni pouze na dvé ¢asti. Za predpokladu, Ze slozky stavu jsou jiz vhodné usporadény,

miiZze byt stav systému xy sloZen z ¢asti x}} a X}c,

X), = {Xﬂ , (4.19)

Pii zapisu systému pomoci hustot pravdépodobnosti (2.3) jsou tyto hustoty vyjadreny
skrz ¢asti stavu jako

p(xg+1ux}g+llxgax}c)v p<X8;X1)7 (420&)
plzklx}, %}, (4.20b)

pricemz pocatecéni hustota p(xg,x%)) neni dana vyslovné, jako sdruzend hustota, ale
je dana prostfednictvim marginalni pocatecni hustoty p(x{) a podminéné pocate¢ni

hustoty p(xh|x2).
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Déle se predpoklada, Ze rovnéz hustota prechodu stavu p(xj ;, x}€ X5 x}g) je vy-
jadfena soucinem marginalni hustoty pfrechodu p(x} +1]X}‘C‘,x}€) a podminéné hustoty
pfechodu p(X}Hl]XE:kH, X}C), kde symbol x}.,  ; oznacuje trajektorii ¢asti stavu, kterd
se v tomto piipadé skladd z xj! a x!, ;. Podminénéa hustota prechodu by mohla byt
alternativné zapsana jako p(x}c+1|xg+1, Xk ).

Jak lze na zakladé predchoziho vyjadfovani jednotlivych sdruZenych hustot uhod-
nout, cilem marginalizovanych filtrii je vyjadieni sdruZené aposteriorni hustoty for-
mou marginalni aposteriorni hustoty a podminéné aposteriorni hustoty. Smyslem déleni
stavu xj, na Casti xj’ a x}c je, ze Casticovy filtr mtze byt pouzit pouze k aproximaci mar-
ginalni aposteriorni hustoty. ProtoZe ¢ast stavu xj' ma mensi dimenzi nez cely stav xy,
je vyse uvedenym zpiisobem docflena moZnost pouzit méné ¢astic. Pfedpokladem je
v8ak schopnost analyticky ur¢it podminéné aposteriorn{ hustoty.

Standardni marginalizované filtry pouzivaji ¢astice k reprezentaci marginalni aposte-
riornf hustoty, pii¢emZ vyrazem marginalni je mysleno vztazeni k ¢asti stavu x}}. Protoze
ve standardnich ¢asticovych filtrech ¢astice reprezentuji trajektorie stavu, je forma apo-
steriorni hustoty nezvykla. Sklada se z trajektorii jedné casti stavu xg, a z druhé casti
stavu X}C. Aproximovanou aposteriorni hustotou je tedy hustota p(xk, X0 2k)s

(X, X0l Z1) = PKk|XGikr 2 )0 (X5 | Z). (4.21)

Hustotu trajektorif p(x{)..| Zx) ma na starosti ¢asticovy filtr, podminéné hustoty pro kaz-
dou trajektorii x3;, p(xk|x6‘:k, Z), je nutno fesit analyticky.

Stejné jako v piipadé standardniho ¢asticového filtru, i v pripadé marginalizova-
ného Casticového filtru je ve fazi hustot na obtiZz zavislost na minulych stavech xq.x_1,
respektive trajektoriich c¢asti stavi xg.,_;. Pro operace nad hustotami p(xg,x}c\zg))
a p(x}, X}JZ,E)\)) tak nejde jednoduse ignorovat minulé ¢asti trajektorie xf, ;. Neni-li
toto dostatecné zfejmé pro marginalni hustoty p(x{..|Zk), pak pro podminéné hus-
toty p(x}|x5,, Zx) disledky piedstirani p(x}|x2, Zi) = p(xk|x8 .. Zk) ziejmé jsou.

7 uvedenych divodu je tfeba vykonat obdobny krok jako v pripadé marginalniho
casticového filtru, je tfeba zbavit se minulych ¢asti trajektorii stavu, jejichz simulace se
nevyhnutelné 1isi mezi estimétory pracujicimi s vlastnimi daty.

4.2.3 Marginalni marginalizovany filtr

Tato podkapitola se zabyva navrhem marginalniho marginalizovaného ¢asticového filtru,
ktery je proveden v autorové ¢lanku [5]. Cilem je skloubit zakladni rysy marginélniho
¢asticového filtru a marginalizovaného ¢éasticového filtru. Cili filtru poskytujiciho ¢astice
piimo vyjadiujici hustotu posledniho stavu a filtru vyuzivajiciho ¢astice pro reprezentaci
trajektorii jedné ¢asti stavu a sady parametri pro reprezentaci podminénych hustot
druhé CGésti stavu v poslednim ¢ase, pfi¢emz tyto hustoty jsou podminény zminénymi
trajektoriemi. Cilem je tedy navrhnout filtr pozivajici ¢astice pro jednu ¢ast posledniho
stavu a sady parametri pro podminéné hustoty druhé ¢asti stavu, kde hustoty jsou
podminény zminénymi ¢asticemi. Na rozdil od (4.21), zde je aproximovanou aposteriorni
hustotou hustota p(x}, x2|Zy,),

pfi¢emz marginalni Casticovy filtr obstarava aproximaci hustoty p(x}|2) a analyticky
je t¥eba aproximovat hustoty p(xL|x2, Z).
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Obréazek 4.9: Marginalizované filtry. Plné ¢ary — spolena Cést, teCkované ¢ary — Cast
standardniho marginalizovaného filtru, ¢arkované ¢ary — navrhovana ¢ast marginalniho
marginalizovaného filtru. Oteviené 8ipky — pouhé vytvareni sdruzené hustoty, prazdné
trojuhelniky — marginalizace vytvorené sdruzené hustoty, plné trojihleniky — podmino-
vani na zakladé vytvorené sdruzené hustoty.

Pro snadnéjsi pochopeni marginalizovanych filtr je na obrazku 4.9 rozkreslena za-
vislost marginalnich a podminénych hustot pravdépodobnosti. Po¢ate¢ni hustoty jsou
opét kvili jednoduchosti znaceni zapisovany jako prediktivni s prazdnou mnozinou mé-
fen{ Z_q,

p(x§1Z-1) £ p(x§),  p(xplx8, Z-1) £ p(xglx5). (4.23)

Cas oznacujici posledni marginalizaci (4.22) je na zac¢atku roven pocate¢nimu Casu,
¢ili k = 0. Pro k = k se trajektorie x}},. skladaji pouze z jedné ¢ésti stavu, jmenovité x}.
Pro k = k tedy symbol x}}., oznacuje totéZ co symbol x}'.

Uvedené schéma pouziva tii zakladni operace nad hustotami pravdépodobnosti. Za-
kladni operaci je vytvoreni sdruzené hustoty z marginalni a podminéné hustoty, coz je
pfiklad standardniho prodluzovani trajektorif x;,, na xp,, |, ¢ili ziskavani p(x},, || 2).
Pouziti Chapmanovy—Kolmogorovovy rovnice a Bayesova pravidla vyuziva implicitniho
vytvoreni sdruzené hustoty, kterd je néasledné faktorizovana na jiné marginalni a pod-
minéné hustoty. Je tfeba pamatovat na vlastnosti stavu. Je-li dan cely stav x; a jsou-li
navic k dispozici minuld méfeni Z;_q ¢i minulé ¢asti stavi x}}.,_;, pak méfeni z; zavisi
pouze na pifslusném celém stavu xi. Cili plati p(zg|x2,, XL, Zp-1) £ p(zi]x2, xL). Po-
dobné plati, Ze jsou-li kromé celého stav xj k dispozici minuld méfeni Z;_; ¢i minulé
Casti stavii x}}.,_; ¢i dokonce soucasné méreni zy, pak nasledujici stav xj 11 je zavisly
pouze na stavu Xj. To znamena, Ze i ¢ast nasledujiciho stavu x| je za danych podmi-
nek z&visla pouze na stavu x. Neboli plati p(x}}, ; [x}.;, xi, Zp) & p(xp X, x1) a takeé
P(%s 1 [P 1 Xhs Z) = DK PRy )

Pracuje-li marginalizovany filtr ve standardnim moédu, ¢as posledni marginalizace k
zistava nezménén. V marginalnim modu se £ méni vzdy, kdyz jsou hustoty p(x},;|Zk),
p(x} 111X, Zk) pouzity v nésledujicim Case k + 1 jako vychozi hustoty pro filtraci.
V takovém piipadé dojde k preznaceni x < k + 1. Za povS8imnuti stoji moznost pra-
covat stfidavé v obou moédech, piipadné jeden méd pouzivat pouze na vyzadani, a to
v oteviené smycce.
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Dalsim bodem hodnym pozornosti je druh vyhlazovani pomoci nasledujici ¢asti
stavu xj}, ;. Podminéna vyhlazend hustota p(xk\xﬁ k1> 2k) je pro dané xj!,, ziskdna
Bayesovym pravidlem stejnym zptsobem, jako kdyby xj. ; bylo méreni dané husto-
tou p(xp, ; |xP, x},). Obdobné je ziskéna marginaln{ vyhlazena hustota p(x2,|x}, |, Z).

Podle uvedeného schématu 1ze odvodit rtizné specidlni piipady. Misto hustot prav-
dépodobnosti je také mozno uvazovat pravdépodobnostni funkce. V dalsi ¢asti préace je
vzhledem k zamys$lenému pouziti ve fizi vybran nasledujici specidlni piipad.

Systém s podminéné linearni ¢asti. Jednim z piipadi, kdy je mozno pouzit mar-
ginalizované filtry, je pfipad systému, kdy pro kaZdou realizaci ¢asti stavu x}' je stav
v nasledujicim case k + 1, stejné jako méfeni z; v soucasném ¢ase, dan linearni kombi-
naci druhé casti stavu xL a stavového sumu wy, wi = [(w?)T, (wh)1]T, pipadné sumu
méfeni v,. Cast x} proto bude oznacovana jako nelinedrni ¢ast stavu a cast x}€ jako
line4rni, pficemz linearita je mySlena za podminky x;}.

Necht je tedy uvaZovan nelinearni systém (2.2) ve tvaru

X = £ (R) + FRx;, + GR)wi, (4.24a)
Xjop1 = Fo(x) + FLxp)x; + Gi(xp)wy, (4.24b)
zi = hy(x2) + Hy(x2)x} + v, (4.24c¢)

Pro zkréceni zapisu nebude v dalsi ¢asti této podkapitoly vyslovné znacena zavislost
vektorovych a maticovych funkei £}, f,i, h;, F?, G}, F}w G}g, Hj, na nelinearni casti x;;.
Marginalni po¢atecni hustota p(x{) je podle pfedpokladi tlohy znama.

Obvykly predpoklad standardnich marginalizovanych filtri je, Ze podminéné poca-
tecni hustoty p(xh|x6‘) jsou Gaussovy. PTi pfedjimani tvaru podminénych prediktivnich
hustot p(x}, 11X5 15 2) je viak vyhodnéjsi rovnou predpokladat, Ze pocatecni hustoty
jsou dany Gaussovymi smésmi

pas(xh|xD) Zozoj\/' (%51, PEY, (4.24d)

. RN | 1, PR - . o
kde zavislost parametrii oy, %=°, P na nelinearni ¢asti x® opét neni znacena.
p 0 Xp » ¥ 0 OP
Vzhledem ke znalosti filtru pracujiciho s Gaussovymi smésmi, byl pfedstaven v ka-
pitole 2.1.2, je rovnou piedpokladano, Ze i Sumy jsou dany Gaussovymi smésmi (2.14b),
kde vektory stfednich hodnot w¥ a kovarianéni matice Q¥ jsou rozepsany na Casti
y k EJ psany
odpovidajici déleni stavu,

A NWw n,w nl,w
W}cu = [V‘Z,ﬁ;w] ) Q}cu = [glnw % ] . (4246)
k

Je tieba zdtraznit, Ze Casti wj, w,C stavového Sumu wy mohou byt zavislé, a tedy Ze
nl,w A In,w . « 4
vzajemné kovarianéni matice Q, (Qg” )T jsou obecné nenulové.
V dalsi ¢asti vykladu jsou pofad dokola pouzivany zndmé vzorce pro marginalni
a podminéné momenty vicerozmérné nahodné veli¢iny, tedy vztahy pro predikci a fil-
traci. Pro zadané linearni rovnice mize byt vypocet stfednich vektort a kovarian¢nich
matic nanejvys pracny, ale nikoliv nepfimoéary Pro filtraci plati vztahy majici tvar
%(z) =X +P, P, (z—2) aP = Py — P, P, ' Py, kde P,,P; ! je nazyvano jako zisk.
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Dale je vhodné ziskat nahled na zachazeni se smésmi hustot pravdépodobnosti.

Na smés hustot 1ze pohlizet jako na marginalni hustotu rozsifené ndhodné veli¢iny.
Je-1i spojita nahodné velic¢ina x rozsitena o diskrétni nahodnou veli¢inu v, kde rozsifena
nédhodné veli¢ina ma sdruzené spojité-diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti, pak vihy
a” 1ze chapat jako pravdépodobnostni funkci P(v). Na indexy v tedy mtze byt pohlizeno
jako na diskrétni nahodnou veli¢inu, kterd v8ak ve vysledcich nevystupuje, protoze je
pozadovana pouze marginalni hustota veli¢iny x. Slozky smési hustot pak odpovidaji
podminénym hustotam p(x|v) a danad smés ma tvar p(x) = Zf)\[:l P(v)p(x|v).

Je-li uvazovana smés p(x,z) = 21]]\]:1 P(v)p(x,z|v), kde z je dalsi spojitd nahodna
veli¢ina, pak se pii marginalizaci pfes z neméni vahy P(v), je tfeba marginalizovat pouze
slozky p(x, z|v). Pti predikei tedy staci provést predikci pouze na jednotlivé slozky smési.

Ve filtraci pro vahy slozek smési plati vztah, Ze na zdkladé sdruzené smési se vaha
podminéné smeési uréi ze soucinu vahy sdruzené slozky a hodnoty marginalni slozky
v bodg, kterym je podmifiovano. Pro podminénou smés p(x|z) = Zf)\f:l P(v|z)p(x|v,z)
je tedy vaha P(v|z) dana P(v|z) o< P(v)p(z|v). Slozky jsou opét filtrovany zvlast, hus-
toty p(x|v,z) jsou ziskany ze sdruzenych hustot p(x, z|v).

Nyni lze obratit pozornost zpét k zadanému systému.

Z definice podminéné linedrniho systému (4.24) lze vyjadfit hustotu prechodu stavu
st(Xk+1,ka|xk,xk) kterd je o¢ividné Gaussovou smési, a z ni piimocaie odvodit
parametry marginalni Gaussovy smési hustot prechodu stavu pas(xp +1|Xk,x}€) a pod-
minéné Gaussovy smési pgs (XL 1 X x1). St¥edni vektory, kovarianéni matice a vahy
slozek margindlni smési jsou dany

X e, = B8+ FRxp + GRW, (4.252)
P = GRQE(GR)Y, (4.25b)

Pro podminéné smési jsou pak spolu se zisky M}’ dany vztahy

A}ﬁ‘:—u”xk-{_l’x =fl + Fix! + Glw lw + M) (x5, — Azﬁ‘xlg) (4.26a)
P, e = GRQL(GR)T MWP}ﬁ”x (v * (4.26b)

= GLQ (G (PR )Y, (4.26¢)
O‘Tlf—ir1|x’,g+l,xk X a%)+1\ka(erl+1 Az_:)”xk Pzﬁkk)- (4.26d)

Je tfeba pripomenout, Ze pro zkraceni zapisu neni znacena zéavislost vektorovych a ma-

ticovych funkci na nelinearni ¢asti stavu xj!. Nésobeni vahy O‘}cuﬂlx/c hodnotou slozky
ANW n,w <« .n . « T v e v s

N(x ASURTIP Pk+1\xk> v bodé xj! | Ize jednoduse vysvétlit tak, ze pii podminovani se

nenormalizuje kazda slozka w hodnotou marginalni slozky N (x,; :

zvlast, ale normalizuje se najednou vysledna smés.

KW n,w
k+1|xk Pk+1|xk)

Pro zadany systém jsou dale navrzeny filtr Gaussovych smési a ¢asticovy filtr, které
dohromady tvofi marginalizovany filtr. Prvni filtr zpracovavi hustoty linedrni CGésti
stavu x}g, druhy obstarava nelinearni cast xj’.

Pouziti filtri Gaussovych smési. Hustoty linearni ¢asti stavu X}C, podminéné tra-
jektoriemi nelinedrnimi ¢asti stavu xj a méfenimi, jsou ddny Gaussovymi smésmi.
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AZ na jednu malou vyjimku lze celkem bezmyslenkovité upravit vztahy filtra Gaus-
sovych smési. Onou vyjimkou je prechod od soucasného stavu x}g k nésledujicimu
vztahu X}CH. Je si totiz tieba uvédomit, Ze slozky Gaussovych smési st(x}C|x2:kH, Zk)
a pas(xk 1 X x1) jsou zavislé, a proto se pocet slozek nenésobi.

Kromé zpracovavani hustot lineadrni ¢asti x}c je tkolem filtru Gaussovych smési pie-
dévat Casticovému filtru hustoty méreni a pfechodu stavu, ze kterych je zavislost na li-
nearni Gasti X}C odstranéna a nahrazena zavislosti na méfenich Z;_;, respektive Z,
a na piipadnych minulych castech trajektorii nelinedrni casti x}, ;. C‘ésticovy filtr
naopak poskytuje vzorky nelinedrni c¢asti xj}, kterymi jsou hustoty linedrni casti x}C
podminény.

Smycka odhadovani pomoci filtru Gaussovych hustot zac¢ina prediktivni Gausso-
vou smési pgs(x}€|x2:k,2k,1). K oznaceni parametrii této smési budou pouzity dolni
indexy ,.k|k : k,k — 1“. Obdobné pro filtra¢ni, vyhlazenou, nezpracovanou prediktivni
a prediktivni Gaussovu smés, pgs (XL X2, Zk), pGS(x}g|xf{‘:k+1, Zk), pGS(x}{J+1 X1 Zk)
ap(x}ﬁ_l\xgﬂ, Z}) bude pouZito znaceni ,k|x : k, k“,  k|x : k+1,k%, k+1|rx: kE+1,k“
a .k + 1|k +1,k“. Zpracované hustoty méfeni a pfechodu stavu maji rovnéz tvar Gaus-
sovych smési, pas(zi|xp.,, Z2k—1) @ pas(Xpy|Xiy, 2k), a k znageni jejich parametri,
tedy stfednich vektort, kovarian¢nich matic a vah slozek, bude pouzito ,k|xD ., k — 1¢
a k+1xP ke

Vztahy pro parametry zpracované smési méfeni pas(zi|x5, Zx—1) a filtracni smési
pGS(X}JXE;k»Zk) jsou dané upravou standardnich vztaht pro filtry Gaussovych smési.
P1i pouziti stejnych indext pro znaceni slozek marginalni a podminéné smési,

j—1
T

Vi

j=1,...,N

i7k’ Nl7k - vak N va, Z - L J + 1, v = ] - (Z - 1)va, (427)

tedy pro parametry smési pgs(zi|x2,,, Zx—1) plati

5 1 .

Z?‘?|x2;kvk_1 =hy, + Hkxkrﬁzk,k—l + vzv (4.283)
J _ | T

Pipn -1 = HrP g (He) ™+ Ry, (4.28b)

O‘?qxg:k,kq = a;ﬂn:k,k—l : Offzk (4.28¢)

a parametry smési st(x}ng:k, Z) jsou dany

)A(};ijﬁk,k‘ - )A(}c’rn:k,kfl + K?c(zk - ii\xzzk,kfl)’ (4293)
P}cljnkk = P};r/i:k,kfl - Kipi\xgtk,k—l(K‘]{;)Ta (4.29Db)

Ki = Pzrn:k,k—1Hg(Pi\xgwk_l)ila (4.29¢)
i X e 5 N @ B 1 Phin ). (4.20d)

Parametry zpracované Gaussovy smési pfechodu pgs(xJ,; [X).,, Z¢) a filtraéni Gaus-

sovy smési vyhlazené pomoci budouci nelinedrni ¢asti xj, |, tedy vyhlazené¢ Gaussovy

n
rk:k+10

nice (4.24c) je pouzita rovnice (4.24a) a misto realizace méfeni zj je uvazovana reali-

smési pGS(X}JX Z), se ziskaji forméalné naprosto stejnym postupem. Misto rov-

zace X ;.
Slozky uvedenych smési jsou tedy indexoviny pomoci h, kde plati
. h—1 .

Wi
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parametry smési pgs (X, X5, Zx) jsou dany

= B8 FRR o GRWRY, (4.31a)

lefuxg:k,k = FgP}éfmk,k(FE) +GRQ(GY)T, (4.31Db)

O 1, b = O o (4.31c)

a parametry smési pes(x5|x2, 11> Zk) déany vztahy

A}gﬁ{ k+1,k — A}g|] ko T Lj (x4 — Agf”x ok i) (4.32a)

PZ{L:k—i—l,k - P}c|/{ k.k Lth+1|x (L) (4.32b)

L =Pyl ED TP 07 (4.320)

O‘Z|n:k;+1,k x aZ—i—l\xQ:k,kN(Xk-f—l Arklf”x k,k’PZfo::k,k)' (4.32d)

Parametry nezpracované prediktivni Gaussovy smési pgs(xL 11X 115 2k) je tieba

odvozovat s rozmyslem. Podminéna vyhlazena smés p(x} [x® Z) méa N, . slozek,

Kik—+1°
podminéné smés pechodu pgs(xk X x1) ma Ny, slozek. Protoze jsou ale slozky
mezi smésmi zavislé, nekombinuje se kazda slozka jedné smési s kazdou slozkou jiné
smési. Slozky podminéné smési prechodu odpovidaji slozkAm marginalni smési pie-
chodu pgs (%7, [X}, x}c), pficemz marginalni smés prechodu byla pouzita k ziskani pod-
minéné vyhlazené smési. Kombinovani danych smési musi tuto zavislost zohlednit.

Podminéna vyhlazenéd smés p(xk|x Z) je v souladu s predchozi diskuzi ché-

Kk:k+1
péna jako marginalni hustota rozsifené nahodné veli¢iny, nyni rozsifené o diskrétni veli-
Ny
— 1 n
Zk) Z P(/w|xn k’+17Zk) (Xk’w Xy k-‘rl’Zk) kde prav-

K:k+10 /-ckJrl’Z/f) X
p(xp |w, x2, Z) P(w]x}.,, Zk), a podle definice stavového Sumu jsou hodnoty w ne-

¢inu w. Neboli p(x} |x™ 1o

dépodobnosti P(w|x™ Z) jsou mskany Bayesovym pravidlem, P(w|x
zévislé na minulosti i soucasnosti, P(w|x2,, Z) = ol

Protoze nezpracovanou prediktivni smés lze zapsat pomoci stejnych vah slozek Sumu
. 1 _ 1 . v . , W ’,
jako p(xp 11X i1, Zr) = 2wt P(w|xRy 1) Zk)p(Xg [0, X000, 2k), je ziejmé, Ze va-
hy nezpracované prediktivni smési museji byt rovny vaham podminéné vyhlazené smési.

Slozky podminéné vyhlazené smési p(xk\w xn Z}) jsou pomoci Bayesova pra-

Kkik+10
vidla ziskdvany z podminénych hustot p(xk|w, x2., Zi), které podle definice stavového
Sumu odpovidaji filtraéni hustotd, p(xL|w,x,, Z) £ p(xL|x™,, Zk), a z piislusnych
slozek marginalni smési piechodu p(x} +1|w xk,xk) Slozky nezpracované prediktivni
smési p(xk 1 lw, X, 1, Zg) jsou podle Chapmanovy—Kolmogorovovy rovnice dany sloz-

kami podminéné vyhlazené smési p(xk|w X 41> 2k) @ prislusnymi slozkami podminéné

smési prechodu p(xk o, xR, xk). Souhrnné lze Fici, Ze v marginalizovanych filtrech
je tfeba kombinovat ty slozky smeési, které odpovidaji stejnému indexu w.

Nezpracovana prediktivni Gaussova smés pgs(xk Xk Z}) je dana nasledujicimi

K:k+10
parametry, kde indexy h a w jsou dany vztahy (4.30),

Al h 1.LA 1.1 w
X 1|rkt 1,k — =f, + Fix Kck1p T GEWE
1k
+ M (g — B - Eka k4+1,k Gngw)a (4.33a)
Lh _ plw 1 1 T
P skrik = Pliape | x, T Fk — MEFRPL o (Fl — MPFRD)T, (4.33b)

h _ h
Ok 1]ek+ 1,k — Vklrk+1,k" (4.33¢)
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V pripadé standardniho marginalizovaného ¢éasticového filtru je dalsim krokem al-
goritmu posunuti se v Case, k < k+ 1, a novy béh smyc¢ky odhadovani, neboli pokraco-
vani filtra¢nim krokem. V pi¥ipadé marginalniho marginalizovaného ¢asticového filtru je
tfeba jesté z nezpracované prediktivni smési odstranit zavislost trajektoriich nelinearni
casti x}}.,. Piedtim je v8ak tieba upnout pozornost k ¢asticovému filtru.

Uprava &asticovych filtri. Standardni asticovy filtr byl uveden v kapitole 2.1.2,
margindlni ¢asticovy filtr v kapitole 4.2.1. P¥idan{ marginalizace, tedy pouziti ¢astico-
vého filtru pouze na ¢ast stavu, vede k uziti zpracované hustoty méfent p(zy|x2.,, Zx—1)
misto hustoty méfeni p(zx|x®,xL), kterd je dana rovnici méfeni (4.24c) a hustotou
Sumu (2.14b), a k pouziti zpracované hustoty pfechodu p(xj,,|x},, Zx) misto mar-
ginalni hustoty pfechodu p(x} Jrl|xk,xk) ktera je ddna primo rovnici systému (4.24a)
a hustotou Sumu (2.14b), (4.24e). Odpovidajicim zptsobem je také nutno upravit vzor-
kovaci hustoty, misto celého stavu x; v nich vystupuji pouze nelinedrni ¢asti x;}.

Dalsim dusledkem marginalizace je rozsifeni definice Castic. Nové se neskléddaji pouze
ze vzorkd a vah, kdy v pfipadé standardnich ¢asticovych filtrt vzorky odpovidaji kon-
cum trajektorii, jejichz minulé ¢ésti nejsou nikde uchovavany. Nyni jsou Céstice dany
vzorky, vahami a parametry podminéné hustoty, zde podminéné Gaussovy smési. Fil-

R . n,s (1] 1 Njk\Nok
tra¢ni ¢astice jsou tedy dany P/?:k\k = (xnjk,wz:k‘k, [xk’fmk’k,PIéfﬁkk,ai‘Kkk]] 1 )emd s
pfi¢emZ znafeni parametri podminénych hustot pomoci ,k|k : k, k“ ukryva zavislost
na x,7, a tedy rovnéz i na indexu s. P¥i prevzorkovani je tedy dulezité kromé zmény
vzorku a vihy nezapomenout na zménu pridruzenych parametri. Prediktivni vzorky bu-
e Za pov8imnuti rovnéz stoji skutecnost, ze k vyhod—
noceni hustot p(zk]xn o Z— 1) a p(xk_H X7, Z);) postacuji misto celych trajektorif 177
pouze jejich konce xk

dou znaceny x,\/;, 7 =1,..., N,

Prediktivn{ ¢astice standardniho marginalizovaného filtru jsou dany P;! kL =

( n,r [ Lh Pl h ]Nh k+1 )NLI@+1 1
Koo k1> Wkt o XK1 skt 1, B2 koL k’ak+1|m k1 glh=1 Jr=1 @ lze je nyni se-
strojit dosazovanim vzorki x” +1 a trajektorif x,.;" do vztahi (4.33). Je tfeba znovu

% . « - P n,r n,s,
pripomenout nevyslovné znafenou zavislost na x;’ ; a x,;".

Navrzena marginalizace trajektorii. Pred samotnym odstranénim zavislosti ne-
zpracovanych prediktivnich smési pgs(xL +1X5 1> Z2k) na trajektoriich x), je tfeba
aproximovat marginalni vyhlazenou hustotu p(x2,,[x} 1 Z), kde vyhlazovani je pro-
vedeno nikoliv budoucim mérenim, ale budouci ¢asti stavu xj’, ;. Postup je formédlné
stejny jako pri pouziti méfeni z; ve standardni filtraci, pouZije se Bayesovo pravidlo

Marginalni vyhlazené vahy w? - ikl
a zpracované hustoty pfechodu p(x} _H\xm o Zk), zde dané Gaussovou smési, vyhodno-
cené v pifslusnych vzorcich x/, x°%,

nrop jsou tedy imérné soucinu filtra¢nich vah w®
+

Wy, k\xzﬂ,k X st(Xk+1|X,{ ks Zp)w? rik|k (4.34)

Jak bylo naznaceno, k vyhodnocent pgs (%}, [X}.), Zi) neni nutné znét celou trajekto-
rii x:’,‘z

Aproximace podminéné prediktivni hustoty p(x}C +1/%1, Zk) je pochopitelné prova-
déna podle stejné myslenky jako aproximace marginalni prediktivni hustoty p(x}, ;| Z}).
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. sz . n n 1 sz . v . S
Misto marginalni hustoty p(xj,; [x}}, %;,) a marginalnich filtracnich vah w? Kk dosazova-

nych do vztahu (4.17) jsou pouzity nezpracované prediktivni hustoty p(x}g X 2e)
S

a marginalni vyhlazené vahy w? M

- Pro prislusné vzorky tedy plati

Nk
1 ) ~ 1 ) )
P(Xpqa |x0 5 Zr) = Zw,i:mx;‘;:pkst(ka|x24:1= X Zk)s (4.35)
s=1

a op&t nenf nutno znét celou trajektorii x.;, ale pouze x;°. Stejné jako v margi-
nalnim c¢asticovém filtru mize byt tato aproximace chapéna jako analytickd integrace
v Chapmanové-Kolmogorovové rovnici, kde marginalni hustota je aproximovana smési
Diracovych funkci. Dale muze byt chapéna jako odhad hustoty pomoci jadrovych funkci
nebo jako aproximace hustoty pomoci odhadu stfedni hodnoty funkce dané nezpraco-
vanou prediktivni hustotou v proménnych x}}., pro kazdé parametry X}C 1 X1 @ 2k

Podminéné prediktivni hustoty p(xL, 11X5 1, Z¢) jsou tudiz dany smésmi Gausso-
vych smési. Neboli ve vysledku opét Gaussovymi smésmi. St¥edni vektory i kovarianéni
matice slozek nezpracovanych prediktivnich Gaussovych smési, kde je tfeba pamatovat
na znaceni .k + 1|k : k + 1, k“ ukryvajici trajektorie XE’Z zévislé na indexu s a predik-
tivni vzorky x| zavislé na indexu 7, jsou beze zmény predany, vahy slozek smési se
nésobi s vahami ¢astic pro marginalni vyhlazené hustoty,

L _glh

Xet1)k+1,k = Xhtl|rk+1,k (4.36a)
Li ol

Pyiikiie = Piigjeksie (4.36b)
7 s h

Cpt1lk+1,k = wn:k|xzj:1,kak+1|n:k+17kv (4360)

pri¢emz indexy slozek jsou dané
i—1
Nh k

A2

i=1,... 7N1‘,k+17 Nz‘,k—i—l = N§,k ) N@,ka s=|

J+1, h:Z—(S—l)NbJ{:
(4.36d)

Prediktivni ¢astice margindlniho marginalizovaného ¢asticového filtru jsou konstruovany

PLi Nk )NLk+1

jako Py jpyin = (X?il’wlz+1\k’ [}A(}f,:-l\k—&-l,k’ k+1lk+1,k° a;c+l|k+l,k:]i:1 r=1

Problémem marginalniho ¢asticového filtru je kvadraticka slozitost v poctu castic
oproti linearni slozitosti standardniho ¢asticového filtru. Marginalni marginalizovany
filtr, byt muze pocet Castic fadové snizit pii zachovani stejné kvality poskytovanych od-
hadt, je v8ak v ¢isté margindlnim moédu nefesitelny, nebot podminéné prediktivni hus-
toty jsou smési s poctem sloZek exponencidlnim v ¢ase. Pfi¢emz je bran v Givahu hlavné
narust vlivem poctu ¢astic, pfitomny i pro ¢isté Gaussovy Sumy misto smési. Kromé jiz
dfive uvedenych piistupt k redukei po¢tu slozek smési [96, 71, 72|, je téZ mozno vybrat
zachovavané slozky vzorkovanim podle vah ai k1 k podobné jako pii pfevzorkovani
v Casticovych filtrech. P nutné redukei poctu slozek jsou tak i pocty slozek smési ve
standardnim moédu N, hk+1 ¢i marginalnim moédu Ni, k41, zavislé na aktualni ¢astici, ¢ili
na indexu r. Ve standardnim moédu je vybér slozek také mozno skloubit s prevzorko-
vanim ¢astic. Zjednoduseni podminénych hustot lze vyménit za néarist pocétu castic.
V margindlnim moédu vSak zddné prevzorkovani neprobiha.

Kvtli poétu slozek podminénych smési tak mé smysl pouzivat marginalni moéd pouze
v ptipadé, kdy je potifeba spravné reprezentovat hustotu posledniho stavu. Tedy hlavné
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na vyzadéani, napiiklad v okamziku, kdy je cilem provést fuzi hustot poskytovanych
estiméatory zpracovavajicimi rtzna lokdlni data. Navic marginalni mod lze pouzivat jako
doplnék v oteviené smycce, piipadné jednou za ¢as ke zkraceni trajektorii na nichz jsou
Céstice implicitné zavislé.

4.2.4 Priklad

Pro ilustraci marginalniho moédu bude pouzit piiklad z autorova ¢lanku [5]. Cilem je
nézorné ukazat, ze standardni marginalizovany ¢asticovy filtr neposkytuje takovou re-
prezentaci hustoty posledniho stavu, ktera by byla pouzitelna ve fuzi hustot.
Jednoduchym systémem s podminéné linearni ¢asti je systém s linearni dynamikou
a nelinedrnim méfenim ¢asti stavu. Typickym pfikladem je pohybujici se objekt, u néhoz
se predpokladé skoro konstantni rychlost X},g a jehoz poloha xj} je méfena nelinedrnim
senzorem. Pro jednoduchost bude uvazovan pohyb po piimce. Necht je tedy systém dan

vztahy
X 1 = XP+Tx) + W, (4.37a)
X1 = 0+ xL +wh, (4.37b)
zy, =arctan(xy )+ 0+ vy, (4.37¢)

kde T' je casova perioda, T' = 1, kovarian¢ni matice Sumi wy, v, jsou roviy

T3 T2
Q; = 0.01 [;2 % , R, =0.0025, (4.37d)
2

a pocatetni stav je dan Gaussovou hustotou, pfi¢emz rychlost x%] a poloha x{ jsou
nezavislé, ‘ A
pa(x8) = N(—4,0.01), %5'=1, P§" =0.01. (4.37¢)

Pro zadany systém dochézi k nékolika zjednoduSenim. Prvni vychazi z nezévislosti
méfeni z; na rychlosti x}g, protoze H; = 0. Cili rychlost neni filtrovina mérenim,
k upravé podminénych hustot rychlosti tak dochézi pouze prostfednictvim prediktiv-
nich vzorkd polohy XZII. 7 uvedené nezavislosti dale vyplyva, Ze neni nutno zvlasté
vyjadfovat zpracovanou smés méfeni pgs(zx|Xy.., Zx—1), protoze pro pas(zi|xp, xi) =
pas(zi|x)) z Chapmanovy-Kolmogorovovy rovnice plyne rovnost pgs(zx|xh.., Zk—1) =
st(Zk’XLl:k,X}g,qu) a rovnost pGS(zk\xgzk,x}c,Zk,l) = pGS(zk\xg,x}g) plati z defi-
nice stavu. Neboli smés méfeni je uz zadana v potfebném tvaru, pgs(zi|Xp.,, Zk—1) =
Pas(zi|x]), zde navic odpovida prosté Gaussové hustoté.

Dale se vypocet zjednodusi tim, ze dynamika systému je celd linearni, a proto jsou
kovarianéni matice nezavislé na jednotlivych trajektoriich, ¢ili v pfipadé Gaussovych
hustot Sumu a pocateéni podminky stejné pro vsSechny trajektorie.

Pro ilustraci poskytovanych hustot poslouzi ptiklad, kdy marginalizovany filtr bézi
do ¢asu k = 4 ve standardnim moédu s konstantnim pocétem ¢astic, N = 501. Pfevzorko-

véani je providéno v kazdém Case k se zékladni volbou v, ., = wz~k|k’ q(xp,q1x0°)

n,s,

PGs(Xpy 11X, s Zk). Prediktivni vahy w;:k+1|k jsou tedy rovny N1
Prediktivni hustoty jsou ilustrovany na obrazku 4.10. Trajektorie xg; byly sefa-
zeny podle poslednich vzorki x;" a pouze kazda pétadvacatd je vykreslena. Podmi-

néné Gaussovy hustoty pg(xL|xgs, Z4) jsou vynésobeny marginalni vzorkovaci husto-
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Obréazek 4.11: Hustoty poskytované marginalnim marginalizovanym filtrem.

tou q(x5"|25), q(x5"|25) = Zivzl q(xg\xz’s)wib, kterd diky wp.5, = N~ pifmo od-
povida odhadu marginalni prediktivni hustoty p(x2|Z4). Vzorkovaci hustotu ¢(xy" | Z5)
lze vy¢ist z obrazku, nebot je pfiblizné nepifimo imérna vzdélenosti mezi jednotlivymi
vykreslenymi fezy danymi vzorky xz".

Je zfejmé, Ze Castice poskytované standardnim marginalizovanym filtrem nejsou pii-
pravené k fuzi hustot pravdépodobnosti, kde jsou slu¢ovany hustoty posledniho stavu,
zde hustoty p(x2,x5|Z4). I kdyZ je mozné vyuzit marginilni asticovy filtr k ziskani
hustoty p(xf|Z4), hustoty p(x%|x8:’g . Z4) jsou podminény trajektoriemi xg, kde pfi-
nejmensim ¢asti ngg jsou nedostupné. Toto nadbyte¢né podminéni brani pfimému od-
hadu hustoty p(x},x:""|Z4). Je tedy nutné provést navrzenou marginalizaci trajektorif.

V daném c¢ase k = 4 je tudiZ pouzit i marginalni mod. Lze pouzit stejné vzorky x; "
jako v predchozim p¥ipadé, pouzitd marginaln{ vzorkovaci hustota ¢(x5""| Z5) op&t odpo-
vida odhadu marginalni prediktivni hustoty p(xg|Z4). Prediktivni vahy wg‘ 4 Jsou totiz
opét rovny N1,

Ziskané prediktivni hustoty jsou zachyceny na obrazku 4.11. Podminéné Gaussovy
hustoty pe(xt|xs”", Z4) jsou vynasobeny marginalni vzorkovaci hustotou q(xg”" | Z5), ¢ili
obrazek zachycuje odhad sdruzené hustoty p(x}, X15|Z5). Oproti standardnimu modu je
nyni mozno Castice pouzit ve fizi, protoZze ¢astice reprezentuji sdruzenou hustotu pirimo.
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4.2.5 Shrnuti

Piinosem kapitoly 4.2 bylo navrzeni marginalnitho marginalizovaného ¢asticového filtru
pro systémy s podminéné linearni ¢asti, pficemz v ramci marginalizovanych ¢asticovych
filtrti byly nové uvazovany Gaussovy smési misto obvyklych Gaussovych hustot.

Protoze pro fuzi hustot p(xk]Z,ge)), p(xk|Z]g)‘)) je nepfijatelné, ze ¢astice Pé%k, Péz)}j‘k
reprezentuji hustoty celych trajektorii stavu xg.x, nikoliv pouze posledniho stavu x,
bylo navrzeno pouziti marginalniho ¢asticového filtru.

Protoze pouziti ¢asticovych filtra je cilené na systémy malé dimenze a protoze vy-
pocetni naro¢nost margindlnich ¢asticovych filtra je o fad vySsi nez u standardnich
¢asticovych filtri, je nutno pro systémy vyssi dimenze pouZivat efektivnéjsi varianty
filtri. Marginalizované ¢asticové filtry jsou vSak opét vztaZeny k trajektoriim, i kdyz
tentokrate pouze ¢asti stavu. Tuto zavislost je tedy opét nutno odstranit.

Nejprve byly nédzorné pfedstaveny vztahy mezi pouzitymi hustotami. Vzhledem k vy-
pocetni naro¢nosti bylo zaroven navrzeno pouzivat marginilni méd pouze na vyzadani
a jinak pracovat se standardnim marginalnim ¢asticovym filtrem. Poté byl navrzen al-
goritmus marginalniho marginalizovaného ¢asticového filtru pro systémy s podminéné
linearn{ ¢asti, kde pocatecni hustota a hustoty Sumu jsou Gaussovy smési. Na zavér byl
predloZen jednoduchy piipad pohybujiciho se objektu, u kterého se predpoklada skoro
konstantni rychlost a jehoZ poloha je méfena nelinedrnim senzorem. Na tomto typic-
kém prikladé bylo ukazano, ze standardni marginalizovany ¢asticovy filtr je pro pouziti
v tloze faze hustot nevyhovujici, zatimco jeho marginalni varianta potfebam fize vy-
hovuje.

Navrzeny filtr je shrnut v nasledujicim algoritmu, ktery se v ¢asti Predikce, bod 2),
vétvi podle zvoleného mdédu marginalizovaného filtru.

Shrnuti algoritmu: Marginalizovany ¢éasticovy filtr s volitelnym marginalnim médem

Inicializace

1) Proved vybér N, po¢atecnich vzorki ze zvolené vzorkovaci hustoty, xg”° ~ q(x{|2o),
pro jednoduchost muzes zvolit q(x{|zo) = p(x§). Vzorkam pfifad vahy, wg‘il x
p(xg")/q(xg°|20), a parametry Gaussovych smési pas(xh|xg™®) podle (4.24d). Na-
stav pocatecni Cas, k < 0. Vynuluj ¢as posledni marginalizace, x < 0.

Filtrace

1) Odstran ¢ast stavu x}C z podminky hustoty méfeni p(zk|x}§,x}€). To jest pro kazdy
vzorek x,° spocti parametry zpracované Gaussovy smési méfeni pgs(zx|x. 7, Zr—1)
podle (4.27), (4.28).

2) Spocti filtracni vahy w; p Castic nalezejicich ¢asti stavu x}} podle vztahu w? Kk
PGs(Zk\XEfZ7Zk—l)w::k\k—r

3) Pro prediktivni Gaussovy smési PGs(X}JX:;;,Zk—l) proved pro kazdy vzorek x;*
filtraci podle vztaht (4.29).
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Predikce

1) Odstran ¢ast stavu x}~C z podminky hustoty prechodu p(x},; |x}, xk) To jest pro kaz-

dy vzorek x;° spocitej podle vztahii (4.30), (4.31) parametry zpracované Gaussovy

smési prechodu pas(xp, 1 [x07°, Z).

2) Vyber méd marginalizovaného ¢asticového filtru.

2S) Standardni mod

a)

)

Proved prevzorkovani, to jest rozhodni, které trajektorie XE;Z maji byt kolikréat
zkopirovany a prodlouZeny. Pro jednoduchost muzes pouzit P(s, = s) = w,‘:l k10
s Ay s . o AT o n,r -
kde wk‘kﬂ =W AT = 1,... N, g1 Proved vybér vzorka x; 7, ze zvolenych
vzorkovacich hustot g(x}: +1’X2;ZT, Zk+1), pro jednoduchost miuzes zvolit napii-
n,s o n,s,
klad Q(XE+1 ‘Xn:kr’ Zk+1) = PaGs (XE—&-I‘X/{:k ) Zk)
o e r )
Spo¢ti prediktivni vahy Wy gy q|x, POMOCT
T n,r n,s, Sr n,r n,sr T
W k1), (Pas (x4 1 1% 7Zk)w,{;k\k)/(Q(Xk+1|Xk 7Zk+1)1/}k|k+1)-

n,s,

Kkik
. . n,s ‘. P o n,r

trajektoriim x, ", proved vyhlazovini pomoci nésledujictho vzorku x;* ; a pro-

ved predikci. To jest spocitej parametry nezpracované prediktivni Gaussovy

Pro filtraéni Gaussovy smési peas (x}g|x Z), které piisluseji prodluzovanym

. ~ 3 1 n,r n,r _ n,s, n,r s

smési pas(Xp 41 X,pr10 2k), kde x,.00 = (%7, %, ), pomoci (4.32) a (4.33),
kde nezapomen na neznacenou piipadnou zavislost f3*, f,i, F7, G7, F}C, G}C a My
na x,"".

Posuii se v cCase, to jest proved piifazeni k < k + 1 , a pokracuj od kroku
Filtrace.

2M) Marginalni mod

a)

b)

Proved vybér N, ., vzorkii X}, ze zvolené vzorkovaci hustoty q(x}, ;[Zk+1),
. i oV v . Ns k s n,s
pro jednoduchost mizes zvolit q(x}}, |[Zk11) = > .2 wmk|kpgs(x2+1|xmk, ZL).

Spocti marginélni prediktivni vahy wj +|k pomoci vztahu

N
Wi q g X (21 wz:k\kpGS(Xgil‘XgZ’ Z) /a7 11 Zh41)-

Pro filtra¢ni Gaussovy smési pgs (x}glngz, Z4), které prisluseji kazdé trajektorii
n,s > P 1 141 n,r . ey
X,..p» broved vyhlazovani pomoci kazdého vzorku x; 7| v nasledujicim ¢ase a pro-
ved predikci. To jest spoditej parametry nezpracovanych prediktivnich Gaus-
sovych smési pas (X)X, X1 Zx) pomoci (4.32) a (4.33), kde nezapometi
na pifpadnou zévislost £, fi, F?, GI, F}, G} a MY na x}*
Spo¢ti marginalni vyhlazené vahy w® , . , podle (4.34).
wik|xpy )k

Aproximuj podminénou prediktivni hustotu p(x}g . \X?ﬁl, Z) pomoci Gaussovy
smési pas (X, 1 X1, Zk), jejiz parametry jsou dény (4.36). V pripadé potreby
redukuj pocet slozek Gaussovy smési, napiiklad podle algoritmi uvedenych
v |96, 71, 72].

Zaznamenej ¢as posledni marginalizace (4.22), kK < k + 1, posuil se v Case,
k < k+ 1, a pokracuj od kroku Filtrace.
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4.3 Fuze hustot pravdépodobnosti

V kapitole 2.2 byly predstaveny rizné piistupy k fizi odhadt majicich formu stfedniho
vektoru a pridruzené kovarian¢ni matice chyby odhadu. Snaha docilit stejného odhadu
jako v centralizovaném estiméatoru vedla k odecitani spole¢né informace a naslednému
slu¢ovani jiz nezavislych informaci. Pfedpokladem vSak byla nezavislost Sumi méfeni
napii¢ jednotlivymi estimatory. V hustotach pravdépodobnosti bylo odec¢itani spolec¢né
informace vyjadfeno vztahem (2.30).

P1i neznalosti spole¢né informace bylo pouzito vaZeni odhadu. Slou¢eny odhad byl
ziskan vaZzenym aritmetickym primeérem lokalnich st¥ednich vektoru (2.35), kovarianéni
matice chyby slou¢eného odhadu pak primérem vzéjemnych lokalnich kovarianénich
matic (2.41). Pro nezévislé lokalni chyby odhadi byla slouc¢ena matice tmérné harmo-
nickému priaméru lokalnich kovarian¢nich matic (2.42). V algoritmu priniku kovarianci
byla matice kvality odhadu dana vaZenym harmonickym prameérem (2.47). Jako zo-
becnéni pro hustoty pravdépodobnosti byl navrzen vazeny geometricky pramér (2.51).
Cilem bylo, aby vazeni Gaussovych hustot odpovidalo vaZeni jejich parametri.

Je ziejmé, Ze v decentralizovaném odhadovani, kdy spolecné informace ani vzajemné
zévislosti odhadt nejsou k dispozici, hraji praiméry a vazené pruméry hlavni roli. Proto
je vhodné uvazovat priméry na obecné trovni, zamérit se na specialni piipady a hledat
souvislosti se znamymi pravidly pro fazi.

4.3.1 Kvaziaritmetické priméry

Hustoty pravdépodobnosti jsou v kazdém stavu x; nezdporné. Pii omezeni se na kladna
¢isla je obecné prumér dan jako funkce M zobrazujici n-tice na kladné ¢isla. Tyto funkce
je rovnéz mozné rozsifit na nezaporna ¢isla. Na primér mohou byt kladeny rtizné po-

zadavky. Definice priméru mize vyzadovat idempotenci, M(x,...,x) = z, symetric-
nost, neboli M (z1,...,2n) = M(Zx1),---,%xn)) Pro jakoukoliv permutaci indexi T,
monotonii, M(x1,...,xn) < M(y1,...,yn) pro x; < y;, ¢ = 1,..., N, a omezenost,
min(zy,...,2n) < M(z1,...,zy) < max(z1,...,TN).

Zvlastnim piipadem obecnych primeéri jsou kvaziaritmetické priméry My dané spo-
jitou prostou funkei f,

N

My(an,- o on) = Y= S Flo). (4.38)

i=1

Urcitym volbam funkce f odpovidaji vyznamné specialni ptipady. Napiiklad aritmeticky
pramér je dan volbou f(x) = z.

Na obecné drovni 1ze dokdzat nerovnosti mezi praméry. Je-li funkce f rostouci a kon-
vexni nebo klesajici a konkavni, pak je kvaziaritmeticky pramér vétsi nebo roven aritme-
tickému, M1+ (z1,...,2N) > My(z1,...,zN), pii¢emZ rovnost nastava pro stejna ¢isla,
x1 = x;. Obdobné pro klesajici a konvexni nebo rostouci a konkavni funkce je kvaziarit-
meticky pramér mensi nebo roven aritmetickému, M- (x1,...,2n5) < My(z1,...,2N).
Diikaz lze snadno provést pouzitim Jensenovy nerovnosti.
prumeéri jsou jiz vySe zminény aritmeticky pramér pro m = 1, kvadraticky pramér, m =
2, nebo harmonicky primér, m = —1. V limitnich pfipadech je mocninny primér roven
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minimu, m — —o0, maximu, m — 00, a geometrickému priméru, m — 0. Bez pouziti
limity je mozné geometricky prumér rovnéz ziskat volbou f(z) = Inz. Mezi mocninnymi
pruméry plati nerovnost Mym(x1,...,2n) < Mgn(x1,...,2N5) pro m < n. Rozsifeni
na neziporné ¢isla lze pro m < 0 provést tak, Ze je-li alesponr jedno ¢&islo z; nulové, pak
je nulovy i pramér Mym.

Kvaziaritmetické praméry lze rozsifit na vazené kvaziaritmetické pruméry pfiddnim
vah w;, w; > 0, Zfil w; = 1. Vazené priuméry jsou pak definovany jako

N
Mp(a1,..on) = FH O wif (). (4.39)
i=1

Ve zbytku této podkapitoly jsou vyse uvedené vlastnosti obecnych primeéra vyuzity
v tloze decentralizovaného odhadovéni.

Konzervativni faze. Kvaziaritmetické priméry lze primocare uplatnit v konzerva-
tivni fazi hustot, kde konzervativnost operace fuze je ddna podminkou (2.60). Je-li
slou¢ené hustota pa(xk\Z,g}) dana pramérem hustot,

Pa(xk|Z(0) o My (p(xkl 204 € ) (4.40)

pak podminka (2.60) je dana tim, je-li normujici konstanta pruméru hustot mensi nebo
rovna jedné. Ve specidlnich pfipadech lze o nerovnosti rozhodnout pouze na zakladé
znalosti funkce f.

Nejprve je tfeba spocitat normujici konstantu pro aritmeticky primér hustot, tedy
pro obvyklou smés hustot, pa(xk|Z,gg) x Z)\GN; WAP(Xk‘Z,g’\))- Je zfejmé, ze v tomto

piipadé je normujici konstanta rovna jedné, nebot plati

/Q S wpxil 2 dx = > WA/Q pe 2 dx = 3wy =1 (441)

XeNF XeNt XeNt

Pouziti nerovnosti mezi praméry vede k zavéru, ze pro rostouci konvexni nebo kle-
sajici konkavni funkce f je vzdy normujici konstanta mensi nebo rovna jedné, pro-
toze integrandy nikdy nejsou vétsi nez v piipad€ aritmetického priaméru. Jinymi slovy,
pro uvedené volby f musi platit podminka konzervativnosti fize (2.60). V pripadé, kdyz
f je rostouci konkévni nebo klesajici konvexni a kdyz existuje stav xj, ve kterém hustoty
p(xk\Zlg/\)) nabyvaji stejné hodnoty pro rizné A, lze tvrdit, Zze podminka konzervativ-
nosti (2.60) je poruSena. Jinymi slovy, v pfipadé pouzivani mocninnych praméra M,m
je faze konzervativni z uvedeného hlediska pro m < 1.

Zvlastni pozornost jisté zasluhuji limitni piipady, tedy kdyz sloucend hustota je
dmérnd minimu lokalnich hustot, m — —oo, a kdyz sloucené hustota je dana vazenym
aritmetickym primérem, m = 1. Nelze opomenout ani pripad, kdy slouc¢ené hustota je
amérna vazenému geometrickému praméru, m — 0, f(z) = Inz. Posledné jmenovany
pripad je limitnim pro rozsifeni praméru z kladnych ¢isel na nezaporné, mocninna funkce
2™ se chova jinak pro m < 0 a pro m > 0.

Bohuzel, praméry parametrickych hustot nelze vidy jednoduSe prenést na pruméry
jejich parametri. I tak ale maji kvaziaritmetické praméry sviij vyznam. Jsou-li nejprve
hodnoty hustot transformovany funkci f, pak schopnost spoditat aritmeticky pramér

1

a schopnost pouzit zpétnou transformaci f~" zarucuje schopnost spocitat kvaziaritme-

ticky primeér.
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4.3.2 Aritmeticky a geometricky primér hustot

Na primeér hustot pravdépodobnosti nemusi byt nahliZeno jen jako na heuristické zobec-
néni predpisu fize bodovych odhadi, jak tomu bylo v kapitole 2.3.3. Naopak, po zobec-
néni kritéria mtze byt prumeér hustot diusledkem optimalizace na vySsi Grovni abstrakce.
Podobné jako v metodé maximélni vérohodnosti pro bodové odhady, hledana slou¢ena
hustota minimalizuje vzdélenosti od jednotlivych lok&lnich hustot.

Prirozenym prostfedkem k porovnavani hustot je Kullbackova—Leiblerova diver-
gence (2.55). Nejedné se vSak o skutecnou vzdalenost, protoze neni symetrickd a ne-
splituje trojihelnikovou nerovnost. Je v8ak znamo [23], Ze lokalné se Kullbackova—
Leiblerova divergence chova jako kvadrat vzdalenosti. Jsou-li jednotlivym lok&lnim hus-
totam p(xk|Z,g)‘)) piifazeny vahy w,, pak lze minimalizovat vazeny soucet jednotlivych
divergenci. V [51] byly zkoumany obé potradi hustot v divergenci. Opét bude pouZito
zkracené znaceni py = p(><:k]2,7kA ).

Prvnim zkoumanym piipadem je stfednéni logaritmt podilti hustot vhledem k lo-
kalnim hustotdm. Sloucena hustota je tedy urcena na zakladé pfedpisu

st =argmin 3 wyD(p,ps) (1.2
Pa )\E./V?—

jako vazeny geometricky primér lokdlnich hustot,

* w
ppo [ pa (4.43)
XN

kde na rozdil od (2.51) jsou véahy w, dané ze zadani tlohy. Suma ve vztahu (4.42) lze
vyjadrit jako
w
D) ~1n [T 5 ax, (141
x XEN,

pricemz divergence je vzdy nezaporna a logaritmus integralu neni funkei p,. Je vhodné
poznamenat, ze z nerovnosti priméru je v netrivialnim pripadé integral mensi nez jedna,
a tudiz logaritmus je zaporny.

V druhém zkoumaném piipadé je slouCend hustota urCena na zakladé predpisu
s opa¢nym pofadim hustot nez v predchozim piipadé, tedy

p,, = arg min Z wyD(parllp,)- (4.45)
Pa XEN,

Vysledkem je smés lokalnich hustot,

D= Y waba, (4.46)
AeNG

kde vahy w, jsou opét dané zadanim tlohy. Suma ve vztahu (4.45) lze vyjadrit jako

D(pillpa) +Hps) = D wrxH(p), (4.47)
XeN,

tedy jako soucet divergence a nezaporného ¢lenu nezavislého na hustoté€ p,. Nezapornost
rozdilu entropie smési a smési entropii vyplyva z konkavnosti entropie.
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Navrh lokalnich vah w,. V predchozich tlohach (4.42) a (4.45) byla hledana slou-
Cend hustota p} dana vaZenym prumérem divergenci. Nejsou-li lokalnim hustotdm py
vahy w, pIifazeny, vyvstava otazka, jak tyto vdhy urcit. Jednou z moznosti je uvazo-
vat vSechny mozné hodnoty vah a minimalizovat viZeny primér vzhledem k nejméné
priznivé situaci.

Nejprve bude zkouména prvni tloha. Hledana hustota p) je nyni ddana obecnym
predpisem

p; = argminmax| > w,D(p,[ps). (4.48)
Pa “A +
AEN,

Bude ukézano, ze vysledna sloucena hustota je dana Chernoffovou fazi (2.57).

Protoze divergence je konvexni v obou hustotach a vaZzeny primér je linearni, ¢ili
i konkavni, vzhledem k vaham, Ize vyuzitim v&ét o prohozeni pofadi minimalizace a maxi-
malizace, |27], |86], pfevést minimaxovou tilohu na maximalizaci minima. Z vyrazu (4.44)
je ziejmé, Ze minimum je dané druhym ¢lenem vyrazu. Druhy ¢len nabyvid maxima
pro Chernoffovu vahu (2.57). Po urceni vah je tedy slou¢ena hustota dana pfislusnym
vazenym geometrickym prameérem lokalnich hustot.

Z omezenosti vah w, a z linearity kritéria ze vztahu (4.48) vzhledem k vaham lze uka-
zat, Ze tloha vede pro N'; = 2 na hledéani hustoty pJ, ktera je stejné daleko od lokalnich
hustot py a py, pficemZ tyto stejné velké vzdélenosti jsou minimalizovany. Podle 23]
pak lze prokazat, ze vazeny geometricky priamér lokdlnich hustot s Chernoffovou vahou
je TeSenim této nové tlohy. Pro /\/';r > 2 nemuseji byt vSechny divergence D(p||px)
shodné. Shodné museji byt alesponn dvé nejvyssi divergence. Uloha tak opét vede na mi-
nimalizaci s omezenim rovnosti, kde je navic tfeba ovérit, Ze ostatni divergence nejsou
vétsi. Prakticky to pouze znamend, Ze neni zaruéeno, ze viechny vahy w,(f) jsou nenulové.

Druha tloha (4.45) ma nyni tvar

p; = argminmax[ Y w,D(pallp,)]. (4.49)
Pa “x
NENS

Ze stejnych divodu jako v prvni tuloze (4.48) lze prohodit minimalizaci s maximalizaci.
Z vyrazu (4.47) je ziejmé, Ze jeho minimum je dané rozdilem entropie smési a smési
entropii. Vahy maximalizujici tento rozdil pak urcuji optimalni slouc¢enou hustotu p}.
Rozhodnuti mezi prvni a druhou tlohou je v rukou navrhare fize. Poradi hustot
v Kullbackové-Leiblerové divergenci odpovida pofadi systém — model, neboli skutec¢nost
— aproximace. Prvni tloha odpovida pohledu, Ze lokalni hustoty p(xk\Zlg’\)) aproximuji
centralizovanou hustotu p(xﬂZ,i?,), protoze nemaji k dispozici vSechna data. Vhodnou

slouc¢enou hustotou p(xk\Zlgel)w) je takova hustota, ktera je soucasné prijatelné aproxi-

movana vSemi lokalnimi hustotami. M4-li tudiz alespon jedna lokalni hustota v néjakém
bodé x; malou hodnotu, pak, protoZe je povazovana za prijatelnou aproximaci, méa
i slou¢ena hustota v tomto bodé sklon k nabyti malé hodnoty hustoty. Vysledna fuaze
se chova podobné jako logickd operace A. Naproti tomu druha tuloha predpoklada, ze
slouc¢ena hustota by méla byt pfijatelnou aproximaci vSech lokalnich hustot. Slouc¢ena
hustota nedava prednost zadné hustoté a fize se chova podobné jako logickd operace
Nebo.
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4.3.3 Fuze éastic

Jak bylo pfedeslano v kapitole 4.2, ve fazi hustot p(xk\Zlg’\)), A€ ./\f;, je nezadouci
skutecnosti, ze standardni ¢asticové filtry reprezentuji tyto hustoty skrz vazené vzorky
z hustot p(onk’Z’?\)), pricemz ze vzorku je uchovavina pouze posledni ¢ast nalezejici
stavu xi. V téZze kapitole proto bylo navrzeno pouzit marginalni ¢asticové filtry. Tim je
sice odstranéna nechténa zavislost na minulych stavech, ale pro operace nad hustotami
pravdépodobnosti je i pouziti marginalnich ¢asticovych filtra v lokalnich estiméatorech
mélo. Pro vytvoreni aritmetického priméru hustot s danymi vahami w,, tedy pro vy-
tvofeni smési, by tieba stacilo, ale neslo by pfimo odhadovat entropie a divergence. Cili

(0)

nebylo by mozné urc¢it nejlepsi vahy wy ’. Pro jiné operace nad hustotami, jakymi jsou
naptiklad vaZeny geometricky primér hustot (2.51), je navic dilezité, aby vzorky XZ’(A)
poskytované lokalnimi estimatory byly stejné, neboli aby lokalni hustoty p(xy |Z,§)‘)) byly
reprezentovany ve stejnych bodech. Pak je mc;Z(r)l\? odhadovat informaéni miry a provadét
k|k

ginalizovanych ¢asticovych filtri jsou pozadavky obdobné, je tfeba, aby vzorky xz’s

fazi pomoci operaci nad lokadlnimi vahami w . 'V ptipadé pouziti marginalnich mar-

(A

byly spole¢né. Navic je v8ak tfeba umét provadét fuzi a vyhodnocovat informad¢ni miry
i pro podminéné hustoty.
Jestlize ma byt provedena fze ¢astic Plil)\k)‘ i Poskytovanych lokalnimi estiméatory E

vyuzivajicimi vlastni lokalni data Z,g/\), pak vzorky XZ’(/\), XZ’(E), A # £, jsou zakonité

razné.

Rozdilnost lokalnich vzorkd. Jednou z cest jak prekonat tuto prekazku je navrh-
nout spole¢né vzorky XZ’F a na zakladé ¢astic P,g)‘k)| , V téchto vzorcich odhadnout lokélni

hustoty p(xk\Zlg/\)), pfipadné i spoleénou vzorkovaci hustotu q(XHZ,E@). Je-1i naptiklad
)

s,F A S,
zvoleno X, = X

nebo jsou-li vzorky taZeny z navrZzené vzorkovaci hustoty, pak
87F AL 57()‘) 1
o= {x 7} AenN;t J€

vzorkovaci hustota neznama, protoze lokalni vzorkovaci hustoty q(xk|Z]§A)) nejsou esti-

nemusi byt vzorkovaci hustota odhadovana. Naproti tomu pro x

méatoru F, posilany. Po odhadu lokalnich hustot tak 1ze zkonstruovat nové ¢astice, které
uz pozadavek na spolecné vzorky spliuji.

Spoleénym rysem metod odhadu hustot [77] nastinénych v kapitole 4.1.4 je nut-
nost zvolit jaddrové funkce, piipadné pocet sousedi a vahové matice. Ruzné praktické
problémy vSak nabadaji i k jinym feSenim.

Systémy diskrétni v Case jsou Casto ziskany diskretizaci spojitych systémi. Pro pre-
nos ¢astic P,g?,g' i 2 estimédtoru E)y do estiméatoru Ey je zajisté potfeba néjakd doba. Ma-li
tedy byt fuze vykonéna pro stav xp, pak je tfeba pockat na pfijeti vSech Castic. Fuze je
tedy vykonavana pro uz minuly ¢as a nésledné je nutno provést predikci do souc¢asného
stavu. Navic estimétory Fy ani nemuseji pracovat se stejnymi diskrétnimi okamziky:.
Pak je tfeba alesponi jednou provést synchronizaci pomoci predikce.

Jinou cestou k ziskani spoleénych vzorki tak pro dynamické systémy muize byt
odlozeni faze do nasledujictho ¢asu k + 1. Tato myslenka byla navrzena v autorové
¢lanku [3]. Misto filtra¢nich hustot p(xk]Z,g)‘)) tak mohou byt slu¢ovany lokalni pre-
diktivni hustoty p(ka\Z,g)‘)). Ziskani castic P/ii)u
reprezentuji lokalni prediktivni hustoty, je tudiZz moZzno pomoci margninalnich ¢éstico-

v . r,F .
i Se spole¢nymi vzorky x;’,,, které

vych filtri. Misto hleddni vhodnych parametri metod odhadu hustoty je tudiz pouzita
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znalost popisu stavového Sumu. Heuristick4d volba parametri je tak nahrazena jinym
uskalim, kterym je dostateény pocet ¢astic vzhledem k vlastnostem systému. Nicméné
je-li pouzit dostatecny pocet ¢astic pri odhadovani v lokdlnich estimatorech, pak zacho-
vani stejného kroku pro predikci by mélo téz poskytovat piijatelné kvalitni aproximace
prediktivnich hustot.

Duavodem, pro¢ nemohly byt piimo slucovany filtra¢ni ¢astice, byt by byly poskyto-
vany marginalnimi filtry v estimatorech F), posilané estimatory E) do estimétoru Ey,
byla rozdilnost pouzitych vzorku XZ(/\)

)

pro vSechny doglé lokalni ¢astice P ?\kl ,, VSak umoziuje navrhnout spole¢né prediktivni

. Pouzit{ marginalnich filtrt v estimatoru FE,

K
vzorky xZ’fl. Myslenkou tedy neni slucovat prediktivni ¢astice poskytované lokalnimi
filtry, ale v estimétoru provadéjicim fazi prediktivni Castice ziskat z filtra¢nich Géstic
poskytovanych lokalnimi filtry a ziskané prediktivni ¢astice dale slucovat.

Néavrh spolecénych prediktivnich vzorkt x};’fl vyzaduje sestrojeni vhodné vzorkovaci

hustoty q(ka]ZgI);). V autorové ¢lanku [3] bylo navrzeno pouZziti metody Sjednoceni
kovarianci, ktera byla predstavena v kapitole 2.3.1, a déle zde byly diskutovany divody,
pro¢ je nevhodné pouzit lokalni prediktivni hustoty p(xk+1\Z,£’\)).

Jsou-li nejprve odhadnuty lokalni prediktivni stfedni vektory a kovarianéni matice,
pak pomoci metody Sjednoceni kovarianci je ziskan slouceny stfedni vektor a kovarian¢ni
matice. Prediktivni vzorkovaci hustota je nasledné navrzena jako Gaussova se ziskanymi
parametry. Pouziti metody Sjednoceni kovarianci je rozumné, pokud jsou lokalni hustoty
jednomodélni, maji malou absolutni hodnotu Sikmosti a malou $pi¢atost. Pokud jsou
vSak lokalni hustoty vzdalené, pak dochazi k plytvani ¢asticemi v oblastech, kde slou¢ena
hustota je mala.

Vyjma specialniho pripadu faze, jakym je aritmeticky primér hustot s danymi va-
hami, kde je mozné vzorkovat pfimo z cilové hustoty, je rovnéz mozné vzorkovat ze smési,
tedy z aritmetického priméru hustot. Otézkou pak ztstava navrh vah. Prvnim kandi-
datem jsou stejné vahy pro vSechny lokalni prediktivni hustoty. Jsou-li vSak lokalni hus-
toty vzdalené, pak je mozné, Ze hustota sloucend jinym primérem neZ aritmetickym,
typicky geometrickym, bude velkd v oblastech, kde je mélo ¢astic. Obecné lze ocekavat,
7e pro velmi rozdilné lokalni hustoty bude navrzena vzorkovaci hustota Spatna. Pokud
se malo piekryvaji oblasti, kde se nachazeji vzorky nalezejici riznym lokalnim ¢asticim,
pak fize hustot reprezentovanych Gasticemi musi byt z podstaty problému netspésna.

Je-li misto standardniho filtru pouZivan marginalizovany, tedy jsou-li slu¢oviny mar-
ginalizované ¢astice P e

riklk k+1
je obdobné vyse uvedenému pfistupu. Misto marginalnich filtri jsou pouzity marginalni

pak cesta pouziti predikce k ziskani spole¢nych vzorka x

marginalizované, spole¢na prediktivni hustota g(x} +1|Z,g;7) se tyka pouze nelinedrni
casti stavu x| Nejde vSak jiz stejné jednoduse ziskat aritmeticky primér hustot s da-
nymi vahami.

Faze vah. Po vyfeSeni problému rozdilnosti lokalnich vzork je mozno ptikrocit k fazi
samotné. Nejdiive budou uvazovany standardni marginélni filtry. Vzhledem k navrze-
nému postupu navrhu spoleénych vzorku XZ’fl zalozenému na vyuziti znalosti popisu
stavového Sumu a na odloZeni faze do nasledujiciho ¢asu k + 1 bude uvaZovéina flze

lokalnich prediktivnich hustot p(ka\ZlgA)). Tyto hustoty jsou nyni reprezentovany lo-

RV e e . - (A)E o e . o rF
kélnimi prediktivnimi vahami w, L)k nalezejicimi spoletnym vzorkam x; ;.
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Vahy jsou konstruovany jako imeérné poméru aproximované hustoty a vzorkovaci
hustoty. Je tedy otazkou, jakou konstantou se pomér téchto hustot normuje tak, aby
soucet vah byl roven jedné. ProtoZe vzorky jsou vzorkovany ze vzorkovaci hustoty, je
snadné nahlédnout, Ze stfedni hodnota uvedeného poméru je jedna,

z() z()
pl LB ) / POEAIZL D) oy 1|20 s = 1. (4.50)
4(xXk11|2y 1) U q(Xp+1| 2 p
ProtoZe pocet vah wkil)‘}g je Ny, pro velky pocet ¢astic priblizné plati
(A, F (Xk ‘Z )
w;il)lk ~ +1 (4.51)

¢
Np19(% |Zli 1)1)

V kapitole 2.3.3 byl jako vhodné pravidlo pro konzervativni fizi hustot pravdépodob-
nosti navrzen vazeny geometricky priumér hustot (2.51). Vhledem k uvazovani predikce
jsou sloucené hustoty zavislé na vahéch geometrického priméru w, , které byly oznaceny

souhrnné jako w®, nyni dany pomoci

Pa (1|2 ps0®) xexp( Y wylnpigalZ0) = [ 9 xenrl2Y). (4.52)
xent XeNt

Provést fazi ¢astic znamend najit ¢astice aproximujici slouc¢enou hustotu pro zvolené
w®. Protoze vzorky x7¥ jsou spoleéné, pro riizné véhy geometrického priméru w(®

. Y X1 ] p » P y g p

« PP ops . F

se sloucené ¢astice 1isi pouze vahami wZ’H' k(w(é)).

Vzhledem k piibliznému vztahu pro vahy castic (4.51) lze ukazat, ze geometricky
prumér lokalnich hustot aproximovanych pomoci ¢astic se stejnymi vzorky lze prevést
na geometricky primér lokalnich vah,

k ):

F p(xy;
wZJrl‘k(w(Z)) o exp( Z wy ln(wki”k ~ exp( Z wy In +1

XeNt AEN, Nk+1 (x k+1‘Zk F)
F A
exXP(Xxen;t Wa hlp(x;ﬂ’zlg ) (Xk+1‘zkéz)mw(z)) (4.53)
(¢ )
Nk+1 ( Xpy1 Zkl)T) Nk—s—lq(xk—i-l’ZkF)

Poslednim krokem ve fizi Gstic je vybrani vhodnych vah w(®) geometrického pri-
méru. ProtozZe pro urceni optimalnich vah wg) podle (2.53) nebo (2.57) jsou potieba ana-
lytické hustoty, nemohou byt optimaln{ vahy presné uréeny na zakladé aproximaci hustot
pomoci ¢astic. Jako optimalni tudiz budou chapany takové vahy w( ) , které pro zvolené
pravidlo faze minimalizuji odhad zvoleného kritéria.

Ve viZeném geometrlckem pruméru hustot tak misto kritéria daného entropii slou-
¢ené hustoty ’H(pa(ka |Zk i w®)) bude minimalizovan odhad ﬁ(pa(xk+1|Zg;,, w®)),
ktery je pro hustoty reprezentované Casticemi dan napfiiklad jako

k+1

r,F rF l
H(pa(xk—',-l’zk W Z wk+1|k ln[wk+1\k( w ))NkHQ(XkH‘Zig,l)m)]'

(4.54)
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Obdobné misto integralu ve vztahu (2.57) bude minimalizovan jeho odhad Z(w(®)

dany predpisem
N

k+1
0, (€ s(A), F
Tw®) = 3 exn( Y w, ln(w;(_l)‘k ), (4.55)
r=1 NEN,
¢ili normovaci konstantou ve vazeném geometrickém priméru lokalnich prediktivnich
vah w]:’_f_/\l?kp daném prvnim fadkem (4.53).

V kapitole 4.3.1 bylo odvozeno, Ze podminku konzervativnosti ve tvaru (2.60) lze
splnit pouzitim mocninnych priumérd M,m, m < 1, na hustoty pravdépodobnosti. Je
dobré pfipomenout, Ze vazeny geometricky primér je limitnim pfipadem mocninného
pruméru pro m — 0. Slou¢ené hustota je nyni obecnéji dana jako

4 m Ay L
Pa(i1] g 0) o (D7 wnp™ (e Z0)) . (4.56)
XeN

Podobné jako v predchozim pripadé lze ukézat, Ze navrzené mocninné prameéry lo-
kalnich hustot je moZno pfevést na mocninné priméry lokalnich vah,

3|~

1 X Z
Wiy @) o (37w (wp ™ ~ (3w, P )

XeNt XEN [Njy19(x k+1|Zk F)]
€Y)
(ZAeAﬁ wWap <Xk+1‘Z ) (ka\Z]gF,
= x (4.57)
Nk+1‘J(Xk+1|Zk F) Nk+1Q(Xk+1|Zk F)

Pro vazené mocninné priméry hustot je vhodné uvazovat jina kritéria, ale opét jako
optimalni vahy budou chépany ty, které minimalizuji odhad zvoleného kritéria.

4.3.4 Priklad — vzorkovaci hustota

Pro ilustraci fize hustot pravdépodobnosti reprezentovanych ¢asticemi bude pouZit
a mirné rozsiten piiklad z autorova ¢lanku [1]. Diraz bude kladen na volbu spole¢né
‘ hus (©)
vzorkovaci hustoty q(xp41|2; j)-
Necht je systém dan vztahy (2.1), kde (2.1b) je dan (2.23), (2.24), a kde plati

0.8 0.1 0 0] . o 10
Fk_[—o.l 0.8]’ Q’“_[o 10]’ XO_[O]’ PO_[O 1]’ (4.58)
H)=[1 o, HBY=)0 1], R{"=01 R =0.1. (4.58b)

K odhadu stavu jsou pouzity dva lokalni estimétory, £ = 1,2. Necht tyto estimatory
pouzivaji ¢asticové filtry, kde prevzorkovani je provedeno v kazdém case k a vzorkovaci
hustoty jsou voleny jako p(ka]x sri(6) z,(c_gl) Lokaln{ estimatory posilaji své nepie-
vzorkované filtra¢ni ¢astice do centralniho estiméatoru. Centralni estimétor tedy slucuje

Castice 73(’\k)|k, A = 1,2, a vzhledem k navrzenému odlozeni faze jsou vysledkem fuaze

pomoci geometrického primeéru (2.51) prediktivni ¢astice Pk Jako kritérium je zvo-

+1]k*
lena Shannonova diferencialni entropie, optimélni viha geometrického praméru je déna
(2.53). Pocet ¢astic je ve vSech estimatorech volen konstantni, N = 1000, a filtry b&zi

az do casu 240. Pro demonstraci jsou vybrany ¢tyfi casy k, a to nasledujicim zptisobem.
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Na zakladé prediktivnich lokédlnich ¢éastic pA) jsou provedeny odhady stfednich

Kik+1]k
vektort xl,(€ +)1| , @ kovarian¢nich matic P]g +)1| ., podle (2.10). Nasledné jsou vyhodnoceny
vzdalenosti d(k),
1) ~(2) T/ p@) 2 -1.51) ~(2)
d(k) = (x Xkt1lk Xk+1|k) (Pk+1|k + Pk+1|k) (Xk-i-l\k - Xk+1|k)’ (4.59)

a vybrany takové casy k, pro néz d(k) odpovidaji kvantilim %, %, % a %. Jsou tedy

vybrany takové ¢asy, kdy jsou slu¢ované hustoty blizké a vzdalené.

Na obrazku 4.12 jsou zobrazeny kovarian¢ni elipsy, neboli mnoziny {Xx4+1 : (Xg+1 —
%)TP 1 (x441 — %)} = 1, kde je tieba doplnit patii¢né indexy k odhadim % a P,
opét ziskanych pomoci (2.10), a kde Xj11 = [21 k41, T2 k+1] - Pro velké hodnoty d jsou
hustoty vzdélené, a tudiz jejich fuze je obtizna. Vzorkovaci hustota je dana sjednoce-
nim kovarianci (2.46) pouzitym na odhady ziskané vypoc¢tem z lokalnich prediktivnich
castic P k) ke které byly ziskdny v centralnim estimatoru z obdrzenych Céstic P,g?,g' k-
Pro predstavu je vykreslena i stfedni hodnota stavu x4 za podminky, Ze realizace xy,
je dana, a realizace stavu xjy1.

d=0.12511 d =0.46135

X2,k+1

Xl,k+1
d=0.87763

X2,k+l

Obrazek 4.12: Kovarian¢ni elipsy. Lokalni prediktivni hustoty (plné ¢ary), vzorkovaci
hustota dané sjednocenim kovarianci (¢arkované ¢ary), sloucena hustota (tucné c¢ara).
St¥edni hodnota stavu x;y1 (krouzky) podminéné realizaci x; a realizace stavu Xji1
(tecky).

Obtiznost fize vzdalenych hustot je patrna z obrazku 4.13. V ¢asticové reprezentaci
hustot je dtlezity pocet Castic, protoze vice ¢astic 1épe reprezentuje piislusSnou hustotu
nez méneé ¢astic. Kromé jejich poctu je vsak dulezité i kvalita vzorkovaci hustoty. Proto
se zavadi takzvany efektivni pocet Castic IV, £ ktery je dany vztahem

= {Z wkﬂ‘k n-1 (4.60)

Efektivni pocet ¢astic tika, kolik vzorku hypoteticky tazenych pfimo z reprezentované
hustoty p,(xx|Zk,r;w) poskytuje stejné kvalitni reprezentaci jako dané castice Pk+1|k:
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d=0.12511 d =0.46135
e N N T T TR S
he N L
e J 2 / R
5 0.5 1 % 05 /o .
z 12 oo
Y
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
W w
1 d=0.87763 v 1 d=1.8518

0 0.5 1 0 0.5 1

Obrazek 4.13: Relativni efektivni pocet sloucenych ¢astic. Vzorkovaci hustota dana sjed-
nocenim kovarianci (plné ¢ary), prinikem kovarianci (¢arkované ¢ary), smési lokalnich
hustot (¢erchované Cary) a lokalnimi hustotami (teckované ¢ary). Optimélni vaha w,
(krouzek) a odhady optimélni vahy (naznaceny teckami).

Pouziti N, ; tedy umoziuje porovnévat kvalitu ¢astic bez ohledu na zvolenou vzorkovaci
hustotu. Jak je vidét, pro vzorkovaci hustotu danou sjednocenim kovarianci s rostouci
vzdélenosti d klesa efektivni pocet sloucenych ¢astic N, f (w), a sice pro vSechny hodnoty
vahy geometrického priméru hustot w.

Obrazek 4.13 dale zkouma kvalitu rtiznych vzorkovacich hustot. Kromeé jiz diskuto-
vané vzorkovaci hustoty dané sjednocenim kovarianci je zkouméana vzorkovaci hustota
dana prunikem kovarianci (2.47) s optimalni vahou (2.48), vzorkovaci hustota dana
lokalni prediktivni hustotou p(xk+1|Z,£>‘)), A = 1,2, a smési lokalnich prediktivnich
hustot, q(ka\Zg;;) = %p(ka]Z,gl)) + %p(ka\Z]gQ)). Vzhledem ke skutecnosti, Ze
slu¢ované hustoty 7jsou Gaussovy, je vzorkovaci hustota dané prinikem kovarianci, kde
optimalni vaha je w, = 0.5, vhodna pouze pro geometricky primér s vahou w blizkou
hodnoté w,. ProtoZe lokalni hustoty jsou specidlnim pfipadem geometrického primeéru
s vahou w = 1, respektive w = 0, jsou vzorkovaci hustoty dané lokdlnimi hustotami
vhodné pouze pro vahy geometrického priméru blizké uvedenym hodnotam, pro ostatni
hodnoty dochazi ke zna¢nému poklesu efektivniho poctu ¢astic IV, 7 (w). Maly efektivni
pocet Castic mize mit za nasledek Spatny odhad kritéria a Spatny vybér vahy w. Vysled-
kem je, Ze zatimco vzorkovaci hustota odpovida jedné lokilni hustoté, jako optimalni je
vybrana druhé lokélni hustota. Efektivni pocet sloucenych ¢astic je pak velmi maly.

Je tudiz nevhodné za vzorkovaci hustotu volit jednu lokalni hustotu.

Naproti tomu zvoleni uvedené smési lokalnich hustot p¥inasi stejny efekt jako zvoleni
hustoty dané sjednocenim kovarianci, ¢ili pro rostouci vzdélenost d sice klesé efektivni
pocet sloucenych castic N, f (w), ale zato je pro dané d pfiblizné stejny pro vSechny vahy
geometrického priméru w.

Obrézek 4.14 dopliuje obrazek 4.13. Nyni jsou misto relativniho efektivniho poctu
¢astic vykresleny odhac)%y Shannonovy diferencialni entropie. Nejprve jsou z lokalnich

prediktivnich ¢astic Pé:k) 1k

Nasledné jsou analyticky slouc¢eny pfislusné Gaussovy hustoty a entropie slouc¢enych

ur¢eny odhady stfednich vektoru a kovarian¢nich matic.
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Obrazek 4.14: Odhad Shannonovy diferencialni entropie. Vzorkovaci hustota dana sjed-
nocenim kovarianci (plné ¢ary), priunikem kovarianci (¢arkované ¢ary), smési lokalnich
hustot (¢erchované ¢ary) a lokalnimi hustotami (teckované ¢ary) a parametricky odhad
entropie (tu¢né ¢ary). Optimalni vaha w, (naznaena krouzkem) a odhady optimalni
vahy (naznaceny teckami).

Gaussovych hustot jsou vykresleny. Témto hodnotam by se mély odhady entropie zalo-
Zené na sloucenych ¢asticich blizit. Je zjevné, Ze maly efektivni pocCet Gastic ma za néa-
sledek velmi $patny odhad entropie.

V tomto piikladé tedy bylo jako vzorkovaci hustotu mozno uzit Gaussovu hustotu
zaloZenou na vyuzit{ metody sjednoceni kovarianci. Dale bylo vyhodnou volbou pouziti
vhodné smési lokalnich prediktivnich hustot. Naproti tomu pouziti pouze jedné lokalni
prediktivni hustoty je naprosto nevhodné.

4.3.5 Faze marginalizovanych ¢astic

Oproti standardnim marginalnim filtrim je faze ¢astic poskytovanych marginalnimi

marginalizovanymi filtry mnohem slozitéjsi. Po vyuziti predikce k ziskani spole¢nych
vzorkl x;:fl , tedy zbaveni se zavislosti na trajektoriich X:;Z( ), se Castice skladaji

« o . nrF r,(A),F
kromé vzorki x; 7} kdlk

také z podminénych hustot p(x,[x

a vah w které spolecné reprezentuji hustoty p(x} +1]Z,g’\)),

n,r, F
k+1 >
Vzhledem ke slozitosti tlohy nebylo ucelené feseni dosud navrzeno. V nasledujici

Casti je proveden pouze vyhled vytycujici hlavn{ prekazky.

Z,g)‘)) danych pfislusnymi parametry.

Vazeny geometricky priumér lokalnich prediktivnich hustot celého stavu ma tvar
1 ¢ ¢ 1 A
Pahs X4l B0 ) o [T 09 (g x| 20) =
N

A A
= T v xhpalxdir, 200005 (x4 120),  (4.61)
XEN,
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z né&jz je patrné, ze je mozné zachovat déleni na marginalni a podminéné hustoty. Navic je
témeér zachovano pouziti geometrického priméru na lokalni marginalni a podminéné pre-
diktivni hustoty. Rozdilem je nasobeni geometrického primeéru lokalnich marginalnich
prediktivnich hustot p(x}! +1’Z£A)) pomoci normujici konstanty geometrického prameéru

lokalnich podminénych prediktivnich hustot p(x}f X Z,g/\) ),

n l w n A w n A
a2 20w @) o [ T 2 (a1 20))] / [T » by xiy, 20 dxks,

AeN Q) AeNS
*k+1

(4.62a)

Y/ A
P Xy, 28050 @) o [T 9 ()b lx o, 200). (4.62b)
NeN,

Piekazkou v provedeni téchto krokii je nutnost Fesit integral v (4.62a), tedy zminénou
normujici konstantu ve vztahu (4.62b) a rovnéz samotny geometricky primér podminé-
nych hustot (4.62b). Pro Gaussovy hustoty je priumér Fesitelny analyticky, ale pro Gaus-
sovy smési vyplyvajici z pouZiti marginalnich marginalizovanych filtrii na systémy (4.24)
tomu tak neni.

Dalsi prekazkou pak je navrh optimalni vahy. V Chernoffové fazi (2.57) je tieba
fesit integral soucinu v (4.61), ¢ili i zminénou normujici konstantu danou integralem
v (4.62a), coz lze snadno nahlédnout,

w n Ay, w n A n
I(w") = / / H j2 *(X}c+1|xk+1aZ;§ ))P A(kaIZ;E ))dx}c-i—l dxpy g =

Qn Q)  AENS
k+1 *py1
1 A 1 A
= [ [ TI el 2 axd TT o a2 e, (463
Qo Q1 AEN, AEN;
b+l Xpqq

S vnéjsim integralem takové potiZe nejsou. Jedné se o témér stejny pripad jako v pred-
chéazejici ¢asti této podkapitoly. Bylo by jen t¥eba mirné zménit odhad dany (4.55) prida-
nim hodnoty vnitiniho integralu z pravé strany (4.63) pro dané prediktivni vzorky XZIiF
do vnéjsi sumy v (4.55).

V Shannonoveé fuzi (2.53), je tieba pocitat entropii podle znamého vzorce, kde ent-
ropie sdruzené hustoty je dana souétem entropie margindlni hustoty a stfedni hodnoty

entropii podminénych hustot,
n E n é
H(pa (k1 X1 2 1 0 ™)) = o = H(pg (KR 24 0 )+

n A n A n
T / Hp(ck 1 i1 ZO))p(xs | 20)) Al . (4.64)

Xk+1

V piipadé systémii danych (4.24), byt by v8echny Sumy mohly opét byt ¢isté Gaus-
sovské namisto smési, neni mozno analyticky urcit entropie podminénych hustot, nebot
tyto hustoty jsou dany Gaussovymi smésmi. Pro marginalni hustotu aproximovanou
Casticemi lze entropii odhadnout stejné jako v pfipadé (4.54). Stfedni hodnota entropii
podminénych hustot je dana piimocaie podle (2.10).

Fize marginalizovanych ¢astic pomoci mocninnych praméria M,m, m < 1, je obecné
jesté hufe TeSitelna. Vazeny mocninny pramér lokdlnich prediktivnich hustot celého
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stavu lze rozepsat na tvar

1 4 Y 1 PONNES
Pa(h 1 X0 120050 @) o (N wap™ (K, x2 [ 20))) =
NeNt

m n )\ m n )\ 1
= (3w Xy, 20 (x| 20 ). (4.65)
XEN,

Vyjma probiraného geometrického priméru, m — 0, lze zachovat rozumné rozdéleni
na marginilni a podminéné hustoty jen pro aritmeticky priamér, m =1,

n Z n A
pa(xk—i-l’Z]g%’;w(E)) = Z W,\P(XHHZ;E ))7 (4.66a)
N
n 4 n A n A
Pa(Xha X211 Zp i w @) o Y wp(xf |20 )pck g X, 20Y). (4.66b)
XEN,

Marginalni slou¢ené prediktivni hustota je dana vaZenym aritmetickym prameérem lo-
kilnich prediktivnich hustot, kde vdhy odpovidaji vahdm w, aritmetického priméru
hustot celého stavu. V pfipadé podminénych hustot se vahy navic nasobi hodnotami
lokalnich marginalnich prediktivnich hustot p(x} Jrl|Z/li)‘)) v danych bodech x}! ;.

I v ptipadé vaZeného aritmetického primeéru je nutno zvolit vhodné kritérium pro vy-

bér optiméalnich vah wg) a navrhnout odhad kritéria na zakladé céastic. Oproti vaze-

r,F
k+1|k

slou¢ené

nému geometrickému praméru je vSak samotna realizace fiize pfimocara. Vahy w
7’7(A)7F
k+1lk
FE . ) F s o A1 e
podminéné hustoty jsou pro dané le_’:’l dény smési lokalnich podminénych hustot

(xt [x™F 2N 5 vahami smési amérnymi soucinu w,w" M F
P X1 1 Xpe1 5> %k y A1k -

sloucenych ¢astic jsou dany aritmetickym primérem lokalnich vah w

4.3.6 Fuze ¢astic v tlohach s omezenim

Tato podkapitola navazuje na kapitolu 4.1 a hloubéji se zabyva otazkou fize hustot
pravdépodobnosti v tlohach s omezenim, pfi¢emz hustoty jsou reprezentovany casti-
cemi. V kapitole 4.1.2 byly predstaveny rizné architektury systémt odhadovani s ome-
zeni z pohledu jednotlivych lokalnich estiméatori a centralniho estimatoru zpracovavaji-
ciho lokalni odhady. Bylo provedeno zékladni ¢lenéni podle zahrnuti vynuceni omezeni
do smyc¢ky odhadovani v lokdlnich estimétorech a dale podle fize omezenych ¢ neome-
zenych odhadu.

Fize Castic byla navrzena v kapitole 4.3.3. Hlavnim problémem byla rozdilnost
vzorkl nalezejicich ¢asticim reprezentujicich rtizné lokalni hustoty. Navrhovanym reSe-
nim bylo vyuziti stavového sumu a odloZen{ fize do nasledujiciho ¢asu k+1. To umoznilo
zachovat rdmec ¢asticovych filtri. Lokalni ¢astice mohly byt zpracovavany v centralnim
estimatoru pomoci marginalnich ¢asticovych filtri, kde vzorkovaci hustota byla spo-
le¢né pro vSechny lokalni prediktivni ¢éastice. Flize hustot pak mohla byt pfevedena
na fuzi vah. V duchu navrzeného postupu fuze ¢astic je tedy mozno zkoumat i tilohy
s omezenim. Duraz bude kladen pouze na samotnou fazi v centralnim estimatoru.

. . . , vz 2 T7FT
Pokud by prediktivni vzorkovaci hustota primo poskytovala omezené vzorky x;”, |,

x’,;_ﬁ € Cki1, pak by prediktivni ¢astice byly automaticky omezené metodou ofiznuti
a nemélo by smysl se omezenim dale zabyvat. Proto bude predpokladano, Ze spolecéné
prediktivni vzorky xZ’fl porusuji omezeni, xZ’fl ¢ Criq.
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1)
Pﬁ:k|k - - r(1),F
Vypocet vah |\wk+1|k " F
w,’ Ft
k+1|k T,
nE | Wi 1)k

X .
\ IZ or :—|

ovani - Prumér p —F>
Q(X2’+1|Zk,F) Castic XZJJ
Vypocet vah 77 (2).F
7;(2)| E+1]k
Kk:k|k
Obréazek 4.15: Omezeni fize neomezenych ¢astic.
1) r(1),F
Pkl — Wit 1|k (1), Ft
Vypocet vah Omezeni ¥k+1/k
XZ’Fl T x0T wale
Vzorkovani " = Primeét 2+ Prumér ——
| Vypodet vah {
3 yp V. OF Omezeni (@) F
P kik W L1k kt1lk

Obrazek 4.16: Fuaze ¢astic omezenych primétem.

Nejjednodussim pristupem je tudiz piipojit omezeni za fizi neomezenych Castic.
Timto pfistupem vSak nelze docilit efektivniho omezeni offznutim, je-li omezovani pro-
vadéno rovnosti. Na druhou stranu v prfipadé omezeni rovnosti a pouZzit{ pramétu vzorkta
nemusi byt nutné pouzito pfepocitavani vah navrzené v kapitole 4.1.4, pokud nenf nutné
Casticemi dusledné reprezentovat hustotu. Jsou-li ¢astice pouzity pouze k vypoctu mo-
mentt omezené sloucené prediktivni hustoty, pak sta¢i promitnout vzorky a zaroven
ponechat hodnoty vah néleZejici neomezené sloucené prediktivni hustoté. Pti dalsi mar-
ginalizaci zastaralych stavi modelu, ktera predchazi pripadné dalsi fizi, jsou pak tyto
neomezené vahy automaticky omezeny, nebot dusledné omezeni primétem neni nic ji-
ného nez marginalizace v ramci stavu modelu.

Uvedeny nejjednodussi pristup je znazornén na obrazku 4.15. Vstupem fuze jsou
lokalni castice P(1)|k, PP které mohou byt neomezené i omezené, vystupem jsou

Kk K:klk?

s < . RIS Fi R P B PR . o 1 Ft
omezené sloucené prediktivni castice P, 1k skladajici se z omezenych vzorki x;’
rFt ‘ Tetivne rEt L . Tetivmi
K1k Omezené prediktivni vzorky x;” | jsou z neomezenych prediktivnich
T7FT
kt-1)k
diskuzi zistat neomezené, jinak je pouzito omezeni, napfiklad z kapitoly 4.1.4.

a vah w

vzorki xZ’fl ziskdny priumétem, omezend vahy w mohou v souladu s predchozi

Pracnéjsim pristupem je zaclenit omezeni ¢astic pred fuzi. Nejprve bude uvazovano
omezeni prumétem, prubéh faze je znazornén na obrazku 4.16.

Z obrazka 4.15 a 4.16 je zrejmé, pro¢ neni korektni pfi omezovani ¢astic pouze
promitnout vzorky a nechat vahy beze zmény. Fze hustot je provadéna pouze prumérem
vah. Kdyby tedy omezené hustoty byly korektné reprezentovany omezenymi vzorky
a neomezenymi vahami, davala by fize omezenych hustot stejné vysledky jako omezeni
faze neomezenych hustot. Jinymi slovy operace nad jistymi marginalnimi hustotami
by davala stejné vysledky jako marginalni hustota ziskané z operace nad sdruzenymi
hustotami, funkce integralii by byla rovna integralu funkce. CoZ je nepochybné spor.
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(1)
Pn:k|k wr,(l),FT
Vypocet vah |\ k+1k
rF Fi wr,FT
Xk+1| Primét + odhad X};’H k+1|k
Vzork@—> vzorkovaci hustoty | ~ _»Ft Primér ——
q(ka | Zk,r) A
Vypocet vah | r (2),Ft
2 w
73( ]1| . k+1]k
K:

Obrazek 4.17: Fuze Castic omezenych ofiznutim rovnosti.

Na rozdil od omezeni fize neomezenych ¢astic je zde nevyhnutelné pouZzit omezeni
vah. Vyhodou navrzeného postupu (4.14) je, Ze pro omezené vzorky XZflT jsou sousedi
nalezeni pouze jednou. Fize vice sad lokalnich ¢astic v takovém piipadé nepotiebuje
opakovat nejnaro¢néjsi ¢ast algoritmu omezeni pro kazdé lokalni vahy zvIlast, coz na ob-
rdzku 4.16 neni zachyceno.

Omezeni ofiznutim mizZe byt snadno zafazeno pouze pied fuzi, jak ukazuje obra-
zek 4.17. Jsou-li do prediktivniho kroku marginalniho ¢asticového filtru zafazeny pouze
omezené ¢astice, pak je omezeni ofiznutim provadéno implicitné. P¥istup navrzeny v ka-
pitole 4.1.4 nejprve promitl neomezené vzorky. Nasledné pak bylo tfeba v prediktivnim
kroku marginalniho filtru nahradit v promitnutych vzorcich hodnoty neznamé promit-
nuté vzorkovaci hustoty pomoci odhadi této hustoty. Obdrzené omezené vahy jsou pak
jako obvykle slou¢eny pomoci priméru.

Odhad Shannonovy diferencialni entropie. Schémata na obrazcich 4.15-4.17 za-
chycuji faze hustot, které jsou proviadéné pomoci prameéru lokalnich prediktivnich ¢as-
(L), Ft n(2), 1
+1k 0 Wkrtlk

noffova vaha pomoci minimalizace (4.55), pak je prumér zavisly pouze na vstupnich

ticovych vah wz . Je-li vdha priméru w; déna, nebo je-li hleddna Cher-
¢asticovych vahach. Av8ak je-li hledana Shannonova vaha, tedy pfi minimalizaci od-
hadu Shannonovy diferencialni entropie (4.54), je navic t¥eba mit k dispozici hustotu,
jejiz entropie je odhadovana, coZz znamené mit vzorkovaci hustotu nebo jeji odhad.

V prvnim piipadé, tedy na obrazku 4.15, je k dispozici neomezené vzorkovaci hustota
piimo ze vzorkovani, a je tudiz mozné ji predat ¢éasti algoritmu zpracovavajici prumér
¢asticovych vah. Na obrazku 4.17 je po prumétu neomezenych vzorki odhad omezené
vzorkovaci hustoty vzdy vyzadovan. Pramér ¢asticovych vah tak miiZe zpracovavat tento
odhad. Vzhledem k tomu, Ze znalost vzorkovaci hustoty neni vzdy vyzadovana pro pro-
vedeni primeéru ¢asticovych vah, neni na obrézku 4.16 nutnost odhadovat promitnutou
vzorkovaci hustotu vyslovné zakreslena.

Je-li pouzivano omezeni vah podle nejblizsich sousedu (4.14), pak pro odhad vzor-
kovaci hustoty neni nutno opakovat vypocetné nejnéroc¢négjsi cast algoritmu. Indexy
nejblizsich sousedil jsou nalezeny jedenkrat. K omezeni vah je pak tfeba secist vahy
s potfebnymi indexy, k odhadu vzorkovaci hustoty je potieba vyhodnotit mocniny vzda-
lenosti omezenych vzorkt k jejich m-tym sousedim a vysledek vynasobit konstantou.

Odhad Shannonovy diferencidlni entropie pomoci nejblizsich sousedii a uvazujici
Castice byl navrzeny v autorové ¢lanku [2]. Hlavni myslenka uZ byla predstavena v ka-
pitole 4.1.4, v ¢lanku je navrZena tprava (4.13). Nahrazeni relativniho poctu vzorki
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v okoli daném m-tym sousedem pomoci sou¢tu vah nélezejicich témto vzorkim vychézi
primo z myslenky algoritmu nejblizsich sousedti, tedy odhadovat hustotu pravdépodob-
nosti jako pomér pravdépodobnosti, Zze nadhodna veli¢ina nalezi mnoziné, a velikosti této
mnoziny. Cili z obvyklé definice hustoty, nejen pravdépodobnostni.

Samotné vzorky jsou obvykle chapany jako ndhodna pravdépodobnostni funkce, jez
v néjakém smyslu dobfe aproximuje spojitou vzorkovaci hustotu pravdépodobnosti. Kaz-
dému vzorku je pak prifazena pravdépodobnost rovna prevracené hodnoté poctu vzorki.
Céstice, tedy vazené vzorky, pak jsou chapany jako nahodna pravdépodobnostni funkce,
kde pravdépodobnosti kazdého vzorku nejsou stejné, ale odpovidaji vaham. Ptuvod na-
vrzené upravy (4.13) je tudiz ziejmy.

Na zakladé metody odhadu entropie podle m-nejblizsich sousedii [83] byl proto v [2]

navrzen nasledujici odhad pro vézené vzorky,

Ny mel nNN,T(A),F
N A n=0 Wki1|k
Hp(och |2 = = 3

r=1

m— nNN,T, (M), F
(Erm w0 (ne/2 4 1) (W2

Ity =360 I

m

X In

+ Inm — ¥(m), (4.67)

)
+1°
Bylo navrzeno ponechat korekéni ¢len [Inm—1p(m)], kde 1(m) je digamma funkce, ktery

kde stejné jako v (4.8) nnn, r nahrazuje index n-tého nejblizsiho vzorku ke vzorku xz

odstranuje strannost zavlecenou odhadovanim hustoty jako mezikroku k odhadovani en-
tropie. Vyse uvedeny odhad je pouZivan na promitnuté vzorky, ale neomezené vihy. Po-
uziti vztahu (4.14) k omezeni vah tak az na korekéni ¢len vede ke shodé navrzeného od-
hadu a odhadu (4.54) pouzitého na omezenou lokalni prediktivni hustotu p(xL +1]Z,£)‘)).

4.3.7 Priklad — omezeni

Fze ¢astic v ilohach s omezenim bude ilustrovina na néasledujicim piikladu. Bude zkou-
mano omezeni rovnost{ a vynuceni omezeni pomoci prumétu. Bude ukazano, ze poradi
kroki faze a vynuceni omezeni nemusi mit vliv na kvalitu vyslednych odhadt. Ostatné,
pokud model dobfe aproximuje systém, nelze nic jiného ocekévat.

Necht je uvazovano vozidlo pohybujici se po silnici. Jako model je stanoven hojné
pouzivany model skoro konstantni rychlosti. Necht je tedy stav modelu x; dan polohou
a rychlosti v osach z a y, X = (@, (U)K, Yk, (vy)k] . Je-li &fika silnice zanedbana, pak
z pohybu po silnici lze odvodit omezeni, kterému podléha poloha vozidla i jeho rychlost,
ktera musi byt te¢né k silnici. Déle je uvazovano, ze je méfena poloha vozidla a Ze lokaln{
data jsou zpracovavéna v prislusnych estimatorech.

Necht je tedy model dan vztahy (2.1), kde

17T 00 oo 0
01 00 17 0 0
— — 2 —

Fe=10 0 1 7| %= 0 0 T T , T=1, (4.68a)
0 0 0 1 0 0 %2 T

%o = [70,0,0,12], Py = diag([1, 3, 100, 16]), (4.68D)

1
HY =u? = {0 8 (1) 8},Rl(:):diag([50,500]),R,(€2):diag([500,50]). (4.68¢)
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Hodnoty H,(Cl), R,(:) jsou znamy pouze estimatoru E7, hodnoty H,(f) jsou znadmy pouze
estimatoru Ey. Déle se predpokladéa, Ze silnice mé tvar kruznice se stfedem v pocatku
soufadnic a znamym polomérem R, R = 70. Znamé omezeni stavu tak ma tvar

2% + 9% — R* =0, (4.69a)
TV + Yy =0, (4.69b)

kde prvni rovnice omezuje polohu a druha smér rychlosti a kde byly vynechany indexy
casu k. Z moznych praméti je vybran takovy, ktery danému neomezenému stavu pfi-
fazuje takovy omezeny stav, kde omezené poloha odpovida prisec¢iku zadané kruznice
a poloprimky uréené poc¢atkem soufadnic a neomezenou polohou a kde omezené rychlost
je dana pravodhlym primétem rychlosti do te¢ny zadané kruznice v omezené poloze.
Neboli p(x) je dano jako

T
, (4.70)

Rx Uy — VyTY Ry —Vg Ty + Uyl’z

p X = b b )
(x) Vaz+y2 22 4y? T a2 42 x? + 32

kde opét byly vynechény indexy ¢asu k.

Skute¢ny pohyb vozidla miuze byt libovolny v ramci daném znamym omezenim.
V tomto piikladé je uvazovan deterministicky pohyb s konstantni velikosti rychlosti
rovné hodnoté 12, pFi¢emz pocate¢ni poloha je x = 70, y = 0. Neboli X presné odpovida
pocateénimu stavu systému.

Stejné jako v kapitole 4.3.4, i nyni jsou méfeni z,(:), z,(f) zpracovavana v samostat-
nych Casticovych filtrech, které posilaji lokalni ¢astice do centralniho estimatoru. Ten-
tokrat je ovSem mezi filtraci a prevzorkovani zarazen primét vzorki, pri¢emz do cent-
ralniho estimatoru jsou odesilany filtra¢ni ¢astice s promitnutymi vzorky. Pocet Céstic
je volen konstantni, N = 250, vzorkovaci hustoty jsou voleny jako pifechodové hus-
toty p(xx1fx; )
tot (2.51), jako kritérium pro vybér vahy prameéru je nyni uvazovano (2.57), jehoz odhad
je pocitan podle (4.55). Opét je pouzito odlozeni fuze do nasledujiciho ¢asu k+ 1. V lo-

. Fize je providéna pomoci viZzeného geometrického priméru hus-

kéalnich estimatorech tak neni nutné provadét po primétu vzorki i pfepocet vah, nebot
tento krok je v centralnim estimatoru implicitné proveden spolu s odstranénim zasta-
ralych césti trajektorif stavii. V souladu s kapitolou 4.3.6 je v8ak uvazovano omezeni
prediktivnich lokalnich ¢astic pramétem vzorkid spojenym s piepocitanim, nebot jak
bylo fec¢eno v ivodu tohoto pfikladu, je uvazovano vynuceni omezeni pomoci primétu
po fazi a pred fuzi.

Je provedeno 1000 simulaci pro ¢asy od k = 0 do k& = 24. K vyhodnoceni odhadi
jsou pouzity chyby polohy €,(X)) a chyby rychlosti ,(x;) dané vztahy

ep(Xi) = V/(wr — &) + (Uk — Ok)2, (4.71a)
eu(e) = 1/ (o) — (0)0)? + (1) — (0)1)2 (4.71D)

kde byly vynechany indexy odhadu ziskanych pomoci (2.10) pro f(x;) = Xj. Jmeno-
vité jsou vyhodnocovany lokalni omezené odhady fc;l“)j, 5{22“); a slou¢ené odhady fcﬂll &
kde omezeni bylo vynuceno po fuzi a pred fazi. Ze ziskanych chyb jsou pro kazdy cas

sestaveny histogramy pro dany odhad a uréen median.
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Obréazek 4.18: Mediany chyb odhadt polohy a rychlosti. Lokalni omezeny odhad f(l(fl“y

Cerchované Cary), lokalni omezeny odhad 2t (carkované Cary), omezeny slouceny
k|k

prediktivni odhad )25_1” &

pred fuzi (teckované cary).

— omezeni vynuceno po fuzi (plné ¢ary) a omezeni vynuceno

Obrazek 4.18 zachycuje vyvoj medianu chyb v zavislosti na ¢ase. Vzhledem k tomu,
ze lokalni senzory méii polohu s rozdilnou chybou ve sméru osy x a osy y a Ze vyu-
Zit{ omezeni vede k zanedbatelné chybé ve sméru od pocatku souradnic, méni se chyby
lokalnich omezenych odhadu periodicky podle toho, kde na kruznici se vozidlo nachéazi.
Prok=1,...,6 ak=15,...,24 tak lepsi odhady poskytuje estimator Es, pro ostatni
casy k poskytuje lepsi odhady estiméator F. Priblizné do ¢asu k = 5 se projevuje vliv
pocatecni podminky, v ostatnich ¢asech by pro delsi dobu simulace byly vysledky pe-
riodické. Kromé medidnu chyb lokalnich omezenych odhadi jsou vykresleny i medidny

chyb sloucenych odhadt. Protoze bylo provedeno odloZeni fize do predikce, jsou vy-
sledky posunuty o jeden krok. Je-li naptiklad & = 10, pak odhad fcflﬁl

do Casu k = 11, kam logicky patii.

o Je vynesen

Z obrazku je patrné, ze vyuZiti omezeni pied fazi, kde v predpisu (4.14) bylo vy-
uzito m = 10, nepfindsi pozorovatelnou zmeénu v kvalité odhadi oproti pripadu, kde
omezeni bylo pouzito az po fuzi. Zaroven je ziejmé, ze fuze prinesla zlepSeni odhadu
rychlosti. Pro odhady polohy nebyly slou¢ené omezené odhady horsi nez horsi z lokalnich
omezenych odhadii, a to presto, Ze slouc¢ené odhady jsou prediktivni, zatimco lokalni
odhady jsou filtra¢ni. Navic se slou¢ené omezené odhady polohy blizi lep§imu lokalnimu
omezenému odhadu. Celkové lze tedy prohlasit, ze byt zavislost lokdlnich odhadd ne-
byla znama, fize vedla ke zlepSeni. Z prubéhu chyb lokalnich odhadu je rovnéz patrné
vylepSeni odhadii zptsobené vynucenim omezeni.

Obrazek 4.19 vykresluje histogram chyb odhadi ve vybraném case k = 10. Lze vy-
pozorovat, ze v tomto Case poskytuje lepsi odhady estimator E; a ze potradi kroku fuze
a vyuziti omezeni mé zanedbatelny ucinek. Ostatné rozdilné vysledky by svédéily o ne-
vhodnosti modelu. Dale lze vypozorovat, ze fuze poskytuje mensi mnozstvi vétsich chyb
a v&t81 mnozstvi chyb malych, alespon co se tyc¢e odhadi rychlosti. Pro odhady polohy
jsou chyby srovnatelné s lepSim estimatorem, kterym je v daném case estimator Fj.
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0.2

5 6 7

Obrazek 4.19: Histogramy chyb odhadi polohy a rychlosti pro ¢as k = 10. P¥ifazeni car
a odhadi stejné jako na obrazku 4.18.

4.3.8 Shrnuti

Kapitola 4.3 se zabyvala fazi hustot pravdépodobnosti. ProtoZe pii neznalosti spole¢né
informace jsou bodové odhady sluc¢oviany vazenim, pri¢emz vysledna pravidla fize od-
povidaji riznym vazenym pramérim, bylo pfikroceno ke zkouméni zobecnénych pru-
méru. Bylo ukizano, ze pouziti specidlnich pfipadi vazenych kvaziaritmetickych pru-
méra na hustoty pravdépodobnosti je konzervativni operaci fize ve smyslu (2.60). Vy-
znacnym specidlnim piipadem téchto priméri jsou mocninné pruméry M m, kdem < 1.
Nejvyznamnéj$im je pfitom aritmeticky primér, m = 1, a geometricky priumér, m = 0,
které, jak znamo, pi pouziti na hustoty pravdépodobnosti maji interpretaci jako opti-
maélni feSeni minimalizace vazeného souctu divergenci lokalnich hustot od sloucené hus-
toty, respektive vazeného souc¢tu divergenci slou¢ené hustoty od lokalnich hustot. Bylo
ukazano, ze navrh lokalnich vah podle minimaxové tlohy vede k Chernoffové fuzi (2.57).

Déle se kapitola 4.3 zabyvala faz{ hustot v ¢asticové reprezentaci. Nejprve je tfeba
se vyporadat s rozdilnosti lokalnich vzorki XZ’O\)
prezentace bylo navrzeno odlozeni faze do nésledujiciho ¢asu k + 1 a vyuziti margi-
nélnich ¢asticovych filtra k ziskani lokalnich prediktivnich ¢astic, které sdileji navrzené
vzorky X;;’fl. Na ilustra¢nim piikladé bylo ukazano, Ze navrh spoletné vzorkovaci hus-

s,(¢ o 1s foe vz gt .
, xk’( ). Kvili zachovani Gasticové re-

toty je zédsadnim ¢initelem pro kvalitu sloucenych ¢astic. Vhodnou vzorkovaci hustotou
mize byt smés stejné vazenych lokalnich prediktivnich hustot, nebo ve specialnich pripa-
dech Gaussova hustota zaloZzené na vyuziti metody sjednoceni kovarianci. Pouziti jedné
lokalni prediktivni hustoty jako vzorkovaci hustoty je krajné nevhodné, nebot casto do-
chazi k vybrani druhé lokalni prediktivni hustoty jako slou¢ené hustoty, ktera je ovSem
reprezentovana ¢asticemi o malém efektivnim poctu.

Jsou-li lokalni hustoty reprezentovany ¢asticemi se stejnymi vzorky, lze fizi hustot
pravdépodobnosti pomoci geometrického primeéru prevést na geometricky primér vah
castic. Jak bylo ukizano, totéz plati i pro ostatni mocninné primeéry. Déle bylo predsta-
veno obecné feSeni pro fuzi Castic poskytovanych marginalizovanymi filtry a nastinény
problémy, které bude tfeba v budoucnu vytesit. Hlavnim problémem je fize Gaussovych
smési pomoci geometrického priméru a uréeni informacnich mér pro Gaussovy smési.
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Kromé geometrického a aritmetického primeéru neumoziuji kvaziaritmetické priaméry
postupné, respektive oddélené, feSeni marginalnich a podminénych hustot.

Jako posledni byla diskutovana faze ¢astic v tlohach s omezenim. Do navrzeného
postupu faze neomezenych hustot bylo tfeba zaclenit vynuceni omezeni. P¥i pouziti
primétu je nejjednodussi pripojit vynuceni omezeni za fiizi neomezenych ¢astic. Ome-
zeni Castic pred fazi je pracnéjsi, nebot je vzdy tfeba pfepocitat vahy lokalnich ¢astic,
nelze pouze promitnout vzorky. Na ilustraénim pfikladé vSak bylo ukazano, Ze rozdily
v kvalité odhadi ziskanych obéma postupy jsou pii vhodném modelovani systému za-
nedbatelné. Pouziti offznuti hustoty k vynuceni omezeni je mozné pouze pred fizi, a to
prostfednictvim navrhu spole¢nych omezenych vzorki a odhadu prislusné vzorkovaci
hustoty.

Navrzena fuze hustot v ¢asticové reprezentaci je shrnuta v nasledujicim algoritmu.
Pro fazi v ulohach s omezenim je tfeba podle zvoleného zptisobu vyuziti omezeni na-
hradit v algoritmu krok 2).

Shrnuti algoritmu: Fuaze hustot v Gasticové reprezentaci

1) Navrhni spole¢nou vzorkovaci hustotu q(ka]Z,ge}) a vyber N, ; vzorki xZ’fl.

2) Spocti lokalni prediktivni vahy, w;’ﬁ)“f x Zivz’“l w' gngp(XkH‘Xk ’\))/q( k+1’zk F)
(©)

3) Odhadni optimélni vahu wy ’ zvoleného vazeného mocninného priméru hustot.

(), F
+1k -

()

4) Pouzij vazeny mocninny priamér na lokalni prediktivni vahy wk . Pro zvolené wy

TF TF ( (f)))r k+1

jsou sloucené ¢astice dany jako (Xk+17 Wy (W -1

Fuaze v tlohach s omezenim — modifikace vypoctu lokalnich prediktivnich vah

2a) V pfipadé priumétu faze neomezenych ¢astic spoéti lokalni prediktivni vahy wkfﬁ]f
jako v neomezeném pifpadé 1 &t it ky, x0FT = p(xP).
] pripadg, zvol prumét p a promitni vzorky, xk+1 = P(Xy1

Wy F F . . . .
Ptepis vzorky, x};’ e X;’ +1T a pokracuj krokem 3). Je-li nutné, aby sloucené ¢as-

tice reprezentovaly omezenou slou¢enou hustotu pfimo, zarad v kroku 4) omezeni

r,Ft 1 mel nNN,TF

vah, napriklad jako Wy, —0 Wiiijk kde nyn, r nahrazuje index n-tého

nejblizstho promitnutého vzorku ke vzorku xZ’flT , a prepi§ vahy, wk i wz_ﬂf' k-
2b) V piipadé fize promitnutych ¢astic nejprve spocti lokalni prediktivni vahy wiﬁ?kF

jako v neomezeném piipadé. Pak zvol pramét p, prorm’tni Vzorky, Xy +1T = p(fol)

a odhadni omezené vahy, napiiklad podle vztahu wk +1| Z ZET"R’(A)’F,

kde nyn, 7 nahrazuje index n-tého nejblizsiho promitnutého vzorku ke vzorku x1 T

k+1°
r,Ft Tv()‘)vF T?()\)7FT

SIS r,F v .
Nakonec prepi§ ¢astice, ;7 < X/, W WL @ pokrac¢uj krokem 3).

2c) V pripadé faze ¢astic pii omezeni hustot pomoci ofiznuti nejprve zvol pramét p
a promitni vzorky, x;_ﬂ = p(x;;fl) Odhadni promitnutou vzorkovaci hustotu
j(x ;fﬂz,ﬁ 1)'7) napiiklad pomoci metody nejblizsich sousedu (4. 8) a spoc¢ti ome-

zené lokalni prediktivni vahy, wk+1|k LS Zs 1 wZ gc)[’lp(kar”xk )/d(x TFT|Z;£Z;:).

X1
rFE (M), F 7,(A) F'f

SN IEPY rF .
Nakonec prepis§ ¢astice, ;7 < X7, W wk+1\k a pokracuj krokem 3).



Kapitola 5

Zobecnéni konzervativnosti

Tato kapitola se zabyva druhym proudem stanovenych cilt diserta¢ni préce, tedy rozvo-
jem myslenek konzervativni fize hustot pravdépodobnosti. Nejprve je provedeno ohléd-
nuti se za stavajicim stavem reSeni dané tlohy, které bylo provedeno v kapitole 2.

V kapitole 2.3 byla uvedena konzervativnost bodového odhadu. Pokud pro dany
odhad X a pridruzenou kovarian¢ni matici chyby odhadu P platila maticovd nerov-
nost (2.43), pak odhad ve smyslu celé dvojice (x,P) byl oznacen jako konzervativni.
Pro rtazné vyklady uvedené podminky konzervativnosti byly navrzeny rtzné piistupy

k fazi. Metoda sjednoceni kovarianci chapala lokalni odhady (k]i)“lz,P]g)“lz) jako dvojice,
které se skladaji z vektortt a matic zavislych na danych realizacich mérent Z,i/\)

jako dvojice vektorovych a maticovych funkci v proménnych Z,g’\). Naproti tomu metoda

, nikoliv

pruniku kovarianci lokalni odhady jako funkce v proménnych Z,g)‘) chapala. Zobecnéni
pravidla faze (2.47) pro lokalni odhady na fazi hustot (2.51) bylo provedeno heuristicky,
navic konzervativnost hustot nebyla definovana. Alespon vsak byla zavedena konzerva-
tivnost operace faze hustot (2.60).

V kapitole 3 byl proto stanoven cil definovat konzervativnost pro hustoty pravdépo-
dobnosti a navrzenou definici dédle pouZzit pro zobecnéni konzervativni fuze.

Co se tyce konzervativni operace fize hustot, navrh obecnéjsi t¥idy operaci byl jiz
proveden v kapitole 4.3.1 a nejvyznamnéjsi specialni piipady byly diskutovany v kapi-
tole 4.3.2. Ostatni piipady konzervativnosti jsou zobecnény a diskutovéany v této kapi-
tole. V kapitole 5.1 je navrzena definice konzervativnosti dané hustoty vzhledem k jiné
hustoté, v kapitole 5.2 je navrzené definice vyuzita ke zobecnéni metody sjednoceni ko-
varianci, kapitola 5.3 se zamysli nad konzervativnosti estimatori poskytujicich hustoty
pravdépodobnosti.

5.1 Navrh definice konzervativni hustoty

Metoda sjednoceni kovarianci, pfedstavena v kapitole 2.3.1, prifazovala lokidlnim odha-

o ~(A A . . ~ (€ 4
dim (X](Wz,P,(C',z)AeN; takovy slouc¢eny odhad (X,(C“)%F,P,(CU)C’F

vii¢i viem lokalnim odhadtm. Pfitom konzervativnost byla chapéna tak, ze pro kazdé A

), ktery byl konzervativni

odpovidal lokalni odhad dvojici skladajici se ze skute¢ného stifedniho vektoru a kova-
rianéni matice. V podmince (2.43) tedy byl odhad %X, v sou¢asném piipadé x = iclgT]z,
chapan jako realizace, nikoliv jako ndhodna proménné dané transformaci ndhodnych

proménnych danych méfenimi. Kovarianéni matice chyby rovnéz nebyla funkci lokal-

74
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nich méfeni. Podminky konzervativnosti tudiz byly pro dana A prepséany do tvaru (2.44),
ktery porovnéva kovarian¢ni matice reprezentujici neurcitost odhadu a neurcitost né-
hodné proménné a kvadratickou vzdalenost odhadu od stfedniho vektoru.

Maji-li byt misto lokalnich bodovych odhadi (ﬁl(quzv P;:{g) sluc¢ovany lokalni hustoty

pravdépodobnosti p(xk|Z,5/\)), pak je tfeba definovat konzervativnost nejen pro odhady,
ale i pro hustoty. Je sice mozné ze znalosti hustoty urcit stfedni vektor a kovariancéni
matici, ale na druhou stranu by mélo byt zfejmé, Zze konzervativnost z pohledu hustoty
by méla odpovidat konzervativnosti z pohledu odhadu pouze ve specialnich piipadech.

Jako vhodny néstroj pro ohodnoceni neuréitosti se jevi Shannonova diferenciélni
entropie (2.52), protoze je zakladnim druhem entropie a vykazuje fadu dulezitych vlast-
nosti. Obdobné pro ohodnoceni vzdélenosti hustot je vhodnym nastrojem Kullbackova—
Leiblerova divergence (2.55). Jak jiz bylo Feceno, tato divergence neni vzdalenosti, pro-
toze neni symetrickd a nespliiuje trojihelnikovou nerovnost, ale zato se lokalné chova
jako kvadrat vzdalenosti. Navic pokud je pro ohodnoceni neurditosti hustot pouzita
Shannonova diferencialni entropie, méla by byt k ohodnoceni vzdéalenosti pouZita prave
Kullbackova—Leiblerova divergence, nebot tyto informa¢ni miry spolu tzce souviseji.

Drive nez bude navrzena definice konzervativnosti hustot vyuzivajici uvedené infor-
mad¢ni miry, budou provedeny nasledujici tvahy.

Rozdéleni pravdépodobnosti sdilejicich stejné stfedni vektory a kovarianéni matice
je nekone¢né mnoho. Napfiklad pro jednorozmérnou Gaussovu hustotu s nulovou st¥edni
hodnotou a jednotkovou varianci jsou uvedené momenty stejné jako pro smés stejné va-
zenych Diracovych funkci umisténych v bodech 1 a —1, ktera predstavuje limitni piiklad
symetrické smési se stejnymi prvnimi dvéma momenty. Ackoliv z pohledu konzervativ-
nosti bodovych odhadii by uvedené hustoty byly rovnocenné, ¢ili navzajem vici sobé
konzervativni, smés izolovanych bodu stézi miize byt povazovana za konzervativni vzhle-
dem k hustoté s kompaktnim defini¢nim oborem. Hustota, ktera prifazuje pripustnym
staviim nulové pravdépodobnosti, tézko miZe byt povazovina za konzervativni.

Naopak, pokud je uvazovana Diracova smés, nebo jina smés se slozkami s neprekryva-
jicimi se defini¢nimi obory, pak nahrazenim jednotlivych slozek pomoci mirné odlisnych
novych slozek, které jsou vii¢i ptivodnim slozkam konzervativni, by méla vzniknout smés
hustot konzervativni vzhledem k pivodni smési. Nemélo by tedy zaleZet na tom, volné
FeCeno, jsou-li nové slozky posunuty smérem ke stfedni hodnoté nebo naopak. V prvnim
piipadé se kovarianéni matice smési miize snizit, ve druhém se musi zvysit. Z pohledu
bodovych odhadi by v prvnim piipadé mohla byt navrzend smés vyhodnocena jako
nekonzervativni, i kdyz pro slozky s disjunktnimi defini¢énimi obory by konzervativnost
z pohledu hustot na sméru posunuti slozek viibec neméla zaviset.

Pokud jsou znamy pouze vybrané momenty nahodné veli¢iny, pak podle principu
maximéalni entropie je mezi hustotami s danymi momenty vybrana jako nejlepsi ta
hustota, jejiz entropie je nejvétsi. Je-li tedy zndm pouze stfedni vektor a kovariancéni
matice ndhodné veli¢iny, pak podle principu maximéalni entropie je jako nejlepsi vybrana
Gaussova hustota s danym stfednim vektorem a kovariancni matici. Naopak rovnéz
plati, Ze stfedni vektor a kovarian¢ni matice plné urcuji Gaussovu hustotu.

Posledni avaha poskytuje voditko k navrhu definice konzervativnosti hustot. Gaus-
sovy hustoty jsou obvyklym specidlnim pripadem v mnoha tlohéch, zda se tedy vhodné
navrhnout takovou definici, pro kterou by konzervativnost Gaussovych hustot byla ekvi-
valentni s konzervativnosti bodovych odhadii na téchto hustotach zaloZzenych.
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Pro navrzeni definice je dilezité, Ze potFebné informadéni miry jsou vyjadritelné v uza-
vieném tvaru. Diferenciadlni Shannonova entropie Gaussovy hustoty pg(x) se stfednim
vektorem X, a kovarianéni matici P,, pc = N (%,, P,), je dana

H(pe) = %ln[(ZHe)"m det P,] (5.1)

a Kullbackova-Leiblerova divergence Gaussovych hustot pg a 7g, 7¢ = N (X, Pr), je
déna

1. detP,

D(pg|ra) = 5[In Wi P,

B —ng+ tr(PpP:rl) + (%p — &ﬂ)Tprl(f{p — Xx)l, (5.2)

kde tr oznacuje stopu matice, neboli souc¢et prvki na hlavni diagonéale matice. Protoze
pro matice A, B plati tr(AB) = tr(BTAT) a navic, je-li A regularni matice fadu n,,
také n, = tr(AA 1), mize byt divergence D(pg||7g) upravena do tvaru

1. detP,

D(pc|lra) = 5[In Wi P,

5 +tr ({=Pr + Py + (% — %0) (% — %2) 1PN (5.3)

Pro pripomenuti je dobré znovu napsat podminku konzervativnosti bodového od-
hadu (Xr,P) vzhledem k uvazovanym skuteénym parametrim (x,,P,). Tato pod-
minka je ddna maticovou nerovnosti

P, —P,— (% — %:)(%), — %:)" > 0. (5.4)

5.1.1 Definice konzervativni hustoty

P1i omezeni se na piipady, kdy dimenze n, odhadované veli¢iny x je jedna, je snadné
porovnat podminku konzervativnosti bodového odhadu (5.4) s tvarem Kullbackovy—
Leiblerovy divergence Gaussovych hustot (5.3) a s tvarem Shannonovy entropie Gaus-
sovy hustoty (5.1). Protoze variance P, musi byt kladnd a protoZe stopa ¢&isla je
¢islo samo, lze odectenim ¢lenu s logaritmem z tvaru divergence (5.3) a vynéasobenim
zbytku minus dvojnasobkem odhadované variance P, dostat vyraz vystupujici v pod-
mince (5.4). Pro jednorozmérné Gaussovy hustoty je tedy mozno uvedenou podminku
konzervativnosti bodovych odhadi nahradit podminkou vyjadienou v informaénich mi-
rach, pricemz tyto podminky jsou ekvivalentni. Proto je navrzena nésledujici definice.

Definice 1: Konzervativnost hustot — zédkladni tvar.
Hustota 7 je konzervativn{ vzhledem k hustoté p pravé tehdy, kdyz plati

H(m) = H(p) = D(pllw) = 0. (5.5)

Definici konzervativnosti hustot lze samoziejmé pouzit i pro vicerozmérné hustoty.
Protoze informad¢ni miry jsou skalarni, neni mozné dosédhnout ekvivalentnost podmi-
nek (5.5) a (5.4) i pro vicerozmérné Gaussovy hustoty. Je v8ak otazkou, zda je dosazeni
takové ekvivalentnosti viibec zadouci. Nicméné alespon plat{ dualezitéd implikace. Spliuji-
li parametry vicerozmérnych Gaussovych hustot 7 a p podminku konzervativnosti bo-
dovych odhadi (5.4), tedy Ze (Xr,Pr) je konzervativni vzhledem k (%x,,P,), pak je
i hustota m konzervativni vzhledem k hustoté p. Pozdéji bude ukazéno, Zze pro splnéni
této implikace nemusi byt hustota p Gaussova.
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Duvod, pro¢ pro vicerozmérné Gaussovy hustoty plati pouze implikace, je ziejmy.
Maticova nerovnost porovnava n, vlastnich ¢isel. Je-li leva strana (5.4) pozitivné semi-
definitni, ¢ili jsou-li v8echna p¥islusna vlastni ¢isla nezdporné, pak vynasobeni pozitivné
definitni matici P, nezméni pozitivni semidefinitnost. Stopa matice je téz rovna souc¢tu
vlastnich ¢isel. Jsou-li v8echna vlastni ¢isla nezaporné, pak i jejich soucet je nezédporny.
Obréaceny smér vsak ocividné platit nemusi.

Navrzenou podminku konzervativnosti je mozno vyjadrit pomoci definic entropie
a divergence v alternativnim tvaru jako

/Q (p(x) — m(x)) In7(x)dx > 0. (5.6)

Pro omezeny defini¢ni obor €, je zfejmé, Ze rovnomérna hustota my(x) < 1 je
konzervativni vi¢i vSem hustotdm p na stejném nebo mensim definiénim oboru €2,
2, C Q. Protoze konstantni hodnotu logaritmu rovnomérné hustoty lze vytknout
pred integral, ve kterém zbude rozdil hustot, je podminka konzervativnosti (5.6), a tedy
i (5.5), splnéna dokonce rovnosti. Pro neomezeny defini¢ni obor je pak rovnomérné hus-
tota nevlastni, ale konzervativnost ztistava. Dalsim zjevnym pripadem, kdy v podmince
plati rovnost, je uvazovani té samé hustoty, ¢ili 7(x) = p(x) aZ na mnozinu miry nula.
Neboli hustoty jsou samozirejmé konzervativni vzhledem k sobé samotnym.

Velkou vyhodou navrzené definice konzervativnosti je jeji pouzitelnost jak na hus-
toty pravdépodobnosti spojitych ndhodnych veli¢in, tak na pravdépodobnostni funkce
diskrétnich nahodnych veli¢in. V diskrétnim p¥ipadé totiz nemuseji mit stfedni vektor
a kovarian¢n{ matice zadny smysl, kdezto informaéni miry smysl stale maji.

Podminku konzervativnosti 1ze vyklddat z mnoha pohledd. Prvnim je formélni po-
rovnani (5.5) a (5.4). Neurcitost odhadu musi byt alesponl o tolik v&étsi nez skutecna
neurcitost nahodné veli¢iny, kolik je kvadrat vzdalenosti odhadu od skutecnosti. Porov-
nani rozdilu entropii a divergence by zjevné §lo rozsifit i na obecngjsi informadcni miry,
ale Shannonova entropie a Kullbackova—-Leiblerova divergence jsou zfejmé pfirozenou
volbou zaru¢ujici mnoho dalsich vlastnosti. Formalni podoba uvedenych podminek neni
prilis prekvapiva, protoze podminka pro hustoty byla navrzena pravé na zékladé pod-
minky pro bodové odhady.

Jiny vyklad nabizi teorie kodovéani 23], kde je tfeba uvazovat diskrétni piipad a bi-
narni logaritmy. Kazdé hodnoté x je pfifazena posloupnost jedni¢ek a nul, takzvané
kodové slovo. Stredni hodnota délky kédového slova optimalniho prefixového kédu je
dédna Shannonovou entropii. Je-li optimalni kéd konstruovan podle pravdépodobnostni
funkce 7, ale skuteé¢né pravdépodobnostni funkce je p, pak Kullbackova—Leiblerova di-
vergence D(p||7) udava narust stfedni hodnoty délky koédového slova. Podminku (5.5)
Ize vykladat tak, ze ocekavana délka kddového slova zalozena na 7w je vétsi néz skuteéna
stfedni délka dana souc¢tem H(p) + D(p||7).

Vyraz H(p) + D(p||7) odpovida jiné relativni informaé¢ni mite znamé jako Kerridge-
ova nepresnost. Navrzené definice konzervativnosti pak ma velmi pfimocarou interpre-
taci. Neurcitost konzervativn{ hustoty musi byt alesponn tak velka jako jeji nepresnost
viidi referenéni hustoté. Ve shodé s obecnym pohledem tak 1ze o konzervativnosti tvrdit,
Ze néco je ve skutecnosti lepsi nez se predpoklada.

Specialnim pripadem hustoty p je Diracova funkce v n&jakém stavu x, tedy pripad,
kdy je stav neznamy, ale nikoliv neurcity. Podminka (5.6) pak ptejde do tvaru

m(x) = exp(—H(m)), (5.7)
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ktery lze vykladat napiiklad podle [23| tak, Ze hustota 7 musi v neznamém stavu x
nabyvat alespon takové hodnoty, jako je hodnota hustoty stavi naleZejicich typické
mnoziné dané hustotou 7. Za povsimnuti také stoji, Ze vyraz exp(H (7)) byva ozna¢ovan
jako efektivni velikost defini¢niho oboru 2.

5.1.2 Postacujici podminka

Z integralniho tvaru definice konzervativnosti hustot (5.6) lze vyvodit postacujici pod-
minku.

Nejprve je tfeba si uvédomit, Ze defini¢ni obor hustoty p musi byt podmnoZinou
definiéntho oboru hustoty =, €, C Q. JestliZe by pro mnoziny nenulové miry pla-
tilo p(x) > 0 a zaroven m(x) = 0, byl by v integralnim tvaru definice logaritmus nuly
nésoben kladnym ¢islem, a tedy integral roven minus nekonecnu.

ProtoZe integral z hustoty pravdépodobnosti je roven jedné, je integral rozdilu hustot
nulovy. K libovolnému integralu lze tak beze zmény jeho hodnoty pfi¢ist Inc nasobek
integralu rozdilu hustot, ¢ > 0. Podminka (5.6) je tak rovnocenna s podminkou

/ (p(x) — (%)) In mx) dx > 0. (5.8)
Qr

Cc

Obecné plati, ze je-li integrand nezaporny pro vSechna x, pak je i cely integral
nezaporny. Postacujici podminka konzervativnosti hustoty m vzhledem k hustoté p je
timto déna jako

T(x) <plx) = w(x)>c, (5.9a)
m(x) >px) = w(x)<ec, (5.9b)

kde ¢ je kladna konstanta, a mtze byt nazvana podminkou Robina Hooda. Hladina ¢
déli hodnoty hustot na velké a malé. Velké hodnoty hustoty p mohou byt hustotou w
podhodnoceny, malé hodnoty nadhodnoceny, pficemz podhodnoceni nesmi klesnout pod
hladinu ¢ a nadhodnoceni tuto hladinu prekrocit. Jestlize je tedy pfi presunu hustoty
zachovano déleni na velké a malé hodnoty, pak je hustota m konzervativn{ vzhledem k p.
Limitnim pfipadem je rovnomérna hustota, pro kterou, jak jiz bylo ukazano, nastava
v definici konzervativnosti dokonce rovnost.

Navrzenou postacujici podminku lze pouzit k dokazéani konzervativnosti exponenci-
4lniho zapominani.

Je-li hustota 7 dana vztahem

7(x) =k~ 1p¥(x), (5.10)

kde exponencidlni zapominani je dano parametrem w, 0 < w < 1, a k je normujici
konstanta, k = pr p¥(x) dx, pak je konzervativni vzhledem k hustoté p.

Oba limitni pripady byly jiz diskutovany. Pro w = 1 je hustota p nezménéna a v de-
finici konzervativnosti nastava rovnost. Pro w = 0 je hustota 7 rovnomérna. V piipadé
neomezeného defini¢niho oboru €2, je sice rovnomérna hustota nevlastni, ale i tak opét
v definici konzervativnosti nastava rovnost.

Pro predepsané piipady 0 < w < 1 je tfeba zaméfit se na hladiny hustot. Po-
kud hustota p nabyva v ruznych bodech x té samé hodnoty p(x), pak hustota 7 na-
byva v téch samych bodech opét stejnych hodnot 7 (x). Hladina ¢ z postacujici pod-
minky (5.9) je tudiz urcena jako kandidatské feSeni rovnosti p(x) = 7(x), které je
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déno ¢ = k@1, Protoze kladna mocnina je rostouci funkce, nerovnost 7 (x) < p(x)
implikuje nerovnost 7 (x) < p“(x). Po nésledném vyuziti (5.10) je dale impliko-
vana nerovnost k~17¥(x) < 7(x). Jednoducha tprava pak zarucuje platnost nerov-
nosti m(x) > k“-1. Neboli nerovnost 7(x) < p(x) implikuje nerovnost m(x) > k.
Obdobné je ziskana implikace 7 (x) > p(x) = 7(x) < ==

Splnénim postacujici podminky (5.9) byla dokézana konzervativnost hustoty ziskané
exponencidlnim zapominanim. Navic kromé specidlniho piipadu, kdy hustota p je rov-
nomeérna, plati pro 0 < w < 1 dokonce ostra nerovnost. Vsechny hustoty v dostatecné
malém okoli hustot 7 jsou tudiz také konzervativni vzhledem k zapominané hustoté p.

5.1.3 Vicerozmérné Gaussovy hustoty

Zatim byly ukazany dva specialni piipady, kdy v podmince konzervativnosti (5.6) na-
stala rovnost. Byly jimi trividlni p¥ipad @ = p a ptipad rovnomérné hustoty, m = my,
my o 1. V piipadé hustot pravdépodobnosti je dalsim specidlnim piipadem Gaus-
sova hustota ¢ = N(Xr,P), (X5, Pr) = (Xp,Pp). Navic bude ukézéano, Ze pro mo-
menty (X, Pr) konzervativni vzhledem k (%X, P;,) ve smyslu bodovych odhadu (5.4) je
také Gaussova hustota mg konzervativni ve smyslu hustot (5.6) vzhledem k libovolné
hustoté p s danymi momenty.

Pro Gaussovu hustotu 7g lze uvedenou podminku konzervativnosti analyticky upra-
vit. Dosazenim tvaru Gaussovy hustoty, pouzitim entropie Gaussovy hustoty (5.1), vy-
tknutim logaritmu pied integrél, fesenim integralu kvadratické formy a vyjadifenim n,
pomoci stopy matice je ziskidna nasledujici polovina stopy zndmého vyrazu,

/ (p(x) — mq(x)) Inmg(x)dx = H(rg) — ;/ p(x) In[(2n)"* det P ] dx—
Qr Qp
1

~5 [ PO = %) TP x = o dx -

=2 _ 4 ({Pp + (Xp — Xr ) (Xp — ﬁW)T}P;rl) =

= %tr ({Pr — P, — (%, — %) (%X, — %) T }PY). (5.11)

Tim je dokazano, ze konzervativnost bodovych odhada implikuje konzervativnost Gaus-
sovy hustot viici libovolné hustoté s danymi momenty. Pro (X, Pr) = (%X,, P,) je navic
uvedeny integral zjevné roven nule.

Dalsi dulezitou vlastnosti navrzené definice konzervativnosti hustot (5.5) je nezavis-
lost na linedrni regularni transformaci soutfadnic. Jestlize je ndhodné veli¢ina x trans-
formovana pomoci regularni matice T na y, y = Tx, pak entropie transformovanych
hustot, a to nejen Gaussovych, jsou dany H(p(y)) = H(p(x))+1Inabsdet T, H(n(y)) =
H(m(x))+Inabsdet T. Rozdil entropii se tudiz neméni. Protoze Kullbackova-Leiblerova
divergence je invariantni vidi jakékoliv zméné souradnic, je zfejmé, Ze linearni transfor-
mace soufadnic neméni konzervativnost hustot.

Této invariance je mozné vyuzit k navrhu alternativni definice konzervativnosti vi-
cerozmérnych hustot. Pokud by vSechny marginalni hustoty sdruzenych hustot = a p
byly nezavislé, bylo by mozné konzervativnost sdruzenych hustot definovat jako sou-
¢asnou konzervativnost margindlnich hustot. PfestoZe obecné jsou marginalni hustoty
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zévislé, lze vhodnou linearni transformaci soufadnic zarudit, aby byly alespon nekorelo-
vané. Myslenkovy postup je velmi podobny postupu pfi odvozeni algoritmu sjednoceni
kovarianci (2.46). Nejprve jsou pomoci rotace a zvétSeni transformovany souradnice tak,
aby kovarian¢ni matice P, byla identicki. Nésledné je pouzita dalsi rotace, které zaruci,
aby vysledna transformovana kovarian¢ni matice P, zvétSena o kvadraticky clen rozdilu
stiednich vektori X, a X, byla diagonalni. Navrzena transformace je tedy déana

S's, = P,, (5.12a)
VD,V = {S7HHP, + (%) — %) (% — %4) TS, (5.12b)
T=V,{S;"}", (5.12¢)

kde S; je maticovd odmocnina kovarian¢ni matice Pr a 'V, je matice ortonorméalnich
vlastnich vektoru nélezejicich vlastnim ¢isltim, které jsou usporddané na diagonéle ma-
tice D), matice na pravé strané (5.12b). Ze zpusobu konstrukce tedy plati V;f =V, L

Pro vicerozmérné hustoty muze byt pouzita nésledujici definice konzervativnosti,
ktera zarucCuje konzervativnost vicerozmérnych Gaussovych hustot pravé tehdy, kdyz je
splnéna konzervativnost odpovidajicich bodovych odhadi.

Definice 2: Konzervativnost vicerozmérnych hustot — hyperkorektni definice.

Vicerozmérna hustota 7w je konzervativni vzhledem k hustoté p pravé tehdy, kdyz
jsou ve smyslu Definice 1 (5.5) konzervativni vSechny marginalni hustoty hustot = a p
v transformovaném souradném systému daném transformaci (5.12), ¢ili musi platit

H(m(yi)) — H(p(y:)) — Dp(yi)llm(yi)) =0 (5.13)

pro vSechna ¢, i =1,...,n,.

Je tfeba poznamenat, Zze pozadavek ekvivalence konzervativnosti pro vicerozmérné
Gaussovy hustoty s konzervativnosti bodovych odhadi muze byt piilis umély. Navic
Definice 2 (5.13) je zaloZena pouze na nekorelovanosti, nikoliv nezavislosti. I proto je
upfednostiiovana puvodni definice (5.5).

5.1.4 Zobecnéni navrzené definice

Jak bylo ukazano, navrzena podminka konzervativnosti hustot (5.5) je invariantni vaci
linearnim transformacim soutadnic. Méa-li napfiklad odhadované veli¢ina x vyznam po-
lohy, pak konzervativnost pocitand v metrech je stejna jako konzervativnost pocitana
v kilometrech. AvSak vu¢i nelinedrnim transformacim navrzena podminka invariantni
neni. Prechod od kartézskych k polarnim soufadnicim tak z nekonzervativni hustoty
miize vytvofit konzervativni hustotu, stejné tak jako z konzervativni muze vytvorit
nekonzervativni. Z tohoto pohledu je tudiZ navrzend podminka konzervativnosti vzdy
vztazena k vybranému soufadnému systému.

Za povsimnuti stoji, Ze rovnomérna hustota m, byla vzdy konzervativni vzhledem
k libovolné hustoté na stejném nebo mensim defini¢nim oboru a Ze linearni transformace
rovnomérnost hustot zachovava. Dale plati, Ze Kullbackova—Leiblerova divergence hus-
toty p a rovnomérné hustoty m na stejném nebo vétsim definiénim oboru Q, €, C Q,
je rovna rozdilu velikosti tohoto defini¢niho oboru a entropie H(m). Pro rovnomérnou
hustotu 7, ktera byla univerzalné konzervativni, tedy plati, Ze rozdil entropii hustot 7
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a p je az na znaménko shodny s rozdilem divergenci téchto hustot a rovnomérné hus-
toty my, H(m) — H(p) = D(pllm) — D(r||me).

Rovnomérna hustota 7, obvykle odpovida situaci, kdy o ndhodné veli¢iné x nejsou
zéddné informace. Je-li v né&jakych soutfadnicich rozumné za neinformativni hustotu po-
kladat rovnomérnou hustotu m, pak pri prechodu k jinym soufadnicim je transformaci
rovnomeérné hustoty m, ziskdna hustota m¢, kterd miize byt prohldsena za neinformativni
hustotu v transformovanych soufadnicich. Zobecnéni Definice 1 (5.5) je proto nasnadé.

Definice 3: Konzervativnost hustot pro libovolnou neinformativni hustotu m¢.
Je-li ddna neinformativni hustota ¢, pak hustota 7 je konzervativni vzhledem k hus-
toté p pravé tehdy, kdyz plati

D(pliwe) — D(r|lme) — D(p[7) = 0. (5.14)

Tato zobecnéna definice je jiz invariantn{ vici nelinedrnim transformacim soutadnic,
avSak je tfeba pamatovat, Ze musi byt transformovéany vSechny t¥i hustoty, jak hustoty =
a p, tak i neinformativni hustota .

Protoze divergence nejsou vzdélenosti, nemusi pro hustoty platit trojihelnikovéi ne-
rovnost. Najit konzervativni hustotu m vzhledem k hustoté p pak znamené najit takovou
»zkratku® mezi ¢ a p, kde trojuhelnikovi nerovnost neplati.

Lepsi geometricky pohled na zobecnénou definici (5.14) poskytuje lokalni vlast-
nost Kullbackovy—Leiblerovy divergence, jmenovité chovani se jako kvadrat vzdéale-
nosti. Hrani¢ni rovnost pak neni nic jiného nez Pythagorova véta. Mnozina konzervativ-
nich hustot 7 je potom ohranic¢ena takovymi hustotami, pro které, velmi volné feceno,
useCky wme a pr sviraji pravy thel. Pri predstavé, Zze hustoty predstavuji body v roving,
jsou mozné nasledujici tvahy, které budou dale ilustrovany na piikladé v kapitole 5.1.5.

Jsou-li hustoty p a ¢ dany, pak hustoty 7 splijici rovnost ve zobecnéné definici lezi
na Thaletové kruznici s prumérem pre. Z vlastnosti, které budou popsany dale v textu
této prace, je mozné odvodit, Ze hustoty 7 spliiujici nerovnost lezi uvnit¥ této Thaletovy
kruznice.

Naopak, jsou-li dany hustoty 7 a m¢, pak hustoty p splhujici rovnost ve zobecnéné
definici lezi na kolmici v bodé 7 k tsecce wm¢. Z nezépornosti divergence a jeji nulovosti
pro stejné hustoty 1ze odvodit, Ze hustoty p spliujici nerovnost lezi v té poloroviné dané
uvedenou kolmici, ktera neobsahuje neinformativn{ hustotu m¢.

Pomoci definice Kullbackovy—Leiblerovy divergence lze navrzenou zobecnénou pod-
minku konzervativnosti (5.14) prepsat jako

m(x)

/Q (p(x) — m(x))In dx > 0. (5.15)

me(x)

Opét plati, Ze libovolna hustota je sama vzhledem k sobé konzervativni a Ze nein-
formativn{ hustota je konzervativni vzhledem k libovolné hustoté. Neinformativni hus-
totu me je tudiz mozné nazyvat jako univerzalné konzervativni. Navic v téchto pfipadech,
7 = p nebo m = m¢, nastava v podmince konzervativnosti rovnost.

Je tfeba pripomenout, Ze neinformativni hustota m¢ muze byt i nevlastni. Protoze
¢len v logaritmu v integralu (5.15) lze beze zmény integralu opét vydélit libovolnou
kladnou konstantou ¢, nemusi nevlastni hustoty pfinasSet vypocetni problémy.
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Obdobnym zptisobem, jakym byla ziskdna postacujici podminka (5.9), je mozné
ziskat postacujici podminku

m(x) <px) = :c(();)) > ¢, (5.16a)
m(x) > p(x) = :C((’;)) < (5.16b)

kde ¢ je kladné konstanta.

Na rozdil od predchoziho specidlniho p¥ipadu, kdy neinformativni hustota m¢ byla
rovnomérna, m¢ = my, nyni nelze ptimo ukézat konzervativnost exponencialniho za-
pominani. Nicméné lze vyuzit invariance vii¢i zméné soufadnic. Vzhledem k zavedeni
neinformativni hustoty je tfeba exponencidlni zapominani upravit do tvaru

m(x) o pw(x)wéf“’(x). (5.17)

Dale je tfeba najit takovou transformaci, pro kterou je transformované neinformativni
hustota 7¢(y) rovnomérna. V novych soufadnicich je konzervativnost exponenciilniho
zapominani dokazana, ¢ili po zpétné transformaci je dokazéana i v pivodnich sourfadni-
cich, kde neinformativni hustota m¢(x) neni rovnomérna.

V pripadé, kdy neinformativni hustota m¢ je vlastni, je mozné snadno dokizat kon-
zervativnost linedrnfho zapominani.

Je-li dana vlastni neinformativni hustota m¢ a je-li hustota m dana vztahem

7 (x) = wp(x) + (1 — w)me(x), (5.18)

kde linedrni zapominani je ddno parametrem w, 0 < w < 1, pak je hustota m konzerva-
tivni vzhledem k hustoté p.

Konzervativnost lze snadno dokézat pouzitim postacujici podminky (5.16) s volbou
¢ = 1. Opét plati, Zze nerovnost v podmince je pro m # m¢ dokonce ostra. Stejné
pfimocary je dukaz ziskany dosazenim (5.18) do (5.15). Vysledkem je nerovnost

wp(x) 4+ (1 — w)me(x)
me(x)

—(1- w)/ me(x) In dx >0, (5.19)
Qr

ktera je splnéna, protoze vyraz na levé strané je roven Kullbackové—Leiblerové divergenci

D(mellwp + (1 — w)me) vynasobené kladnym ¢islem (1 — w). Tudiz kromé zminéného

trividlniho piipadu je nerovnost ostra.

5.1.5 Priklad — diskrétni nidhodna veli¢ina

Jak bylo pfedeslano, prednosti navrzené definice konzervativnosti (5.5), pfipadné jeji
obecnéjsi varianty (5.14) je jeji pouZitelnost na diskrétni nahodné veli¢iny, coZ lze snadno
dolozit.

Spojeni s hustotami pravdépodobnosti je ziejmé z pfikladu po ¢astech konstantnich
hustot pravdépodobnosti. Necht hustoty pravdépodobnosti p(x) maji tvar

M
p(xk) = Prlo, (x), (5.20)
k=1
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Obrézek 5.1: Vrstevnice v nasobcich 0.1. Entropie H(p) (levy horni obrazek), nezaporné
konzervativnosti C(p|lq) a C(q|lp) (rovnobézky a uzaviené kiivky na pravém hornim
obrazku) a Kullbackovy—Leiblerovy divergence D(p||q) (levy dolni obrazek) a D(ql|p)
(pravy dolni obréazek). Neinformativni pravdépodobnostni funkce 7¢ (tecka) a vybrana
pravdépodobnostni funkce ¢ (hvézdicka). Tuéné jsou vyznaceny mnoziny C(p|lq) = 0
(asetka) a C(q||p) = 0 (uzaviena kiivka).

kde 1q, je funkce indikétor, ¢ili plati 1q, (x) = 1 pro x € j a 1, (x) = 0 pro x ¢ €,
a kde mnoziny €2 jsou disjunktni, Q # Q;, k # [. Vzhledem invarianci konzervativnosti
vzhledem k transformaci soufadnic je mozné uvazovat, Ze vSechny mnoziny jsou stejné
velké, pricemz jejich velikost je rovna jedné, || = 1. Pak hodnoty P, odpovidaji
hodnotam pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné veliciny.

Na obrézku 5.1 je vykreslen pravdépodobnostni simplex pro M = 3, ¢ili trojuhelnik
s vrcholy [1,0,0]T, [0,1,0]" a [0,0,1]T. Kazdy bod trojuhelniku odpovida jedné pravdé-

vy

podobnostni funkci p, p = [P1, Py, P3]*, jeho tézisté odpovida neinformativni pravdépo-

111

dobnostni funkci ¢, m¢ = (3, 3, g]T. Hvézdicka oznacuje vybranou pravdépodobnostni

funkei ¢, ¢ = [0.7,0.2,0.1]T.

Entropie H(p) je nulova ve vrcholech, protoZe ty odpovidaji deterministickému pii-
padu prifazujici jednomu stavu pravdépodobnost jedna. Maxima nabyva entropie v ne-
informativni pravdépodobnostni funkci ¢, H(me) = In3, entropie H(q) je pfiblizné
rovna 0.8. Divergence jsou nulové pro p = ¢, divergence D(q||p) je nekone¢na pro ta-
kové p, kde alesponi jedna hodnota Py je nulova. To znamené v piipadech, kdy model p
nepfipousti stav, kterého mize nabyt systém dany ¢. Vrstevnice D(q||p) jsou proto
vyobrazeny pouze do hladiny 2.

Déle jsou na obrazku 5.1 zobrazeny konzervativnosti C(p|lq) a C(q||p), které jsou
definovany déle v této praci vztahem (5.23), neboli levé strany nerovnic (5.5). Pravdeé-



84 KAPITOLA 5. ZOBECNENI KONZERVATIVNOSTI

podobnostni funkce ¢ je konzervativni vzhledem k pravdépodobnostnim funkcim uvnit¥
trojihelniku daném vrcholem [1,0,0]" a tuénou tseckou. Naopak, funkce ohranicené
tucnou uzavienou kfivkou prochézejici ¢ a m¢ jsou konzervativni vzhledem k funkci q.
7 obréazku je patrné, Ze tu¢né ¢ary protinaji vrstevnice divergenci a entropie v odpovi-
dajicich si bodech. Zaroven odpovidaji diive nastinénému geometrickému pifiméru, tedy
te¢né entropie v bodé g a Thaletové kruznici s prumérem qme.

5.1.6 Priklad — Gaussovy smési

V tavodu kapitoly 5.1 byla nadnesena myslenka, Ze konzervativnost hustoty ve formé
smeési vzhledem k jiné smési by mohla byt feSena pomoci konzervativnosti odpovidajicich
si slozek za podminky, Ze odpovidajici si slozky jsou nenulové na disjunktnich defini¢nich
oborech. Pro Gaussovy smési s dostatecné vzdalenymi slozkami by tedy mélo byt mozné
navrhnout jinou Gaussovu smés, ktera by byla vzhledem k ptavodni smési konzervativni,
pomoci navrhu konzervativnich slozek vzhledem k jednotlivym slozkdm ptvodni smési.
Touto myslenku zkouma néasledujici priklad.

Necht jsou hustoty p dany jako nasledujici Gaussovy smési, které jsou symetrické
kolem nuly,

1 ... 1 .
p= §N(X17p, 1) + iN(—XLp, 1), (5.21)
a které jsou uvazovany pro rtzné stfedni hodnoty prvni slozky Xi,, X1, = 0,1,...,5.
V pripadé X1, = 0 smés degeneruje na Gaussovu hustotu, v pripadé %1, = 1,2 se

slozky velmi prekryvaji, zatimco v pripadé X1, = 3, 4,5 se piekryti vytraci.
Smési 7, pro néz bude zkouméana konzervativnost vzhledem ke smési p, jsou uvazo-
vany ve tvaru

1. . 1 .
T = 5./\/’(X17T|-,P17ﬂ-) + §N(—X1,ﬂ-, Pl’ﬂ-). (522)

Na obréazku 5.2 jsou vykresleny vrstevnice entropie H (). Je-li variance slozek P .
pevné dana, pak pro stfedni hodnotu prvni slozky X, zvétSujici se od nuly nejprve
entropie rychle klesé, ale postupné se ustali na hodnoté %ln(SHePLW), a to kdyz je
slozky moZno povaZovat za nepiekryvajici se. Vrstevnice jsou vykresleny v trovnich
odpovidajicich entropiim Gaussovych hustot s variancemi 0% + 1,12 4+1,...,8% + 1.

30
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Obréazek 5.2: Vrstevnice entropie smési 7 pro dané volby parametrt X, » a Py » (entropie
roste pro zvétsujici se hodnoty parametrit).
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Obrézek 5.4: Kullbackovy-Leiblerovy divergence smési p, X1, = 0,...,5 a konzervativ-
nich smési m, pro dana X .

Obrézek 5.3 zachycuje hranice konzervativnosti, ¢ili pro dané x; ;, a ménici se stiedni
hodnotu slozky X3 » takové variance slozek Py r , pro které nastava v definici (5.5) rov-
nost. Konzervativni parametry lezi nad vykreslenymi kfivkami. Z porovnani s obréz-
kem 5.2 je zfejmé, Ze pro malé hodnoty X; » se tyto kiivky bliZi vrstevnicim entropie.
Pro X1 » = X1, musi platit Plﬂro = 1, protoze hustota p musi lezet na hranici konzer-
vativnosti. Pro uvedené kiivky jsou na obrézku 5.4 vykresleny Kullbackovy—Leiblerovy
divergence D(p||m,) v piisludnych hodnotach X .. Je zfejmé, ze pro malé hodnoty X1 r,
piiblizng 0 < X1, < 3%1,, se divergence D(p||my(X1,x)) skoro neméni, a tedy Ze pii-
slusné hrani¢ni hustoty my(X1 ) se také prilis neméni s rostoucim X .

Hranice konzervativnosti jsou dale rozkresleny na obrazku 5.5. Pro X1 » = 0 smés 7
degeneruje na Gaussovu hustotu. Z explicitniho feSeni (5.11) pak vyplyva, Ze variance
Gaussovy hustoty 7, je rovna varianci odpovidajici smési p, ¢ili Py x (X1,r = 0;%1) =
P, kde variance p je dana P, = 1 —1—)2%10. Tento piipad doklada, ze k libovolné smeési lze
navrhnout konzervativni Gaussovu hustotu pomoci vypoctu prvnich dvou momenti.
Z Cerchovanych cGar lze dale vy¢ist, Zze pro dany pfiklad parametrickych smési jsou
smési 7 s varianci P, tedy s varianci slozek Py ; danou rovnosti Py, =1 +§<%7p — fc%ﬂr,
konzervativni vzhledem ke smési p pouze tehdy, pokud plati X; < X1,. Tedy pokud
slozky smési 7 lezi mezi slozkami smési p. Pro malé hodnoty X1, jsou tyto smési m
s varianci P, blizké hrani¢nim smésim .
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Obrazek 5.5: Rozsifeni obrazku 5.3. Hrani¢ni smési m, (plné ¢ary) pro dané smési p
(kfizky), smési m s varianci rovnou P, (smési vykresleny ¢erchovanymi ¢arami) a smési
s konzervativnosti po slozkach (¢arkované ¢ary). Tecky oznacuji smési vykreslené na ob-
razku 5.6.

Hlavni ¢asti tohoto prikladu je vySetfeni konzervativnosti smési po slozkach. Je uka-
zéno, ze z konzervativnosti slozek nevyplyva konzervativnost smési a Ze z nekonzerva-
tivnosti slozek nevyplyvéa nekonzervativnost smési.

Konzervativnost po slozkich je v obrazku 5.5 znazornéna ¢arkovanymi parabolami.
Mé-li byt prvni slozka smési m konzervativni vzhledem k prvni slozce smési p, musi
pro varianci slozek Py  platit Py » > 1+ (X1« —fq,p)z. Je zfejmé, Ze pro piipad X1, = 0,
tedy kdyz Gaussovy smés p zdegenerovala na prostou Gaussovu hustotu, neni pro kon-
zervativnost smési m vzhledem k p potfeba, aby slozky smési 7 byly konzervativni vzhle-
dem ke slozkdm smési p, coz znamend i k hustoté p samotné. Na piipadu X1, = 1 je
ukézano, ze pokud se slozky smési m piekryvaji vice nez slozky p, ¢ili pro x1 » < %1, = 1,
konzervativnost po slozkich nezaruc¢uje konzervativnost smési. Stejné jako v predchozim
piipadé i pro 1 = X1, < X1 5 nekonzervativnost po slozkidch neznamené nekonzervativ-
nost smési.

Pro x1 , = 3 a X1 = 5 se slozky smési p prekryvaji pouze nepatrné. Proto lze oceka-
vat, Ze pokud se stfedni hodnoty sloZek X1 , budou pohybovat v malém okoli x; ;, bude
hranice konzervativnosti smési 7 piiblizné odpovidat hranici konzervativnosti po sloz-
kach. Jak je z dolnich grafii obrazku 5.5 patrné, je tomu tak. Navic je vidét, Ze hranice
je symetrickd. Ov8em pokud se sloZky smési 7 za¢nou vyraznéji prekryvat, jsou potieba
vétsi variance, nez by vyplyvalo z konzervativnosti po slozkach. Jak bylo diive disku-
tovano, pro X blizké nule jsou potfeba piiblizné takové variance slozek, pro které
variance smési m odpovida varianci smési p.

Na obrazku 5.6 jsou zobrazeny konzervativni smési m,, které jsou v obrazku 5.5
oznaceny teckami. Smési m, s nulovou stfedni hodnotou prvni slozky, X;, = 0, ¢ili
Gaussovy hustoty, jsou na pohled nerozeznatelné od smési pro x1 . = 0.5,0.5,1.5,2
kde %1, nabyva poporadé hodnot 0,1, 3, 5.
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Obrazek 5.6: Konzervativni smési 7, (plné ¢ary) pro rizné volby X ». Smési p (¢arko-
vané ¢ary) pro X1, = 0,1,3,5.

5.2 Zobecnéni metody sjednoceni kovarianci

Po zavedeni definice konzervativnosti hustoty 7 vzhledem k hustoté p je moZno pfi-
kroc¢it ke zobecnéni metody sjednoceni kovarianci, které bylo provedeno v autorové
¢lanku [4]. Slu¢ované lokalni hustoty p(xk|Z,£)‘)) budou chapany jako funkce stavu xj

1z . (A . P - .
zévislé na dané realizaci méren{ Z,g ). Budou tedy opét zkracené znaceny jako py, kde

zévislost na vSech moznych mérenich Z,gk) neni uvazovéna.

Ptfed samotnym zobecnénim metody bude konzervativnost hustot kvantifikovana.
Vyraz Cr.(p|/m) bude oznacovat levou stranu nerovnosti (5.15), ¢ili i nerovnosti (5.14).
Ve specidlnim piipadé rovnomérné neinformativni hustoty ¢ = my, ¢ili pro levou
stranu (5.6) a (5.5), bude pouzito zkracené znaceni C(p| 7). Neboli

Crelplm) = [ (0) = w(x)) ”<(X>) dx = D(p|lne) — Dlrllne) — D(pll7), (5.230)
Qr (X
i) = [ (0() = 7)) m(x) ax = () ~ H(p) ~ D). (5.230)

Pro danou neinformativni hustotu 7¢ je konzervativnost Cr, (p||7) funkei dvou hustot
pravdépodobnosti. Je ziejmé, Ze pro pevné danou hustotu 7 je konzervativnost Cr (p||7)
linearn{ v hustoté p. Neboli pro hustoty p1, p2 a vahu w, 0 < w < 1, plati

Cre (wWp1 + (1 = w)pa7) = wCrc (pr][7) + (1 = w)Crrc (P2 7)- (5.24a)

Vzhledem ke striktni konkavnosti logaritmu Inz a striktni konvexnosti funkce zInz je
vidét, ze pro pevné danou hustotu p je konzervativnost striktné konkadvn{ v hustoté «.
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Tedy pro hustoty m;, my a vadhu w, 0 < w < 1, plati
Cre (Pllwmy + (1 = w)my) > Wl (pl|my) + (1 — w)Cre (pl|3)- (5.24b)

7 konkavnosti vyplyva diive uvedené geometricka predstava hustot v roviné. Lezi-li
hustoty s nulovou konzervativnosti na Thaletové kruznici, pak smési dvou takovych hus-
tot m, my lezi uvnitt kruznice. Hustoty 7 uvnitt kruznice maji konzervativnost Cr, (p||7)
kladnou, ¢ili jsou konzervativni vzhledem k p. Z linearity pak vyplyvala predstava po-
loroviny, vici které jsou hustoty m konzervativni.

7 linearity v prvnim hustoté p a konkavnosti ve druhé hustoté m ovSem nevyplyva
konkavnost ve dvojicich hustot, to jest v (p,7). Je-li hustota p smés hustot p;, pa
a hustota m odpovidajici smés hustot 7, my, pak neni zaruceno, ze konzervativnost smési
Cre(wpr + (1 — w)p2|lwmy + (1 — w)my) je vEtsi nez smés konzervativnosti jednotlivych
slozek dana vyrazem wCr,(p1|/m;) + (1 — w)Cr,(p2||my). Specidlné plati, Ze slozka
konzervativni vzhledem ke slozce p; a slozka m, konzervativni vzhledem ke sloZce po
nezarucuji, ze smés 7w je konzervativni vzhledem ke smési p.

Nyni se lze vratit ke zobecniovini metody sjednoceni kovarianci.

5.2.1 Formulace dlohy

Ve zobecnéné metodé je hledana takova hustota m, ktera by byla konzervativni vzhle-
dem ke vSem slucovanym hustotam py, A € N,", a vyhovovala zvolenému kritériu.
Nerovnosti (2.44) jsou tak nyni nahrazeny nerovnostmi

Cre (pal[m) = 0. (5.25)

Jako optimaln{ hustota 7* vyhovujici uvedenym nerovnostem je zvolena hustota s nej-
vétsi divergenci od neinformativni hustoty D(7||m¢),

7 = argmax D(w|mc) (5.26a)
m:Cre (P [|7)>0

Pro rovnomérnou neinformativni hustotu, m¢ = my, prejde maximalizace divergence
na minimalizaci entropie H(7),

7 = argmin H(w) (5.26b)
m:C(px|lm)=0

coz se kryje s minimalizaci determinantu kovarianéni matice (2.45) v pfipadé metody
sjednoceni kovarianci slu¢ujici bodové odhady, které jsou ztotoznény s parametry Gaus-
sovy hustoty.

5.2.2 Odvozeni obecného reSeni

Linearita v p je stézejni vlastnosti Cr, (p||7), ktera piimo vede k vyvozeni nutné pod-
minky na slou¢enou hustotu . Pro vahy w,, w, > 0, Z/\Ej\ﬁ wy, = 1, totiz vzhledem
£

k linearité (5.24a) vyplyva z podminek (5.25) podminka

Cre( Y wypallm) >0 (5.27)
XN
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fikajici, Ze mé-li byt slou¢ena hustota 7w konzervativni vzhledem ke vSem sluCovanym
hustotam p), musi byt zaroven konzervativn{ vzhledem ke vSech jejich smésim. Smési
hustot px, A € N7, budou oznaceny M (py), -+, nebo Castéji zkracens M(py ).
14
Nutna podminka (5.27) jmenovité tvrdi, Ze sloucena hustota m musi byt konzerva-

tivni vzhledem ke smési, kterd nabyva nejmensi divergence od neinformativni hustoty
a ktera bude oznacena jako p*,

p* = argmin D(p||m¢). (5.28a)
pEM(pA)
Pro rovnomérnou neinformativni hustotu, m¢ = my, pfejde minimalizace divergence

na maximalizaci entropie. Slouc¢ené hustota m musi byt konzervativni vzhledem ke smési
s maximalni entropii opét oznacené jako p*,

p* = argmax H(p). (5.28b)
peM(px)

Ze zavedeni konzervativnosti (5.23) a nezapornosti divergence D(p*||7) je zfejmé,
ze pokud ma byt splnéna nutna podminka (5.27), nesmi byt divergence D(r||7¢) vEtsi
nez D(p*||m¢), pfipadné pro m¢ = my entropie H(7) mensi nez H(p*). Vzhledem k prave
odvozenym zavoram je smés p* kandidatem na optimélni hustotu 7*.

Zbyva tedy dokdzat, ze smés p*, p* € M(px),, N> dana (5.28) je konzervativni
vzhledem ke svym moZnym slozkam py, to jest i k tém s nulovou vahou w, .

Jestlize smés M (py) obsahuje neinformativni hustotu n¢, pak je feSeni 7* = p*
trivialni. V takovém piipadé jsou v8echny konzervativnosti Cr, (py||7*) nulové.

Protoze M(py) je konvexni mnoZina, pak pro m¢ ¢ M (py) lze vyuzit Pythagorovu
vétu pro divergence dostupnou v literatuie, naptiklad v [23]. Véta ika, ze pro p* je
splnéna podminka (5.27). Cili pro prislusnou volbu vah wy, i podminky (5.25).

Dikaz spo¢iva v konstrukei smési wp + (1 — w)p*, kde p € M(py), a zkouméani
divergence od neinformativni hustoty 7¢. Protoze pro w = 0 nabyva divergence D(wp +
(1 — w)p*|Ime) diky (5.28) minima, je v w = 0 derivace nezaporna. Cili

_ ok n[wp+(1_w)p*]w:0
MZO—/QP*{@ Pl . "

d
0< %D(wp + (1 —w)p*[|me)

+ (p—p")}dx = Crc (pllp7) (5.29)

ProtoZe smés p*, ktera je nejbliZsi smési od neinformativni hustoty 7¢, je konzerva-
tivni vzhledem ke svym moZznym slozkdm danym sluc¢ovanymi hustotami py, je smés p*
zaroven hledanou hustotou 7* konzervativni vzhledem k p), kteréd je od neinformativni
hustoty 7¢ nejdale.

Pro pripad g = my je tedy obdrzen zvlastni piipad principu maximalni entro-
pie. Smés s maximélni entropii nabyva mezi vyhovujicimi konzervativnimi hustotami
nejmensi mozné entropie. Cili fegenf (5.26) je dané 7* = p*.

Hledani optimélni funkce tedy bylo pievedeno na hledani optimélnich vah w} smési p,
p € M(py). Divergence ani entropie smési sice nemaji uzaviené tvary, ale pro numerické
hledani optimélnich vah je dilezité, ze divergence je konvexni a entropie konkavni.

Hledani optimélni hustoty p* nabizi dalsi nahled.
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Karushovy—Kuhnovy—Tuckerovy podminky extrému kromé jiné cesty provedeni dii-
kazu, Ze smés p* je konzervativni vzhledem k py, poskytuji i rozhodnuti, zda ne-
rovnost Cr.(p*|[px) > 0 je ostrou nerovnosti nebo rovnosti. V minimalizaci diver-
gence (5.28a) jsou omezeni ve standardnim tvaru déna jako Z/\eNj wy—1=0a-w, <

0. Pro piislugné multiplikatory jy a v jsou tedy podminky pro kazdé A\, A € N,", dany

ve tvaru
d
0= ——{D( S wepkllme) + (Y w1+ Y l(—w ) omw,,  (5.30a)
A HEN;— HE/\/‘; HE/\/?'
0= (=) (5.30b)
0= (5.30¢)

kde zkraceny zapis w = w, oznacuje, Ze derivace jsou vyhodnoceny v bodech w, = wy,
XeN.

Rovnice (5.30a) lze dosazenim do divergence a derivovanim podle vdhy w, upravit
do tvaru

ZHEN; w:pﬁ
0:/ [paln —————— + prJdx + v — py (5.31)
Q, e

Po vybrani néjakého FeSeni wy budou indexy takovych nerovnosti, pro néz plati
ostra nerovnost —wy < 0, dany mnozinou M, M = {\ : uy = 0}. Vynasobenim (5.31)

vahami w} a souc¢tem pro A € M jsou obdrZeny rovnice

%

o:/ (3" wip) i dx+ 37 wi(1+). (5.32)
Qp AEM e AeEM

Protoze pro A, ¢ M diky (5.30b) plati w} = 0, musi platit >, w} = 1, a tedy

1D AeMWAPA = D e Ny wipy = p*. To znamen4, Ze optimalni smés p* nemusi byt dana

vemi slu¢ovanymi hustotami py . ProtoZe miiZe existovat vice feSeni wy, nejsou slozky py

dany jednoznac¢né. Piikladem existence vice feSeni je pripad, kdy nékterou hustotu p)

lze vyjadrit jako smés ostatnich sluc¢ovanych hustot. Na druhou stranu z konvexnosti

divergence, respektive konkévnosti entropie, vyplyvé, Ze optimalni smés p* jednoznacéna

je.

Po odet¢teni (5.32) od (5.31) je obdrZena rovnice

*
0= [ n=p)m L dx (5.33)
Q, e
neboli Cr. (pal[p*) = pa. Jestlize tedy existuje takové feSeni, ze wy > 0, pak hustota
hustota p) muze byt vyjadfena jako nenulova slozka p* a multiplikator u), ktery odpo-
vida konzervativnosti Cr. (px|[p*), musi byt nulovy. Pro ty A, pro které je vzdy w} = 0,
je multiplikidtor ) kladny. Nelze-li hustotu py vyjadfit jako nenulovou slozku optimélni
smési p*, pak je vzhledem k ni optimalni smés p* ostie konzervativni.
Tim je opét dokazano, Ze optimélni konzervativni hustota 7* je dana smési p*.

5.2.3 Reseni pro disjunktni definiéni obory

Hledani optiméalni smési p* vyzaduje vyhodnoceni divergence, respektive entropie, smési.
Reseni tudiz v obecném piipadé nelze nalézt analyticky. V nésledujicim specidlnim
pripadé vsak postaci vyhodnotit pouze jednotlivé slozky.
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Nyni je uvazovéno, Ze slucované hustoty py maji disjunktni defini¢ni obory, €2,, N
Qp, =0, £ # X. Ma-li platit Cr.(pxr|/7) > 0, pak musi platit ,, C Q. Defini¢ni
obor konzervativnich hustot tedy musi obsahovat sjednoceni defini¢nich obori sluco-
vanych hustot. Pro optimélni konzervativni hustotu n* odpovidajici smési p* tedy
plati Q7 = U, N;pr coz také znamend, Ze optimdlni vahy w) nemohou byt nu-
lové. Nenulové vahy pak diky (5.30b) a (5.33) znamenaji nulovou konzervativnost smési
vzhledem ke sluc¢ovanym hustotam.

7 disjunktnosti defini¢nich obort vyplyva, ze v daném stavu je hodnota optimélni
smési dana vazenou hodnotou pfislusné slozky,

X € Qp, 1 p" (%) = wipa(x). (5.34)
Odvozené nulovosti konzervativnosti Cr, (py|[p*) tak lze zapsat jako

wipa(x)

me(x) b=

0:/Q (1 —wy)pa(x)In

PA
-y / (04 whpr(x)) In e g (5.35)
Q e (x)
HEN; P
KFEA
Protoze vyraz (1 — wy) je roven souctu zbylych vah ) NF A wr, je mozno dalsimi

dUpravami pro kazdé A € ./\/'eJr ziskat rovnici

0= Y wilD(pllne) +wi — D(pelime) — wil (5.36)
nEJ\Q+,n#A

ProtoZe optimdlni vahy w) museji byt kladné, lze feSeni odvozené soustavy neline-
arnich rovnic najit poloZenim vyrazi v hranatych zavorkach rovno nule. Neboli musi
platit

wi _ exp(=D(pxllmc))
wi exp(=D(pxllme))’

coz pifimo vede k nalezeni optiméalnich vah, které jsou nepifimo timérné exponencialni

(5.37)

funkci Kullbackovy—Leiblerovy divergence slu¢ované hustoty py od neinformativni hus-
toty m¢,
wy o< exp(—=D(px|mc)). (5.38)

V obvyklém specidlnim piipadé m¢ = my jsou optimalni vdhy w} pfimo tmérné vy-
razu exp(H(py)), tedy efektivni velikosti defini¢niho oboru €, .

I v piipadé, kdyz jsou defini¢éni obory slucovanych hustot disjunktni, je tedy treba
vyhodnocovat divergence, ale oproti obecnému piipadu ne nutné divergence smési. Je-li
mozno analyticky vyhodnotit divergence jednotlivych slu¢ovanych hustot, pak je nale-
zené feSeni zobecnéné metody sjednoceni kovarianci dano v uzavieném tvaru. Optimalni
hustota 7* je dana smési p* s vahami danymi (5.38).

V nékterych pripadech je mozno tvaru feSeni pro disjunktni defini¢ni obory pouZit
k aproximaci optimélniho feSeni. Napiiklad v piipadé, kdy jsou uvazovany Gaussovy
hustoty py, pro jejichz parametry plati (Xy — %x)T (P + Po) 1%y — %Xx) > 1. Je-
li za neinformativni hustotu 7 brana nevlastni rovnomérnéa hustota, m¢ = my o« 1,

ng 1

pak diky (5.1) pfiblizné plati w} oc ve"=[(21) 2 (det Py)3]. Vzhledem k tomu, Ze vyraz
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v hranatych zéavorkach je roven normalizacni konstanté Gaussovy hustoty py, je vysledna
smés p;, ktera aproximuje optimalni smés p*, ddna souctem exponencialnich ¢leni, které
jsou vSechny normalizované najednou. Neboli v bodech x = % nabyva smés p} priblizné
stejnych hodnot.

Na obrazku 5.7 je vykresleno pfiblizné feSeni pro hustoty p) dané jako
p1=N(-17,4), p2=N(-2,1), p3=N(15,9). (5.39)

Hustoty s velkou varianci maji velké efektivni velikosti defini¢niho oboru, a jsou jim
proto prisouzeny velké vahy. Pfiblizné feseni ma tedy tvar p; = %pl + %pg + %pg.

0.4r
=° i
Py 02 B o * :. K
ko) : L
< . T eve,
o 01 r . ° :' < .' -.
0 A s . ./\.:4 o5 le

Obrazek 5.7: Hustoty px, A = 1,2, 3 (teckované ¢ary) a sloucena hustota p} (plna ¢ara).

5.2.4 Priklad — diskrétni ndhodna veli¢ina

Protoze 1ze konzervativnost hustot pravdépodobnosti pfimocaie pienést na konzerva-
tivnost pravdépodobnostnich funkci, je moZzné navrzené zobecnéni metody sjednoceni
kovarianci pouzit i pro diskrétn{ ndhodné veli¢iny. Uvedeny piiklad navazuje na piiklad
v kapitole 5.1.5.

Necht jsou dany nésledujici pravdépodobnostni funkce py jako p; = [1,0,0]T, py =
[0.5,0.5,0]T, p3 = [0.3,0.6,0.1]T, py = [0.6,0.1,0.3]T a p5 = [0.2,0.2,0.6]*. Neinforma-
tivni pravdépodobnostni funkce je opét uvazovana jako rovnomérna, we = [%, %, %]T

Obrazek 5.8 zachycuje pravdépodobnostni funkce 7, které jsou konzervativni vzhle-
dem k jednotlivym py. Z konkavnosti (5.24b) vyplyva, Ze jsou vymezeny uzavienymi
kiivkami danymi C(py||7) = 0. Obrazek 5.9 pak zachycuje pravdépodobnostni funkce p,
vzhledem k nimz jsou jednotlivé py konzervativni. Tyto p néleZeji poloroviné vymezené
useckou C(p||pa) = 0, pfi¢emz poloroviny neobsahuji neinformativni funkei m¢.

7 obrazkl lze vycist, Ze po je konzervativni vzhledem k p; s nulovou konzerva-
tivnosti C(p1||p2). Tato nulovost vyplyva z toho, Ze pfi omezeni se na dva stavy, ¢ili
pro P3 = 0, odpovida ps rovnomérné pravdépodobnostni funkci, kterd je coby nein-
formativni pravdépodobnostni funkce univerzalné konzervativni. Déle je vzhledem k pq
konzervativni pg, C(p1|lpa) > 0, a vzhledem k po je konzervativni ps, C(pa||ps) > 0.
Pro vsechny ostatni dvojice je konzervativnost zaporna.

Je zfejmé, 7e relace konzervativnosti neni tranzitivni. Ackoliv je p3 konzervativni
vzhledem k po, kterd je konzervativni vzhledem k pi, neni p3 konzervativni vzhledem
k P1-
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Obrézek 5.8: Pravdépodobnostni funkce py (kiizky), jejich dvouslozkové smési (usecky)

a pravdépodobnostni funkce m dané C(py||w) = 0 (uzaviené kiivky).
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Obrazek 5.9: Pravdépodobnostni funkce py (kifzky), 75 ., ¢ili jejich dvouslozkové smési
s maximalni entropii, (tecky) a pravdépodobnostni funkce p dané C(p||px) = 0 (tucné

tsecky) a C(p||73 ) = 0 (usecky).
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Pravdépodobnostni funkce p4 je smési funkci p; a ps, coZ znamena, Ze stejné smési
tvorené slozkami pi, ps a ps; mohou byt vyjadfené pomoci raznych kombinaci vah.
Jedinou pravdépodobnostni funkci, ktera je zaroven konzervativni vzhledem k po a ps
je neinformativni funkce 7. Funkce p; je konzervativni pouze vhledem k sobé, protoze
nepfipousti zddnou neurcitost.

Pravdépodobnostni funkce 7, které jsou konzervativni vzhledem k vice funkcim py,
jsou dany prinikem oblasti ohrani¢enymi prislusSnymi uzavienymi kiivkami. Je vhodné
pripomenout, Ze uzaviené kiivky byly prirovnédvany k Thaletovym kruznicim. Proto
nepiekvapi, Zze jeden prusecik dvojice kfivek odpovida neinformativni hustoté a druhy
lezi na dsecce spojujici prislusné py a ps. Druhy prusecik odpovida optimalni funkci ﬂ;’ o>
kterd je mezi pfipustnymi 7 nejdale od m¢. Zaroven je my , smési py, px s maximalni
entropii, tedy smési p, ktera je ve smyslu divergence D(p||7;'c) nejblize me.

Jestlize je p, konzervativn{ vzhledem k p,, pak Wj\ﬁ = px. Jmenovité 774 = po,
T4 = Pa & Ty 3 = p3. Z linedrni zavislosti p1, ps a ps vyplyva moznost rizného vyjad-
Fenf smési s maximaln{ entropii, 7 4 5 = 7] 5 = 7} 5, pricemZ konzervativnost vzhledem
k moznym slozkdm je nulova. Jmenovité plati C(p1||7; 5) = 0. Protoze jsou uvazoviny
pouze tii stavy, M = 3, jsou dvouslozkové smési s maximélni entropif rovny viceslozko-
vym smésim s maximalni entropif, 77 53 = Ty 3, T 94 = To 4, T 234 = T34 = T34 =
73 4. Konzervativnost vzhledem k nevyuzitelnym slozkim je kladnd, C(pz|[773) > 0,
C(p1llm34) > 0, C(prl75 4) > 0, Clpz|7s4) > 0.

5.2.5 Priklad — Gaussovy hustoty

Nasledujici priklad porovnava piiblizné FeSeni (5.38) s optimalnim fesenim (5.28b) v pii-
padé, kdy jsou uvaZovany dvé Gaussovy hustoty, které se zna¢né piekryvaji.

Necht py = N(0,1), p2 = N (3,4) a necht neinformativni hustota 7¢ je opét rovno-
mérné, m¢ x 1. Pak pfiblizné feSeni dané predpisem (5.38) ma tvar p, = %pl + %pz, ¢ili
Wq = % Numerickym vypoctem je ziskdna optimélni vaha w*, ktera je pfiblizné rovna
hodnoté 0.3. Pro porovnani je rovnéz vypocteno feseni podle standardniho sjednoceni
kovarianci (2.45), které je dano Gaussovou hustotou N(2,5).

Na obrazku 5.10 je vykreslena konzervativnost smési p, p = wp+(1—w)pa, vzhledem
k hustotam p; a po, entropie smési p a divergence D(p1||p), D(pz2]|p). Divergence a ent-
ropie, a tedy i konzervativnost, byly poc¢itdny numericky. Pouze pro w =0 a w =1 lze
pouzit uzaviené feseni, nebot smés p degeneruje na Gaussovu hustotu po, respektive py.
Z konzervativnosti hustot vzhledem k sobé vyplyva C(p2||pw=0) = 0 a C(p1||pw=1) = 0.
Pro Gaussovy smési plati (5.11), a tudiz C(p1||pw=0) = —0.75, C(p1||pw=1) = —6.
Z tvaru (5.1) plynou piiblizné hodnoty entropie, H(p1) ~ 1.42, H(p2) ~ 2.11. Z ob-
razku je patrné, ze smés s maximalni entropif je konzervativni vzhledem k p; i ps, a to
s nulovou konzervativnosti.

Obrazek 5.11 porovnava hustoty p; a po se slouCenymi hustotami. Jak bylo uka-
zano v kapitole 5.2.3, priblizné feSeni navrhuje takové w,, aby maxima funkei wgpq
a (1 — wy)p2 byla stejna. Naproti tomu optimalni feSeni w* vede ke smési, ktera se cela
blizi rovnomérné hustoté na oblasti, kde jsou hustoty p; a ps nezanedbatelné. Gaus-
sova hustota ziskané standardnim sjednocenim kovarianci je v tomto pfipadé, kdy jsou
slucované Gaussovy hustoty blizké, srovnatelna s optimalnim i pfibliznym FeSenim zo-
becnéného sjednoceni kovarianci.
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Obrazek 5.10: Konzervativnost smési vici slozkam, C(p1||p), C(p2||p), pro razné vahy w
(plné ¢ary), divergence D(p1||p) a D(p2||p) (¢arkované ¢ary) a entropie smési H(p) (Cer-
chované ¢ara). Optimalni vaha w* (tecka) prislusejici smési s maximalni entropii a pfi-
blizné feseni w, (kiizek).
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Obrézek 5.11: Hustoty p; a pa (CGerchované ¢ary), smés s maximéalni entropii p* (tuéné
plna ¢ara) a jeji slozky (plné ¢ary), pfiblizné feSeni 7 (tu¢na ¢arkovana ¢ara) a pirislugné
slozky (¢arkované Cary). Gaussova hustota dana standardnim sjednocenim kovarianci
(teckovana ¢ara).

5.3 Konzervativnost estimatoru

Definice konzervativni hustoty navrzené v kapitole 5.1 chépala lokalni hustoty pravdépo-
dobnosti p(xk\Zlg)‘)) poskytované lokdlnimi estimatory E) jako hustoty zavislé na dané
realizaci méfent Z,i)‘). Jestlize je kvalita odhadu vyhodnocovana pied ziskanim mé-
feni, tedy jestlize je vyhodnocovano zobrazeni z mnoziny vSech moznych hodnot méfeni
do mnoziny hustot pravdépodobnosti, pak je tfeba zavést dalsi definici konzervativnosti.
Nejprve se je tfeba ohlédnout za definici konzervativnosti odhadu ve formé vektoru
a matice kvality. V podmince (2.43) nyni bude pouzito odpovidajici duslednéjsi zna-
¢eni. Odhad % je vyslovné znacen jako funkce méteni z, matice kvality P funkci méfent
neni. Kvuli odliSeni chapani odhadu jako realizace a odhadu jako funkce je tedy sprav-
néjsi mluvit o konzervativnosti estimétorti. Pro estimatory je podminka konzervativnosti
déna jako
P — BE{(x —x(2))(x — %(2))T} >0, (5.40)

kde stfedni hodnota probih4 jak pres stavy x, tak pfes méfeni z.
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Bohuzel, v tloze odhadu stavu dynamického systému je pouziti této podminky ome-
zeno na linedrni systémy s Gaussovymi Sumy. Pro nelinedrni negaussovské systémy
zéddny standardni filtr, jako je napiiklad rozsifeny Kalmantiv filtr, unscentovany filtr,
¢asticovy filtr nebo filtr Gaussovych smési, neposkytuje nepodminénou matici kva-
lity odhadu P. Standardni filtry poskytuji podminéné matice kvality odhadu P(z),
které jsou v idedlnim piipadé x(z) = E{x|z} rovny podminéné kovarian¢éni matici
E{(x—%(z))(x—%(z))"|z}. Nepodminéna matice kvality odhadu P je pak dana stfedni
hodnotou podminénych matic, P = E{P(z)}. Pouze v linedrnim gaussovském piipadé
je mozno zaménovat P a P(z), protoze v tomto pfipadé jsou vSechny podminéné ma-
tice P(z) stejné, a tudiz i rovny nepodminéné matici P.

Protoze nepodminéné stfedni hodnota mutze byt poc¢itana jako stiedni hodnota pod-
minénych stfednich hodnot, mize byt podminka konzervativnosti estimatoru (5.40) pie-
psana do tvaru

E{P(z) - E{(x — x(2))(x — %(2)) " |z}} > 0, (5.41)

kde x(z) a P(z) jsou pro dané z vektor a matice poskytované estimatorem. Vné&jsi
stfedni hodnota probih& pies méreni z. Vnitini stfedni hodnota probihé pies stavy x,
kde odhad x(z) je dany vektor. Cili vyraz uvnitt vnéjsi stfedni hodnoty odpovida vyrazu
zndmému z kapitoly 5.1.

Pro estimatory poskytujici podminéné hustoty 7 (x|z) by tudiz konzervativni esti-
méator mohl byt definovan podminkou

E{Crc (p(x]2)|7(x[2))} = 0, (5.42)

kde stfedni hodnota probih& pifes vSechna méfeni z.

Otéazkou zlstava, zda neinformativni hustotu 7e 1ze libovolné volit, nebo je ji nutno
z povahy problému povazovat za danou. Jako myslitelny kandidat se napfiklad jevi
apriorni hustota, m¢ = p(x).

Podminku pro stfedni hodnotu konzervativnosti (5.42) lze vyjadfit pomoci integral-
niho tvaru (5.15) jako

/ {/ (p(x]z) — 7(x]z)) In m(x]2) dx}p(z)dz > 0. (5.43)
Q JOx me(x)

Clen v logaritmu lze beze zmény vnitfniho integralu nésobit libovolnym kladnym ¢&is-
lem nezéavislym na x, ¢li napiiklad hustotou pravdépodobnosti mé&feni p(z). Z pod-
minéné hustoty m(x|z) je tak obdrZena sdruzené hustota 7(x,z) definovana vztahem
7(x|z)p(z). Touto upravou je ziskdna podminka

/ / (x,2) — 7 (x|2)p(z)) In "2 4o 4, 5 0, (5.44)
2 me(x)

coZ neni nic jiného nez podminka konzervativnosti sdruzené hustoty m(x,z) vzhledem
ke sdruzené hustoté p(x,z).

Vychozi tvar (5.41) pouzity k navrhu definice (5.42) mé vSak mnohé nedostatky,
které se projevi v nelinedrnim negaussovském odhadovani. Podminéné matice kva-
lity P(z) a stfedni hodnota stoji v (5.41) oddélené. Konzervativnost estimatoru je tak
pouhou nutnou podminkou rozumnosti poskytovanych odhadt. Pro jednoduchy piipad
p(x,z) = 1,0 < x,2z <1, x <2z je podminéna stiedni hodnota a podminéna vari-
ance stavu x rozumnym odhadem (%(z), P(z)). Estimator poskytujici odhad (z,1/322)
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je rozumny a je vyhodnocen jako konzervativni. Estimator pracujici s nepodminénou
kovarianci chyby, tedy (z,1/6) poskytuje variance, které jsou pro naméfené hodnoty z
zbytecné nadhodnocené v pfipadé, kdyz z — 0, a pro z — 1 naopak podhodnocené.
Estimator poskytujici odhady (z,2/3) pro 0 < z < 1/2 a (z,0) pro 1/2 < z < 1
je zcela ziejmé nevyhovujici, protoze pro 1/2 < z < 1 predstird naprosto presné od-
hady. Presto vSak vSechny uvedené estimatory jsou z pohledu (5.41) naprosto stejné.
ProtoZe standardni filtry misto matice P poskytuji podminéné matice P(z), je nutno
s konzervativnosti estimatoru v nelinearnim negaussovském odhadovani zachazet s vel-
kou opatrnosti. Podminka (5.42) je proto pouze néstfelem rozumné definice.

5.3.1 Konzervativnost priniku kovarianci

Poskytuji-li estimatory Ex, A € N, , konzervativni odhady (x(z), P(z™)), pak je
mozno hledat konzervativni slouceny odhad (%) (zr), PY)(zr)), kde zp = U)\EJ\/’[L z\).
Zdanlivé je tedy mozno pouzit metodu priniku kovarianci. Ta vS8ak pracuje s nepod-
minénymi maticemi kvality lokalnich odhadt a poskytuje opét nepodminénou matici
kvality. Podle vztaht (2.47) jsou slu¢ovany odhady (%(z™)),P™M) a vysledkem je kon-
zervativn{ odhad (%) (z), P%)).

Pro nelinedrni negaussovské systémy tak pii slucovani podminénych matic kva-
lity P(zo‘)) namisto nepodminénych matic kvality P mize byt pro kazdou reali-
zaci méfeni zp vybrana jina optimélni vaha wg)(z r). Nasledujici protipiiklad ukazuje,
ze vysledny estimator nemusi byt konzervativni ve smyslu (5.41).

Je dana sdruzené hustota pravdépodobnosti p(x,z(1),

1

px,zM)x1, 0<x<1,0<zW < 1,min(§, Z(b)) <1, (5.45)
kde a, b jsou parametry vymezené nerovnostmi % <a<l1l,0<b< % Hustota p(x, z(l))
je marginalni hustota sdruzené hustoty p(x, z), Z(Q)), ktera je konstruovéna jako sou-
¢in p(zM|x)p(2? |x)p(x), kde hustota p(z?|x) je pro z() = 2 stejna jako p(z(V|x).
Neboli pro danou ndhodnou veliinu x jsou piislusna méfeni z(©), ¢ = 1,2, podmi-
néné nezévisla. Margindlni a podminéné hustoty méfeni a stavu jsou nenulové na nize
uvedenych intervalech,

1

—t—— 0<x<a 1 0<x<a0<z®<1
_ ) atb(l—a) (6) _ >X>a,VU%> >

p(x) {a—l—b(bl—a) a<x<1’ p(=" ) {i a<x<1,0<z" <bp’

0<z® <bho<x<1

b<z) <1,0<x<a’ (5.46)

L 0<z® <y
@)y _ ) atb(l-a) — — 0y —
p(z ) {a—i-b(‘l—a) b <zl <1’ p(X‘Z )

Q= =

Estimatory E; poskytuji odhady (x(z()), P(z())), které se v nelinearnim odhado-
vani skladaji z podminéné stfedni hodnoty a podminéné variance, ¢ili z konstrukce plati

(x(z),P(z1"))) £ (B{x|z!"}, E{(x — %(z))) (x — x(2("))T[2{)}), kde

) 0<z®0 <

) b<a® <1 (5.47)

Sl% Rl

(1
(%(2), P(29)) = { "
2

Vzhledem ke zptisobu konstrukce jsou uvedené estiméatory konzervativni.
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Je-li pouzita metoda priniku kovarianci (2.47), kde misto nepodminénych matic
kvality odhadu P®) jsou pouzity podminéné matice kvality odhadu P (z*)), pak slou-
¢eny odhad (% (zp), P (zx)) je dan

(3, 5) 0 < max(zM)?3_, <b
lwa’t(l-w)a 1 ___a? O] (2)

(X(Z)(ZF),P(Z)(ZF)) _ (2 wa?+(1- w)27 12 wa2+(21—w)) 0<z/<b<z¥ <1 7 (5.48)
(%w _:—((11 L:u))aZ 7%w+(1a—w)a2) 0<z®@ <b<zM <1
(5, ‘11—2) b < min(zM)2_, <1

kde funkce max a min jsou maximum, respektive minimum, z hodnot z"), z(2),
Podle (2.30) a (5.46) je slou¢ené hustota p(x|zr) dana
a(b—b1)+1 0< max(zo‘))?\:1 <bh0<x<a
p(x|zp) = ¢ aponrr 0 S max(zV)i Sbha<x <l (5.49)

ISE

b < 1[1r18ux(z(/\))?\:1 <1,0<x<a

a centralizovany odhad je tudiz dan

b—1)+1 a*b—(a—1)*)(b—1)+b
(e(ap), P (o)) = | GO B TR 0 < max(z®)3_ <o
(3, 13) b< Inaux(z(’\))?\:1 <1

(5.50)

Cili pii fazi pomoci priniku kovarianci (2.47), kde védha w je vybrana pomoci (2.48),
jsou v uvazovaném piipadé ziskdny odhady shodujici se s centralizovanymi, vyjma pii-
padu 0 < max(z()‘))g\:1 < b. Pro shodné odhady je vyraz uvniti stfedni hodnoty (5.41)
nulovy. Vypoctem lze ukizat, Ze existuji takové hodnoty parametrd a, b, pro které je
v pifpadé 0 < max(z)3_, < b slouceny odhad nekonzervativni vzhledem k centra-
lizovanému odhadu, neboli pro které je vyraz uvniti stfedni hodnoty (5.41) zaporny.

Napiiklad pro a = 0.8, b = 0.2 plati P (zy) — P(zp) — (X(zr) — X (2r))? = —%5.
Obdobné lze ukéizat, Ze ani pro pevné zvolenou vihu w nemusi byt slou¢eny odhad
konzervativni ve smyslu (5.41). Lze pouzit sdruzenou hustotu meteni z(1), z(?)| ktera je

rovina

a(b—1)+1 A2

ab+b%(1—a)
7a+b(a1—a) b < max(zM)?_, <1

a dale pokracovat ve vypoc¢tu. Pro uvedeny piiklad a = 0.8, b = 0.2 je stfedni hod-
nota (5.41) pfiblizné rovna hodnoté —0.0186 pro w = 0 i pro w = 0.5.

Kdyby estimatory E; poskytovaly nepodminéné kovarianéni matice P, pak by
lokalni odhady a odhad ziskany prinikem kovarianci (2.47) byly dany

1 1 bt+a3(1-b) ¢
(e, p) = | (Bdianm) 0529 <0 (55
X\(Z 5 - a 1b+a3(1 b) b (£)<1 .
(5 12 Tta(i= b)) <z <
(13
Giaiy) 0wl <b
wt(1 b+a3(1—b
(% (z), PY)) = (S b+cg((1—b))) 0<zM <b<z® <1 . (5.53)
e (wawr(;—w)a7 Tlgbbti((ll:bb))) 0< z(2) <b< z(D) <1
(5 T2 Trati-n) b<min(zM)3_, <1
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Pro pevné zvolenou véhu w, 0 < w < 1, je vysledny estimétor konzervativni. Je tfeba
upozornit, Ze ani kdyZ jsou matice PA), P(?) stejné, nelze volit vahu w libovolné na zé-
kladé odhadi. Pokud by napfiklad bylo voleno w = 1 pro x(z(M)) = %, %x(z?)) = 5
a w = 0 bylo voleno v piipadech x(z(1)) = 5, %x(z?)) = %, byl by vysledny estiméator
nekonzervativni.

Uvedeny piiklad potvrzuje, Ze zobecnéni metody priniku kovarianci (2.47) na va-
Zeny geometricky pramér hustot (2.51) byl velmi heuristicky krok. Zatimco prvni me-
toda pouziva nepodminéné matice kvality odhadu, pramér hustot je bezpochyby svazén
s podminénymi maticemi. Aby si pravidla fize odpovidala, nestacila by Gaussovost
slu¢ovanych podminénych hustot pravdépodobnosti. Pfinejmensim by bylo tfeba, aby
podminéné hustoty mély stejné kovariancéni matice.

Dale je zfejmy velmi volny pfechod od podminky konzervativniho bodového esti-
méatoru (5.41) k podmince konzervativnosti (5.42) vztazené k estiméatoru poskytujicimu
hustoty. Je-li rovhomeérna hustota my pro 0 < x < 1 poklddana za neinformativn{ hus-
totu 7e, pak jsou ve vyse uvedeném prikladé v8echny estimétory konzervativni. Geome-
tricky primér rovnomérnych hustot p(x\z(e)) je totiz opét rovnomérné hustota. Vyrazy
uvnitf stfednich hodnot (5.41), (5.42) nejsou ekvivalentni ani pro jednorozmérné pod-
minéné Gaussovy hustoty. Je-li v8ak sebehodnoceni kvality odhadu P(z) konstantni
pro v8echna z, pak jsou vyrazy pifimo amérné.

5.4 Shrnuti

V kapitole 5 byla zavedena definice konzervativnosti dané hustoty vzhledem k jiné hus-
toté a nasledné byla tato definice pouZita ke zobecnéni metody sjednoceni kovarianci.

Navrzena definice vychazi z konzervativnosti bodovych odhadu a je zaloZena na in-
forma¢nich mirdch. Hustota 7 je konzervativni vzhledem k hustoté p, pokud nepies-
nost m neni vétsi nez jeji neurcitost. Nasledné byla stanovena postacujici podminka
konzervativnosti. Z konstrukce definice konzervativnosti hustot vyplyva, Ze jednoroz-
mérné Gaussovy hustoty jsou hustoty konzervativni pravé tehdy, kdyz jsou konzerva-
tivni pfislusné odhady. Ve vicerozmérném piipadé z konzervativnosti odhada vyplyva
konzervativnost Gaussovych hustot. Dale bylo ukizéno, ze konzervativnost je invariantni
vici linedrni zméné souradnic.

Navrzena definice byla déle zobecnéna. Po stanoveni neinformativni hustoty m¢,
ktera je svazana s vybranym soufadnym systémem, je konzervativnost definovana po-
moci Kullbackovych—Leiblerovych divergenci. Zobecnéné definice je invariantni i viaci
nelinearnim transformacim soufadnic a je dana nerovnosti, kde hrani¢ni rovnost je zo-
becnéni Pythagorovy véty. Nasledné bylo ukazano, Ze hustoty ziskané exponencidlnim
i linedrnim zapominanim, tedy vazenym geometrickym a aritmetickym primérem hus-
tot p a m¢, jsou konzervativni vzhledem k p. Vyhodou navrzené definice je pouzitelnost
jak na hustoty pravdépodobnosti, tak i na pravdépodobnostni funkce néalezejici dis-
krétnim ndhodnym veli¢inaAm. Na druhou stranu je na piikladé ilustrovano, Ze nelze
konstruovat konzervativni smési pomoci jednotlivé konzervativnich slozek.

Zobecnéna definice umoznuje jednoduché geometrické prirovnani. Hustoty konzer-
vativni vzhledem k p lezi uvnitf Thaletovy kruznice sestrojené nad primérem pmc.
Naopak, hustoty, vzhledem k nimz je hustota p konzervativni, lezi v té poloroviné dané
te¢nou Thaletovy kruZnice v bodé p, kterd neobsahuje neinformativni hustotu 7¢.
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Po zavedeni definice konzervativnosti hustot bylo provedeno zobecnéni metody sjed-
noceni kovarianci. Ukolem je nalézt takové hustoty 7, které jsou konzervativni vzhledem
ke v8em slu¢ovanym hustotdm py, a z nich vybrat takovou hustotu 7*, ktera je nejdale
od neinformativni hustoty m¢. V pripadé rovnomérné neinformativni hustoty je tedy
vybirana hustota s nejmensi entropii. Optimalnim FeSenim je takova smés hustot pjy,
kterd je mezi danymi smésmi nejblize neinformativni hustoté m¢. Ve zminéném speci-
alnim pfipadé je tedy feSenim smés s maximalni entropii, neboli byl nalezen zvlastni
pripad principu maximaln{ entropie.

Vzhledem k minimalizaci divergence hustot, pfipadné maximalizaci entropie smési,
nejsou vahy optimalni smési dany v uzavieném tvaru. Optimalni FeSeni je tedy nutno
hledat numericky. Vyjimkou je pfipad, kdy slu¢ované hustoty p) maji disjunktni de-
finiéni obory a kdy lze informac¢ni miry vyhodnotit pro jednotlivé slozky samostatné.
Pak jsou optiméalni vihy dany pomoci informa¢nich mér slozek. Pro rovnomérnou ne-
informativni hustotu jsou optimalni vahy tmérné efektivni velikosti defini¢niho oboru
prislusné slozky. V ptipadé, kdy se nepfekryvaji oblasti, kde hustoty p) nabyvaji ne-
zanedbatelnych hodnot, lze pouzit uvedeny uzavieny tvar k aproximaci optiméalniho
feseni.

V zéavére¢né ¢asti byly provedeny tvahy o dalSim vyuziti navrZené definice, ktera
prifazuje konzervativnost dvojici hustot. Jmenovité o vyuziti v navrhu definice konzer-
vativnosti estimatoru poskytujiciho hustoty pravdépodobnosti 7 (x|z). Tato konzerva-
tivnost by mohla byt definovana jako stfedni hodnota konzervativnosti hustot 7 (x|z)
vzhledem k aposteriornim hustotam p(x|z), coZ je ekvivalentni konzervativnosti hustoty
7(x,2), definované jako 7(x,z) = 7(x|z)p(z), vzhledem ke sdruzené hustoté p(x,z).

Zaroven bylo poukizano na nedostatek definice konzervativnosti bodovych estimé-
tori, nebot nelinearni filtry poskytuji podminéné matice kvality odhadu P(z), nikoliv
jejich stfedni hodnoty P. Na ptikladé pak bylo pfedvedeno, Ze pouziti matic kvality od-
hadu v predpisu faze pomoci pruniku kovarianci nezarucuje konzervativnost centralniho
estimétoru.

Hlavni vysledky kapitoly 5 jsou shrnuty nésledovné.

1) Byla navrzena definice konzervativnosti (Definice 3):  Je-li dana neinformativni hus-
tota me, pak hustota 7 je konzervativni vzhledem k hustoté py pravé tehdy, kdyz plati

D(pawe) — D(xze) - D(pall) > .

2) Byla formulovana tloha zobechwujici fizi pomoci sjednoceni kovarianci: Je hledana
takova hustota 7, kterd by byla konzervativni vzhledem ke vSem slu¢ovanym husto-
tam py, A € /\/'Z“. Jako optimalni hustota 7* vyhovujici uvedenym nerovnostem je
zvolena hustota s nejvétsi divergenci od neinformativni hustoty D(r ||7¢),

7= argmax D(w|mc).
7:Crp (P [|7) 20

3) Bylo nalezeno feseni nové formulované tlohy: Optimélni hustota 7* je rovna smési p*,
jejiz slozky jsou dany hustotami py, a to takové smési, kterd nabyvéa nejmensi divergence
od neinformativni hustoty,

p* = arg min D(p||mc).
peM(px)



Kapitola 6
Zaver

Disertacni prace se zabyvala informac¢ni fizi, jmenovité fizi hustot pravdépodobnosti
v odhadu stavu stochastickych systémii. Vedle rozvoje ¢asticovych filtrti a faze ¢astic
bylo navrzeno zobecnéni konzervativnosti.

V uvodu prace bylo na velmi obecné trovni predstaveno ¢lenéni informadni ftze
na slucovani nezavislych informaci, na odecitani spole¢né informace s naslednym sluco-
vanim nezévislych informaci a na respektovani neznamé spolecéné informace. Toto ¢lenéni
se projevilo v odhadu stavu systému pomoci vice estimétort. Zvlastni pozornost byla
vénovéana respektovani neznamé spole¢né informace, piislusné fuze byla oznacena jako
konzervativni. Dalsi ¢ast{ fiize bylo vyuziti kontextu, v pripadé tloh odhadu reprezento-
vané odhadovanim s omezenim. Jako hlavni nastroj k feSenf nelinedrnich negaussovskych
uloh byl predstaven ¢asticovy filtr.

Hlavnimi cili diserta¢ni prace byl stanoven vyzkum v oblasti nelinearnich estimétori
a v oblasti konzervativni fiize. Pro nelinearni estimétory, jmenovité ¢asticové filtry, bylo
tfeba névrh vzorka a vypocet vah prizpusobit pozadavkim faze hustot pravdépodob-
nosti, a to vcetné fize v tlohach s omezenim. Nésledné bylo tfeba provést samotnou
fazi hustot reprezentovanych danymi ¢asticemi. V oblasti konzervativni fiize hustot bylo
cilem zobecnit fazi bodovych odhadu.

6.1 Vysledky prace

Cili ¢islo 1, 2 a 3, tedy casticovymi filtry, se zabyvala kapitola 4.

V kapitole 4.1 byl z velké ¢asti vyTesen cil ¢islo 1. Nejprve byl vyloZzen vyznam ome-
zeni z pohledu hustot pravdépodobnosti. Vyuziti pseudométeni odpovida pouziti doda-
tecné informace, ¢ili se jedna o dalsi podminovani neomezenych aposteriornich hustot.
Poruseni omezeni je chapano jako Spatné modelovani hustot pravdépodobnosti. Naproti
tomu vyuziti pramétu mize byt vykladéno jako uprava aproximace. V tlohach odhadu
s omezenim danym rovnosti mé tato iprava prijatelnou interpretaci jako marginalizace
pres nadbytecné proménné. Z tohoto thlu pohledu je porusSeni omezeni chépano jako
chybné rozprostieni hustoty pravdépodobnosti do prostoru vyssi dimenze.

Dale se kapitola 4.1 zabyvala architekturou faze v tlohach s omezenim. Byly zde
predstaveny a diskutovany pripady, kdy je omezeni vynucovano pouze v centralnim esti-
matoru nebo i v lokédlnich estimatorech, ¢i kdy jsou slu¢oviny omezené nebo neomezené
odhady. Zvlastni pozornost byla vénovana omezeni rovnosti v ¢asticovych filtrech. Bylo

101



102 KAPITOLA 6. ZAVER

navrzeno jak omezeni podminénim, tak omezeni marginalizaci, pficemz byl dusledné
dodrzovan vyznam Castic jako vazenych vzorki.

V kapitole 4.2 bylo nejprve poukézéno na hlavni prekazku k vyuziti ¢astic ve fazi
hustot pravdépodobnosti. K odstranéni poloviny této prekazky, jiz je pfifazovani vah
trajektoriim stavi, nikoliv pouze jednomu stavu, lze pouzit marginalni ¢asticovy filtr.
Déle byla navrzena tprava marginalizovaného ¢asticového filtru, coz je vypocetné efek-
tivni varianta Casticového filtru, jejimz cilem opét bylo odstranit zavislost vah na minu-
lych ¢astech trajektorif stavu. V ramci marginalizovanych filtrti byly uvazovany systémy
s podminéné linedrni ¢asti, kde standardni predpoklad Gaussovy pocateéni podminky
a Gaussovych Sumu byl rozsifen na Gaussovy smési. Vysledny filtr naplnil cil diserta¢ni
préce &islo 2.

Navrzena FeSeni byla vyuzita v kapitole 4.3 zaméfené na fizi hustot pravdépodob-
nosti, tedy na cil ¢islo 3. Nejprve byly diskutovany kvaziaritmetické prumeéry hustot
a jejich pouziti ve fazi. Zvlastni pozornost pak byla upfena na specialni pfipady mocnin-
nych priméri, na aritmeticky a geometricky primeér. Geometricky primeér, v literatuie
navrzeny jako vhodny kandidat na konzervativni fuzi, byl podpofen interpretaci jako
optimalni feSeni vazenych divergenci lokalnich hustot od slouc¢ené hustoty.

Hlavni naplni kapitoly 4.3 pak bylo navrzeni faze ¢astic v odhadu stavu dynamickych
stochastickych systémut. K prekonani druhé poloviny hlavni prekazky, jiz je rozdilnost
vzorku néleZejicich jednotlivym lokalnim ¢asticim, bylo navrzeno odlozeni fiize do na-
sledujiciho ¢asu. Vyuziti znalosti systému, jmenovité popisu stavového Sumu, umoziuje
zachovat rdmec Casticovych filtrii, bez nutnosti odhadovat hustoty pomoci jinych me-
tod, v nichz je tfeba heuristicky volit parametry. V praktickych tlohach navic nemusi
byt odloZeni faze prilis umélym krokem. Pro pfiklad lze uvést asynchronné pracujici es-
timatory ¢i prenos Castic se zpozdénim. Castice v nésledujicim ¢ase jsou ziskany pomoci
margindlnich ¢asticovych filtri, pri¢emz pro vSechny lokalni ¢astice jsou pouzity stejné
vzorky. Rozdilnost lokalnich hustot se tudiz projevi pouze odlisnosti lokalnich vah. N&-
vrh spolecné vzorkovaci hustoty byl diskutovan, vhodnou vzorkovaci hustotou muze byt
napiiklad smés lokalnich hustot. Timto bylo dosazeno prvni poloviny cile ¢islo 3.

Déle bylo v kapitole 4.3 ukazano, Ze jsou-li lokalni hustoty reprezentovany riznymi
vahami ve stejnych vzorcich, pak lze fizi hustot pomoci mocninnych praméra pirevést
na mocninné prumeéry vah. Fuaze ¢astic poskytovanych marginalnimi marginalizovanymi
Casticovymi filtry byla pouze nastinéna, nalezenymi prekdzkami je primér Gaussovych
smési a vyhodnoceni kritéria. Fiize ¢astic v ulohéch s omezenim byla poskladéna z jiz
diskutovanych kroki. Pro omezeni rovnosti bylo diskutovano mozné fazenf kroki, v pii-
padé omezeni ofiznutim mohlo byt omezeni zafazeno pouze pied fizi do kroku néavrhu
vzorkovaci hustoty. Rozborem ftaze v tlohach s omezenim byl zavrSen cil ¢islo 1, preve-
denim fize hustot na fizi vah byl naplnén cil ¢islo 3.

Dalsimu cili disertac¢ni prace, cili ¢islo 4, jimZ je zobecnéni konzervativnosti, byla
vénovana kapitola 5.

Nejprve byla v kapitole 5.1 pfipomenuta konzervativnost bodovych odhadt ve smy-
slu pouzivaném v metodé sjednoceni kovarianci. Je-li odhad chépan jako dané realizace,
pak konzervativnost odhadu je vyhodnocena na zékladé podminéné stfedni hodnoty,
kde podminkou je dana realizace méfeni. Konzervativnost hustot pravdépodobnosti
tedy musi byt vztaZena vzhledem k néjaké hustoté, pricemz tato hustota odpovidéa
pro dané méien{ skuteéné aposteriorn{ hustoté. Z pozadavku ekvivalentnosti konzerva-
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tivnosti jednorozmérnych Gaussovych hustot s konzervativnosti bodovych odhadu zalo-
zenych na parametrech danych hustot vyplynul navrh definice konzervativnosti hustoty
vzhledem zadané hustoté. Tim byla splnéna prvni polovina cile ¢islo 4.

Navrzena definice konzervativnosti hustot je zaloZena na informac¢nich mirach a oply-
va Tadou snadno srozumitelnych interpretaci a Zadoucich vlastnosti. Z vyznamnych
vlastnosti lze jmenovat invariantnost obecné definice vié¢i nelinedrnim zménam sou-
fadného systému ¢ pouzitelnost pro diskrétni ndhodné veli¢iny. Navrzené zobecnéni
definice navic vyzaduje stanoveni takové hustoty pravdépodobnosti, kterd je povazo-
vana za neinformativni. Z navrzené definici byla rovnéz vyvozena postacujici podminka
konzervativnosti hustoty vzhledem k zadané hustoté.

V kapitole 5.2 byla navrzena definice konzervativnosti hustot vyuzita ke zobecnéni
metody sjednoceni kovarianci. Po stanoveni divergence slouc¢ené hustoty od neinforma-
tivni hustoty jako kritéria k maximalizaci bylo odvozeno feSeni pro obecné hustoty.
Optimalni feSeni je dané takovou smési slucovanych hustot, neboli jejich aritmetickym
prumérem, kterd mezi vSemi uvazovanymi smésmi nabyva nejmensi divergence od ne-
informativni hustoty. Je-li za neinformativni hustotu zvolena rovnomérna hustota, pak
maximalizace divergence prejde na minimalizaci entropie a optimélni reSeni je dané
smési s maximalni entropii. Pfi zobecnéni metody sjednoceni kovarianci byl tedy ob-
jeven jisty druh zazitého principu maximalni entropie. Pro specialni piipad bylo dale
odvozeno FeSeni v uzavieném tvaru. Obecné lze konstatovat, Ze prevedenim hledani op-
timalni funkce na hledani optimélnich parametri bylo dosazeno i druhé poloviny cile
¢islo 4.

Kapitola 5.3 se zabyvala konzervativnosti estimatori. Bodové odhady byly chapany
jako funkce méreni a vyhodnocovany ustifednénim pres vSechny mozné realizace mé-
feni. Tento pohled je pouzivan v metodé priniku kovarianci. Vzhledem ke skute¢nosti,
ze standardni nelinearni filtry poskytuji podminéné matice kvality odhadu namisto ne-
podminénych, bylo ukdzéno na nedostatky stévajici definice. Z mozné napravy vyply-
nul navrh definice konzervativnosti estimatori poskytujicich hustoty pravdépodobnosti.
Konzervativnost muze byt vyhodnocovana ze stfedni hodnoty vySe definovanych kon-
zervativnosti hustot vzhledem k pfislusné podminéné hustoté. Definice pro hustoty a bo-
dové odhady se vSak prekryvaji na velmi tzké t¥idé hustot, navic konzervativnost byla
vzhledem ke stfednéni pfes vSechna méreni spiSe nutnou podminkou rozumnosti odhadii.
Dale bylo ukazano, ze metodu priuniku kovarianci nelze prenést na odhady poskytované
standardnimi nelineadrnimi filtry. VaZeny geometricky prumér hustot tak zustal podpo-
fen pouze difve uvedenym pohledem jako optimalni{ feSeni pro kritérium dané vaZenim
divergenci.

6.2 Otevrené otazky

Ve fuzi ¢astic zistaly oblasti, kterym by méla byt v budoucnu vénovana dalsi pozornost.
Otevienou otézkou napfiklad ztustdva navrh vhodné spoleéné vzorkovaci hustoty. Jako
kandidat byla navrzena Gaussova hustota ziskand metodou sjednoceni kovarianci, pii-
padné smés lokalnich hustot, ale nebyly zkoumany podminky, za kterych tyto hustoty
poskytuji vzorky, jez poslouzi k dobré aproximaci slou¢ené hustoty. Pri hledani optimél-
nich vah priméru hustot by navic vzorky mély byt vhodné pro v8echny mozné sloucené
hustoty zaroven.
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Dalsim smérem budouciho vyzkumu je fize ¢astic poskytovanych marginalnimi mar-
ginalizovanymi filtry. Jak jiz bylo uvedeno, je tfeba najit analytické aproximace priméru
Gaussovych smési a vyhodnotit prislusné informad¢ni miry.

Co se tyce konzervativniho odhadovéani, je vybér sméru budouciho vyzkumu velmi
giroky. Nové zvazované konzervativnost estimatort poskytujicich hustoty pravdépodob-
nosti stoji na samém prahu. Lze se zabyvat stavajicimi pravidly pro fazi z pohledu
navrzené definice. Je také mozno navrhnout a zkoumat jinak definované konzervativ-
nosti.

Ze zcela odlisnych oblasti tloh odhadu, kterymi je vhodné se zabyvat, lze jmenovat
naptiklad fazi v rozlehlych systémech [48, 56]. Zatimco v diserta¢ni praci je uvazovano
odhadovani celého stavu pomoci vice estimétorti, v systémech o velké dimenzi je tfeba
navic uvazovat, ze estimatory odhaduji pouze nepatrnou ¢ast stavu. Kromeé tloh odhadu
je téz mozno zabyvat se napiiklad fazi v tlohach rozhodovani.
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