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Abstrakt

Cilem této bakalarské préace je numericka simulace vedeni tepla v palivovém ¢lanku jader-
ného reaktoru, které lze popsat obycejnou diferencialni rovnici druhého radu. Pro vypocet
byla zvolena metoda kone¢nych diferenci, kterda byla podrobné rozebréana a aplikovana
na rovnici vedeni tepla. Pomoci této metody byly provedeny numerické experimenty v pro-
gramovém prostiedi MATLAB a vysledky porovnany s vysledky z jinych metod.

Klicova slova: Rovnice vedeni tepla, palivovy proutek, metoda konec¢nych diferenci, oby-
¢ejné diferencidlni rovnice druhého radu.



Abstract

Aim of this bachelor’s thesis is the numerical simulation of heat conduction in the fuel
elements reactor, which can be described by second order ordinary differential equations.
Finite difference method was chosen for the calculation, which has been described in detail
and applied to the equation of heat conduction. This method was implemented in Matlab
and the results were compared with results from other methods.

Key words: Heat conduction equation, fuel rod, finite difference method, second order
ordinary differential equations.
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Kapitola 1

Uvod

Je lidskou prirozenosti testovat, pozorovat a snit. Jaderna energie je pribéh stoleti dlou-
hého snu, ktery se stava realitou.

Starorecti filozofové jako prvni rozvijeli myslenku, ze vSechno je slozeno z neviditelnych
¢astic, které nazyvali atomy. Slovo atom pochazi z feckého slova - atomos - coz znamena
neviditelny. Védci v 18. a 19. stoleti revidovali celou koncepci na zakladé svych experi-
mentu. V roce 1900 jiz fyzici védéli, ze atom obsahuje velké mnozstvi energie. Britsky fyzik
Ernest Rutherford byl nazyvan otcem jaderné védy, nebot’ velmi prispél k teorii atomové
struktury. V roce 1904 napsal:

»,Pokud by viubec bylo mozné ridit rychlost rozpadu radioaktivnich prvki, pak by bylo
mozné ziskat obrovské mnozstvi energie z malého mnozstvi hmoty.“[1]

Albert Einstein vyvinul svou teorii o vztahu mezi hmotnosti a energii o rok pozdéji.

V Rimé roku 1934 fyzik Enrico Fermi provadél fadu experimentii. Samotny Fermi byl
vysledky svych experimentu prekvapen. Kdyz nechaval bombardovat uran neutrony, nezis-
kal prvky, které ocekaval. Prvky, které vznikly, byly mnohem lehéi nez uran.

Na podzim roku 1938 némecti védci Otto Hahn a Fritz Strassman vysttelili do uranu
neutrony ze zdroje obsahujiciho radium a berylium. Byli prekvapeni, ze ve zbylych ma-
teridlech nasli prvky lehci, nez je baryum. Tyto prvky mély polovinu atomové hmotnosti
uranu.

Fermi a jeho kolega, Leo Szilard, v roce 1941 navrhuji mozné feseni uranového fetézo-
vého reaktoru. Jejich model se skladal z uranu umisténého v krychli vyrobené z grafitu.
Roku 1942 se skupina védcu, v cele s Fermim, sesla na univerzité v Chicagu, kde rozvijeli
své teorie. V listopadu roku 1942 byli ptripraveni zah&jit stavbu prvniho jaderného reak-
toru, ktery nesl oznaceni Chicago Pile-1. Tento reaktor kromé uranu a grafitu obsahoval
také tidici tyce vyrobené z kadmia, kterymi dokézali tidit rychlost Stépeni.

Dne 2. prosince 1942, byli védci pripraveni zahajit demonstracni provoz Chicago Pile-1.
Fermi natidil, aby fidici ty¢e byly béhem nékolika ptistich hodin par centimetru spustény
do reaktoru. V 15:25 chicagského casu se jaderna reakce stala sobéstacnou. Fermi se svou
skupinou uspésné prevedl védeckou teorii do technologické praxe. Svét timto okamzikem



vstoupil do jaderného véku.

Vytvoteni prvniho jaderného reaktoru byl pouze zacatek. Brzy nato byla vétsina atomo-
vého vyzkumu sméfovana na rozvoj zbrani pouzitelnych ve druhé svétové valce. Vyzkum
byl provadén pod krycim ndzvem Manhattansky projekt. Po valce vlada Spojenych statu
podporuje rozvoj jaderné energie pro mirové civilni ucely. Roku 1946 Americky kongres
vytvari Kongres pro atomou energii (AEC). AEC povoluje vystavbu experimentélniho
mnozivého jaderného reaktoru I v Idahu. 20. prosince roku 1951 tento reaktor vyrabi elek-
trickou energii.

Hlavnim cilem jaderného vyzkumu v poloviné roku 1950 bylo ukazat, ze elektiina z ja-
derné energie by mohla byt vyrabéna pro komeréni vyuziti. Prvni komeréni zavod vyrabéjici
elektfinu z jaderné energie byl postaven v Shippingportu v Pennsylvanii, svého plného vy-
konu dosahuje roku 1957. V. USA nuklearni prumysl roste nejrychleji v roce 1960.

Na konci roku 1991 byly jaderné elektrarny v komerénim provozu nebo ve vystave jiz
v dalsich 31 zemich.

Americké ministerstvo pro energie ve spolupraci s jadernym prumyslem vyvinulo novou
generaci jadernych pohonnych jednotek. Tato zafizeni jsou navrzena tak, aby byla bez-
proto standardizovali jejich design a snizovali pozadavky na udélovani licenci bez snizeni
bezpecnostnich norem.

Vyzkum v dalsich jadernych oblastech pokracuje v roce 1990. Jaderna technologie hraje
dulezitou roli v mediciné, prumyslu a védé. Z jaderného vyzkumu tézi lidstvo v mnoha smé-
rech. Ale v dnesni dobé jaderny prumysl celi velkym, slozitym problémum. Jak muzeme
minimalizovat riziko? Co budeme délat s odpadem? Budoucnost bude zaviset na pokroci-
Iych technologiich a védeckém vyzkumu.

Vice o historii jaderné energie lze najit v [1].

V této préaci se budeme zabyvat Sitenim tepla v palivovém clanku jaderného tlakovod-
niho reaktoru. Dojde-li v typickém jaderném reaktoru ke stépeni jadra atomu uranu, pak
se prevazna ¢ast energie uvolni v bezprostiedni blizkosti tohoto mista. Nasledné se teplo
z tohoto mista §iii pfes palivo, plynovou mezerou mezi palivem a pokrytim, pfes vrstvu
pokryti do chladiva, které ho odvadi. Sifeni tepla lze popsat obyéejnou diferencidlni rovnici
druhého tadu, které se budeme posléze vénovat.

V této préaci nejdiive ve strucnosti popiSeme palivovou ty¢, poté se budeme zabyvat
obycejnymi diferencidlni rovnicemi. Nasledné bude rozebrana numerickd metoda konec-
nych diferenci a jeji aplikace na rovnici Siteni tepla. V zavéru této prace budou ukazany
vysledky numerickych experimentu.



Kapitola 2

Teorie

2.1 Palivova tyc

Jaderné reaktory slouzi k pfeméné jaderné energie na jinou formu energie, zejména
elektrickou. Dojde-li v typickém jaderném reaktoru ke stépeni jadra atomu uranu, pak se
prevazna cast energie uvolnuje v bezprostiedni blizkosti tohoto mista. Néasledné se teplo
z tohoto mista odvadi ptes palivo, plynovou mezerou mezi palivem a pokrytim, pies vrstvu
pokryti do chladiva. Proudici chladivo poté odvadi piijaté teplo do dalsich ¢asti jaderné
elektrarny.

Aktivni zona je tvorena palivovymi kazetami a distanénimi miizkami. Kazda kazeta je
slozena z palivovych ty¢i (rovnéz oznacovany jako palivové ¢lanky). Palivovou ty¢ tvori
palivové tablety UQO,, které jsou hermaticky uzavieny ve valcovém pokryti slitiny zirkonu
(viz. Obréazek 2.1). Mezi palivem a pokrytim je mezera naplnénd plynem. Jak vypadé pa-
livovy proutek, je mozné vidét v ptiloze A.

Dalsi pouzivana geometrie palivového proutku je podobnéd vySe zminéné, pouze stie-
dem palivovych tablet je veden kruhovy otvor, ktery je nazyvan centralni (viz. Obrazek
2.2). Vyhoda palivovych proutku, kde ve stfedu paliva je centrdlni otvor, spo¢ivd v tom,
ze do tohoto otvoru unikaji plyny z uranu, které vznikaji stépnou reakci. Déle je odbouran
teplotni extrém uprostied tablety bez centralniho otvoru.

Diky tomu, Ze si palivovou ty¢ muzeme piedstavit jako slozenou valcovou sténu, mu-
zeme uvazovat o zjednoduseni modelu. Jelikoz pomér pruméru palivové tyce a jeji délky
je znacny, zanedbame proudéni tepla ve sméru svislé osy. Rovnéz budeme uvazovat staci-
onarni stav a $ifeni tepla bude osové symetrické. Déle zanedbame zmény rozméru paliva
a pokryti vlivem tepelnych zmén a rust paliva vlivem ozareni. Predpokladame rovnomeérné
obtékéani chladiva kolem pokryti, konstantni teplotu chladiva a ze ptestup tepla z pokryti
do chladiva je po celé plose povrchu rovnomeérny.

Vzhledem k témto zjednoduSenim muzeme Sifeni tepla v palivovém proutku popsat
oby¢ejnou diferencidlni rovnici druhého fadu a to pouze v jednom rozméru. Potom pro kon-
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Obréazek 2.1: Horizontalni fez palivovou ty¢i tlakovodniho reaktoru: ¢ast co - chladivo
(coolant), ¢ast ¢ - povlak (cladding), ¢ast ¢ - plynovd mezera (gas), cast f - pali-
vova tableta (fuel), rg, - vnéjsi polomeér palivové tablety, 7 - vnitini polomér pokryti,
Teo - VNEjST polomér pokryti

Obréazek 2.2: Horizontalni fez palivovou tyc¢i tlakovodniho reaktoru: cast co - chladivo
(coolant), ¢ast ¢ - povlak (cladding), ¢ast g - plynové mezera (gas), cast f - palivova
tableta (fuel), ry; - vniti{ polomér palivové tablety, 7y, - vnéjsi polomér palivové tablety,
rei - vnitini polomér pokryti, r., - vnéjsi polomér pokryti

stantni A\ zapisujeme obycejnou diferencidlni rovnici:

BT 14T "
I S| 2.1
dr? + rdr + A ’ (2.1)
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nebo pro nekonstantni A:

1d dT
22\ _> =", 2.2

rdr < " dr 1 (2:2)
kde T = T(r)[°C] je teplota, A = X\(T)[Wm™'°C~!] je mérnd tepelnd vodivost (pro palivo
a pro pokryti), ¢ = ¢"'(r)[Wm™3] je objemové hustota vyvinu tepla (pro palivo a pro po-
kryti).

2.2 Obycejné diferencialni rovnice

Rovnice, ve kterych se vyskytuji derivace neznamych funkci, se nazyvaji diferencidlni.
Pomoci diferencidlnich rovnic lze popsat celou fadu zdkonitosti, které se objevuji v ptirod-
nich a spolecenskych védéch.

Resenim diferencidlnich rovnic jsou funkce, které popisuji vlastnosti zkoumanych jevt.
Dokézeme-li efektivné vyftesit diferencialni rovnice, pak budeme lépe rozumét okolnimu
svétu, ridit ruzné technologické a spolecenské procesy a ovliviiovat nasi budoucnost.

2.2.1 Homogenni diferencialni rovnice druhého radu

Definice 2.2.1. Homogenni linearni diferencialni rovnici druhého fadu nazveme rovnici
ve tvaru:

d> d

(@) + a1(2) = () + ax(w)u(z) = 0, (2.3)
kde I je néjaky interval (a, b), funkce a1, as: I — R jsou spojité, = € (a,b) a u(x) je hledana
funkce.

vvvvv

Véta 2.2.1. Necht’ p je primitivnd funkce k a1 na I; polozme p(z) = €™ pro x € I,
q(z) — p(x)as(x). Je-li interval J C I a ma-li funkce u : J — R spojité derivace proniho a
druhého radu, potom plati:

p(x) @(x) + al(z)%(x) + ag(x)u(x)} _
=) (o) + D T o) = ]+ et
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Z toho vyplyva, ze pokud u(z) je feSenim rovnice (2.3), pak je také resenim rovnice

P + atayuta). (2.4

Je-li u(x) obracené fesenim rovnice (2.4), pak je také fesenim (2.3).

Rovnici (2.4) rovnéz oznacujeme jako linearni diferencidlni rovnici druhého fadu v sa-
moadjungovaném tvaru.

Definice 2.2.2. Resenim linearn{ diferencialni rovnice druhého fédu (2.4) nazyvame funkci
u(z) : I —- R, je-li J C I amé-li u(x) spojitou derivaci v'(z), mé-li funkee p(z)u'(x) spo-
jitou derivaci a plati-li (2.4) v kazdém bodeé = € J.

Véta 2.2.2. Necht’ plati, Ze funkce p,q : I — R jsou spojité, p(z) > 0 pro x € I. Necht’
je xg € I, uy,up € R. Potom ezistuje resent u : I — R rovnice (2.4) takové, Ze je u(xzg) =
uy, u'(xg) = ug. Je-li v: I — R fedent rovnice (2.4), pro které v(zg) = uy, v'(xo) = ug,
potom v = u (tedy u je urceno jednoznacné).

2.2.2 Homogenni linearni diferencialni rovnice druhého radu s kon-
stantnimi koeficienty

Zamérme se nyni na homogenni linedrni diferencialni rovnici druhého réddu, kde a,(z) =
a, as(z) = b jsou konstantni koeficienty, tj.

d?*u du
E%—a%eru:O, a,b, € R. (2.5)

Resen{ této rovnice hleddme ve tvaru u = e**. Hodnotu A nalezneme dosazenim u do (2.5):

Dostali jsme se k rovnici
(AN 4 aX+b) =0,

kde e** je vzdy kladné, proto véechna feseni jsou ukryta v rovnici A2 + a\ + b = 0.
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Definice 2.2.3. Algebraickou rovnici
Mrad+b=0 (2.6)

nazyvame charakteristickou rovnici homogenni linearni diferencidlni rovnice druhého radu.

Véta 2.2.3. Méjme rovnici (2.5) a A\, Ag jsou koteny charakteristické rovnice (2.6).

1. Jsou-li A1 i Ay dvé navzdjem ruznd redlnd ¢isla, potom fundamentdlni systém reseni
(2.5) je tvoren funkcemi u; = eM® a uy = . Obecné Feseni tedy mizeme psdt
ve tvaru u = C1eM* + Cre?®, kde Cy a Cy jsou libovolné konstanty.

2. Jsou-li \1 1 Ay dvé stejnd redlnd c¢isla, pak fundamentdlni systém (2.5) je tvoren
funkcemi uy, = eM® a uy = xeM*. Potom obecné resent piseme ve tvaru u = CreM® +
CoreM® = e’\“”(Cl + Cyx), kde Cy a Cy jsou libovolné konstanty.

3. Jsou-li \y = a+iff a Ny = a—if3, (B # 0), dvé komplexné sdruzend ¢isla, potom funda-
mentdlni systém reseni (2.5) je tvoren funkcemi uy = e**cos(fx) a uy = e**sin(fx).
Obecné resent (2.5) muzeme psdt ve tvaru u = e**(Cycos(fx) + Cysin(fx)), kde Cy
a Cy jsou libovolné konstanty.

Vice informaci o feseni homogennich obyc¢ejnych diferencidlnich rovnicich druhého radu
je mozné najit napiiklad v [3].

Nehomogenni linearni diferencialni rovnice druhého radu

Definice 2.2.4. Nehomogenni linearni diferencialni rovnici druhého fadu nazveme rovnici
ve tvaru:

— + al(x)—x + as(z)u = asz(z), (2.7)
kde I je néjaky interval (a, b), x € I, funkce ay, as, az: I — R jsou spojité a u(z) je hledand

funkce.

Meéjme rovnici ve tvaru (2.7). Pfi oznaceni

d*u du
L(u) :== 12 + al(x)% + as(x)u, (2.8)
muzeme zkracené (2.7) zapsat:
L(u) = as(x). (2.9)

14



K rovnici (2.7) ptifadime piislusnou homogenni rovnici. Muzeme zkracené zapsat:

L(u) = 0. (2.10)

Véta 2.2.4. Je-li U partikularni reseni nehomogenni linedrni diferencidlni rovnice druhého
radu a u Teseni homogenni linedrni diferencidlni rovnice druhého radu, pak

u="1u+U (2.11)

je obecné reseni nehomogenni linedrni diferencidlni rovnice druhého Tddu.

Podrobnéjsi informace o obyc¢ejnych diferencidlnich rovnicich druhého fadu lze najit
napi. v [3].
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Kapitola 3

Numerické metody

3.1 Metoda koneénych diferenci

Metoda konec¢nych diferenci je obecny néstroj pro reseni inzenyrskych problému, které
vyzaduji provadét vypocty v inzenyrskych disciplinach jako je pruznost, pevnost, termo-
mechanika atp.

Nasim cilem je najit aproximaci feSeni diferencidlni rovnice, to je najit funkci (nebo
diskrétni aproximaci této funkce), kterd spliuje diferencidlni rovnici na dané oblasti a pro-
storu, spoleéné s okrajovymi podminkami na hranicich této oblasti. Metoda konecnych
diferenci nahrazuje derivaci v diferencidlnich rovnicich pomoci koneénych diferencialnich
aproximaci. Tim ziskdvame soustavu algebraickych rovnic, ktera je fesitelna na PC pomoci
implementovanych fesicu v matematickych softwarech.

Nejprve zvazme otdzku, jak muzeme aproximovat derivace znamé funkce pomoci vzorcu
pro konecné diference, které jsou zalozeny na hodnotach funkce v samotnych diskrétnich
bodech.

3.1.1 Aproximace derivaci prvniho a druhého radu

Necht’ u(z) je funkce jedné prostorové proménné. Budeme uvazovat, ze se jedna o funkci
hladkou a kazda jeji derivace je definovana a omezena na intervalu, ktery obsahuje bod
zadjmu .

Predpokladejme, ze aproximujeme u'(Z) pomoci konecné diference pouze na zékladeé
hodnoty u v bodé T a pomoci konecného poctu blizkych bodu Z. Jednou volbou je:

w(T + h) — u(T)

D u(ZT) Y

(3.1)

pro malou hodnotu h. Aproximace je odvozena pomoci Taylorova rozvoje a je uvedena
v [4, str. 90]. Poznamenejme, ze D () je sklon piimky interpolované v bodech 7 a T + h

16



(naznaceno na obrazku 3.1).

Vyraz (3.1) se nazyva pravostranna diference, kterd aproximuje u'(T), protoze u je
vyhodnocena pro = > 7.

Levostranna diference pak je

D_u(z) = 1) = Z(f —h (3.2)

Obé tyto jednostranné diference maji prvni fad presnosti, coz znamend, ze velikost
chyby je zhruba imérna samotnému kroku h.

Jinou moznosti je pouziti centralni diference:

w(T 4+ h) —u(T — h)
2h

Dou(F) = _ %(D+u(f) + D_u(®)). (3.3)

To je sklon ptimky interpolované na T — h a T + h. Je to tedy algebraicky prumér dvou
jednostrannych diferenci, které jsou uvedeny vyse. Z obrazku 3.1 je patrné, ze u Dyu(ZT)
muzeme ocekavat lepsi aproximace nez z jednostrannych diferenci. Centralni diference pak
mé piesnost druhého fadu - chyba je imérnd h2.

Obrazek 3.1: Ruzné aproximace u'(Z) interpretovanych jako sklon secen

17



Derivace druhého tadu je mozné ziskat obdobnym zptusobem. Standardni centralni di-
ference druhého radu je dana vztahem:
_ L. _ _
D*u(z) = ﬁ[u(x —h) = 2u(T) +uw(T + h)] (3.4)

1
= u"(7)+ §h2u””(f) + o(h%).

Protoze se jedna o symetrickou stiredovou aproximaci, nebude obsahovat zadné liché
fady. Tato diference muze byt ziskdna metodou neurcitych koeficient1, nebo alternativneé,
pomoci vypoctu ze druhych derivaci kvadratického polynomu interpolaci vz — h a T + h.

Dalsim zpusobem, jak odvodit aproximace derivaci vyssich fadu, je opakovanym pou-
zitim aproximace derivace prvnfho tfadu. Pak D?u(Z) muzeme zapsat jako rozdil prvnich
diferenci

D*u(%) = Dy D_u(%),

ponévadz

D.(D_u(®)) =

_ %{(u(i%—h}i—u(f)) B <u(f) —Z(E— h)>]
= D*u(7).

[D_u(T + h) — D_u(T)]

==

Obdobné lze odvodit pro D?(Z) = D_D,u(T). Déle také muze byt chdpdna jako stie-
dova diference stredovych diferenci, pokud je pouzita velikost kroku A = 2 v kazdém stfedu
aproximace prvni derivace. Pokud definujeme

Doulz) = %(u(x +h/2) = ulx — h/2)),

potom

<<u(§+ h) — u@)) _ (u(f) = Z(E — h)>> = D*u(T).

Dalsi moznosti aproximace derivace prvniho a druhého fadu jsou uvedeny v [5] nebo
v [6, str. 59].

Aproximace derivaci vyssich fadu dostupné v [7].
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3.1.2 Metoda konecénych diferenci pro diferencialni rovnice

Jako prvni priklad pro aplikaci metody konecnych diferenci pro feseni diferencialni
rovnice uvazujme diferencialni rovnici druhého radu

u'(z) = f(z), pro0d<x <1 (3.5)
s okrajovymi podminkami
u(0) = a, u(l) =p. (3.6)

Funkce f(x) je ddna a chceme vyjadfit u(x) na intervalu 0 < x < 1. Tento problém se
nazyva problém dvoubodové okrajové hodnoty, protoze okrajové podminky jsou uvedeny
ve dvou ruznych bodech. Tento piiklad je jednoduchy a muze byt vytesen explicitné (dvoj-
nasobnym integrovanim f(x) a vybérem dvou integrélnich konstant tak, aby byly splnény
okrajové podminky), ale aplikace metody koneénych diferenci na tomto jednoduchém pii-
kladu ukaze nékteré zékladni vlastnosti zvolené metody.

Pokusime se vypocitat sit’ovou funkci skladajici se z hodnot Uy, Uy, ..., Un_1, Un, kde U;
jsou naSe aproximace feseni U(z;) = u(x;). Body g a xy budeme nazyvat hrani¢ni uzly.
Bodtm 1, Zs, ..., xy_1 itkejme vnitin{ uzly. Cisla h; = z; — ;1 nazyvejme kroky siteé.
Budeme-li volit h; = h = 1/N, pak budeme hovofit o rovnomérné nebo-li ekvidistantni siti
a budeme znacit

= {xlzlh’lzl,2,7N_].},

S
S; = {x;=1ih,i=0,1,.., N}

7 okrajovych podminek zname Uy = a a Uy = 8 a zbyva ndm vypocitat N neznamych

hodnot Uy, Us, ..., Un—1. Pokud nahradime «”(x) v rovnici (3.5) centrélni diferenci

1
D?U; = ﬁ(Ui—l —2U; + Uiq),

potom ziskame soustavu algebraickych rovnic

1

ﬁ(Uifl - QUZ + Ui+1> = f(l‘2>, pro 1= 1,2, ey N —1. (37)

Poznamenejme, ze prvni rovnice (i = 1) zahrnuje hodnotu Uy = « a posledni rovnice
(1 = N —1) zahrnuje hodnotu Uy = . Nyni mdme systém N —1 linedrnich rovnic pro N —1
neznamych, které mohou byt zapsany ve tvaru

AU = F, (3.8)

kde U je vektor nezndmych U = [Uy, Uy, ..., Uny_1]" a
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[—2 1 ] [ flan) —a/n? ]
1 -2 1 f(x2)
1 -2 1 f(x&_z)
i I— | flan-a) = B/07)

Nyni predpokladejme, ze mame zadanou jednu nebo vice Neumannovych okrajovych
podminek, misto podminek Dirichletovych. To znamena, ze okrajovda podminka je zadéna
derivaci v/ misto samotné hodnoty wu.

Nejprve uvazujme rovnici (3.5) s okrajovymi podminkami
u'(0) =0, u(l) = . (3.10)

Chceme-li tesit tento problém numericky, musime zavést jesté jednu neznamou U
v bodé zqg = 0, protoze se nyni jedna o neznamou hodnotu. Musime rozsitit i systém
(3.9) o jesté jednu rovnici, aby obsahovala okrajovou podminku (3.10).

Nejdiive nahradime okrajovou podminku u/(0) = ¢ jednostrannou diferenci

U, — Uy
h

Pokud tuto rovnici priddme do systému (3.9), ziskdme nésleduji soustavu rovnic pro ne-
znamé Uy, Uy, ..., Uy — 1

— 0. (3.11)

-1 1 lro1 [ o/
=21 Uy f(x1)
2 e e e S PR CE
1 —2 1| |Un= JACTNY
I 1 —2] | Un—1] | f(zn-1) — B/R*]

Reseni této soustavy rovnic aproximuje skutecné feseni, ale s presnosti prvniho fadu.

Vice informaci lze nalézt v [5].

3.2 Vedeni tepla

3.2.1 Stacionarni rovnice vedeni tepla (bez centralniho otvoru)

Model pro vedeni tepla v palivovém c¢lanku si muzeme predstavit jako vedeni tepla
ve slozené valcové sténé. Vzhledem k tomuto faktu budeme vyuzivat valcové geometrie.
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Mejme palivovou ty¢ chlazenou paralelné tekoucim chladivem. Vzhledem k tomu, ze pomér
délky a pruméru palivové tyce je velky, muzeme zanedbat vedeni tepla ve sméru svislé
osy. Déle uvazujme stacionarni stav a $ifeni tepla osové symetrické (vice viz. [8]). Potom
muzeme psat

T 1dT  q”

—_— — =0 3.13
dr2+rdr+)\ ’ ( )

nebo pro nekonstantni A ve tvaru

1d /. dry

kde T = T(r)[°C] je teplota, A = X\(T)[Wm™'°C~!] je mérnd tepelnd vodivost (pro palivo
a pro pokryti), ¢ = ¢"'(r)[Wm™3] je objemov4 hustota vyvinu tepla (pro palivo a pro po-
kryti).

Rovnici doplnime o okrajovou podminku ve stiedu palivové tyce r = 0

dr

—A — =0 3.15
— =0 (3.15)

r=0

dale pak o podminku pro prestup tepla z paliva do pokryti

T
4

| =T - Ta), (3.16)

T=Tfo

kde T; je teplota na vnitini strané pokryti, T, je teplota na vnéjsi strané palivové tablety
a konstanta tmérnosi o, [Wm=2°C~!] je soucinitel prestupu tepla v plynové mezefe. Jako
posledni ptfipojime druhou okrajovou podminku, pro prestup tepla mezi pokrytim a chla-
divem, ve tvaru

dr

AN = cTco_Tca 3.17
T —am-1) (3.17)

T=Tco

kde konstanta imérnosti a.[Wm=2°C~!] je soucinitel piestupu tepla mezi vnéjsi stranou
pokryti a chladivem, T, je teplota na vnéjsi strané pokryti a 7, je teplota ve stfedu proudu
chladiva.

Pro teseni této tlohy pouzijme metodu konecnych diferenci.

3.2.2 Numerické feSeni rovnice vedeni tepla (bez centralniho ot-
voru)

Jak bylo popsano vyse, budeme nahrazovat derivaci v diferencialnich rovnicich pomoci
koneénych diferenci v jednotlivych uzlech sité.
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Zavedeme diskretizaci sitée S; = {r; = iAr,i = 0,1,..., N}, kde polomér 7, ozna-
cuje stied palivové tablety a polomér ry oznacuje vnéjsi polomér pokryti. Potom oznacime
T, ~T(r;), ¢" =~ ¢"(r;) ajako krok Ar = r; 11 —r;. Uvazujme rovnici (3.13) a A konstantni.
Derivace nahradime diferencemi (3.3) a (3.4). Pouzitim téchto diferenci a postupnymi tipra-
vami ziskdme

1 11 q"
E(Tiq —QTi—i‘TiH)‘i‘T—iE(TiH —Ti1) = &;
Ti1 — %%,—E—l — 2T+ Tia + %%TZH-I = %;/,A?ﬂ,
(=250 T = 2T+ (4 2 50T = s (3.18)

Timto ziskavame soustavu linearnich algebraickych rovnic, které zapiSeme maticoveée
AT =Q (3.19)
s tridiagonalni matici A, kterou sestavime nasledujicim zpusobem

Palivova tableta, \ konstantni
Budeme-li soucinitel tepelné vodivosti povazovat za konstantni, pak do rovnice (3.18)
doplnime poloméry ro = 0 < ry <1,y =15, — Ar, kde r; je vnéjsi polomér palivové
tablety 7, a doplnime prislusné materidlové konstanty pro palivové tablety, a tak
ziskame ¢leny matice A a hodnoty pravé strany.

Vedeni tepla v mezere mezi palivem a povlakem
Jelikoz v ptfenosu tepla pres plynovou mezeru hraje roli vnéjsi strana paliva i vnitini
strana pokryti, je nutné vyuzit podminku (3.16) dvakrat. Jednou k urceni posledni
rovnice pro rozlozeni teplot v palivu, podruhé k popsani prvni rovnice pro vypocet
teplotniho rozlozeni v pokryti. Nejdrive se zaméiime na posledni rovnici pro palivo.
Prvni derivaci v rovnici (3.14) nahradime levostrannou diferenci (3.2) a polomeér r;
oznacime jako ry,. Potom ziskdme

—Ar — = —q"r;Ar. (3.20)

Vyuzitim podminky (3.16) a pouzitim pravostranné aproximace (3.1) dostaneme

—ri0y(Ty — Tipr) — AZ—*;(TZ» —Tiy) = —¢"riAr. (3.21)

Zavérecnou jednoduchou upravou ziskame posledni rovnici soustavy pro palivo

Tri—1

)\Ar

Tioq — (rioyg + )\%)Ti +riog T = —q'riAr. (3.22)
r
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Podobnym zpusobem ziskdame prvni rovnici pro pokryti. Opét budeme vychazet z rov-
nice (3.14), kde nahradime prvni derivaci pravostrannou diferenci (3.1) a polomér r;
oznacime jako r;

= _q///TiJrlAT. (323)

T=Tiy1

Nésledné pouzitim podminky (3.16) a vyuzitim levostranné diference (3.2) ziskdme

T
AT (Tive = Tia) + 110 (T = Tin) = —gffarini Ar (3.24)

a drobnou upravou dostaneme prvni rovnici soustavy pro rozlozeni teplot v pokryti

T
+riog)Tip1 + )\A—?THQ = —qi T Ar. (3.25)

Tit1

Ar

riogT; — (A

Rozlozeni teplot uvniti pokryti
Do (3.18) dosadime piislusné polomeéry r; 11 < r < ry_; = 1o — Ar a dosazenim
materidlovych konstant ziskdme koeficienty matice A a hodnoty pravé strany.

Pienos tepla z pokryti do chladiva
Vychazime z (3.14) kde derivaci nahradime levostrannou diferenci (3.2) pro posledni
uzel sité ry, ktery oznacime jako r,

dT dT
AT e R Ar ol = —qNrNAT. (3.26)
rT=r T=TN_—_1
Vyuzitim okrajové podminky (3.17) ziskdvame
N-1 "
—TNOéC(TN — TC> — A (TN — TNfl) = —qNTNAT’ (327)

Ar

a drobnou upravou ziskavame posledni rovnici soustavy pro rozlozeni teplot v pokryti
i7“N,1TN,1 - (rN&C + i7’N1>TN = —qurNAr —rya.T,. (3.28)
Ar Ar

Pak vztah (3.19) muzeme rozepsat viz. piiloha B.

3.2.3 Stacionarni rovnice vedeni tepla (s centralnim otvorem)

Pokud uvazujeme palivovy proutek, kde palivova tabletka m& centralni otvor, muzeme
vedeni tepla popisovat stejnou rovnici jako pro palivovy proutek bez centrdlniho otvoru.
Dale predpokladame, ze z tohoto dutého palivového elementu je odvadéno teplo pouze
z vnéjsitho povrchu. Zbyvajici povrch je tepelné izolovan. Jelikoz mame dutou palivovou
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tabletu, uvazujeme vSechny okrajové podminky, které byly diive zminény, kromé okrajové
podminky (3.15). Zde pouze nahradime stied tablety (polomér roven 0) za polomér vnitini
strany paliva ry,, tedy ziskdme podminku:

dT
-\ — =0. 3.29
dr ( )

T=Tfo

Pro feSeni opét pouzijeme zminénou metodu koneénych diferenci.

3.2.4 Numerické feSeni rovnice vedeni tepla (s centralnim otvo-
rem)

Jak bylo popsano v ¢asti 3.2.1, potiebujeme sestavit matici A. Jelikoz se jedna o to-

tozné rovnice a okrajové podminky, vyjma okrajové podminky (3.29), nebudeme popisovat

odvozovani rovnic znovu, ale pfejmeme je z uvedené Céasti, pouze odvodime prvni rovnici
soustavy.

Vychézime z rovnice (3.14), kde nahradime prvni derivaci pravostrannou aproximaci
(3.1) a polomér ry; oznacime jako 79, tim ziskame:

= —¢"roAr (3.30)

Pouzitim podminky (3.29) a levostranné diference (3.2) ziskdme

A
A_r;,(Tl —Ty) = —¢"roAr (3.31)

a drobnou upravou ziskame rovnici ve tvaru

q”/TOATQ

Tl—T(]: >\7’
1

(3.32)

V soustavé rovnic, kterd byla odvozena v ¢asti 3.2.1 pouze nahradime prvni rovnici
rovnici (3.32), kterou jsme nyni odvodili. Vyslednd matice A je shodnd s matici v piiloze
C a vektor pravych stran Q je shodny s vektorem pravych stran v ptiloze C, kromé prvni
rovnice a prvniho prvku vektoru pravych stran.
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Kapitola 4

Numerické experimenty

Abychom mohli provést numerické experimenty, musime ziskat ptrislusné materialové
konstanty palivového proutku.

Soucdinitel tepla mezi vnéjsi stranou pokryti a chladivem: pro vypocet prestupu
tepla vychazime ze Dittusova-Boelterova vztahu:

Aco

ay = 0.023 - Re®® . Prot. =

kde Re je Reynoldsovo ¢islo, Pr je Prandtlovo ¢islo, Aco je soucinitel tepelné vodivosti
chladiva a dj, je hydraulicky prumér. Podrobnéjsi informace pro vypocet soucinitele
prestupu tepla v [8, Str. 167].

Soucinitel prestupu tepla v plynové mezere: hodnotu soucinitele prestupu tepla
vypocteme ze vztahu

N
Y6+ 6
kde A, je soucinitel vedeni tepla v plynu, ¢ je sifka mezi palivovou tabletou a povlako-
vou trubkou a dy je ekvivalentni §itka charakterizujici vedeni tepla plynovou naplni,
pii § = 0. Vice podrobnosti o tomto vztahu je mozné nalézt v [8, Str. 141].

«

Soucdinitel tepelné vodivosti pro palivové tablety: pro vypocet tepelné vodivosti se
pouziva nékolik vztaht. Pro vypocet je pouzit vztah Koljadina a kol., ktery je mozné
najit v [8, Str. 105].

Soucinitel tepelné vodivosti v pokryti: jelikoz uvazujeme \. konstantni, je mozné jej

vypocitat ze vztahu
ﬁci - /1900

Tci - ,-Z—‘co7
kde 9, = 9(T), Voo = 9(T,) je prislusnd integralni tepelnd vodivost a Ty, = T'(re;)

v~/

Ae =
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Pro ovéreni ndmi zvolené numerické metody pro vypocet rozdéleni teplot v palivovém
¢lanku jaderného reaktoru porovname vysledky experimentu s vysledky z [9]. Z tohoto
duvodu prevezmeme charakteristiky pro palivovy clanek ze zminéné prace:

o 7., =4.75-1073 m . . . vné&jsl polomeér pokryti,

o 7,; =4.18-107% m . . . vnitini polomér pokryti,

e 1y, =4.1-10"% m ... vngjs{ polomér palivové tablety,

o ac = 34103 —5sc - - - souCinitel prestupu tepla mezi vnéjsi stranou pokryti a
chladivem,

e a,=57-103 % . . . soucinitel prestupu tepla v plynové mezere,

o \;=2.163 mVZC . . soucinitel tepelné vodivosti pro palivové tablety,

o \;=13.85 m‘fC . . . soucinitel tepelné vodivosti pro pokryti,

e ¢'(2)=31.1:cos (W%) % ... linearni vykon palivového proutku,

o Tc [°C] . . . teplota chladiva.
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4.1 Experiment 1

Uvazujme teplotu chladiva Ty = 323.5468 °C' a linearni vykon palivového proutku
¢ =4.5029 -10% &

4.1.1 Experiment la

Pro tento experiment budeme uvazovat sit’ rozdélenou na 122 dilka. Na obrazku 4.1 je
zobrazen prubéh teploty vypocéteny pomoci metody koneénych diferenci.
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400

350
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0 0.5 1 145 2 25 3 35 4 4.5 5

Hm] 10"

Obrazek 4.1: Experiment la: prubéh teploty vypoc¢teny metodou konecnych diferenci

Zavér k experimentu la

Pokud porovnéame nase vysledky, ziskané pomoci nami zvolené metody koneénych dife-
renci, s vysledky z préce [9], kde byla zvolena semi-analitickd metoda a metoda konecnych
objemu, zjistime, ze vysledky se lisi maximalné o 1°C. Jelikoz se pohybujeme ve vysokych
teplotach, lze tici, ze rozdil 1°C je zanedbatelny rozdil, tudiz lze fici, ze naSe metoda je
presna.
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4.1.2 Experiment 1b

Jelikoz vypocet vedeni tepla v palivovém reaktoru je diléim krokem celého systému
vypoctu, pozaduje se, aby vypocet byl rychly, ale pfesto co nejpresnéjsi. Proto prove-
deme nad stejnymi daty vypocet jesté jednou s Tidsi diskretizaci sité, nasledné porovname
vysledky a ¢asy vypoctu.

Diskretizujme sit’ pouze na 40 dilki.

550

500

450

T[*C]

400

350

SDD | | | | |
a 0.5 1 1.4 2 25 3 34 4 4.5 5

m] w107

Obréazek 4.2: Experiment 1b: prubéh teploty vypocteny metodou konecnych diferenci, cer-
vend - 122 dilku, ¢ernd - 40 dilku

Zavér experimentu 1b

Oba vypocty byly provadény na stejném osobnim pocitaci. Jak muzeme vidét v tabulce
4.1, v obou piipadech probéhne vypocet velmi rychle. Rozdil ¢asu vypoctu se pohybuje
v fadu desetiticicin vtefiny. Za cenu urychleni vypoctu o necelé dvé desetitisiciny vtefiny
vyjde rozdil teplot ve stfedu palivového proutku o 1.5°C. Jelikoz se pohybujeme ve velmi
kratkych casech vypoctu a rozdil teplot je minimalni, muzeme zvolit Fidsi sit’.
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déleni cas T(1e0)[°C) | T(re)[°C) | T(150)[°C] | T(19)[°C]
122 3.3328 - 1074 327.9 334.5 364.7 530.3
40 1.4899 - 10~ 327.8 334.2 363.5 528.8
rozdil (absolutni hodnota) | 1.8429 - 10~* 0.1 0.3 1.2 1.5

Tabulka 4.1: Vysledky experimentu

4.2 Experiment 2

Uvazujme teplotu chladiva Tz =

¢ =3.1098 - 10* .

4.2.1

Experiment 2a

305.6794 °C' a linearni vykon palivového proutku

Necht’ je sit’ rozdélena na 122 dilku, pak na obrazku 4.3 je zobrazen prubéh teploty
vypocteny pomoci metody koneénych diferenci.
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Obrazek 4.3: Experiment 2a: prubéh teploty vypoc¢teny metodou konecnych diferenci
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Zavér k experimentu 2a

Porovname-li vysledek vypoéteny nami zvolenou metodou s vysledky z préce [9], kde je
pouzita semi-analyticka metoda a medota koneénych objemu, zjistime, ze vysledeky z téchto
metod se lis{ maximalné o 1°C. Muzeme Fici, Ze i v tomto experimetu dosdhla nase metoda
konecnych diferenci velmi presného vysledku.

4.2.2 Experiment 2b

Jako v experimentu 1b rovnéz porovname, jak se zméni ¢as vypoctu pti zméné diskreti-
zace sité na 40 dilku a jak se v zavislosti na této zméné zmeéni prubéh teploty v palivovém
proutku (viz obrazek 4.4).
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Obréazek 4.4: Experiment 2b: prubéh teploty vypocteny metodou konecnych diferenci, cer-
vend - 122 dilku, ¢ernd - 40 dilku

Zaver k experimentu 2b

Oba vypocty byly provadény na stejném osobnim pocitaci. Jak muzeme vidét v tabulce
4.2, v obou pripadech probéhne vypocet velmi rychle. Rozdil ¢asu vypoctu se pohybuje
v fadu desetitisicin vtefiny. Za cenu urychleni vypoctu o necelé tii desetitisiciny vtefiny je
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rozdil teplot ve stfedu palivového proutku 11°C. Jelikoz se pohybujeme ve velmi kratkych
casech vypoctu, neni efektivni vzhledem k rozdilu teplot pouzivat jemnéjsi sit’.

déleni cas T(re)[°C) | T(rei)[°C) | T(r40)[°C] | T(10)[°C]
122 4.1879 - 104 335.9 384.2 590 1734
40 1.4010 - 1074 335 379.4 581.9 1723
rozdil (absolutni hodnota) | 2.7869 - 10~ 0.9 4.8 8.1 11

4.3 Experiment 3

Tabulka 4.2: Vysledky experimentu

Nyni provedeme numericky experiment s palivovym proutkem, ktery ma centralni otvor.
Predpokladame, ze teplota na vnitini strané paliva bude o néco nizsi nez je teplota ve stredu
palivového proutku bez centralniho otvoru. Pro porovnani teplot uvnitt palivového proutku
pouzijeme stejné materidlové charakteristiky, které byly pouzity v experimentu la. Budeme
tedy uvazovat teplotu chladiva 323.5468°C' a linedrnim vykonem ¢’ = 4.5029 - 103 % Dale
piiddme vnitin{ polomér palivové tablety r; = 0.75-10"3m. Sit’ budeme délit na 102 dilku.
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Obrazek 4.5: Experiment 3: prubéh teploty vypocteny metodou koneénych diferenci
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Zaveér k experimentu 3

Jak muzeme vidét v tabulce 4.3, teplota na vnitini strané paliva se, jak jsme predpokla-
dali, snizila vuci maximélni teploté v palivovém clanku bez centralniho otvoru. Dokonce je
teplota na vnitini strané paliva nizsi nez teplota v proutku bez centralniho otvoru ve stejné
vzdalenosti od geometrického stredu proutku. Celkové rozlozeni teplot uvniti proutku po-
kleslo, jak je mozné vidét na obrazku 4.6.

Vzhledem k tomu, zZe vefejnosti nejsou dostupné vysledky vedeni tepla v palivovém
¢lanku s centralnim otvorem, neni mozné porovnat spravnost naseho vysledku z nami zvo-
lené metody.

T(reo)[°C) | T(re)[°C) | T(r4,)[°C] | T(r4:)[°C] | max teplota [°C]
s otvorem 327.8 334.1 363.2 503.5 503.5
bez otvoru 327.7 334.5 364.7 525.0 530.3
Tabulka 4.3: Vysledky experimentu
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Obrazek 4.6: Experiment 3: prubéh teploty vypocteny metodou konecnych diferenci, cer-
vend - palivovy proutek s centralnim otvorem, cernd - palivovy proutek bez centralniho
otvoru
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4.4 Zaver k experimentiim

Jelikoz mnoho informaci o jadernych elektrarnach, véetné vedeni tepla v palivovém
¢lanku, se povazuje za citlivé informace, neni vefejnosti mnoho vysledku z experimentu ¢i
z praxe dostupnych. Pouze v omezené mite jsou dostupné benchmarky vydané agenturami
jako jsou AEC (United States Atomic Energy Commission) a TAEA (International Atomic
Energy Agency). Proto nebylo mozné vysledek z tohoto experimentu porovnat s vysledky
experimentalné namérenych hodnot.
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Kapitola 5
Zaveér

V této praci byl struéné popsan palivovy proutek jaderného reaktoru. Byl vytvoren zjed-
noduseny model, ktery predpokladal osové symetrické rozlozeni teploty. Rovnéz pro zjed-
noduseni byl uvazovan rovnomeérny vyvin tepla ve vSech ¢astech objemu paliva. Dalsim
zjednodusenim bylo zanedbani zmén rozméru paliva a pokryti vlivem tepelnych dilataci
nebo postupny rust paliva vlivem ozareni. Pokryti bylo chladivem obtékdano rovnomeérné.
Chladivo mélo konstantni teplotu na pocitaném tseku a prestup tepla z pokryti do chla-
diva byl po celé plose povrchu pokryti rovnomérny. Na zakladé téchto zjednoduseni byla
uvedena diferencialni rovnice druhého fadu, ktera popisovala vedeni tepla v palivovém
proutku.

Nésledné byly popsany zakladni vlastnosti obycejnych diferencidlnich rovnic a roze-
brana metoda konec¢nych diferenci, jakozto néstroj pro numerické feseni obycejnych dife-
rencialnich rovnic. Poté byla tato metoda aplikovana na rovnici vedeni tepla a provedeny
numerické experimenty v programovém prosttedi MATLAB.

Porovnanim teseni nami zvolené metody s feSenim z jinych metod muzeme tici, ze nami
zvolena metoda je vhodnd a presnd. Dale jsme porovnavali rychlost vypoc¢tu pro rizné dis-
kretizace sité. Pti testovani doby vypoctu jsme zjistili, ze doba potiebna pro vypocet se fesi
jen v tadech desetitisicin vtefiny a teploty ve stiedu palivového proutku se nijak vyrazné
nemeéni v poméru k rozsahu teplot, ve kterych se pohybujeme.

Lze ftici, ze metoda konec¢nych diferenci byla vhodné zvolena pro feseni diferencialni
rovnice vedeni tepla, protoze i na bézném osobnim pocitaci dosahuje spravnych vysledku
za kratky cas.
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Priloha A

Palivovy proutek
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Obrazek A.1: Palivovy proutek: 1 - pokryti, 2 - plynova mezera, 3 - palivové tablety,
4 - pruzina, 5 - zatka
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Priloha C
Obsah CD

e bakalafskd préace (*.pdf)
e vysledné grafy (*.fig)

e zdrojové kédy (*.m)
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