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Anotace

Diplomova prace se zabyva hodnocenim kvality odhadu stavu nelinearnich
stochastickych dynamickych systému diskrétnich v ¢ase. Je hodnocena kva-
lita bodovych odhadi stavu poskytovanych lokalnimi estimatory, jejichz
struktura odpovida tzv. gaussovskému filtru. Prace predstavuje metriky
absolutni chyby odhadu, relativni chyby odhadu, miry ¢etnosti, ale i ska-
larni hodnoceni kovarian¢ni matice chyby odhadu, metriky vérohodnosti a
Cramér-Raovu mez. Vlastnosti metrik jsou ilustrovany na konkrétnich pro-
blémech z praxe a shrnuty do prehlednych tabulek. Na zavér je predstavena
metodika davajici navod k feSeni problému hodnoceni kvality odhadu stavu.

Klicova slova: Odhad stavu, hodnoceni kvality, metriky, vérohodnost
odhadu, gaussovsky filtr

Abstract

The diploma thesis deals with performance evaluation of state estimates of
nonlinear stochastic dynamic systems. The thesis focuses on the perfomance
measures of point estimates generated by local estimators, which have the
structure of Gaussian Filter. The thesis presents absolute error metrics, re-
lative error metrics, frequency count measures, scalar matrix measures, cre-
dibility measures, and also Cramér-Rao bound. Properties of performance
measures are summed up in the table and illustrated in a few practical
problems. Finally, a recommendation on how to proceed when measuring
perfomance is given.

Keywords: State estimation, performance measures, metrics, credibility,
Gaussian Filter
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Kapitola 1

Uvod

Diplomovéa préace se zabyva hodnocenim kvality odhadu stavu dynamickych stochas-
tickych systémi. Cilem tlohy odhadu (estimace) stavu stochastickych systémi je na
zakladé mérenych dat a jisté apriorni informace o sledovaném systému navrhnout co
nejlepsi odhad neméftitelné slozky stavu systému. Jako podmnozinu obecné tlohy od-
hadu stavu lze chapat i estimaci parametri nebo téz parametrickou identifikaci. Podle
vzajemného vztahu ¢asového okamziku odhadovaného stavu a ¢asového okamziku mé-
feni se déli aloha odhadu stavu na predikci, filtraci a vyhlazovani. Na zakladé méfeni az
do soucasného casového okamziku hledd tloha predikce odhad budoucich stavii, tloha
filtrace hledd odhad stavu v soucasném okamziku a tloha vyhlazovani hleda odhad
minulych stavi.

Moderni teorie odhadu ma své koteny ve 40. letech minulého stoleti, kdy N. Wiener,
oznacovany za otce kybernetiky, navrhl frekvenéni piistup k feseni linedrniho filtrac-
niho problému spojitého v case. Pro stejny problém, ale tentokrate v diskrétnim case,
predstavil kolem roku 1960 R. E. Kalman stavovy piistup, na némz je zaloZen znamy
algoritmus Kalmanova filtru. Nasledny rapidni rozvoj nelinearni filtrace od konce 60. let
minulého stoleti tzce souvisel s tehdejsimi zavody ve zbrojeni (naviga¢ni systémy ba-
listickych hlavic), a také s vesmirnymi zéavody (program Apollo). Dodnes je hlavni pole
pusobnosti tlohy odhadu stavu v oblasti zpracovani signéli, detekce poruch, navigace
a sledovani pohybujicich se objektt. Uloha odhadu tak ma skutecné siroké uplatnéni
v mnoha oborech lidské ¢innosti: napriklad v letectvi, l1ékafstvi, automatizaci, chemic-
kém prumyslu a ekonometrii.

U dynamickych systémi se obvykle obtizné posuzuje odhad z hlediska jeho kon-
vergence ke skutec¢né hodnoté, a proto se castéji hodnoti odhad z hlediska velikosti
jeho chyby. V nékterych pripadech muze estimator produkovat neakceptovatelné velké
chyby odhadu, coz se nékdy oznacuje jako divergence odhadu. To se také casto stavalo
v prvnich pokusech o realné nasazeni Kalmanova filtru v avionice. Védecka verejnost
byla vysledky natolik zklaména, Ze se o Kalmanové filtru hovortilo jako o ,nejhorsim
vynalezu dekady*.

7 vyse uvedeného je ziejmé, Ze stejné dulezité jako navrh feSeni, je ovéreni jeho
korektnosti a robustnosti, tedy vyhodnoceni kvality odhadu. Vétsina estiméatoru je
navrzena optimalizaci néjakého kritéria, proto by bylo prirozené hodnotit kvalitu od-
hadu pravé podle tohoto navrhového kritéria. Situace ovsem neni tak jednozna¢na. Pri
vybéru navrhového kritéria je tfeba mit na paméti matematickou resitelnost celého pro-
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blému, proto se v drtivé vétsiné pripadi voli jako kritérium stfedni kvadraticka chyba
(Mean Squared Error, MSE). Kritérium MSE mé idealni navrhové vlastnosti (linedrni
derivace), ale mé i své nevyhody jako je prilisna pesimisti¢nost - protezovani velkych
chyb na tukor malych. Proto, ackoliv to zni paradoxné, je vhodné hodnotit kvalitu od-
hadu nejen pomoci navrhového kritéria, ale i jinymi kritérii, ktera provéii jiné slozky
a mody kvality odhadu.

Hodnoceni kvality odhadu je mezi Sirokou védeckou verejnosti nepravem prehlizenou
problematikou. Ackoliv se jedna o velmi dulezité téma, neni znama zadna doporucena
metodika pristupu k tomuto problému a praci na toto téma publikuje pouze nékolik
malo autori. Prvni, kdo se tomuto tématu zacal systematicky vénovat, byl v 80. letech
minulého stoleti Y. Bar-Shalom. Jesté produktivnéjsi je Bar-Shalomiiv byvaly dokto-
rand X. Rong Li, ktery je de-facto spoluautorem vétsiny praci na toto téma. O tom, Ze
se jedna o téma, které je v posledni dobé na vzestupu, také svédci, ze vétsina podkladi
pro tuto praci je datovana do soucasného milénia.

Existuje fada metrik hodnoticich chybu odhadu stavu, nékteré uvazuji pouze sa-
motny bodovy odhad, nékteré navic respektuji kovarianéni matici chyby odhadu po-
skytovanou estimétorem. Metriky chyby odhadu mohou zkoumat bud absolutni nebo
relativni chybu odhadu, anebo miru ¢etnosti vyhovujicich, resp. nevyhovujicich odhadi.
Metriky mohou byt oznaceny za optimistické, vyvazené ¢i pesimistické na zékladé je-
jich vztahu k potlacovani, resp. protezovani velkych chyb. Mnohdy je po analyze chyby
odhadu také dulezité vyhodnotit robustnost ¢i vérohodnost odhadu. K tomuto tcelu
slouzi metriky kovarianéni a MSE matice. Tyto metody vétsinou néjakym zptisobem
hodnoti tendenci estiméatort k nadhodnocovani ¢i podhodnocovani kvality jejich vlast-
nich odhad.

Cilem prace je poskytnout prehled moznosti pro hodnoceni kvality bodovych od-
hadu stavu, ilustrovat typické vyuziti hodnoceni kvality a doporucit metodiku hodno-
ceni kvality.

Prace je rozcélenéna nasledujicim zptsobem. Druhé kapitola predstavuje tivod do
tlohy odhadu stavu, formulaci a feSeni problému. Ve tieti kapitole jsou podrobné spe-
cifikovany cile diplomové préce. Ctvrta kapitola uvadi metriky hodnoceni kvality od-
hadu stavu. V paté kapitole jsou predstaveny metriky kvality hodnotici vérohodnost
a limitni poznatelnost odhadu. Sest4 kapitola shrnuje predchozi poznatky a dava na-
vod, jak pristupovat metodicky k hodnoceni kvality odhadu. Sedméa kapitola ukazuje
aplikaci hodnoceni kvality na tii typické problémy z riznych obort. Konecné osma,
zavérecna kapitola shrnuje vysledky prace.



Kapitola 2

Uloha odhadu stavu

V ¢asti 2.1 této kapitoly bude zaméfena pozornost na popis dynamického stochastic-
kého systému diskrétniho v case. Cast 2.2 predstavi formulaci tlohy odhadu stavu
tohoto systému a ukéze obecné Feseni tlohy. Cést 2.3 struéné shrne myslenky global-
nich nelinearni metod feSeni tlohy odhadu stavu. Kone¢né posledni ¢ast 2.4 se bude
vénovat lokdlnim nelinedrnim metodam odhadu stavu poskytujicim bodové odhady,
jejichz kvalita bude hodnocena v dalsich kapitolach.

2.1 Popis systému

V této praci bude uvazovan nelinearni stochasticky systém diskrétni v case popsany
vztahy:

Xk+1 = fk(Xk) + Wy, k= 0, 1, 2, ceey (21&)
Zg :hk(Xk)—i-Vk, /{320,1,2,..., (21b)

kde vektory x;, € R™ a z;, € R"™ reprezentuji stav systému a méfeni v ¢ase k. Vektory
wi € R™ a vy € R™ predstavuji stavovy Sum a Sum meéfeni, jejichz hustoty pravdeé-
podobnosti p(wy), resp. p(vy) jsou znamé. Pokud nebude uvedeno jinak, budou tyto
Sumy v celé praci uvazovany jako gaussovské s nulovou stfedni hodnotou a kovarianc-
nimi maticemi Qy, resp. Ry. Oba Sumy jsou bilé, vzajemné nezéavislé, a také nezavislé
na pocateénim stavu xy popsaném hustotou pravdépodobnosti p(xg), ktera je v této
praci opét uvazovana jako gaussovska se stfedni hodnotou X, a kovarian¢ni matici Py.
Taktéz znamé jsou vektorové funkce f : R™ — R™ a hy : R™ — R"=.

Stavovy Sum a Sum méfeni jsou povazovany za nezavislé bez tjmy na obecnosti,
nebot lze jednoduchou transformaci prevést korelované Sumy na nezavislé [34]. Stejné
tak bylo dokadzéno, ze aditivita Sumi neni na tkor obecnosti [28].

Stav systému x;, vyjadiuje veskerou informaci o dynamice systému, tim padem je
to minimélni mnozina stavovych proménnych potfebnych pro tplny popis chovani dy-
namického systému. Stav x; neni piimo méfitelny, ale pouze nepfimo prostiednictvim
méfeni zg. Systém popsany rovnicemi (2.1) miZe byt alternativné vyjadien pomoci
podminénych hustot pravdépodobnosti:

P(Xpt1|Xk), k=0,1,2, .. (2.2a)
(2 |Xk), k=0,1,2,..., (2.2b)
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kde (2.2a) je pfechodova hustota pravdépodobnosti stavu a (2.2b) podminéné hustota
pravdépodobnosti méreni.

Disledkem definice stavu a vlastnosti stavového Sumu je, ze {xy}2, je markovsky
proces, tedy plati:

P(Xpy1]xn) = P(Xkp1 Xk, Xp—1, X2, ) - (2.3)

Tato vlastnost 11ka, ze soucasny stav v sobé akumuluje veskerou informaci o minulosti.
Poznamenejme, ze podle [13] je dokonce markovost ptibuzna s kauzalitou.

2.2 Formulace a reSeni tilohy odhadu

Cilem odhadu stavu stochastickych systému je na zakladé mérenych dat a jisté apriorni
informace o sledovaném systému navrhnout co nejlepsi odhad stavu xy.

Odhad stavu x;, je na zékladé znalosti méreni az do ¢asu [ reprezentovan aposteriorni
hustotou p(xk]zl), kde z! je vektor méfeni az do ¢asu [, tedy z' = [z, 21, ..., zl]T

S ohledem na vztah mezi k a [ délime tlohu odhadu stavu na:

e tilohu predikce pro k& > I,
e tlohu filtrace pro k =1,
e tlohu vyhlazovani' pro k < I.

Hustota pravdépodobnosti p(xk\zl) se ziska TeSenim tzv. funkcionalnich rekurziv-
nich vztahu (FRV). Obecné feseni ulohy filtrace je dano vztahem

p(Xk|Zk_1) P(z|xk)

k
P\ Xk|2") = ; 2.4
) = 0l ) ) 24
kde jednokrokova prediktivni hustota p(xklzk_l) je dana vztahem
Pz = / p(xko1]2") plxcelxn_r) dxir. (2.5)

Hustota pravdépodobnosti vicekrokové predikce p(xk|zl) pro k > [ je urcena rekurziv-
nim vztahem

p(xxlz') = /p(xk_1|zl) p(Xp|xp—1) dxp_1. (2.6)

Vypocet vicekrokové vyhlazovaci hustoty pravdépodobnosti p(xk|zl) pro k < [ popisuje
vztah

p(Xk’zl) :p(Xk|Zk) /%p(xk+l|xk) dxk+1. (27)

ze se setkat i s terminy retrodikce & interpolace, aviak termin vyhlazovani 1épe vystihuje podstatu
slova ,,smoothing“ zavedeného v anglicky psané literatute [9].
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Pocatecni podminka pro rekurzi je vyjadiena hustotou pravdépodobnosti pocatecniho
stavu

p(xo|z™") = p(x0). (2.8)

Vztahy (2.4) a (2.5) fesici lohu filtrace jsou natolik vyznamné a ¢asto pouzivané,
ze se o nich hovoii jako o Bayesovych rekurzivnich vztazich (BRV). Tato prace se bude
vénovat hlavné uloze filtrace, proto se dale hovoii pouze o BRV, a nikoliv o FRV.

Exaktni feseni Bayesovych rekurzivnich vztahu je ale zndmé pouze pro nékolik
specialnich pripadi. Nejvyznamnéjsi z nich je linedrni gaussovsky systém, jehoz feSenim
jsou vztahy znamého Kalmana filtru. V ostatnich pripadech se musime dopustit jistych
nepresnosti, tedy provadét aproximace.

2.3 Globalni metody odhadu stavu

Metody zalozené na BRV se nazyvaji globalni nelinearni filtra¢ni metody. Diky tomu,
ze se tyto metody pokousi najit podminéné hustoty pravdépodobnosti nebo jejich apro-
ximace, poskytuji vysledek platny v témér celém stavovém prostoru, z ¢ehoz vyplyva
jejich nézev. Zasadni nevyhodou téchto metod je v drtivé vétsiné pripada vysoka vy-
pocetni naroc¢nost a slozity matematicky aparat nutny k jejich néavrhu.

V zasadé existuji tfi pristupy k navrhu globalnich metod resici BRV:

e Analyticky pristup aproximuje filtracni hustotu, prediktivni hustotu, stavovy
Sum, Sum méfeni a pocatecni stav pomoci smési gaussovskych rozdéleni. Pii-
kladem je filtr gaussovskych smési (Gaussian Sum Filter) [32].

e Numericky pristup resi integraly v BRV nahrazenim spojitého stavového prostoru
siti kone¢ného poctu obvykle ortogonalnich a ekvidistantnich bodt. Prikladem je
filtr bodovych mas (Point-Mass Filter) [18].

e Simula¢ni pristup vyuziva aproximace filtra¢ni hustoty velkym mnozstvim né-
hodnych vzorka spolu s jejich vahovym ohodnocenim. Prikladem je ¢asticovy
filtr (Particle Filter/ Sequential Monte Carlo Method) [8|.

2.4 LokAlni metody odhadu stavu

V nékterych pripadech postacuje znalost bodového odhadu stavu x; a neni nutné znat
celou hustotu pravdépodobnosti p(xy|z*). Protoze je odhad funkef piedchozich mérent,
oznacéme jej Xy (z"*). Metoddm poskytujicim bodové odhady stavu se ¥ika lokalni metody,
nebot poskytuji odhad platny pouze v malém okoli bodu %, (z*). Tyto metody casto
aproximuji podminénou hustotu pravdépodobnosti stavu gaussovskym rozdélenim.
K ziskani bodového odhadu %, (z*) je t¥eba zvolit nejprve optimalizaén{ kritérium.
Z praktickych duvodi se nejcastéji voli stiedni kvadraticka chyba (Mean Squared Error,
MSE), jejiz derivace je linearni a usnadnuje dalsi feseni. Vysledkem je
%5 (z") = arg nin E[(xk — Xk(zk))T(xk — %;,(2")) |Zk] ) (2.9)

%1 (2%)

X5 (2") = E[x|z"] (2.10)
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tedy bodovy odhad, ktery je optimalni ve smyslu stfedni kvadratické chyby je dan
podminénou st¥edn{ hodnotou (2.10).

Nez pristoupime k detailnimu popisu estimatori, které budou pouzity v této préci,
podivame se nejprve na tzv. gaussovsky filtr (Gaussian Filter, GF). Tento filtr byl
poprvé odvozen v [12] a je v podstaté zobecnénim vétsiny lokalnich filtra, i kdyZ byly
nezfidka tyto filtry odvozeny za jinych pfedpokladi. GF je odvozen za predpokladu,
ze podminéna hustota stavu je gaussovska. Nasleduje odvozeni vztahu definujicich GF.

Zacnéme prediktivnim krokem, ve kterém aproximujeme jednokrokovou prediktivni
hustotu p(xx|z*1) gaussovskym rozdélenim

P(Xk|Zk71) R N{Xk:‘kfl; Rpelk—1, Prjk—1}, (2.11)

kde se momenty rozdéleni vypocitaji vyuzitim (2.1a) nasledovné:
Kije—1 = Elxp|z" 1) = Elfi_i (x41) |27, (2.12)
Prp-1 = E[(fio1(x5-1) — K1) (o1 (x-1) — Rap—1) " 12771 + Qi (2.13)

Vztahy (2.12) a (2.13) mohou byt pfepsany do formy integrali:

Rilh—1 = /fk—l(xk—l)p(xk—1|zk_1) dxp_1, (2.14)

T _
p(xp_1]z" ) dxp g + Qi

(2.15)

Py = /[fk—l(xkz—l) - ik|k71} [fk—l(xk—l) - )A(k|k71]

kde filtra¢ni hustota pravdépodobnosti
p(xp-1]2"") = N{xp—1; Re—1jp—1, Pr_1jp—1} (2.16)

byla aproximovana gaussovskym rozdélenim.

Pro odvozeni filtra¢niho kroku predpokladame, ze [xy, hi(xx)] ma sdruzené gaus-
sovské rozdéleni podminéné zF~!. Potom jsou stfedni hodnota a kovarianéni matice
filtra¢ni hustoty pravdépodobnosti dany vztahy (viz [36])

Xk = E[kazk} = Xpp—1 + Ke (2 — Zppp—1), (2.17)
Py = Prp—1 — Ky sz_le, (2.18)

kde
Ky = iizk:—1( ;Tk—l)il (2-19)

je tzv. Kalmaniiv zisk a prediktivni kovarianéni matice Pifk_l je dana
Tz s 5 T,k—1
w1 = Bl(xx — K1) (Zk — Zrp—1) " (27

- /(Xk = K1) (e (xr) = Zige—r)” (|27 dx. (2.20)

Vztahy pro vypocet predikce méfeni a prislusné kovariancéni matice jsou

2k|k—1 = /hk<Xk)p(Xk’Zk_1) ka, (221)
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w1 = E[(Zr — Zrjp—1) (26 — Zape1)” |2

= B[(hy(xk) — Zrjp—1) ¥ (hi(xk) = Zrp—1)" 127" + Ry (2.22)
= /(hk(xk) — Zip—1) (e (1) — Zap—1)” p(xx|Z" ") dxy + Ry,
kde jednokrokova prediktivni hustota pravdépodobnosti
p(xe|z" 1) = N{xy; Kijo—1, Prjp—1} (2.23)

byla aproximovana gaussovskym rozdélenim.
Vztahy (2.11)-(2.23) predstavuji gaussovsky filtr. Pro prehlednost bude uveden kom-
pletni algoritmus:

Algoritmus: Gaussovsky filtr

Krok 1: (inicializace) Necht soucasny ¢as je k = 0 a apriorni poc¢ateéni podminka je
definovana jejimi prvnimi dvéma momenty
5\(0|_1 S E[Xo] = }A((), (224)
P0|,1 =S E[(XO — XO\fl)(XO - )A(Q|,1)T] = P(). (225)

Krok 2: (filtrace) Filtracni odhad Xy, a filtracni kovarianéni matice Py, se vypoctou
pomoci rekurzivnimi vztahy

ik = Xpjp—1 + K (2 — Zpp—1), (2.26)
Py = Prp—1 — KkPZTk_le, (2.27)

kde
Ki =P sz—l)il (2.28)

je filtra¢ni zisk a odhad méfeni Zy,—; je dan stfedni hodnotou
Zpp—1 = Elzy]z" ). (2.29)
Prediktivni kovarian¢ni matice szk:—1 a Pka_l jsou vypocteny
i1 = Ellzr — Zup-1) (26 — Ziper) " |27

— El(hy(x2) — Zupe1) (o) — 2ir) 12 + Ry, (2.30)

we—1 = El(xr — Xppp—1) (21 — Zrp—1)” |21 (2.31)

Krok 3: (predikce) Prediktivni odhad Xjqx a prediktivni kovarianéni matice Py
jsou dany

R = Elxea|2"] = Elfi(xx)|2"], (2.32)
P = E[(fe(xk) — Kepap) (B(xi) — Kise) " 12°] + Qi (2.33)

Necht k = k + 1. Algoritmus pak pokracuje Krokem 2.
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Ackoliv ma gaussovsky filtr linearni strukturu, vyzaduje vypocet integrala (2.14,
2.15, 2.20, 2.21, 2.22), coz lze provést analyticky pouze v nékolika specialnich piipa-
dech. Vyznamnym specidlnim pfipadem je situace, kdy jsou vektorové funkce f;, a hy
linearni. V tomto piipadé bychom se dostali ke vztahtim definujicim Kalmantiv filtr
(KF). Obecné jsou tyto vektorové funkce nelinearni. Z tohoto duvodu je t¥eba piistou-
pit k dalsi aproximaci, abychom byli schopni tyto integraly vypocitat. Moznosti jsou
v zésadé dve.

Historicky starsi pfistup je aproximovat nelinearni funkce f; a h; v modelu sys-
tému (2.1). Toho lze dosahnout napfiklad linearizaci téchto funkei pomoci Taylorova
rozvoje prvniho, resp. druhého fadu, coz vede na rozsiteny Kalmanuv filtr (Extended
Kalman Filter, EKF), iteracni filtr, resp. filtr druhého fadu [1, 34]. Lze také vyuzit
Stirlingovu polynomiélni interpolaci, kterd muze byt chapana jako Taylortv rozvoj,
kde jsou derivace nahrazeny diferencemi. Tento pfistup vede na diferenc¢ni lokalni fil-
try (Divided Diference Filters) [28]. Nebo lze vyuzit rozvoje pomoci ortogonalnich tzv.
Fourier-Hermitovych fad. Pfikladem je Fourier-Hermituv KF [31].

Mladsi jsou filtry vyuzivajici transformaci charakteristickych bodu, tzv. o-bodi.
Jde o numerické feSeni integralt vyuzitim mnoziny deterministicky zvolenych vazenych
bodii, pfi¢emz popis systému je ponechan beze zmén. Mezi zastupce téchto filtra patii
unscentovany KF (Unscented Kalman Filter, UKF) [14], kvadraturni KF [3], kuba-
turni KF [2] nebo jejich zobecnéni - stochasticky integracni filtr (Stochastic Integration
Filter) [10].

V této praci budou pouzity dva filtry. V praxi stile nejpouzivanéjsi rozsiteny Kal-
maniv filtr a moderni bezderiva¢ni unscentovany Kalmaniv filtr.

2.4.1 Rozsifeny Kalmantv filtr

Mezi lety 1959-1961 publikoval R. E. Kalman ¢lanky o tehdy novém pohledu na filtraci.
Navrhl prejit od frekven¢éniho popisu ke stavovému, a pozdéji odvodil vztahy definujici
Kalmantv filtr. Tento filtr mé z praktického hlediska nékolik omezujicich predpokladi,
pricemz tim nejzavaznéjsim je, ze systém musi byt linearni. Pritom vSak drtiva vétsina
praktickych problémii je nelinearni. V této dobé se také naplno rozjizdély vesmirné
zéavody a TeSeni nelinearniho problému filtrace bylo klicové pro dosazeni cile. Prvnim,
a v soucasné navigaci a lokalizaci stale jesté preferovanym reSenim, bylo linearizovat
vektorové funkce f; a hy pomoci Taylorova rozvoje.

Abychom mohli pouzit Tayloruv rozvoj, musi byt zarucena diferencovatelnost funkci
fi a hy. Pak pro Tayloriv rozvoj prvniho fadu funkce f, v bodé x;, = X;. plati

Rozsiteny Kalmanuv filtr aproximuje vektorové funkce f;, a hy Taylorovym rozvojem
prvniho fadu v bodé x; = Xy, resp. X = Xpr—1 a cleny vyssich rada jsou zanedbany.
Tim dostaneme do integrala (2.14, 2.15, 2.20, 2.21, 2.22) linearni funkce a tyto integraly
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se stavaji analyticky TesSitelné. Regenim téchto integralt dostaneme

Riipe = e (Repn), (2.35)
Piapgk = Fk<ik|k)Pk\sz(ik|k) + Qu (2.36)
Kk1 = Pp— 1 HY (Rep1) (2.37)
Zigjk—1 = Dy (Rge—1) (2.38)
-1 = Hk(fik\k—l)Pk|k_1H£(f<k\k_1) + Ry, (2.39)
kde
N ahk(xk)
Hy (Xpjp—1) = a—xk‘ﬁk‘k,l (2.40)
je matice n,/n,. kde
. ofy.(x)
Fr(Xpi) = 6—xk|&’“"c (2.41)

je matice ng/n,.

Pro tplnost dodejme, Ze musime znat pocatecni podminku Xo—; a Pgj_;. Pak uz se
jen stiida filtra¢ni a prediktivni krok. Algoritmus EKF je formalné shodny s algoritmem
GF na strané 11. Dulezité je uvédomit si nékolik rozdili mezi Kalmanovym filtrem
a rozSifenym Kalmanovym filtrem. Za prvé kovarianéni matice Py —1 a Py, jsou
funkcemi méreni, a nelze je proto predpocitat dopredu jako v pripadé KF. A hlavng,
EKF poskytuje pouze aproximace skute¢nych hustot na rozdil od exaktniho KF, jelikoz
je aproximace provadéna pouze v jednom konkrétnim bodé stavového prostoru, proto
je platnost vysledku pouze lokalni a tudiz muze filtr divergovat [29].

2.4.2 Unscentovany Kalmantv filtr

Ackoliv je EKF pravdépodobné nejpouzivanéjsi estimacni algoritmus, jeho vice nez 45
let pouziti v praxi odhalilo jeho vazné nedostatky. Je pomérné tézké tento algoritmus
implementovat a nasledné vyladit [40]. A pro dostate¢nou spolehlivost algoritmu musi
byt systém blizky linedrnimu. Tyto slabiny vychézeji z aproximace linearizaci. V roce
1995 byl zvefejnén novy piistup k filtraci nelinearnich systémi zaloZzeny na transfor-
maci deterministicky zvolenych bodt nelinedrni funkci. Této transformaci bylo pozdéji
zvoleno jméno unscentovana transformace (UT). Tato transformace a piistup si prosly
velmi bouflivym a intenzivnim vyvojem, az byli tvirci UT S. J. Julier a J. K. Uhl-
mann v roce 2004 vyzvani k sepsani souhrného ¢lanku [14], ktery se stal nejcitovanéjsim
¢lankem posledni dekady v oblasti automatického fizeni.

Unscentovana transformace slouzi k aproximativnimu vypoctu stfedni hodnoty, ko-
variance a vzajemné kovariance transformované ndhodné veli¢iny y = g(x), za pred-
pokladu znamé nelinearni funkce g, znamé stfedni hodnoty % = E[x| a kovarian¢ni
matice P = var[x] nahodné proménné x. UT k tomu vyuzivda mnozinu o-bodi {X;}2"2
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s odpovidajicimi vahami {&;}7" takto:

Xy = )A(, Wy = n Ij_/{a
X =%+ /(n, +r) (\/PM> W= — (2.42)
J I T 2ng + k)
A 1
Xj-i—l =X — \/(nx + /i) <\/sz>3 s Wj+1 = m,

kde 7 =1,...,n,, vyraz <\/ Pm> ~znamend j-ty sloupec matice vP**, coZ je maticova
j

T
dekompozice P* tak, ze plati v P** [\/ P“} = P* a proménna k je parametr zmény
mé&iitka (scaling). Tato dekompozice muze byt vypoctena napiiklad Choleského de-

kompozici nebo dekompozici na singularni éisla (SVD). Takto ziskand mnozina o-bodu
mé pfinejmensim prvni dva momenty stejné jako ndhodna proménné x, tj.

2Ny

=) W, (2.43
=0
2Ny

Pt = Z Wi (X — %) (X, —%)". (2.44)

Kazdy o-bod transformujeme nelinearni funkci
Vi = g(&;), vi. (2.45)

a vypocteme aproximativni charakteristiky
§ = ZWM, (2.46)

PY — Z W, (Vi—-9)Vi—-9)", (2.47)

2Ny

P =3 Wi(X=%)i-9)". (2.48)

Algoritmus UKF je opét formalné shodny s algoritmem GF na strané 11, kde pre-
diktivni momenty méreni Zy_1, lezk_l, Pifk_l a prediktivni momenty stavu X ,
Py 1% jsou vypocteny pomoci UT (2.42-2.48).



Kapitola 3
Cile prace

Kazdy estimator je navrzen na zakladé jistych vice ¢i méné restriktivnich predpokladi.
Ve vétsiné pripadi (napf. diky nelinearité systému) neni ale mozné platnost takovych
predpokladi ovérit. Systém je z ruznych duvodu nemusi spliovat. Da se Fici, ze kva-
lita odhadu je zavisla na datech. Proto je vzdy dobré kvalitu odhadu (poskytovaného
estimatorem pro dany systém) néjakym statistickym zptisobem vyhodnotit. Toto se
nejcastéji provadi simulaci Monte-Carlo.

I kdyz jsou pozadavky estimatorti na systém beze zbytku splnény, jakmile je systém
nelinedrni nebo negaussovsky, nelze o kvalité odhadu fici apriori viibec nic. V téchto
pripadech je odhad vzdy vysledkem néjakych aproximaci provedenych v rdmci odvozeni
estimatoru, a tak neni mozné urcit jejich kumulativni efekt na vysledek.

At jiz nastane situace z prvniho ¢i druhého odstavce, jsou vysledky platné pouze
pro dany konkrétni scénar, tj. pro dané funkce f a h, vlastnosti Sumu a pocatecni
podminky).

Vyhodou pocitacovych simulaci na rozdil od reality je znalost skutec¢ného stavu.
Proto 1ze hodnotit kvalitu bodového odhadu poskytovaného lokalnimi filtry pomérné
prirozené, napiiklad srovnanim skute¢ného stavu piimo s jeho bodovym odhadem.
Hodnoceni kvality odhadu globalnich filtrii uz tak pfimocaré neni, nebot vétsinou neni
k dispozici filtraéni hustota, kterou se snazi tyto filtry nalézt(s vyjimkou specialnich
ptipadii). Proto se tato prace soustfedi na hodnoceni kvality odhadi poskytovanych
lokalnimi filtry.

Jak jiz bylo Teceno, lokalni filtry jsou odvozeny optimalizaci urc¢itého navrhového
kritéria. Kritéria (nejcastéji MSE) nejsou volena jen podle vhodnosti pro dany problém,
ale predevsim podle toho, zda viibec umoznuji dopracovat se k feseni tlohy. Kritérium
v raznych aplikacich nemusi byt zZadouci pro hodnoceni kvality odhadu a pozaduje
se hodnoceni i podle jinych kritérii (nap¥. absolutni chyba). Tato kritéria mohou mit
z jistého pohledu vhodnéjsi vlastnosti nez pesimistické MSE, které prilis penalizuje
velké chyby nebo mohou vedle filtra¢ni stfedni hodnoty hodnotit i kovarianéni matici
chyby odhadu.

Cilem préace je:

e predstavit rizna kritéria hodnotici kvalitu odhadu ze vSech moznych thli po-
hledu,

e vybidnout k uziti méné znamych, presto zajimavych a vypovidajicich hodnoceni,

15
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e roz§itit povédomi o tématu, které je v ceské a dokonce i svétové literature nepra-
vem opomijeno,

e predvést nasazeni téchto hodnoceni ve trech konkrétnich typickych problémech
z ruznych odvétvi,

e doporudit, jak se v tomto tématu zorientovat a kterd hodnoceni preferovat.



Kapitola 4

Metriky chyby odhadu

V této kapitole budou piedvedeny metriky! vhodné k ohodnoceni kvality odhadii z hle-
diska jejich absolutni a relativni chyby. Kritéria kvality hodnotici kovarianéni matici
P}, dodanou estimétorem jsou predmétem kapitoly 5.

Pro zjednoduseni zavedeni kritérii kvality bude v nasledujicich kapitolach uzivana
tato konvence. Estimatory dodavaji odhad Xy skutecného stavu x; pro okamzik k
za podminky pozorovani do okamziku k. Veskeré parametry simulovaného systému
jsou znamy, vcetné skuteénych stavi xj, diky ¢emuz lze pracovat s chybou odhadu
Xr = X, — Xi. Pokud bude v ramci prehlednosti vynechan index ¢asovych kroku k,
bude automaticky uvazovano, ze se jedna o danou proménou pravé v ¢ase k. Pro kazdy
¢asovy okamzik k bude k dispozici M nezavislych iteraci simulace Monte Carlo (MC),
a tak pribude informace, Ze se jedné o i-tou iteraci simulace MC. Znaceni X (i) tedy
bude znacit odhad stavu X, dodany estimatorem z i-té iterace simulace MC.

Metriky mohou byt klasifikovany dvéma zptsoby:

e podle druhu vysledku, ktery poskytuji na metriky absolutni chyby, relativni chyby
a miry ¢etnosti (mimotradnych udalosti),

e podle tolerance chyb na metriky optimistické (jak dobry odhad je, tolerance vel-
kych chyb), pesimistické (jak $patny odhad je, penalizace velkych chyb) a vyva-
zené (ani optimistické ani pesimistické).

Kapitola predstavi jednotlivé metriky, a to v pofadi prvniho uvedeného déleni,
pricemz vzdy bude Feceno, jestli je dana metrika optimistické, pesimistické ¢i vyvazena,
jaké ma vyuziti a jaké je jeji typické nasazeni. Na zavér se bude kapitola vénovat
problému ovliviiujicim vSechny metriky, problému fyzikalné rtiznorodych stavi a stavi
radové odlisnych hodnot.

4.1 Metriky absolutni chyby

Metriky absolutni chyby jsou zdaleka nejpopularnéjsim a nejpfirozenéjsim meéritkem
kvality odhadu. Je dtlezité si uvédomit, ze vztahy zde predstavené jsou ve skutec¢nosti
pouze odhadem, ktery se snazi aproximovat skute¢né hodnoty metriky z kone¢ného

ITermin metrika je chapan volné jako hodnota ocefiujici kvalitu odhadu, nikoliv v striktné mate-
matickém pojeti. V anglicky psané odborné literatufe se termin ,,metric* b&Zzné pro tento tucel pouziva.

17
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poctu realizaci. Kdyz tedy bude fe¢ napriklad o medidnu chyby, pijde ve skutec¢nosti
pouze o odhad medianu z M vzork.

4.1.1 Odmocnina ze stiedni kvadratické chyby - RMSE

Nejznaméjsi a nejrozsirensjsi metrikou je odmocnina ze stiedni kvadratické chyby (Root
Mean Squared Error) definovana vztahem

RMSE(Re) = | 37 D %400 (4.1)

kde [|Xx(7)|| = /X1 (i)%k(7) je eukleidovska norma chyby odhadu.

RMSE je nejprirozenéjsi aproximace standardni chyby /E[X% %] z kone¢ného po¢tu
realizaci, které je tzce propojena se standardni odchylkou chyby odhadu. Pro skalarni
nestranny estimator je to dokonce jeji nejlepsi aproximace. Vzhledem k tomu, Ze stan-
dardni odchylka je velmi dilezity parametr pravdépodobnostni analyzy, tak je RMSE
ve skalarnim pfipadé idealni pro analyzu vysledki simulace.

Nicméné, pohledem na vypocet RMSE zjistime, Ze vysledna hodnota je silné ovliv-
néna velkymi hodnotami ||x;(7)||. Pro predstavu, kdyby 99 ¢lent bylo okolo hodnoty
1 a jeden jediny kolem hodnoty 400, pak i vysledné RMSE by bylo kolem hodnoty 40.
Proto je RMSE metrika pesimisticka, nebot se prilis soustfedi na to, jak Spatny, byt i
jediny, odhad je.

Popularita RMSE spociva v pribuznosti s navrhovym kritériem MSE, které je pro
své matematické vlastnosti (feSitelnost) nejpouzivanéjsim kritériem pro syntézu esti-
méatoru. I kdyz je tak RMSE ¢asto interpretovano, nejedné se o primérnou vzdalenost
v eukleidovském prostoru. Touto fyzikalni interpretaci se mize py$nit pouze metrika
prumeérné eukleidovské chyby uvedena v dalsi ¢asti.

4.1.2 Pruimérna eukleidovskid chyba - AEE

Pramérné eukleidovska chyba (Average Fuclidean Error) je definovana jako

ABE(R) = 73 IR0 (4.2)

Jak i jeji nézev naznacuje, AEE vychazi z konceptu eukleidovské vzdalenosti nebo
také eukleidovské normy. Obcas se o ni mluvi (predevsim ve skalarnim piipadé) jako
o stfedni absolutni chybé (Mean Absolute Error), nicméné tento nazev je pro vektory
zavadéjici a jesté k tomu muze vést k domnéni, Ze jde o absolutni chybu ve smyslu
opaku relativni chyby.

AEE je vybérovy prumér skutecné stfedni hodnoty é eukleidovské normy é =
E[||%x]|]], a proto je také jeho nejlepsi aproximaci. Z tohoto divodu ma AEE spoustu
cennych a zadoucich vlastnosti. Napiiklad AEE je nestranny odhad € nezéavisle na
distribuci ||Xx|| a AEE je také nejlepsi odhad € ve smyslu nejmensich ¢tverci?. Vice
v [21].

25" (I%k(i)|] — €)? je minimalizovano pro é = AEE
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Podobné jako RMSE, stejné tak i AEE je pesimistickd metrika. Obé tyto metriky
tak pfilis silné penalizuji velké chyby a témér ignoruji malé chyby. Nicméné v prikladu
z minulé sekce bude AEE pfiblizné 5 oproti hodnoté RMSE, ktera je zhruba 40, tedy
AEE nenfi tak pesimistické jako RMSE.

V mnoha aplikacich hodnoceni kvality by tak AEE mohlo, a mélo byt vhodnéjsi
metrikou [21], protoZe ma jasngjsi fyzikalni interpretaci a neni tolik pesimistické. RMSE

[

by ale bylo spolehlivéjsi v pravdépodobnostni analyze (diky své vazbé na standardni
odchylku).

4.1.3 Harmonicky priamér chyb - HAE

V predchozich sekcich byly predstaveny pesimistické metriky RMSE a AEE. V nékte-
rych situacich je lepsi sledovat ¢etnost malych chyb, které by vyvazily nékolik mélo
velkych chyb. Tehdy pomitze optimistickd metrika. K tomuto tc¢elu mize byt vhodny
harmonicky primér chyb (harmonic average error)

1 1_ M
HAE(X ( Z”X’“ ”) EOl =+ mon &)

odvozeny ze znamého harmonického priméru. Vysledek HAE je nejvice ovlivnén ¢leny
malych chyb a velké chyby jsou potlacovany. Toho lze s tispéchem vyuzit v hodnoceni
kvality odhadu v systémech s velkym Sumem, to jest v piipadech, kdy chyba odhadu
silné kolisa pro jednotlivé iterace simulace Monte Carlo. Bohuzel metrika HAE nema
jasnou fyzikalni interpretaci, a tak se pouziva jen zfidka.

4.1.4 Geometricky prumér chyb - GAE

Ani jedna z pfedchozich metrik neni vyvazena, proto muze mit v nékterych situacich
opodstatnéni geometricky pramér chyb (Geometric Average Error) definovany vztahem

GAE(% (H % (i ||> (4.4)

nebo z vypocetnich divodi pomoci logaritmu
In [GAE(x Z In ||% (4) (4.5)

kde GAE(%y) je definovano jako 0, pokud je jedna nebo vice eukleidovskych norem
rovna nule. Je zfejmé, Ze mal& chyba muze byt vyvazena velkou chybou a naopak.
Metrika je tak daleko méné ovlivnéna extrémnimi hodnotami a spiSe odpovida typické
hodnoté nez AEE. Tato metrika je vhodna pro hodnoceni poméri norem nebo i staviu
sestavajicich prevazné z indexu a koeficientt a proto bude pouzivana v dalsich sekcich.
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4.1.5 Median a modus chyby

Median chyby je pro liché M prostedni ¢len poradkové statistiky [|Xx(1)]|, ..., || Xk(2)]|-
Pro sudé M pak aritmeticky priumeér prostfednich dvou ¢lenti. Modus chyby je hodnota,
kde ma (vyhlazeny) histogram ziskany z ||Xx(1)]], ..., [|Xx(M)]| své maximum.

Tyto dvé metriky nejsou ani optimistické ani pesimistické, nebot ani jednu z nich
neovlivni velikost extrémnich c¢lend. V pripadé dostatecného vzorku dat tak reprezen-
tuji typickou chybu. Nicméné RMSE, AEE, GAE i HAE maji vlastnost, ze pfesnost
jejich odhadi roste pifmo amérné s v/M, a to bohuzel neplati pro median ani modus.
Median je velmi dilezity v teorii chyby a ve finanéni statistice. Naproti tomu modus
je jedind metrika z uvedeného vyctu, ktera nam vzdy da néjakou realnou chybu, ktera
se vyskytuje v celém vzorku. Nejznaméjsi aplikaci modu je oc¢ekavana délka doziti.

4.1.6 Iteracni stiedni rozsah chyby - IMRE

V ¢lanku [43] jsou definovany tzv. robustni metriky centralni tendence. Jde o met-
riky, které jsou v urcitych ohledech robustni, a zaroven vhodnym zptsobem vystihuji
hodnotu, kolem které jsou chyby odhadu distribuovény, tedy centralni tendenci. Au-
tor si tamtéz zaroven oponuje, Ze jeho pozadavky nespliuje zaddnéa soucasnd metrika
beze zbytku (kritéria a dukazy lze nalézt v [43]). Proto navrhuje novou metriku: ite-
racni stfedni rozsah chyby ([terative Mid-Range Error, IMRE) vychéazejici ze stfedniho
rozsahu chyby Mid-Range{S)/}. Stfedni rozsah je definovan jako aritmeticky pramér

vy

nejvysst a nejnizsi hodnoty mnoziny Sy £ {||Xx(1)|, ..., [|Xk(M)]|}, tj-
max Sy — min Sy
2

Protoze je stfedni rozsah chyby ovlivnén pouze dvéma extrémnimi ¢leny mnoziny Sy,
bylo predstaveno vylepSeni pfipominajici svym algoritmem metodu ptleni intervala pro
aproximativni feSeni rovnic. Toto vylepSeni, IMRE, je definované v jednom itera¢nim
kroku jako nahrazeni minimalntho a maximalniho ¢lenu jejich stfednim rozsahem, t;j.

Sut) =80, + {Mid-Range{S\) ,}} — {min{S; ,}} — {max{S{} ,}}, (4.7)

Mid-Range{Sy} =

(4.6)

pro k znacici ¢islo iterace jdouci od 0 do M — 2. Vysledkem je posledni zbyvajici ¢len
mnoziny.

Pro lepsi predstavu bude uveden vypocet IMRE z mnoziny chyb Sflo) ={1,2,3,7}.
Stfedni rozsah SY je Mid—Range{SﬁO)} = 12T — 4. Nova mnozina bude Sél) ={2,3,4}.
K dalsf iteraci je tieba znét stiedni rozsah Si, ktery je Mid—Range{Sél)} = 22il = 3.
Nova mnozina bude 352) = {3, 3}, nyni je jiz zfejmé, Ze po tTeti iteraci nakonec zistane
posledni ¢len S = {3}, ktery je vyslednou hodnotou IMRE.

4.1.7 Zobecnéni metrik a poznamky

Zobecnénim nékterych vyse uvedenych metrik je tzv. spektrum chyby (Error spectrum),

které bylo prvné predstaveno v [23|. Je definovano pro absolutni chybu odhadu e = ||Xy||
1% |
Il

S(r) = [E()]". (4.8)

nebo relativni chybu odhadu e = vztahem
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Spektrum chyby ma mnoho zajimavych vlastnosti. Naptiklad S(2) = RMSE, S(1) =
AEE, S(0) = GAE, S(—1) = HAE, S(c0) = maxe a S(—o0) = mine. S(r) je také
rostouci a pro r < 0 je spektrum optimistické, pro » = 0 vyvazené a pro r > 0
pesimistické. Z vyse uvedeného plati nerovnost

HAE < GAE < AAE < RMSE. (4.9)
Clanek [43] dokonce propojuje zdanlivé velmi odligné metriky AEE, median a mo-

dus. Definovanim tzv. zobecnéné vazené prumérné eukleidovské chyby (Generalized

Weighted AEE, GW-AEE) jako
M
GW-ABE(&) = 3 M50, (4.10)
i=1

kde A; > 0 je vahova konstanta s vlastnosti Zf‘il ;. Pak jsou vyse uvedené metriky
vyjadieny v ramci GW-AEE timto:

e AEE
1
Ai = e
M
e median
1 pokud ||Xx(7)|| je prostfedni ¢len pii lichém M,
Ai=14¢ 0.5  pokud ||Xg(7)| jsou prostiedni dva ¢leny pii sudém M,
0 jinak.
e modus

o 1 pokud ||xx(¢)] je vrcholem (vyhlazeného) histogramu,
1 0 jinak.

Pfesto jsou spektrum chyby a GW-AEE dvé rozdilné metriky agregujici rizné metriky
vyjma AEE které je agregovano v obou zobecnénich.

Pri aplikaci jakékoliv z predstavenych metrik je tfeba mit na paméti, Ze mohou
nastat problémy s rtznorodosti stavovych proménnych podrobné vysvétlenych v sekci

vvvvv

4.2 Metriky relativni chyby

Veskeré metriky z predchozi ¢asti jsou absolutni, protoze nejsou vztazeny k zadné refe-
ren¢ni hodnoté. Tyto metriky jsou citlivé na podminky experimentu, naptiklad zména
pocéteéni podminky mize vyvolat velké zmény hodnot téchto metrik. To nevadi, pokud
je cilem hodnotit cely systém véetné estimétoru jako celek, pokud ale jde o hodnoceni
estimac¢nich algoritmt, pak je lepsi pouzit metriky relativni chyby, aby byly vysledky
viibec porovnatelné.

Metriky relativni chyby jsou vzdy vztazeny k néjaké referenéni hodnoté. Takovychto
referen¢nich hodnot je mnoho, ale prakticky se pouzivaji tyto:
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e norma vektoru skuteéného stavu ||xx||,
e chyba méfent,

e chyba prediktivniho odhadu znac¢ena jako ||x; — X}||, kde X} oznacuje prediktivni
odhad )A(k|k_1 .

KdyZz mame zvolenou referenc¢ni hodnotu, mizeme si vybrat, jakym zptusobem ji pou-
Zijeme k vypoc¢tu relativni chyby. Nejpfirozenéjsi je bud

prumeérné chyba odhadu

o ( chyba odhadu )
nebo pramér

prumérna referen¢ni hodnota referencni hodnota

vrvs

pricemz druha moznost ma obecné jasnéjsi interpretaci a mensi varianci.

4.2.1 Relativni verze vybranych metrik absolutni chyby

Relativni metriky zkonstruované z absolutnich metrik z predchozi sekce jsou podle vyse
uvedeného rozdéleny do dvou sloupci na

metrika chyby odhadu

h
nebo metrika (M>

metrika stavu norma stavu
a uvedeny v nasledujicim vyctu:

e relativni odmocnina ze stiedni kvadratické chyby (Root Mean Squared Relative Error,
RMSRE)

\/M > i 1%k (@)][]2 nebo Z ka 1 Hz
Vi S )2

e primérna relativni eukleidovska chyba (Average Relative Euclidean Error, ARE)

17 i e (D) Z 1% (4)

M .
17 2oim %k (D) |1 (2)

e primérna geometricka relativni chyba (Geometric Average Relative Error, GRE )

z =]
Z

e primérnd harmonicka relativni chyba (Harmonic Average Relative Error, HRE)

&S ) ) e
( L o (435 100)

E A G
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e median relativni chyby (Median Relative Error, MRE)

medidn 2 {[% (Dl [GODI) 0RO OO

median z {[|x(1)[[, ..., [|lxx(M)]|} = (DI e (M)]]
e modus relativni chyby (Relative Error Mode, REM)

modus 2 (D] o [T OO (R OO

modus z {||x(1)]], ... [|lxx (M) } [xe(DI" " [lxi(M)]]

Tyto metriky maji vesmeés stejné vyhody a nevyhody jako jejich absolutni verze. Nej-
slibnéji ze vSech se jevi GRE, protoze jeji zéaklad, metrika GAE je nejlepsi pro zpracovani
poméri, coz je presné piipad relativnich metrik.

Nyni bude uvedeno nékolik relativnich metrik predstavenych v [20].

4.2.2 Kvocient chyby bayesovského odhadu - BEEQ

Kvocient chyby bayesovského odhadu (Bayesian Estimation Error Quotient, BEEQ)
je metrika relativni chyby odhadu, ktera kvantifikuje zlepSeni filtracnitho odhadu X;
oproti prediktivinimu odhadu X}, definovana jako

_AEER) 307 (i) — (@)

r(Re) = AEE(X}) Ef\il ||xx(2) — ﬁZ(Z)W

(4.11)

kde X4 (7) a X (i) jsou filtra¢ni, resp. prediktivni odhad stavu x v i-té iteraci simulace
Monte Carlo. Podobné jako u ostatnich relativnich metrik lze k jejich definici pristoupit
dvéma zptisoby. Bud pomérem dvou absolutnich metrik jako v (4.11) nebo priamérem
z poméru dvou norem

"0 = e = %0

Pak je ale vhodnéjsi uptednostnit pred aritmetickym pramérem v (4.11) pramér geome-
tricky (pro jeho vyvéazenost, tj. schopnost rozumné potlacovat vyjimeéné velké hodnoty)
a zaroven definovat BEEQ z vypocetnich divodi pomoci logaritmu jako

Infr(%y)] = % PRTAGH (4.13)

BEEQ kvantifikuje pfinos nové piichozich méfeni pro bayesovsky rekurzivni odhad.
7 logiky véci plyne, ze dobry estimator bude mit BEEQ vyznamné nizsi nez 1, protoze
chyba filtra¢niho odhadu ||x; — Xi|| by vzdy méla byt nizsi nez chyba prediktivniho
odhadu ||x; — %j||. Pokud se BEEQ bude drzet na zhruba konstantni hodnoté, lze tvr-
dit, Ze prinos novych méreni neni jiz tak vysoky, protoze model systému je jiz dobre
nakalibrovan a chyba prediktivniho odhadu je minimalni. Odhady se tedy blizi k mezi
poznatelnosti. Naopak vyznamny pokles hodnoty BEEQ indikuje narist vyznamu mé-
feni s ohledem na velké chyby prediktivniho odhadu.



KAPITOLA 4. METRIKY CHYBY ODHADU 24

4.2.3 Chyba odhadu vztazena k chybé méreni - EMER

Dalsi metrika vychazi z iivahy, ze presnost odhadu kriticky zavisi na presnosti méfeni.
Ke kvantifikaci pfinosu méfeni pro rekurzivni odhad byla navrzena metrika pomér
chyby odhadu a méfeni (Estimate-Measurement Error Ratio, EMER) definovana jako

(%) = AEE" (b (%)) _ Doit, [ (xa(i)) — hy (% () (4.14)
AEE"(z) i (e (4)) = 2 (3)|
Vztah (4.14) je pomér dvou AEE metrik v prostoru méfeni. Podobné jako v pripadé
BEEQ mitze byt nékdy vhodnéjsi vyuzit geometrickych poméri samostatnych EMER,
t.

Infp(%)] = 57 > In (i), (4.15)

kde

o) = [y (x4 (7)) — b (i (0) |
[ (x5 (2)) — 2 (4) ]
Nicméné zde porovnavame kvalitu odhadu stavu v prostoru meéreni, nikoliv ve sta-

vovém prostoru. V situaci, kdy bude existovat inverze h,;17 by méla byt preferovana
verze EMER ve stavovém prostoru, t;.

(4.16)

e 2 () — (0
P ) = S ) — e )] (1D
resp.
Infp(%)] = 1+ > In (i), (4.18)
kde

coy— i) = %@)]
pili) = 1% (i) — by Nz (3)

Podobné jako v pfipadé BEEQ i u EMER miizeme pro dobry estimator ocekavat
EMER < 1. Cim nizsi EMER, tim lepsi redukce chyby. Jinak by trivialni volba %, = X;
spliwjici rovnost hy(X}) = z; zarucovala EMER = 1. Dal3{ informace k této metrice
véetné verze EMER pro porovnani estimatort pracujicich s rtiznou dimenzi méfeni lze
nalézt v [21].

(4.19)

4.2.4 Redukce chyby bayesovského odhadu - BERF

Metrika faktor redukce bayesovské chyby (Bayesian Error Reduction Factor, BERF) je
kompromisem mezi BEEQ a EMER kvantifikujicim celkové zlepSeni odhadu v jednom
filtra¢nim a prediktivnim kroku zaroven. Je definovana jako

~ BEEQ*(%x) + Br - EMER(Xy)

0t (%) = 155 ) (4.20)
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kde BEEQ®(Xx) je BEEQ v prostoru méfeni definované

_ AEE® (hy (%)) 25\11 [he(xx(7)) — hy(%5(2)) ||

BEEQ® (%) = ~ , 4.21

V) = SRR (R0) ~ S, ue(xe() — bali ()] 2
EMER(Xy) je definované vztahem (4.14) a koeficient fj je definovan

BM:Am¥mAﬁD::Zﬁﬁmﬁmﬁﬂ—hM?@Dﬂ (4.22)

AEE*(zy) S Ty (xk(4) — 2z (3)]

Nebo opét 1épe pomoci geometrického primeéru a logaritmu individualnich BERF:

Infy(%2)] = 37 > () (4.23)
nk(l) — 7“7@ (2)1_:_%:8;]6@) 7 (424)

kde jednotlivé individualni proménné jsou

_ IMse(xi(@) — he (i (2)) |
[ (1 (7)) — By (R (0) 1

a px(7) je dano vztahem (4.16).

Jak jiz bylo feceno vyse BERF, je kompromisem mezi BEEQ a EMER, z jehoz
definice vyplyvé, Ze hodnota BERF bude vzdy lezet mezi hodnotou EMER a BEEQ.
Pokud v systému odhadu bude pfevazovat chyba filtra¢niho odhadu, bude BERF tih-
nout k hodnoté EMER. Pokud naopak bude pfevazovat chyba predikce, bude BERF
tihnout k hodnoté BEEQ. Dalsi informace lze opét nalézt v [21].

_ Ih(x(9)) = (& ())")]

A = R0 — 2]

ri(2) (4.25)

4.2.5 Poznamky

Pro vsechny relativni metriky plati totéz co pro absolutni metriky uvedené v sekci 4.4,
a je vhodné se témito doporucenimi Fidit. Novejsi metriky BEEQ, EMER a BERF
nejsou pravdépodobné moc pouzivané, nicméné dle jejich autora se miize jednat o zaji-
mavé nastroje pro hodnoceni kvality odhadu riznych estimétorti. Pozadavky pro dobry
estimétor jsou jasné, tyto tfi metriky by mély byt mensi nez 1. Cfm nizst, tim lépe.

4.3 Miry cetnosti

Doposud predstavené metriky urcitym zpusobem méti velikost chyby odhadu. V né-
kterych aplikacich je ale vhodnéjsi mérit, zda a jak casto je odhad prijatelny v ramci
néjaké tolerance. Typickym piikladem je navadéni rakety na cil. Pokud raketa mine
svij cil, je jiz v podstaté jedno o kolik. Proto je jisté zajimavéjsi sledovat, kolikrat
ze 100 pokusu raketa cil trefi. Metrikdm tohoto typu fikdme miry Getnosti (néjakych
udélosti) a budou predstaveny v nasledujicich odstavcich.

Stézejnim prvkem metrik toho typu je definovani oblasti (ne)uspé&snosti. Takovato
oblast je jisté zavisla na dané aplikaci, ale vétsinou se jako oblast pouziva hyperkoule
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se stfedem v bodé x; a néjakym polomérem. X. Rong Li [21] si v8im4, ze by tato
oblast méla byt funkci méreni (nelze o¢ekavat dobrou tspésnost pii nekvalitnich vstup-
nich datech). Proto v pfipadé, Ze neni oblast (ne)taspé$nosti jasna ze zadani problému,
doporucuje pouzivat

R = {%(1) : pr() (X (7)) < 6}, (4.26)

kde pi (i) je individualni EMER definované vztahem (4.16). Tato oblast je definovana
na zakladé relativni metriky, proto se hodi spiSe pro hodnoceni kvality odhadu rtznych
estimatoru.

4.3.1 Mira tGspésnosti

Oblast uspésnosti (success region) je definovan jako
Ry = {Zp(1) : () (R (i) < 05}, (4.27)

pro malé d, (obvykle 65 < 1).

Mira tspésnosti estiméatoru je procento odhadi, jez padnou dovniti regionu tspés-
nosti. Jeji skuteéna hodnota se poc¢ita aproximaci skute¢né pravdépodobnosti P{X; €
R} kone¢nym poctem realizaci.

Nékdy je zajimavé hledat naopak takové d,, aby uvnitf regionu tspésnosti lezelo
pozadované procento odhadi, pak mluvime o percentilu koncentrace.

4.3.2 Mira netspésnosti

Oblast akceptovatelnosti (feasible region) je definovana jako

Ry = {%(0) : pu(i) (%)) < 6, (4.28)

pro velké ¢ (obvykle 6, > 1).

Mira netspésnosti estimatoru je procento odhadi, jez padnou mimo region Gspés-
nosti. Jeji skute¢na hodnota se pocita aproximaci skute¢né pravdépodobnosti P{X; ¢
Ry} koneénym poctem realizaci.

4.3.3 Poznamky

Mira tispésnosti je optimistickou metrikou, protoze hodnoti jak moc je estimator dobry
(8patné vysledky zcela ignoruje), naproti tomu mira netspésnosti je z opaénych divodi
pesimistickou metrikou. Tyto dvé metriky nemusi byt vzajemné komplementéarni z du-
vodu obecné odliSnych hodnot d5 a d;. Mira GspéSnosti by méla preferovat estimétory
zaloZené na maximéalni aposteriorni pravdépodobnosti (MAP) a maximalni vérohod-
nosti (ML). Naproti tomu mira netspésnosti by méla vychazet lépe pro estimatory
minimalizujici stfedni kvadratickou chybu (MMSE).
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4.4 Problém fyzikidlné rtiznorodych stavi a stavia ra-
dové odlisSnych hodnot

Zékladnim tkolem vSech metrik je promitnout rozdil mezi skute¢nym stavem a odha-
dem stavu do jediné hodnoty. Pritom by mélo platit, Zze ¢im vétsi je tento rozdil, tim
vyssi by méla byt vysledna hodnota metriky. Problém ziskani jediného ¢isla postihuji-
ciho celkovou chybu X; se obvykle fesi normovanim chyby, tj. vypoc¢tem néjaké normy
této chyby, z jednotlivych iteraci X (i) simulace MC a jejich naslednym primérovanim.
P1i normovéni ale dochéazi ke ztraté mnoha informaci.

Napriklad v tloze navigace se bézné ve stavu vyskytuji stavové proménné reprezen-
tujici polohu, rychlost a nékdy dokonce i zrychleni. Na otazku, co vznikne normovanim
navzajem nesouvisejicich hodnot, lze tézko odpovédét. Bude to pouze néjaké ¢islo bez
zjevné fyzikdlni interpretace.

Dalsim problémem muze byt normovani fadové odlisnych hodnot. Naptiklad za
piedpokladu skute¢ného stavu x = [1,1,1,1000]7 a odhadu % = [2,1,1,1010]7 nelze
ocekavat, ze by norma chyby stavu X; odhalila o 100 % nadhodnoceny odhad prvni
slozky stavu.

Praktickym feSenim problémi z predchozich odstavcii je rozdéleni vektoru stavu na
fyzikalné, ¢i alespon radoveé porovnatelné slozky. Pravé v jiz zminéné tloze navigace se
tento problém fesi elegantné rozdélenim stavu na slozky polohy a rychlosti. Hodnoty
metrik jsou pak vypocteny pro tyto samostatné slozky stavu a vysledek je jednoduse
fyzikalné interpretovatelny.



Kapitola 5

Metriky kovarian¢ni a MSE matice

Tato kapitola prezentuje metriky!, které vyuzivaji druhého momentu nahodnych veli-
¢in. To je velky rozdile oproti metrikdm z minulé kapitoly, které vyuzivaji pouze prvni
moment - chybu odhadu X;. Vyuzitim druhého momentu je doufdno v extrahovani
vice informaci o kvalité odhadu. Timto druhym momentem je bud matice stfednich
kvadratickych chyb (MSE matice) nebo kovarianéni matice chyby odhadu Py, ktera
bude pro zjednoduseni zapisu oznacovana Pj. Kovarianéni matice Py vyjadiuje vlastni
hodnoceni chyby odhadu estimatorem. Matice stfedni kvadratické chyby 3, vyjadiuje
stfedni kvadratické chyby odchylky odhadu, t;j.

Y = BxeX]] = El(xr — %) (x1 — %1)7]. (5.1)

Protoze se jedné o stfedni hodnotu, ktera je malokdy znamé, stanovuje se vétsinou jeji
odhad na zakladé kone¢ného po¢tu realizaci (M) Monte Carlo simulaci

5 ~ % S %)% (i), (5.2)

=1

5.1 Hodnoceni samostatné matice

V nékterych aplikacich (napf. navigace ¢i sledovani pohybujiciho se objektu) je zvykem
vyhodnotit kromé absolutni chyby odhadu také samostatnou kovarian¢éni matici P a
spolu s odhadem stavu X, z toho ¢init spole¢né zavéry.

Kovarian¢ni matice P obsahuje ”I; L_krat vice hodnot nez stav x; nebo odhad
stavu Xj. Diisledkem je, Ze samostatné skaldrni ohodnoceni této matice je vétsi kom-
promis nez ohodnoceni vektoru. Povahu jakékoliv matice nejlépe vystihuji jeji vlastni
¢isla, tedy koreny charakteristického polynomu matice. Z tohoto duvodu patii mezi
nejpouzivanéjsi maticova hodnoceni témétr vylucné ta hodnoceni, kterd jsou zalozena
na analyze vlastnich ¢isel.

Mezi nejvyznamnéjsi hodnoceni kovarianéni matice Py, patii:

1Opét jako v minulé kapitole je termin metrika chapan volné jako hodnota ocenujici kvalitu odhadu,
nikoliv v striktné matematickém pojeti. V anglicky psané odborné literatufe se termin ,, metric” bézné
pro tento tucel pouziva.

28
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e stopa
rPp =)\, (5.3)
j=1
e determinant
det Py = [ [, (5.4)
j=1

minimalni nebo maximalni vlastni ¢islo

min{\, ..., Ay, } nebo max{\,..., \,, }, (5.5)

Frobeniova maticova norma

Ny Ng

D D = (PiPy) =

i=1 j=1

Pl =

kde \; znaci j-té vlastni ¢islo matice Py, a pﬁcj je prvek matice Py, ktery se nachézi na
i-tém Tfadku a j-tém sloupci.

Prestoze je vlastnich ¢isel stejné jako je slozek stavu, nelze mezi nimi najit jasné
propojeni a priradit kazdé jedno vlastni ¢islo nékteré ze slozek stavu. To znesnadiuje
interpretaci téchto hodnoceni a tato hodnoceni doplaci na problémy fyzikalné ¢ radove
riznorodych stavi popsanych v sekci 4.4. Resenf je obdobné tomu nastinénému ve
zminéné sekci, tj. rozdélit kovarianéni matici Py na ¢asti odpovidajici si fyzikalné ¢i
alespon fadové a hodnotit az tyto submatice.

Vratme se k typickému nasazeni téchto hodnoceni z avodu této ¢asti, k tloze sledo-
vani pohybujictho se objektu v n,-rozmérném prostoru. Pfi hodnoceni kvality odhadu
kvality je kovarian¢ni matice P nejprve rozdélena na submatice n x n odpovidajici
poloze, rychlosti a pripadné i zrychleni sledovaného objektu. Na tyto submatice jsou
nésledné aplikovana vyse predstavena hodnoceni matic a z vyslednych hodnot jsou vy-
vozeny zavéry o rozprostieni distribuce aposteriorniho odhadu. Za predpokladu gaus-
sovského rozdéleni reprezentuje kovarian¢ni submatice polohy elipsoid obklopujici od-
had polohy X, jehoz pravdépodobnost piekroci néjakou prahovou hodnotu. Délka os
tohoto elipsoidu je proporcionalni vlastnim ¢islim Pj. Fyzikalni a geometricka inter-
pretace hodnoceni matic je nasledujici [42]:

e stopa matice vyjadiuje celkovou ocekavanou stfedni kvadratickou chybu, zéroven
je to soucet délky os elipsoidu,

e determinant mé spojitost s objemem elipsoidu,

e minimalni a maximélni vlastni ¢isla definuji minimalni nebo maximalni chybu
v jedné ose elipsoidu,

e Frobeniova norma je ve své podstaté rozsitenim eukleidovské normy na matice,
tedy soucet kvadratu délky os elipsoidu.
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5.2 Vérohodnost odhadu

Vétsina estimatori vyuziva k rekurzivnimu vypoc¢tu odhadu stavu X, kovarianéni ma-
tici z minulého casového okamziku Pj_;. Je nasnadé, ze ¢im vyssi kvality bude tato
kovarian¢ni matice vykazovat, tim bude odhad presnéjsi. Vyssi kvalita je vétsinou cha-
pana ve smyslu pfiblizeni se kovarianéni matice (reprezentujici vlastni hodnoceni chyby
estimétoru) k matici skutecné stiedni kvadratické chyby 3. Jde tedy o zkoumani vé-
rohodnosti kovarian¢ni matice.

V préaci [24] je vérohodnost definovana néasledovné:

Estimator je vérohodny na hladiné o (0 < a < 1), pokud je rozdil mezi
kovarian¢ni matici P, a matici stfedni kvadratické chyby 3, statisticky
nevyznamny na hladiné a. O maximéalni hladiné «, na které se vérohod-
nost estimétoru zamita, se mluvi jako o hladiné nevérohodnosti estimatoru.
Estimator je optimisticky (pfilis sebevédomy) na hladiné «, jestlize jeho se-
behodnoceni je statisticky mensi nez skute¢na matice MSE (nebo vychylka)
na hladiné «. Estimator je pesimisticky (pfilis nesmély) v opac¢ném piipadeé.

Ve starsich pracich [4, 5| se pouziva termin konzistence (finite - sample consistency)
namisto vérohodnosti. To muze byt dle [24] zavadéjici, proto je pojem vérohodnost
preferovan i v této praci.

V této praci je zkoumana vérohodnost za predpokladu nestrannosti estimatoru.

5.2.1 Jednoduchi hodnoceni vérohodnosti

Za zminéného predpokladu nestrannosti estimatoru je problém vztazen pouze na po-
rovnani MSE matice 3y a kovarian¢ni matice Py. Pod pojmem jednoducha hodnoceni
si lze predstavit jakékoliv operace zohlednujici rozdil mezi pravé témito dvéma mati-
cemi jako jedinou hodnotu. ProtoZe pro porovnani dvou matic neexistuje zadny uceleny
postup, lze vymyslet nepreberné mnozstvi metrik. Proto bude uveden spise vycet moz-
nosti, které¢ se naskytaji 24, 25|.

Jednou z nejzajimavéjsich moznosti je vysettit vérohodnost pomoci stopy matice,
protoze stopa tr (Xy) je soucet kvadrata chyb odhadu a stopa tr (Py) je odhad souc¢tu
kvadrati chyb dodany estimatorem. Nabizi se tak napriklad absolutni a relativni me-
triky typu MSER (Mean Square Error Ratio):

tr Pk tr Ek

MSERL = —~% MSER? = log ——— .
tr Ek — tr Pk tr (Ek — Pk)

MSER? = = .
tr¥, —trP tr (X, — P

MSER! = W26 =Py tr (B = Py (5.9)

tr X, +tr Py tr (X + Py)

Prestoze lze tato hodnoceni pomérné dobie interpretovat, je ziejmé, ze zavisi pouze na
diagonélnich prvcich. Proto mize byt nékdy vhodné&jsi pouzit hodnoceni zaloZena na
determinantu - GEVR (Generalized Error Variance Ratio). Tato hodnoceni maji diky



KAPITOLA 5. METRIKY KOVARIANCNI A MSE MATICE 31

pouziti determinantu vztah k objemu rovnobeznosténu a lze uvést napiiklad:

det P det X2
1 _ k 2 k
det Ek — det Pk det Ek — det Pk
EVR? = EVR: = 11
GEVE; det 3}, ’ GEVR, det ), + det Py’ (5.11)

Pokud je zadouci porovnat skuteéné vsechny prvky, nabizi se spise hodnoceni zalozena
na Frobeniové (nebo jiné) maticové normé - MNR (Matriz Norm Ratio):

[Pl 2

MNR! = MNR? =1 5.12
AT = log B (5:12)

Sl — [Pyl IS — Pyl
MNR3 = Il — [Pl MNR# = 1=k~ kI 5.13
RS AR Ol SRS N (5:13)

Na tomto misté je opét vhodné pfipomenout, Ze vyse predstavend hodnoceni jsou
pouze ruzné navrhy vyhodnoceni rozdilu mezi kovarian¢ni matici P, a matici 3.
P1i aplikaci jednoduchého hodnoceni vérohodnosti je tak vzdy nutné hledat optimalni
feSeni plynouci ze zadaného problému a piipadné néjakym zpisobem zpriameérovat ko-
varian¢ni matice z ruznych iteraci Monte Carlo.

5.2.2 Normalizovany kvadrat chyby odhadu - NEES

Vibec prvni metoda k vyhodnoceni vérohodnosti odhadu poskytovaného estiméto-
rem byla zaloZena na normalizovaném kvadratu chyby odhadu (Normalized Estimation
Error Squared, NEES) predstaveném v [4] a definovanym jako

ex(i) = XF ()P ()X (i) = [FAQI . (5.14)
NEES je ve své podstaté kvadrat vzdalenosti mezi odhadem a skute¢nosti v ramci
P; ' (i) normy.

Pro odstranéni zavislosti na dimenzi n,, a pro snizeni neurcitosti byl definovan [5, 24]
prumérny NEES (Average NEES, ANEES)

1 &
= > end). (5.15)

i=1

Pak pri nestranném odhadu a predpokladu gaussovského rozdéleni chyby odhadu,
tj. Xp ~ N (0, X%), je stiedni hodnota ANEES vyjadrena [24] vztahem
-1
B = 0 (Pe ) (5.16)
nfL‘
z kterého jasné plyne zavislost ANEES na matici MSE. Déle ze vztahu (5.16) vyplyva
jasny pozadavek na idealni hodnotu ANEES, ktera by méla byt co nejblize k hodnoté 1.
V praxi se b&Zné pouziva x? test vérohodnosti zaloZzeny na ANEES [5, 24|, nicméné
toto TeSeni neni dale doporucovano. Divodem tohoto postupného upousténi od jinak
zavedeného postupu predevsim v oblasti sledovani cilti jsou nékteré nezddouci vlastnosti
testu zalozenych na NEES. Tyto vlastnosti jsou podrobné diskutovany v [19, 24, 26| a
patii mezi né napiiklad:
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e pesimisti¢nost ve vztahu k chybam,

e schopnost pouze vyvratit hypotézu o vérohodnosti, nikoliv vyvratit nevérohod-
nost

e piilisné zavislost na aritmetickém praméru vlastnich ¢islech, dana (5.16) (MSE
matice a kovarian¢ni matice mohou byt velmi odliné, i kdyz bude primeér vlast-
nich &sel vérohodnostni matice P; '3y, roven 1, viz numerické ilustrace v [26]).

Reseni téchto nedostatki jsou v zasadé dvé. Bud testovat hypotézy pomoci upra-
venych test prezentovanych v [26]. Nebo se spiSe soustiedit na ¢iselné vyhodnocent
(ne)vérohodnosti, k ¢emuz je nejvhodnéjsi nasledujici metrika, tzv. index nevérohod-
nosti.

5.2.3 Index nevérohodnosti a indikator inklinace - NCI a I?

V soucasné dobé se jako nejlepsi néastroj pro kvantifikaci vérohodnosti estimétoru jevi
index nevérohodnosti (Noncredibility Indez, NCI). Tato metrika vychazi z avahy, ze
k vySetfeni rozdilu mezi Py a ¥, muzou stejné dobfe poslouzit i maticové inverze P,;l
a 3. '. NCI porovnava NEES estimétoru e (i) = X2 (i)P; ' (i)%x(i) s NEES dokonale
vérohodného estimatoru €} (i) = %I (i)X, '% (i) pomérem téchto dvou normovanych
kvadratt chyby. K odstranéni neurcitosti je pouzit geometricky prameér, ktery ma nej-
vhodnéjsi vlastnosti pro prumeérovani poméri. Vysledny vztah obsahuje navic jesté
zesileni 10 a z vypocetnich divodu také logaritmus, jak tomu byva v obdobnych vzor-
cich:

M

10
NCI:MZ

=1

Ek(l)
HOI

Dale je definovan indikator inklinace (Inclination Indicator, I?) opomenutim absolutni
hodnoty z (5.17)

log,o (5.17)

M .
1
- 10 S logyg E’“ﬂ (5.18)

Ve vztahu (5.17) je NCI definovano jako aritmeticky pramér absolutnich hodnot lo-
garitmii. Neni bez zajimavosti, Ze v pionyrskych pracich ohledné indexu nevérohodnosti
bylo NCI definovano vztahem (5.18), ktery jiz autor v ¢lanku [22] nazyvé indikdtorem
inklinace. Proto se lze setkat s riznymi vyklady NCI [33, 6].

Dulezitéjsi je ale prozkoumat, pro¢ byla do vztahu (5.17) vloZena absolutni hodnota.
Pokud bude estimator v kazdé jednotlivé iteraci simulace optimisticky (ex(i)/€; (i) > 1)
nebo pesimisticky (e (i)/€;(i) < 1), pak absolutni hodnota neni potieba a NCI=I.
Jina situace ovSem nastane, pokud pomér €, (i) /€ (i) bude nékdy pesimisticky a nékdy
optimisticky (bude kolisat kolem hodnoty 1). Tyto poméry se navzajem vyrusi a neni
tézké si predstavit situaci, kdy bude estimator silné nevérohodny a pfitom indikator
inklinace bude potvrzovat vérohodnost.

Vzhledem k vySe uvedenym skute¢nostem je dle [22] Zadouci pouzivat NCI a T2
soucasné. Nejprve indexem NCI uréit tiroven vérohodnosti (¢im blize k hodnoté 0, tim



KAPITOLA 5. METRIKY KOVARIANCNI A MSE MATICE 33

lépe) a nésledné indikdtorem I? piezkoumat, zda estimator spiSe tthne k optimismu
(vétsi nez 0) ¢ k pesimismu (mensi nez 0).

Vztahy (5.17) a (5.18) plati pro nestranné odhady, FeSeni pro stranné odhady lze
nalézt v [22].

Index nevérohodnosti zpiisobil ve svété hodnoceni kvality odhadu malou revoluci,
protoze konecné umoznil adekvatné zhodnotit kovarianéni matice a jejich kvalitu. Du-
vodem je, ze NCI a I? spole¢né maji viechny hezké vlastnosti, které si lze u hodnoceni
vérohodnosti prat: vyvazenost, relativni vyjadreni, dimenziondlné invariantni a jasné
vyty¢enou optimistickou/pesimistickou definitnost. Ostatné absence NCI v ¢eské lite-
ratufe je i jednim z divodu vzniku této diplomové prace.

5.3 Cramér-Raova mez - porovnani MSE s mezi po-
znatelnosti

Zajimavym zpusobem hodnoceni kvality odhadu stavu je porovnani odhadid doda-
nych estimétorem s objektivnim limitem poznatelnosti stavu. Tomuto limitu se fika
Cramér-Raova (CR) mez nebo také Cramér-Raova dolni mez. Tato mez pivodné slou-
zila k omezeni variance chyby odhadu zdola pii tloze odhadu konstantniho parametru,
ale pozdéji se ukazalo 38|, Ze lze CR mez s tispéchem pouZit i v tloze odhadu nahodné
proménné. Odtud byl jen krucek k aplikaci meze v tloze odhadu stavu. To vytstilo
k odvozeni aposteriorni CR meze [15]. V této praci bude ukazéna aplikace CR meze
pro rekurzivni filtraci pfi systému s gaussovskymi Sumy.

Pro zavedeni CR meze bude nejprve uveden ptipad odhadu nadhodné proménné
x za predpokladu znamé sdruzené hustoty pravdépodobnosti p(x,z). Matice stfedni
kvadratické chyby (MSE) odhadu x definovana jako

2(%) £ E[(x — %) (x — %)"] (5.19)
je zdola ohranicena nerovnosti
2(%) > C(x), (5.20)

kde matice C(x) je Cramér-Raova mez definovana jako inverze Fisherovy informaé¢ni
matice J(x), tj.

Cx) =J"'x), (5.21)
J(x) £ -E [8%{ [(;% Inp(x, z)] ] . (5.22)

Nize jsou uvedeny kone¢né vztahy definujici rekurzivni vypocet Cramér-Raovy meze
pro systém s gaussovskymi Sumy (2.1). Kompletni odvozeni CR meze lze nalézt v [35,
37]. Filtra¢ni a jednokrokové prediktivni CR mez jsou dany vztahy

Cipr = Cpjp—1 — Ck|k71HZ (chk\kleg + Rk)il HiCrpr—1, (5.23)
Crpip = Fka\k}";? + Qk, (5.24)
(5.25)
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kde jsou Jacobiho matice

= -2

Fr ox |, (5.26)
8hk(X)

= 2

Hi= =2 . (5.27)

funkcemi skute¢ného stavu x;, a pocatecni podminka je Co—; = Pg_;.

Rovnice definujici rekurzivni vypocet CR meze jsou formélné shodné s rovnicemi
kovarianci Py, a Pjiq rozdifen¢ho Kalmanova filtru (EKF). Jedinym rozdilem je
vyuziti Jacobiho matic. Zatimco v EKF je vyuziti Jacobiho matic disledkem linearizace
v bodech Xy, a Xi11)x, v piipadé CR meze vychazi Jacobiho matice z definice Fisherovy
informac¢ni matice a jeji zavislosti na skutecném stavu x;. Pokud by uvazovany systém
(2.1) byl linearni, tj. fx(xx) = Frxy, hy(xx) = HiXy, pak by rekurzivni rovnice CR meze
viibec nezévisely na skute¢ném stavu x; a byly by identické se vztahy pro kovarianéni
matici Kalmanova filtru.

Teoreticky identi¢nost matic MSE a CR meze, tj. rovnost v (5.20), nastava pouze
za predpokladii:

e pouziti optimalniho estiméatoru s navrhovym kritériem MSE; tj. minimalizace ve
smyslu podminéné stfedni hodnoty

e shodnosti pocate¢nich podminek estimatoru a skute¢nych poc¢atecnich podminek
systému nebo alespon pokud je systém v rovnovazném stavu.

Bohuzel tyto podminky v praxi nikdy nelze splnit uz jen proto, ze v piipadé nelinearnich
systému se jedna vzdy o aproximativni feSeni odhadu stavu. Nicméné CR mez se hojné
vyuziva ke zjisténi, jak velké chyby aproximaci jsou a jak moc by se odhad mohl
priblizit k mezi poznatelnosti. Porovnani vétsinou vychéazi z hodnoceni rozdilu téchto
dvou matic za pomoci nékteré z metrik predstavenych v sekci 5.1.



Kapitola 6

Metodika hodnoceni kvality odhadu

V této kapitole bude predstavena metodika hodnoceni kvality odhadu stavu dynamic-
kych systémi na zakladé metrik predstavenych v této praci.

Zakladem zevrubné offline analyzy kvality odhadu je dostateény pocet M Monte
Carlo simulaci, protoze kazda metrika je odhadem skutecné hodnoty, a u vétsiny me-
trik se zvySuje presnost téchto odhadit Gmérné s v/ M. Metriky jsou koncipovany tak,
ze 1ze vyhodnocovat kvalitu odhadu pro kazdy ¢asovy krok k zvlast jedinym ¢islem.
Proto je asi nejlepsi praxi pro kazdou metriku hodnotit kiivku zavislosti hodnoty me-
triky na casovém kroku k. Pokud to neni zZaddouci, a skutecnym cilem je ziskat pouze
jediné ¢islo pres vSechny iterace MC i ¢asové kroky k, lze vysledky metrik pro ¢asové
okamziky k néjakym zptisobem zprimérovat. K tomuto zprumeérovani lze v podstaté
pouzit jakoukoliv absolutni metriku ze sekce 4.1.

Nyni jiz k samotné metodice hodnoceni kvality odhadu. Prvnim krokem je jisté
jakkoliv vyhodnotit chybu bodového odhadu stavu x;. K tomu lze vyuzit kteroukoliv
metriku ze sekce 4.1, zalezi na daném problému a preferencich uzivatele. K usnadnéni
vybéru muZe pomoci souhrnna tabulka! 6.1. Absolutni metriky chyby odhadu jsou
vétsinou prvni volbou oproti relativnim metrikdm, které se hodi spiSe pro vzijemné
porovnani riznych estimatori v ramci riznych reSenych tloh.

Tabulka 6.1: Metriky absolutni chyby odhadu a jejich relativni verze

Metrika Zarazeni Vyhody Nevyhody Vhodné pro
popularni, silna vazba

dominance velkych chyb,

RMSE, s navrhovym kritériem neiasna fyzikalnd pravdépodobnostni
RMSRE MSE a standardni ) Y analyzu
odehviko interpretace
pesimistické — fy 'k}ll -

AEE, ARE J?i{ﬂlzrp};?t;:l proteZzovani velkych chyb méfeni pramérné chyby

IMRE velmi robustni iterativni vypocet hledan{ centralni
tendence

GAE, GRE vyvazené robustni s ohledem na nepopularni primérovani poméra

extrémni chyby

pramérovani poméri
s konstantnim zakladem,
ovéFeni spravného
chovani

dominance malych chyb,
nepopulérni, nejasna
fyzikalni interpretace

robustni s ohledem na

HAE, HRE optimistické velké chyby

median S robustni vaci tézké vypocitat a
vyvaZené

modus extrémnim chybam matematicky uchopit hledanf typicke chyby

ltabulky uvedené v této kapitole erpaji z tabulek v [21]

35
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Pro pravé takové porovnani estimatori jsou neocenitelné alternativni metriky re-
lativni chyby odhadu ze sekce 4.2 shrnuté v tabulce 6.2. Tyto metriky maji schopnost
srovnanim filtra¢nich a prediktivnich odhadi ¢i vyhodnocenim pifinosu ptichozich mé-
feni provéfit spravnou vnitini funkeci estimétora (kvalita filtraéniho a prediktivniho
kroku) a odhalit pfipadna selhani (nap¥. nesoulad mezi modelem a generatorem dat,
Spatné predikee ¢i filtrace vinou chyby aproximaci). Tyto skryté vady by pii hodno-
ceni standardnimi metrikami mohly ztstat opomenuty a pozdéji by se mohly negativné
projevit pri redlném nasazendi.

Tabulka 6.2: Dalsi metriky relativni chyby odhadu

Metrika ZaFazeni Vyhody Nevyhody Vhodné pro
robustni vici chybé Lo .

BEEQ predikce, jasnz zavisi na chybé méfeni porovhant %{vahty. oc%hadou
. bayesovskych estimatora
interpretace

L robustni vici chybé vyhodnoceni zlepseni

EMER Vyvazene méfeni, jasna zavisi na chybé predikce odhadu po pfichodu
interpretace nového méfeni

BERF robustni vaéi scénafi, nepopularni, nejasna porovnéani kvality odhadu

hezké vlastnosti fyzikalni interpretace bayesovskych estimatora

V nékterych aplikacich neni ani tak dulezité jak kvalitni odhad je ve smyslu abso-
lutni chyby odhadu, ale pfedmétem zkouméni je, zda je odhad v toleranci (napf. pii
navadéni rakety na cil). Pokud tolerance neni zfejmé ze zadéani ulohy, je vhodné po-
vazovat toleranci za funkci méfeni (3patné méreni nemuze poskytnout dobré odhady).
K tomu byly definovany v sekci 4.3 miry ¢etnosti shrnuté v tabulce 6.3.

Tabulka 6.3: Miry ¢etnosti

Metrika Zarazeni Vyhody Nevyhody Vhodné pro

Mira e e, aplikace typu

P . optimistické i vidi & . v

lsp&&nosti P rObqufll vuel c}{ybe zévisi na chybg hit-or-miss

mé&feni, jasna .

Mira N int t predikee s ] .
PR . | pesimistické mterpretace méFeni Spatné kvality

neuaspeésnosti

Dalsim krokem hodnoceni kvality odhadu obvykle byva vyhodnoceni vérohodnosti
odhadu, tedy zda estimétor vytrvale nadhodnocuje ¢i podhodnocuje kovarianéni matici,
ktera predstavuje vlastni hodnoceni chyb estimatoru. K tomuto problému lze pristou-
pit dvéma zptisoby. Bud testovanim hypotéz o vérohodnosti odhadu nebo kvantifikaci
miry vérohodnosti. Obecné je preferovan druhy zptsob pomoci metrik vérohodnosti
predstavenych v sekci 5.2. Dvé nejdilezitéjsi metriky jsou shrnuty do tabulky 6.4.

Tabulka 6.4: Metriky vérohodnosti

Metrika Zafazeni Vyhody Nevyhody Vhodné pro
nesymetrické, testovani hypotézy
ANEES pesimistické popularni neporovnatelné vysledky vérohodnosti estimétoru
pro rizné estimatory (pouze zamitnuti)
NCI vyvazené symetrické, relratlvnl, - kvantifikaci v&rohodnosti
moderni

Hodnotit kvalitu odhadu lze také z pohledu miry priblizeni se k objektivnimu limitu
poznatelnosti systému - Cramér-Raové mezi. Vypocet CR meze pro dynamicky sytém
je dan vztahy uvedenymi v sekci 5.3. K vypoctu je potieba znat skutec¢nou trajektorii
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systému. V piipadé MC simulace je téchto trajektorii vice a je tfeba vysledky né&jakym
zpusobem zprimeérovat. To se vétsinou déla priumérovanim Jacobiho matic a naslednym
jedinym vypoctem CR meze.

Serazeni estimacnich algoritmii dle vicero hledisek

Neztidka se odbornici z oboru filtrace setkavaji s problémem vybéru vhodného filtrac-
niho algoritmu pro néjaky konkrétni problém. V této praci byly vyc¢teny vyznamné
metriky kvality odhadu (poskytovaného lokalnimi filtry), které 1ze pro tento vybér vy-
uzit. Kazda takova metrika je pouze jistym kompromisem a hodnoti pouze v jistych
ohledech. Zvolenim konkrétni metriky reSitel ziska sice poradi jim zvolenych filtrac-
nich algoritmu, ale toto poradi je na zvolené metrice zavislé (tj. na zohlednéni dil¢ich
aspekti). Jisté je chvalihodné zohlednit co nejvic aspektii, a tudiz aplikovat vice druht
hodnoceni kvality. Otazkou ale ztistava, jak nalozit s dilé¢imi vysledky a jak urcit cel-
kové poradi. Tato sekce dava navod, jak se s timto problémem vypotradat vyuzitim
Pitmanovy miry blizkosti [30].

Pitmanova mira blizkosti (Pitman’s Closeness Measure, PCM) je definovéna tak,
ze ze dvou odhadi 07 a do redlného parametru 6 je lepsi prvni odhad §; pokud plati

1
Po (|01 — 0] < |6, — 6]) > 3. (6.1)

Z této miry vychézi mira vzajemnych srovnéani (Multiple- Attribute Competition Me-
asure, MCM) navrzena v [44], ze které je nakonec vypoéten vektor ohodnoceni estimé-
torii. Nejprve definujme rozdil mezi estimatory 1 a 2 v rdmci metriky a; jako

1 pokud je lepsi filtr 1 ve smyslu Pitmana,
myo(a;) 205 pokud jsou si oba filtry rovny ve smyslu Pitmana,
0 pokud je lepsi filtr 2 ve smyslu Pitmana,

Pak je MCM definovana
M 5(a) = Ly 6.2
12(0) = ~ E_l mia(a;), (6.2)

kde a je vektor v8ech pouzitych metrik (rozméru n). Z definice vyplyva, Ze plati vztah
MLQ(CL) + M271(CL) = 1.
Nyni lze zkonstruovat matici MCM pro porovnéni N estiméatoru

Ml,l(a) MLN(CL)

4

Xyowm : (6.3)

Mya(a) ... Mynx(a)

ze které jiz neni obtizné ziskat vektor ohodnoceni estimatort r. Jednou z metod je vyu-
zit linearniho mapovani. Pak nalezeni vektoru ohodnoceni piejde na nalezeni vlastnich
vektori matice MCM [44]. Perron-Frobeniav teorém [39] o pozitivnich maticich (MCM
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matice je pozitivni, pokud jsou pfipadné nuly nahrazeny malymi kladnymi ¢isly) zaru-
cuje existenci takového pozitivniho vektoru naleziciho nejvyssimu kladnému vlastnimu
¢islu. Tento vektor lze jednoduse vypocitat [27] limitou

r = lim M) (6.4)
n—o0 || X3 caToll

kde g je libovolny kladny vektor, napt. [1, ..., 1]7.

MCM je zajimavou moznosti pro feSeni problému vybéru vhodného estimétoru,
protoze umoznuje porovnat mnoho riznych estimatori navrzenych pro dany systém
respektovanim libovolného mnozstvi metrik spolecné. Vysledkem je vektor ohodnoceni
estimatoru déavajici jasné potadi.



Kapitola 7

Aplikace metrik ve vybranych tilohach

V nadchézejicich odstavcich bude pfedvedena aplikace metrik na 3 typické tlohy.
V ¢asti 7.1 bude predvedena zékladni tloha sledovani - odhad polohy pohybujiciho
se objektu. V ¢éasti 7.2 bude uvedena tloha z oblasti sledovani chemickych procesi. Na
zaveér, v ¢asti 7.3 bude pouzit jednorozmérny ristovy model, pouzivany v ekonometrii.

7.1 Odhad polohy pohybujiciho se objektu

V této casti bude pozornost uprena na hodnoceni kvality v tloze odhadu polohy po-
hybujiciho se objektu. Jedna se o jednu ze zékladnich tloh sledovani a navigace. Tento
konkrétni piiklad je z knihy [7] a je hojné pouzivan pro testovani estimétora a jejich
schopnost vyporadat se s nelinearitou méteni pii linedrni dynamice.

V tloze je sledovan pohyb tankeru, ktery vplouva do rusného pristavu podle pres-
nych instrukci. Tyto instrukce byly dodany fidicim stfediskem pfistavu, a pro bez-
pecnost dopravy je bezpodmineéné nutné se jimi ridit. Cilem tlohy je ovérit, zda lod
dodrzuje predepsanou trajektorii trasy pomoci méreni provadéného prizemnim radarem
dodévajicim thel a vzdalenost.

V tloze je uvazovana stavova reprezentace vychéazejici ze systému (2.1) s modelem
konstantni rychlosti ve 2D. Vektor stavu je definovan fyzikalnimi proménnymi polohy

a rychlosti v oséch = a y, tj. x := [2%, 2¥, 2%, 2Y]T. Vektor inkrementalniho fizeni je
definovan u := [—~Az®® — Az¥°]7. Cely systém je dan rovnici dynamiky modelu
1 0 AT 0 00
01 0 AT 0
Xk+1 = 00 1 0 X + 10 up + Wi (71)
0 0 O 1 01

a rovnici méreni

ﬂ
2 = arctan 3 . + V. (7.2)
(23)? + (23)?

Systém byl simulovan v prostfedi MATLAB pomoci toolboxu nelinearni filtrace (NEF)
vyvinutym na katedie kybernetiky na ZCU v Plzni. V testovacim scénéii byly pouzity
stejné parametry jako v [7], pouze doba simulace byla zkracena a kovariance pocatec-
niho odhadu byla zvySena pro lepsi ilustraci vlastnosti metrik. Parametry tedy byly

39
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néasledujici:
pocatecni podminka xo = [20nm, 50 nm, 0 k, —12 k]
P, — diag(10, 10, 10, 10)
kovarianéni matice stavového sumu  Qy = diag(107¢,1076,1075,107)

kovarianéni matice Sumu méfeni Ry = diag(4 x 10741 x 107%)
frekvence méteni AT =0,02h
casovych kroku simulace kmaz = 120
inkrementalni fizeni us = [4,8k, 1,5k
pocet nezavislych simulaci MC = 1000
Vysledky

Tato tloha je typickou vzorovou ukazkou problému, kde je vhodné vyuzit rozdéleni
stavu na fyzikdlné shodné ¢asti, jak je diskutovano v sekci 4.4. Na obrazcich 7.1 a 7.2
jsou zobrazeny priibéhy hodnot jednotlivych metrik absolutni chyby odhadu v ¢ase pro
EKF, resp. UKF. Z obrazku jsou vyborné patrné vlastnosti téchto metrik. Predevsim
se potvrzuje nerovnost HAE < GAE < AEE < RMSE. Nejrozkolisanéjsi metrikou je
podle o¢ekavani modus, protoze moznych hodnot chyb je nekonecné mnoho, a modus se
tak musi urc¢it hledanim vrcholu vyhlazeného histogramu, coz neni trivialni tloha. Za
vSimnuti rovnéz stoji srovnani prubéhu nejpesimisti¢téjsi a nejoptimistictéjsi metriky
- RMSE a HAE. Konkrétné z obrazku 7.1b znézoriujicim chybu odhadu rychlosti
tankeru poskytovaného EKF je patrné, ze HAE je od zacatku klesajici funkci oproti
RMSE, které v kroku 1 dosdhne svého maxima a pak rovnéz klesa. Z tohoto chovani
lze vyvozovat, zZe odhad rychlosti selhal v par simulacich. Je to disledkem nelinearity

funkce méreni a aproximacnich chyb linearizace EKF.

— RMSE — RMSE

AEE — AEE
— HAE — HAE
——— GAE 10" ——— GAE |{
IMRE —— IMRE
. median [ median
10 modus |q modus

hodnota metriky
hodnota metriky

0 26 4‘0 6‘0 8‘0 1 60 120 0 éO 4‘0 6‘0 8‘0 1 60 120
(a) Chyba odhadu polohy (b) Chyba odhadu rychlosti

Obrazek 7.1: Porovnani prubéhu hodnot metrik absolutni chyby odhadu EKF v case.

Dalsi metrikou je BEEQ - pomér chyby odhadu mezi filtra¢nim a prediktivnim kro-
kem. Z obrazku 7.3a lze vy¢ist, ze se algoritmus UKF lépe a diive vyporada s neurcitosti
nez algoritmus EKF. Po néjaké dobé se hodnoty BEEQ obou estimétort srovnaji, pro-
toze je dynamika systému linedrni. Na obrazku 7.3b je krasné vidét, ze EKF pti odhadu
rychlosti v prvnim kroku selhavé, nebot BEEQ je vyrazné vyssi nez 1 (filtra¢ni odhad
je horsi nez prediktivni), coz je disledkem chyb linearizace funkce méfeni.



KAPITOLA 7. APLIKACE METRIK VE VYBRANYCH ULOHACH 41

RMSE — RMSE
AEE — AEE

HAE —HAE

GAE -~ GAE
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hodnota metriky
hodnota metriky
=

0 26 4‘0 SI‘(O éO 1 60 120 0 2‘0 4‘0 6;0 éO 1 60 120
(a) Chyba odhadu polohy (b) Chyba odhadu rychlosti

Obrazek 7.2: Porovnani priubéhu hodnot metrik absolutni chyby odhadu UKF v ¢ase.
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Obréazek 7.3: Prubéh relativni metriky BEEQ v ¢ase.

Pro zbylé metriky relativni chyby odhadu nelze rozdélit stav na fyzikilné si od-
povidajici ¢asti, proto jsou jejich vysledky o néco hife interpretovatelné. Porovnani
chyby filtra¢niho odhadu s chybou trividlniho jednokrokového odhadu uréeného pouze
z aktuélniho méfeni (tedy tedy s chybou odhadu ve smyslu maximalni vérohodnosti
ignorujiciho dynamiku) nabizi metrika EMER. Vysledné hodnoty této metriky jsou na
obrézku 7.4a. Opét lze vycist, ze odhad EKF byl zanesen daleko od skute¢nych hodnot
a estimatoru chvili trva, nez se vrati ke spravnym hodnotam. Oproti tomu z vyvoje
EMER pro UKF je vidét, jak estimator postupné zpfesnuje sviij odhad a nenechéva
se vychylit nepfesnymi mérenimi, naopak diky nim odhad jesté zpresnuje. Na vedlej-
Sim obrézku 7.4b je znazornén vyvoj hodnot metriky BERF, ktera je kompromisem
mezi BEEQ a EMER. BohuZel tato metrika nema jasnou fyzikalni interpretaci, a tak
je tfeba se spokojit s tvrzenim jejiho autora, ze by hodnota dobrého estimatoru neméla
prekroc¢it hodnotu 1. To se ani pro EKF ani pro UKF trvale nedari, nicméné UKF se
alespon této hodnoty drzi na rozdil od EKF, které opét na zacatku zaspi a pak pomalu
konverguje k hodnoté UKF.
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Obrazek 7.4: Prubéh relativnich metrik EMER a BERF v dase.

S metrikou EMER tzce souvisi metriky mira tispéSnosti a mira netuspésnosti, pro-
toze oblasti ve kterych odhad pfijmeme ¢ zamitneme jsou definovany pravé na za-
kladée EMER. Tyto dvé metriky jsou predmétem obrazki 7.5. Pro miru dspéSnosti
byla zvolena takova oblast (o5 = 1), ve které jsou odhady estimatoru lepsi nez trivi-
alni odhad zminény v predchozim odstavci. Pro miru netspésnosti byla zvolena takova
oblast, ve které je odhad estmatoru 10x horsi nez trivialni odhad (of = 10). Vlivem
ojedinéle prichézejicich velmi presnych méfeni nelze ocekavat idealni vysledky (mira
uspésnosti 100 %, mira neuspésnosti 0 %), ale opét se jasné potvrzuje, ze se UKF lépe
nez EKF vyporadava s nelinearitami meéreni.
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Obrazek 7.5: Prubéh relativnich metrik miry tspésnosti a miry neispésnosti v ¢ase.

Jednim z novéjsich ptistupti k hodnoceni kvality odhadu, které se snazi tato prace
reflektovat, je diiraz na vérohodnost odhadu. Tento pristup vychazi z ivahy, Ze mini-
malni chyba odhadu neni jedinym cilem, ale podobné dulezita je vérohodnost odhadu
reprezentovana kovarianéni matici dodanou estimatorem. V praci byly uvedeny dvé
metriky kvantifikujici vérohodnost - ANEES a NCI (vZdy dohromady s I?). Jejich prii-
béhy jsou zachyceny na obrazku 7.6. Z obou metrik vychazi odhady UKF jako velmi
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vérohodné (kovarianéni matice odhadu stavu odpovida MSE matici). V piipadé odhadt
EKF je opét patrné pomalé konvergence po poc¢ateénim selhani.

EKF
— UKF

hodnota metriky
hodnota metriky

-1
10 . . . . . 2 I I I . .
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
k k

(a) ANEES (b) NCI a I?

Obrazek 7.6: Prubéh metrik vérohodnosti v ¢ase.

Posledni predvedenou metrikou je stopa Cramér-Raovy meze zobrazena na obrazku
7.7. CR mez je objektivnim limitem poznatelnosti systému, a jako takova je vzdy
mensi nez MSE matice. Na obrazku 7.7a je vyobrazena stopa CR meze pro polohu a
pro srovnani taktéz stopy polohové submatice MSE. Na obrazku 7.7b jsou tytéz stopy
tentokrat pro rychlostni submatice. U EKF jsou opét patrné vyse diskutované jevy
s postupnou opozdénou konvergenci. O néco zajimavéjsi je porovnani v pripadé UKF.
Z grafi plyne, ze odhady poskytované UKF se blizi mezi poznatelnosti. Mize se zdat,
ze je UKF v nékterych ¢asovych okamzicich lepsi nez CR mez, ale ve skutecnosti tomu
tak neni. Jedna se totiz pouze o odhady (at jiz CR meze nebo MSE matice) a také
vzhledem k hodnotam kolem 10~ je tfeba brat do tivahy numerické chyby.

— EKF — EKF
UKF UKF

hodnota metriky
hodnota metriky

0 20 40 60 80 100 120

(a) Poloha (b) Rychlost

Obrazek 7.7: Prubéh stopy MSE matice a CR meze v Case

Obecné lze k tomuto prikladu fici, Ze vzhledem ke znalosti vSech parametri je
rozdil mezi EKF a UKF patrny pouze v prvnich krocich simulace, kdy je kovariance
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(nejistota) vysoka. Jakmile se odhad dostateéné priblizi skutecnosti, neni rozdil mezi
kvalitou odhadu EKF a UKF. Dynamika systému je totiz linearni, a tak zde neni
prostor pro chyby linearizace, protoze se neprovadi. Kazda metrika odhali jiné mody a
ve vysledku ndm tyto metriky daji velmi pékny piehled o tom, co se déje pri estimaci
a jaké chyby vznikaji, a pro¢ je tomu tak. Tento pfiklad byl rozebran velmi podrobné,
aby byly metriky komplexné predstaveny a ¢tenaf ziskal lepsi predstavu, k ¢emu jsou
vhodné. V dalsich dvou ptikladech se nékteré vysledky podobaji vysledkt z tohoto
prikladu, proto budou uvedeny pouze ty grafy a metriky, ve kterych se objevuji jevy
hodné povSimnuti.

7.2 Odhad veli¢iny chemického procesu

Jako druhy ukazkovy piiklad byla zvolena reakce dvou plyni A a B ve sméSovacim
reaktoru. Tento priklad je ¢asto pouzivan jako testovaci pro hodnoceni kvalit estimé-
tort [11, 17]. Diavodem je silné nelinearni dynamika systému, nepiesné méfeni a velmi
nepfesna pocatecni podminka estimatoru. Na estimator ¢itha nebezpeci, protoze du-
sledkem aproximaci se miize dostat odhadu stavu dil¢ich tlaka do zapornych hodnot,
které jsou fyzikalné nemozné.

Stav systému je reprezentovan diléimi tlaky plynit P4 a Pg, tj. x = [P4, Pg]T =
[21, 2o]7. Chovani plynii v reaktoru je dano diskretizovanou rovnici dynamiky

T,k
T 142k, Atz ),
|: 1,k+1 :| — + thth}L}?I . + Wi, (73)
L2,k+1 T2k T 1ok Atar
a meéren je pouze celkovy tlak v reaktoru, tj.
Y = [1, 1]Xk + V. (74)

Parametry pouzité pro simulaci jsou nasledujici:
poCatetni podminka generatoru dat x¢ = [3, 1]
pocatecni podminka pro estimaci %0 = [0,1,4,5]7 a Py = diag(36, 36)
kovarianéni matice stavového sumu  Qy, = diag(1 x 107¢,1 x 107°)

kovarian¢éni matice Sumu méfeni R, =1x 102

frekvence méteni At =0,1

reakéni rychlost k.= 0,16

casovych krokti simulace kmaz = 100

pocet nezéavislych simulaci MC = 1000
Vysledky

Vzhledem k tomu, Ze se systém diky nulové varianci poc¢atecniho stavu pohybuje stéle
po stejné trajektorii, muze byt tato trajektorie prezentovana na obrazku 7.8a. Pro po-
rovnani je soucasti téhoz obrazku vyvoj méfeni (soucet stavi a Sumu) z jedné simulace,
aby byla dolozena naro¢nost tlohy (nepfesné méfeni). Vzhledem k nelinearitdm a na-
rocnosti tlohy odhady poskytované EKF vétsinou nekonverguji v ¢asovém horizontu
simulace oproti odhadim poskytovanym UKF, které vzdy konverguji ptijatelné rychle
(viz obrazek 7.8b, kde jsou zobrazeny typické odhady obou estimatori).
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Metriky absolutni chyby odhadu jsou obsahem obrazki 7.9. V pripadé EKF je
rozdil mezi HAE a ostatnimi metrikami daleko markantnéjsi nez v minulém piikladu.
Tentokrat se totiz EKF chovalo nezadoucim zptsobem (viz obr. 7.8b) v 971 piipadech
z 1000 simulaci. Proto jsou v8echny metriky s vyjimkou optimistického HAE témér za
jedno. Praveé tento rozdil mezi HAE a ostatnimi metrikami lze interpretovat jako velmi
Spatné chovani estimatoru v drtivé vétsiné simulaci. Hodnoty metrik pro UKF indikuji
typické dobré chovani estimatoru.
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Obrazek 7.9: Porovnani metrik absolutni chyby odhadu v ¢ase.

K objasnéni pomalé konvergence odhadii produkovanych EKF pomohou grafy véro-
hodnosti vykreslené na obrazku 7.10. Z obou obrazkt je patrné, ze EKF nadhodnocuje
kvalitu svych odhada (mala kovarianéni matice chyby odhadu). Z tohoto testu nevysel
ani UKF s ¢istym stitem. Tento estimator trvale podhodnocuje své vlastni hodnoceni
presnosti odhadu, coz zptisobuje upfednostiiovani vlivu méfeni na tikor modelu. Vidi-
telnym dusledkem je rozkolisanost odhadi patrna na obrazku 7.8b.

K ilustrovani spravné funkce metrik BEEQ a EMER poslouzi obrazek 7.11a, kde
jsou zachyceny vyvoje téchto metrik pro odhady UKF. Metrika EMER neustale klesa,
coz je zpusobeno neustalym zpfesiovanim odhadu vié¢i odhadu ve smyslu maximalni
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Obrazek 7.10: Pribéh metrik vérohodnosti v case.

vérohodnosti, tj. ignorujicimu dynamiku. Metrika BEEQ nejprve klesa (nizsi vliv pre-
dikce oproti filtraci) a po dosazeni kritické trovné kolem kroku 40 za¢ina stoupat, coz
vyjadiuje naopak prejiméni iniciativy predikci a upozadovéani piichozich nepfesnych
méreni. Presné takto méa vypadat zadouci chovani estimatoru pii nepresnych méte-
nich. Na druhou stranu obréazek 7.11b reflektuje typicky Spatné chovani estimatoru.
Zprvu velké BEEQ znaci zaneseni odhadu pry¢ Spatnym filtra¢nim krokem a pak jiz
jen velmi malé zmény spravnym smérem kviili malé kovarian¢ni matici. Z EMER je
opét poznat zhorSovani presnosti odhadu az do urcité meze, kdy se konec¢né podaii
nasmérovat odhady spravnym smeérem.

hodnota metriky

1.05 T T T T T T T T T 8

—— BEEQ
o A — EMER||

1

0.95

>
Z
z

0.9

o
©
5
o
T

g
©

o
3
a

hodnota metriky
w S
e
T~
5 |
L < L L

e
q
T
)

o

@

a
T

o
o
T

055 1‘0 26 f;O 4‘0 50 Gb 7‘0 8‘0 Qb 100 00 1‘0 éO 36 4‘0 5;0 66 7‘0 5;0 96 100
k k
(a) UKF (b) EKF

Obrazek 7.11: Prubéh relativnich metrik BEEQ a EMER v ¢ase.
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7.3 Nestacionarni ristovy model pouzZivany v ekono-
metrii
Poslednim prikladem v této praci je jednorozmérny nestacionérni ristovy model, ktery

je velmi popularni v ekonometrii a byl pouzit napiiklad v [16, 41]. Systém je popsan
rovnici dynamiky a rovnici méfeni takto:

zp = 0,525 +25—"L 4 8cos(1,2(k — 1)) + wy, (7.5)
1+2p_4
2
A
Zp = 2—8 + V. (76)

Specifikem tohoto systému je vysoky stupen nelinearity dynamiky a bimodalita zpi-
sobena mérenim obsahujicim druhou mocninu stavu. Tento piiklad je tak naro¢ny, ze
ani napft. ¢asticové filtry nevykazuji uspokojivé chovani.
Parametry pouzité pro simulaci jsou nasledujici:

pocateéni podminka generatoru dat xg = 0,1

pocateéni podminka pro estimaci Xg=0,1aPyg=1

kovarian¢ni matice stavového Sumu Q; =1

kovarianéni matice Sumu méreni R,=1

casovych krokii simulace kmaz = 40

pocet nezavislych simulaci MC = 1000
Vysledky

Nez bude pristoupeno k samotnému vyhodnoceni kvality odhadu pro tento ptiklad,
bude vyuzita narocnost prikladu k prezentovani dvou ruznych histogramii normy chyby
spolu s vypoctenymi hodnotami metrik absolutni chyby. Tyto dva vyhlazené histo-
gramy pochazeji z ruznych krokt simulace a jsou zobrazeny na obrazku 7.12. Cilem
obrazku je ukéazat, jak ovlivni histogram normy chyby vysledné hodnoty metrik. Je
ziejmé, ze HAE a RMSE se chovaji skutecéné extrémné optimisticky, resp. pesimisticky
a pri jejich nasazeni je nutné zachovat maximalni pozornost.
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Obrazek 7.12: Histogramy normy chyby odhadu a hodnoty metrik.
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Nyni jiz k samotnym vysledkiim. Vysledky simulaci jsou silné ovlivnény druhou
mocninou stavu v méreni. Pokud jsou hodnoty méreni velmi malé, ptichazi ke slovu
zminéna bimodalita, coz se bohuzel stava témér pii kazdé simulaci.

Na obrazku 7.13 jsou jiz tradi¢né znazornény pribéhy jednotlivych metrik absolutni
chyby odhadu. Vysledky UKF jsou opét o néco lepsi nez vysledky EKF, ale v obou
piipadech se stiidaji malé a velké chyby, coz zptisobuje silné nelinearni dynamika.
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Obrazek 7.13: Pribéh metrik absolutni chyby v case.

Metriky BEEQ a EMER (viz obr. 7.14) se ukazaly pro tento piiklad jako mélo
vypovidajici, nebot hodnoti oba estimatory zhruba stejné ¢i dokonce UKF o néco hufe.
Podstatné pro obé metriky je, Ze se jejich hodnoty pro estimétory drzi témér cely casovy
horizont simulace pod hodnotou 1. Vzhledem k poc¢ate¢ni podmince ma BEEQ v nultém
kroku hodnotu oo a jen prvni krok naznacuje, ze by UKF mohlo byt lepsi nez EKF.

1.8 T T T T T T T
—— EKF
1.6 — UKF ||

25

o
)
T

hodnota metriky
&
hodnota metriky

o
o
T

o
IS
T

o2l

05 . . . . . . . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
k

(a) BEEQ (b) EMER
Obrazek 7.14: Prubéh metrik BEEQ a EMER v case.
O néco vice vypovidajici jsou metriky vérohodnosti ANEES a NCI, jejichz prubéhy

v Case jsou zachyceny na obrazku 7.15. Z obou obrazki je zrejmé, ze UKF je o tad
vérohodnéjsi. To je zptusobeno hlavné rozdilem mezi MSE maticemi obou estimatori,
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jejichz prubéhy jsou zobrazeny na obrazku 7.16a. Dokonce ani neni tifeba mluvit o
maticich (¢ dokonce pouzit skalarni maticova hodnoceni), protoze dimenze stavu je 1,
a tak se jedna o skalarni hodnoty. Tamtéz je zobrazena CR mez, které se estimatory ani
neptiblizi. Poslednim obrézkem je vyvoj kovarian¢ni matice odhadu dodané estimatory,
ktery je predmétem obrazku 7.16b, kde opét plati, Ze se nejedna o matici, ale o skalérni
varianci chyby odhadu. Z obrazku je patrné, Ze si UKF na rozdil od EKF alespon nékolik
krokt drzi vyssi varianci chyby odhadu, coz muze byt rozhodujici faktor, pro¢ je UKF
lepSim estiméatorem.
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Obrazek 7.15: Pribéh metrik vérohodnosti v case.
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Cilem této prace bylo predstavit a porovnat stavajici metody hodnoceni kvality odhadu
stavu stochastickych dynamickych systému diskrétnich v case. Prace se nejprve véno-
vala tloze odhadu stavu dynamickych stochastickych systémi a jejimu feSeni globalnimi
a lokdlnimi estimétory. Lokalni estimétory byly zkoumany podrobnéji se zamérenim na
algoritmy rozsifeného Kalmanova filtru a unscentovaného Kalmanova filtru. Déle byla
pozornost soustfedéna na metriky bodovych odhadu poskytovanych lokalnimi neline-
arnimi estimatory.

Metriky byly rozdéleny na metriky hodnotici pouze chybu odhadu stavu a na met-
riky hodnotici i druhé momenty stavu ¢ chyby odhadu stavu (napf. kovarian¢éni matici
chyby odhadu dodanou estimatorem). Metriky hodnotici pouze chybu odhadu byly
déle roz¢lenény na metriky absolutni chyby odhadu, relativni chyby odhadu a na miry
Cetnosti. Z kazdé této skupiny bylo uvedeno nékolik metrik, pricemz diraz byl vzdy
kladen na osvétleni jejich vyhod, nevyhod a na jejich typické nasazeni. Paralelné s tim
byly metriky zkoumény z hlediska tolerovéani, resp. protezovani malych ¢i velkych chyb.
Kazda metrika tim byla klasifikovana jako optimisticka (tolerance velkych chyb), pesi-
mistické (protezovani velkych chyb) nebo vyvazena (ani optimistickd ani pesimisticka).

Druhou velkou skupinu tvofily metriky hodnotici i druhé momenty stavu ¢i chyby
odhadu stavu, tj. kovarian¢ni matici chyby odhadu dodanou estimatorem a matici
stfednich kvadratickych chyb (MSE matici). Pozornost byla vénovana nejen samo-
statnému ohodnoceni téchto dvou matic, ale pfedevsim jejich vzajemnému porovnani.
Kovarian¢ni matice chyby odhadu totiz predstavuje vlastni hodnoceni chyby odhadu
estimatorem a MSE matice je matici reflektujici skute¢nou chybu odhadu. Porovnanim
rozdilu mezi témito dvéma maticemi tak byla hodnocena tzv. vérohodnost odhadu po-
tazmo estiméatoru, tj. zda-li je estimator optimisticky (ptilis sebevédomy), pesimisticky
(prilis nesmély). Jako alternativni pfistup k hodnoceni kvality odhadu bylo predstaveno
srovnani MSE matice s objektivnim limitem poznatelnosti - Cramér-Raovou mezi.

Dale byla predstavena metodika hodnoceni kvality odhadu stavu. V prehlednych
tabulkich byly shrnuty poznatky o vSech metrikdch ve smyslu jejich zarazeni, vyhod,
nevyhod a jejich typické aplikace. Byl také ukazén postup pfi hodnoceni odhadu néko-
lika metrikami zaroven. Aplikace téchto metrik byla predvedena na tfech vyznamnych
prikladech z riiznych obort, aby byla dokladovana univerzalnost a site mozné aplikace
hodnoceni kvality odhadu stavu. Metriky byly v téchto tlohéch vystaveny typickym
problémim, které je nutné fesit pii hodnoceni kvality, diky ¢emuz mohla byt pro lepsi

20
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pochopeni vétsina jejich vlastnosti ilustrovana graficky.

Hodnoceni kvality odhadu je pfirozenym tkolem navrhare estimatoru, ktery ovée-
fuje vlastnosti jim navrzeného estimétoru ale i uzivatele estimatoru, ktery se snazi
aplikovat filtr na néjaky problém a ovéruje, zda jim vybrany estimétor je pro danou
tlohu vhodny. Hodnoceni kvality odhadu je nezbytné i pii hodnoceni vykonu vybrané
sady estimatoru pro néjakou tlohu s cilem poskytnout doporuceni pro vybér estiméa-
toru. AvSak provést dusledné hodnoceni kvality odhadu stavu pomoci jediné metriky
je pouhou iluzi. Kazd4 metrika se soustfedi pouze na urc¢ité aspekty kvality odhadu,
proto je dulezité znat dostatecny pocet metrik hodnoticich rizné aspekty. Zaroven by
mél mit uzivatel dostateény prehled o této tématice. Splnit takovéto naroky neni lehké,
proto by postacilo mit k ruce alespon souhrnnou praci na toto téma uvadéjici tapajiciho
uzivatele do tématu. Tato diplomova praci by mohla prispét k tomuto ucelu. Uz jen
proto, ze souhrnu podobného tématu neni v ¢eské literatute viibec vénovana pozornost,
a v zahrani¢ni literatufe zaziva toto téma po letech opomijeni nefalSovany boom.
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