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Abstrakt

Stabilizace jednonohého robota

Tato diplomova prace se zabyva modelovanim prototypu a navrhem zpétnovazebniho
fizeni pro prototyp jednonohého robota s dvouosym ndklonomérem a tiemi nezavislymi
linearnimi voice coil aktudtory. Pro prototyp robota navrhujeme linedarni fizeni takové, aby
bylo dosazeno stabilizace téla robotu ve svislé poloze. Stabilizace by méla byt dosazena
robota s podlozkou byly ve svislé ose. Pfedpoklddame, Ze prototyp robota je vstupné symet-
ricky. V praci zkouméame vstupni symetrii systému a ndvrh symetrického fizeni. Pro prototyp
jsou vytvoreny matematické modely Newton-Eulerovou a Lagrangeovou metodou. Pro tyto li-
nearizované modely navrhujeme stavovou a vystupni zpétnou vazbu. V praci je vytvoren také
model robotu a fidiciho systému v programovém prostiedi Matlab/Simulink /SimMechanic.
Navrzené Fizeni je aplikovano na prototyp robota.

Klicova slova

Jednonohy robot, Lagrangeova a Newton-Eulerova metoda modelovani systému, vstupni
symetrie systému, symetrickd zpétna vazba, ndvrh stavové a vystupni zpétné vazby, metoda
LQR, metoda pfitazeni Jordanovi formy, modelovani v SimMechanics

Abstract

Stabilization of one-legged robot

This thesis deals with modeling of prototype and with design of feedback control for a one-
legged robot prototype with biaxial incliner and three independent linear voice coil actuators.
For the prototype of robot is proposed a linear control such as to achieve stabilization of the
body of robot in a vertical position. Stabilization should be achieved by an appropriate shift
of magnetic weights of voice coil actuators that the center of gravity and point of contact of
the robot legs with ground should be in the vertical axis. We presume that the prototype
of robot is symmetrical in inputs. In this thesis we investigate the symmetry of the system
input and design of symmetric control. For the prototype is built mathematical models by
Newton-Euler and Lagrange method. For these linearized models we design the state and
output feedback. In the thesis is also created a model of the robot and the control system in
programming environment Matlab/Simulink /SimMechanic. The proposed control is applied
to a prototype of robot.

Key words

One-legged robot, Lagrange and Newton-Euler method of system modeling, symmetry
of system’s inputs, symmetrical feedback, the proposal of state and output feedback, LQR
method, Jordan form assignment method, modeling in SimMechanics
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1 Uvod

Prvni problém, ktery se vyskytne pii ndvrhu zpétnovazebniho fizeni, je jakym zpusobem
identifikovat realny systém. Kazdy realny systém je obecné nelinedrni systém. Pokud je to
mozné, snazime se popsat dynamické chovani a strukturu redlného systému matematicky. Po-
kud zname fyzikalni vztahy, které pro systém plati, lze jako nastroj pro tvorbu matematického
popisu mechanickych systému pouzit Newton-Eulerovu nebo Lagrangeovu metodu. Vyuzitim
téchto metod dostavame obecné soustavu nelinedrnich diferencidlnich rovnic. Teorie automa-
tického tizeni se v8ak zabyva predevsim ndvrhem regulatort pro linedarni systémy. Pro ndvrh
linearniho fizeni je potfeba prevést popis nelinedarniho systému na popis linedrniho systému.
Soustavu diferencidlnich rovnic prevedeme na nelinedrni stavovy popis a pro konkrétni pra-
covni bod stavového prostoru provedeme linearizaci. Dostaneme tedy linearni stavovy popis,
pro ktery navrhujeme regulator. Tento obecny postup aplikujeme na systém prototypu jed-
nonohého robota.

dvouosy ndklonomér

Obrazek 1.1: Prototyp jednonohého robota se 3 nezavislymi linedrnimi voice coil aktuatory
a dvouosym ndklonomérem

Protyp jednonohého robota budeme modelovat pro Newton-Eulerovu metodu jako systém
4. fddu, kde zanedbdme dynamiku aktuatoru a budeme v misté aktudtoru uvazovat pouze si-
lové pusobeni na konstukci. Pro tento nejjednodussi model ovéiime vstupni symetrii systému
a také navrhneme symetrickou stavovou zpétnou vazbu.



Daéle se v préci zabyvame tvorbou modelu v programovém prostiedi Matlab/Simulink/
SimMechanics. Tento pfistup mé vyhodu v tom, Ze béhem simulace mame k dispozici vi-
zualizaci modelu a dokazeme si 1épe predstavit, jak se model chova. Vizualizace je velmi
jednoduchd, ale pomérné dobie odpovida prototypu.

Obrézek 1.2: Animace v SimMechanics

Pro prototyp budeme navrhovat zpétnou vazbu s vyuzitim modelu 10. fddu vytvoreny
Lagrangeovou metodou. Protoze pti tvorbé Lagrangeova modelu popisujeme systém robotu
matematicky, zndme dobfe vnitini strukturu a oznaceni jednotlivych stavi, vstupu a vystupu
systému. Pro model v SimMechanics je ndm struktura modelu skryta.

Prototyp jednonohého robota chceme fidit pouze za pomoci znalosti ndklonu a thlovych
rychloti konstrukce robota. Ke stabilizaci robota ve svislé poloze je tedy potfeba navrhovnout
vystupni zpétnou vazbu.



2 Odvozeni matematického modelu

2.1 Teézisté soustavy hmotnych bodu

— YN
m = 2;_1m;

1
re = E . Z?eri - m; (21)
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Obréazek 2.1: Soustava hmotnych bodu

2.2 Antisymetricka matice
Antisymetrickd matice S (Skew Symetric Marix) je takovd matice n x n, pro kterou plati:

ST+8=0 (2.2)

tedy kazdé takova matice 3 x 3 ma tuto formu:

0 —S83 59
S = 53 0 —S1 (2.3)
—89 81 0



Pro kazdé dva vektory a,b € R? plati:

S(alb=axb (2.4)

kde S(a) je antisymetricka matice sestavena z prvku vektoru a.

0 —a3 a9 al
S@)=|a 0 —a a= |ay (2.5)
—as  aq 0 as

2.3 Newton-Eulerovy pohybové rovnice

Pohyb tuhého télesa o hmotnosti m je popsdn Newtonovou dynamickou rovnici sestavenou

FV = mar (2.6)

Okamzité zrychleni hmotného bodu je ¢asovou derivaci jeho okamzité rychosti. Uvazujeme-
li (pohyb po kruznici) rotaci, pak pro okamzité zrychleni hmotného bodu plati:

v _do
Codt dt
kde w je vektor thlové rychlosti a r je polohovy vektor hmotného bodu.

Hybnost hmotného bodu je definovana jako skalarni sou¢in hmotnosti a okamzité rychlosti
hmotného bodu.

a r (2.7)

p=mv (2.8)

Daéle je pohyb télesa popsan Eulerovou dynamickou rovnici (2.11), kterou lze odvodit z
1. impulsové véty:

dp
F=— 2.9
tak, Ze tuto rovnici vektorové vynasobime polohovym vektorem r. Potom tedy dostaneme
rovnici,
dp
rxF=rx— 2.10
o (2.10)
kterou lze napsat ve tvaru:
dH
— =M 2.11
I (2.11)

Vztah (2.11) je mamtematickym vyjadienim 2. impulsové véty. Kde M je moment vnéjsich
sil a H je moment hybnosti. Moment hybnosti hmotného bodu vzhledem k poc¢atku soustavy
soufadnic je definovan jako vektorovy souc¢in pruvodice a vektoru hybnosti bodu. Plati:

H=rxp (2.12)

Uvazujeme-li ¢istou rotaci hmotného bodu muzeme vektor hybnosti upravit na tvar:



H=rxmv=rxm(wxr)=
= —m[r x (r x w)] = -—mS(r)S(r)w
N————

I
H=lw (2.13)

kde S(r) je antisymetrickd matice sestavena podle vztahu (2.5), m je hmotnost hmotného
bodu, w je thlova rychlost, r je priuvodi¢ a I je matice:

x
r=1y
2
m(z% + y?) —may —mzz
I =-mS(r)S(r) = —mzy  m(z2+2?) —mzy (2.14)
—mzx —mzy  m(x®+y)

Matici I nazyvame tenzor setrvacnosti.

2.4 Matematicky model sestaveny Newton-Eulerovou meto-
dou

Konstrukci jednonohého robota lze pii tvorbé modelu povazovat za tuhé téleso. Tuhé
téleso nahradime soustavou ¢tyf pevné vazanych hmotnych bodu umisténych v pravotocivé
soustavé souradnic viz. Obrazek 2.2. Body A,B,C,S jsou hmotné body konstrukce robotu a
bod T je tézisteé.

=

Obrézek 2.2: Soustava hmotnych bodu reprezentujici robota
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2.4.1 Tvorba modelu konstrukce robota

Jednonohy robot se skldda z téla a ti{ stejné dlouhych ramen. Na koncich ramen jsou
voice coil aktudtory. Ramena sviraji s télem robotu thel 45°, zaroven ramena mezi sebou
sviraji thel 120°. Pfi tvorbé modelu chceme zachovat dynamiku systému a zaroven chceme,
aby model robotu byl co nejjednodusi. Nahradime tedy konstrukci ¢tyfmi hmotnymi body
(A,B,C,S) viz. Obrazek 2.2 a voice coil aktuatory nahradime pusobicimi silami (F4,Fp,F¢)
tedy plati:

w=M+3m

Nyni uréime polohové vektory jednotlivych bodu v pravotocivé Kartézké soustavé souradnic.
Bod S lezi na ose z, proto bude mit jeho polohovy vektor rg x-ovou a y-ovou soufadnici
nulovou. Bod A lezi v roviné XZ, proto bude mit jeho polohovy vektor r4 y-ovou soufadnici
také nulovou. Polohové vektory:

0 0
rs= |0 ra=|h (2.15)
l r

Polohové vektory bodu B a C uréime ze znalosti konstrukce tak, ze provedeme rotaci
polohového vektoru r 4 kolem osy z o tthel § = £120°. Rotace v ose z proti sméru hodinovych
rucicek je charakterizovdana matici rotace:

cos(6) —sin(6) O
Rs = |sin(d) cos(d) O (2.16)
0 0 1

tedy pro polohové vektory plati:

—% —73 0 r —%r

rp = RIQOOI'A = § _% 0 0] = ?r (217)
0 0o 1| Lk h

rc=Roppra= -3 _L1 | |0] = — 3, (2.18)
0 0 1| L~ h

Pro uréeni polohového vektoru vyuzijeme vzorec (2.1), do kterého dosadime piislusné
hmotnosti a polohové vektory:

0
_m(ra+rp+re)+ Mrs 0
= 0 = | 3mh + Ml (2.19)
3m+ M

V bodé A mé pusobisté sila F 4, kterd pusobi kolmo na rameno robotu v roviné XZ. Pro
silu F4 pusobici na bod A vyjadiime smérovy vektor F 4:

11



Fu= (2.20)

o =l

V bodé B mé pusobisté sila Fp a v bodé C sila F¢. Vektory téchto sil 1ze vyjadfit obdobneé
jako pruvodice rp, rc, provedeme rotaci vektoru sily F4 o 120°.

1 _v3 o] [¥2] [ V2]
2 2 2 4
Fp=RipoFa=|¥8 _1 | |0]|=]|8 (2.21)
2 2 NG \}%
00 1| | | 2]
(1 8 o] [v2] [=¥2]
2 2 2 4
Fo=R_190F = |_¥3 _1 ol |0]| =[-8 (2.22)
2 2 V3 \/%L
L0 0 1] %] [
(2.23)

2.4.2 Sestaveni pohybovych rovnic

Konstrukei robota jsme namodelovali pomoci hmotnych bodu, vzajemné polohy hmotnych
bodu jsou ¢asové neménné. Poloha celé konstrukce se vsak v Case méni. Uvazume tedy
vzijemny pohyb konstrukce robotu a podlozky, ktery je charakterizovan dvéma rotacemi.
Dle volby souradného systému na Obrazku 2.1 jsou to rotace kolem osy x o thel ¢(t) a
rotace kolem osy y o ihel ¥(t). Slozenou rotaci v obou osach bude charakterizovat matice
rotace Ry, kterd vznikla ndsobenim matic elementdrnich rotaci.

cw(t) 0 st 0 0
Roy=RyRo=| 0 1 0 |]0 clplt) —s(a(t)] =
—s(1) 0 c@w®)] [0 ste(t) elplt)
cW(t)  s@)s(pt)  sWE)e(p(t))

(
) (2.24)
(

kde
sin(x) = s(z) cos(z) = c(x)

Abychom vyjadiili ¢asovou zavislost polohovych vektoru hmotnych bodu a pusobicich sil
v bodech, vyndsobime vektory z leva matici R;,. Pro prehledny zadpis uvazujeme nasledujici
oznaceni funkei sinus a cosinu:

sin((t)) = sy sin(p(t)) = sy
cos(U(t) = ey cos(ip(t)) = e,

Pak tedy dostaneme vztahy:

12



CyT + Sycoh
I‘A(t) = nyrA = ,Scph
—8yT + cycph |
- 3 Z
SCyT + 578y Ser + sycph
rp(t) = Ryyrp = 73%7" — s,h
Tsyr+ @cwswr + cycph

_—%cwr - @swsw + s¢c¢h_
rc(t) = Rayro = —@cwr — sph

L %SW - @Cw%’" + epcoh |

SyCol
rs(t) = Ryyrs = | =8yl
CyCopl |
S Cp(3mh+MI) T
o)
rr(t) = Ryyrr = —% (2.25)
CyCp (3mh+-M1)
3m+M d
2 p) 7
30yt %%Cw
Fa(t) = RyyFa = _?Sf
2 2
—72 Sy + 75 Gyl
2 6 2 T
—r Gyt %Swsw + %chw
FB(t) - RJ:yFB - @Cip — QS@
2 5
%‘% + 1 CySp t 57 CyCy
2 6 2
—F Gy — 7F SySp + %chw
FC(t) = R$yFC' = _§Ctp — 72.5/’@
2 6 2
LSy g CySe t %Cw%

Déle vyjadiime celkovy moment hybnosti soustavy hmotnych bodu Hy pomoci aplikace
vztahu (2.14). Celkovy moment hybnosti SHB 'odpovid4 sou¢tu souéinti tenzori setrvacnosti
jednotlivych bodu a tihlové rychlosti konstrukce robotu w.

Ho =) Iw=(Ia+Ip+Ic+Is)w (2.26)

1Soustava Hmotnych Bodu

13



kde

Ip=-mS(ra(t))S(ra(t)) (2.27)

Ip = —mS(rp(t))S(rp(t)) (2.28)

Ic = —mS(rc(t))S(re(t)) (2:29)

Is = —MS(rs(t))S(rs(t)) (2.30)
%@(t)

w = %%(t) (2.31)

Vzhledem ke slozitosti vztahti pro vektor momentu hybnosti Hy jsme tplné matematické
vyjadieni uvedli v piiloze.

Na SHB aplikujeme 2.Impulsovou vétu (2.11). Tedy ¢asova derivace celkového momentu
hybnosti SHB se rovna celkovému momentu M, pusobicich na SHB.

d
Ha =M, (2.32)

kde celkovy moment puisobici na SHB robotu Mj je sou¢tem momentu Mg, ktery je
zpusoben tihovou silou F g a momentu vstupu M, ktery je zpusoben silami F 4(¢), Fp(t), Fo ().
Gravitacni zrychleni ptisobi ve sméru osy -z.

M, = Mg + M, = rr(t) x Fg + M, (2.33)
kde
M, =uiM4 +usMp +usMg (2.34)
My = I‘A(t) X FA(t) Mp = I‘B(t) X FB(t) Mo = r(;(t) X Fc(t) (2.35)
[ 0 U1
Fo=| 0| u=|u (2.36)
| —Hg u3
[ s, (3mh + Ml)g
Mg = |sypco(3mh + Ml)g (2.37)
i 0
—g(sw — cypcph)sy —f\?swh(—sw + cyCyp)
My = g(—sw“ + cycph)(cy + sycy) + 72(—%1” — SyCph)(—5y + cycy)
swhg(cw + SyCp) — @(cwr + sycph)s,
Mp(1)
Mp = | Mp(2) (2.38)
Mp(3)
Mp(1) = (=gsyr— R epspr—cpeh) (2 e, =P s )+ (Pepr—soh) (Psy+ Y5 2 eps, +
V2
5 CyCo)



5
RS

FSuT + fc¢s¢r + cypegh)(— \4[% + ‘[‘[szﬁs@ + ‘[swc@) + (eyr — @swswr -

i v+ f\fcws@ + %Cw%)

Mp(3) = (= Peprtsph) (= Loyt suspV/3+ Psycy) H(—jepr+Popsrrspe h) (2, -

Mc(1)
M¢ = | Mc(2) (2.39)
Mc(3)
Mo(1) = (=hsyr + Lepsyr — cyeph) (=L 2e, — F2s,) + (—Feor — sph)(Lsy -
\/34\/5%% + ‘fcw%)

Mo(2) = (3syr — Fepsor+epeh)(— ey — L5y 5,+ 2
sw%h)(%sw ‘[*/cl/,s@ + ‘[%c@)

chw) + (%cwr + ‘{swswr —

. Mc(3) = (@cw—i—swh}(—%cw ﬁfs¢5<p+‘Qfswcs@)+(—%cwr—§s¢s¢r+s¢c¢h)(——‘/‘aﬂc@—
s,

2 S¢
Budeme uvazovat, ze moment vstupu M, budeme moci ménit pomoci vstupu u. Model ro-
botu je popsan vektorovou diferencilani rovnici:

_ 4y, (2.40)

=M M,
o G+ It

kde o= [000]" a Mg +M, — 4H, = Eq = [Eq, Eq, Eq.]"

Z vektorové rovnice (2.40) dostaneme po slozkéch tfi seperdtni rovnice. Chceme vyfesit sou-
. 7’ /7 . e ’ 7 2 2 ~ 7 7z

stavu rovnic, kde neznamé jsou hlové zrychleni j?@ = &, jﬁw = g,. Postaci nam proto

uvazovat pouze x-ovou slozku (Eg, = 0) a y-ovou slozku rovnice (2.40) (Egq, = 0). Resime

tedy linedrn{ soustavu 2 rovnic pro dvé neznamé. Pro piehlednéjsi zapis soustavy a jejiho

feSeni zavedeme substituci. Soustava linedrnich rovnic:

Eq, = a1 + bie, + 164 =0
qu =as + ng@ + cogy = 0 (2.41)
kde substituce za prvky ai, as, b1, bo, c1, co jsou uvedeny v piiloze.

Resenfm soustavy 2.41 dostaneme tihlové zrychleni ¢ €y, které dale vyuzijeme pro popis
systému ve stavové reprezentaci.

—c1a2 + c2a1 a1b2 — bla2
Ep=——F""—"— EYy = ———————— 2.42
v —c1ba + caby v —c1by + by ( )
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2.5 Stavova reprezentace 4-bodového modelu

Chceme-li ziskat popis systému 4.fddu ve stavové reprezentaci, je nutné zvolit 4 stavové
proménné. Jako stavové proménné zvolime tedy uhly rotace ¢, ¥ a piislusné thlové rychlosti
Wy, wye . Pievod diferencidlnich rovnic na stavovy popis provedeme metodou snizovani fadu
derivace. Stav systému x(t) a derivace stavu x(¢) maji tento tvar:

n] e B] el
SO 1 I A IO I o
Ty w¢ t) .%"4 Ew(t)

Stavovy popis nelinearniho systému ma tvar:

x:l fl(xvu)
() = | 2] = foxt)u(e) = [ 00 (2.44)
j:4 f4(X7u)

y(t) = h(x(1)) = Ix(t)

kde popis nelinedrnich funkei f;(x,u), 1 =1,2,3,4 je uveden v piiloze a I je identickd matice
4 x 4.

2.5.1 Linearni stavovy popis 4-bodového modelu

Linearni stavovy popis mé tvar:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.45)

kde A je matice systému fadu 4 x 4, B je matice vstupu fadu 4 x 3. Matice A,B dostaneme z
nelinedrniho stavového popisu provedeme-li linearizaci v pracovnim bodé (zg, ug). Linearizaci
nelinedarniho systému provedeme pomoci Taylorova rozvoje pii zanedbéni vyssich derivaci.
Linearni model bude aproximovat chovani nelinearniho systému v blizkém okoli pracovniho
bodu. Matice A,B jsou uréeny z Jacobiovych matic po dosazeni pracovniho bodu (xg, ug).

[0 f1(z,u) Of1(z,u)]
o1 04
of(x,u
a= o o] s (2.46)
v dfa(z.u) dfa(z.u)
o1 oxrg |x0,u0
[0 f1(x,u) Of1(z,u)’
8f(l' ’U,) 6%1 e 8’&3
B = 677|060,u0 = (2'47)
“ dfa(z.u) 8 fi(z.u)
ou1 ous | ‘3307“40

20 =[0000]", ug=[000]"
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Prvky matic A,B zavisi na parametrech robotu. Dosadime-li za parametry robotu namérené
hodnoty vyrobeného prototypu, dostaneme Ciselné matice A,B.

M=0166 ¢g=981 h=004 [=0.076 m=0.064 r=0.15 (2.48)
0 0 10 0 0 0
0 0 01 0 0 0

58.1152 0 0 0 B= 0 19.6616 —19.6616 (2.49)
0 58.1152 0 0 —22.7032 11.3516 11.3516

2.6 Lagrangeova metoda

Lagrangeova metoda tvorby matematického modelu je alternativou k tvorbé matema-
tického modelu pomoci Newton-Eulerovych rovnic. K sestaveni Lagrangeovych rovnic neni
potieba znat vSechny pusobici sily na téleso, pouze musi byt splnéna podminka, ze silové
pole, ve kterém se téleso nachazi je konzervativni. Gravitacéni pole je konzervativni, protoze
pro téleso v gravitaénim poli existuje potencilondlni energie. Lagrangeovi rovnice maji tvar.

d (0L oL
g <aqi> <3qi) Q; 1<i<n (2.50)
kde

L 2T —V je Lagrangian,

T je kineticka energie vzhledem k inercialni soustaveé,
V je potenciondlni energie,

n je pocet stupnu volnosti,

q; i=1,2,...,n jsou zobecnéné souradnice

Q; i=1,2,...,n jsou zobecnéné sily

2.7 Parametry robotu
P1i tvorbé matematického modelu pomoci Lagrangeovy metody budeme pouzivat speci-

fické oznaceni parametru robotu, které jsme odmérili z redlného prototypu. Tyto parametry
nyni definujeme pomoci bod umisténych v soustavé souradnic viz. obrazek 2.3.
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Obrézek 2.3: Soustava soutradnic s modelem robotu

Konstrukci robota namodelujeme jako soustavu hmotnych bodi, které jsou na obrézku 2.3
znézornény pomoci ervenych a zlutych koleéek. Cervené kolecka zndzornuji ty hmotné body
(Ag, Bg, Ck,S), které jsou pevné svazany s konstrukei robota. Zluté kolecka znézornuji
hm. body (A,B,C), které méni polohu vuéi konstrukei robota v ptislusnych osidch O4, Op, O¢.
Ostatni body maji vyznam pii definovani parametri modelu robota.

Seznam parametrt robota:

Hmota:
hmotny bod | parametr | velikost parametrukg]
A Me 0.0165
By, Me 0.0165
Cy Me 0.0165
A my 0.0475
B my 0.0475
C m, 0.0475
S mp 0.166

P#islugné rozmeéry charakterizujici konstrukei robota nadefinujeme pomoci velikosti vektoru,
které oznac¢ime koncovym a pocdteénim bodem viz. obrazek 2.3.
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Vzdélenosti:

velikost vektoru | parametr | velikost parametru|m]

|A" Ak| do 0.0286

|B' Bk | do 0.0286

|C"Ck| do 0.0286
A4 A (-0.0286,0.0286)
|B'B| 0B (-0.0286,0.0286)
|IC"C| oC (-0.0286,0.0286)
103 Iy 0.076
OV l 0.209
|[VA| r 0.2176
VB r 0.2176
v r 0.2176

2.8 Odvozeni Lagrangeova modelu robota

2.8.1 Popis polohy v soustavé souradnic

Polohu jednolivych hmotnych bodt v s.s. vyjadiuji piislusné pruvodice, coz jsou vektory
s pocate¢nim bodem v pocatku s. s. a koncovym bodem v piisluSném hmotném bodu. Na
obrazku 2.3 vidime, ze télo robotu lezi v ose Y, proto x-ova a z-ova soufadnice pruvodice rg
budou nulové. Body (A’,Ax,A) lezi v roviné XY, proto pruvodice r4,r4, budou mit z-ovou
soutradnici nulovou. Plati tedy:

0
rg = |lr (2.51)

0

r sin(p) + cos(y)do r@ + TQdo
ra, = |l —rcos(p) + sin(p)do| = |1 — g + ¥2dy (2.52)
0 0
r sin(p) + cos(p)(do + 04) 7“72 + 72((10 +04)
ra= |l—cos(p) + sin(p)(do +0a) | = |1 — L2 4+ Y2(dy+624) (2.53)
0 0

Odvozeni téchto vztaht si 1épe predstavime zobrazenim ¢4sti robotu v roviné XY viz. obr.
2.4, kde thel ¢ = 7.
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rcos(g)

v

Obrézek 2.4: Casteény model robota

Abychom dostali zbylé pruvodice hmotnych bodii, provedeme rotaci pruvodicl ra,r 4,
kolem osy Y o thel v = :l:%”, nebot maji ramena robotu mezi sebou odchylku pravé v, coz
je vidét pfi zobrazeni robota v roviné XZ viz. obrazek 2.5.

I's

Obrazek 2.5: Model robota v roviné XZ
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Plati tedy:

—Y2(r 4+ 65+ do) |
rp = Ry(y)ra = |1 — L2(r — 65 — do) (2.54)
—YL(r+dp +do) |
—2(r 4 +dp)]
B, = Ry(V)ra, = |1 — Y2 (r - do) (2.55)
—Y8(r + do) |
—Y2(r + 6¢ + dy)
rc = Ry(—=y)ra= |l — B (r —dc — do) (2.56)
B(r 4 8¢ +do) |
—2(r + dy)
rox = RBy(=7)ra = |1 - R (r - do) (2.57)
8 (r + do)
kde R,(v) je matice rotace kolem osy Y o thel ~:
cos(y) 0 sin(y)
Re)=| 0 1 0
—sin(y) 0 cos(y)

2.8.2 Sestaveni Lagrangianu

K sestaveni Lagrangianu potfebujeme urcit pocet stupiu volnosti a zobecnéné souradnice
modelu robota. Model robota ma 5 stupnii volnosti, protoze muze konat 5 nezavislych pohybu
v ruznych oséch (osy viz. obrazek 2.3). Prehled pohybu:

typ pohybu | osa pohybu | ¢Gasové proménné parametry
translace osa Oz 0A(t)
translace osa Op dB(t)
translace osa Op dB(t)
rotace osa X a(t)
rotace osa Z B(t)

Koné-li konstrukce robota rotaci kolem os X a Z, pak se podle toho mén{ i p¥islusné pruvodice
hm. bodu. Rotaci robota musime zahrnout ve vyjadfeni polohy, proto vsechny pruvodice
prendsobime matici rotace R, :

cos(B) —sin(B) 0] |1 0 0
R.. = R.(B)Ry(a) = |sin(B) cos(B) 0| |0 cos(a) —sin(a)
0 0 1] [0 sin(a) cos(a)
cos(B) —sin(B)cos(a)  sin(B)sin(a)
Ry, = |sin(B) cos(B)cos(a) —cos(B)sin(a) (2.58)
0 sin(a cos(alpha)
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Nyni muzeme vyjadfit potenciondlni energii v§ech hmotnych bodi V v gravitatnim poli,
kde tihova sila pusobi ve sméru osy -Y podle vzorce:

Vo= mig-h (2.59)

kde g je gravitacni zrychleni, m; jsou piislusné hmotnosti bodu a h; = r(2) jsou vzdy y-ové
soufadnice pruvodi¢e danného hmotného bodu.

Vg = g{m:[ra(2) + rp(2) + rc(2)] + me[ra, (2) + r5,(2) + v (2)] + mrrs(2)}

Dale do potencionalni energie patii také, potencionalni energie pruznosti:

V= Z %ky? = %k[(a —6A)? + (a— 6B)2 + (a — 5C)2] (2.60)

kde k je tuhost pruziny, na které jsou zavéseny body A,B,C a y; je vychylka z rovnovazné po-
lohy, a je délka nezatizené pruziny pruziny. Celkové potencionalni energie V je ddna souctem:

V=V,+V, (2.61)

Abychom urcili kinetickou energii potifebujeme zn&t rychlosti jednotlivych hmotnych
bodt. Protoze rychlost je ¢asovou derivaci polohy, zderivujeme polohové vektory podle ¢asu.
Casoveé zavislé jsou parametry, které souviseji s pohybem, jsou to parametry 0A(t), 6B(t),
0C(t), a(t), B(t). Uplny popis slozek pro rychlosti jsou uvedeny v pifloze.

va(l) vg(1)
d d
vVpA = @I‘A = 'UA(Q) vVp = %I‘B = UB(Q)
va(3) vB(3)
ve(1) d —Cﬂ(%ﬁ)calT + 85sa(%a)lT
vo = —rc = |vo(2) vs = 15 = | =s5(50)calT — cgsal F)T
dt dt d
ve(3) ca(F)lT

Pro rychlosti bodu Ag, Bg, Ck plati obdobné vztahy jako pro rychlosti va,vp, vo, jen
u nich nefiguruji parametry zmény polohy 64,03, dc.

d d d
%I‘AK VB —I'By Vo = ;YCk (262)

Celkové kineticka energii soustavy hm. bodu robota T je ddna souc¢tem dil¢ich kin. ene-
rigif:

VA =

T=Ta+Tg+Tc+Ts+Ta, +Tg, +Tcy (2.63)
kde pro kinetickou energii i-tého hmotné¢ho bodu o hmotnosti m; plati:

1
T, = 5m; vivl (2.64)

Ted' jiz muZeme sestavit Lagrangian, ktery je ddn rozdilem celkové kinetické a poten-
ciondlni energie soustavy:

L=T-V (2.65)



2.8.3 Sestaveni Lagrageovych rovnic

Nynf jiz mame vyjadien potfebny matematicky popis. Sestavime tedy Lagrangeovi rovnice
dle vztahu (2.50). Kde provedeme substituci ¢asové proménnych parametru a jejich ¢asovych
derivaci na zobecnéné soutadnice:

Casoveé prom. parametr

zobecnéné znaceni

5A(t) q10
d%éA(t) 11
E30A(t) Q12
5B (t) q20
%53 (t) Q21
£0B(t) q22
6C(t) q30
%50(75) q31
£00(1) q32
a(t) q40
%Oé (1) qa1
d2
Wa(t) 452
B(t) q50
45(t) 51
51722/3 (t) q52

Na soustavu hmotnych bodu pusobi sily zptusobené zménou polohy hmotnych bodi A, B, C.
Mame tedy soustavu 5 linedrnich rovnic, kterou vyfesime pro nezndmé qis, go2, q32, g2, ¢52 a

nasledné vyuzijeme k sestaveni stavovému popisu.

a1 + biqi2 + f1g52 = F1 — bqua
az + b1go2 + €2q42 + fags2 = Fo — bga
as + bi1gs2 + e3qa2 + foqs2 = F3 — bgs
a4 + c4qo2 — c4q32 + €aqu2 + fags2 =0
as + bsqi2 + c5q22 + ¢5q32 + €542 + f5q52 = 0

(2.66)

kde jsme pro soustavu linearnich rovnic zavedli opét substituce a;, b;, ¢;, d;, €;, f;. Substituce
i TeSeni soustavy 2.67 jsou uvedeny v priloze.
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2.9 Stavova reprezentace L-modelu

Stavovou reprezentaci nelinearntho systému 10.fadu dostaneme z Lagrangeovych rovnic
uvazujeme-li stavové respektive vstupni proménné jako prislusné zobecnéné souradnice re-
spektive sily takto:

[q107] [x1]
420 )
q30 3
440 T4 £ uy
x= PO = | %5, u= |F| = |u (2.67)
q11 Te £y u3
q21 T
q31 rg
q41 T9
LG51] LZ10
Stavova reprezenatce:
[g1] [x6 ]

g2 T7

g3 s

g4 T9

x=g(xu)= |9 | = [T10 (2.68)

g6 q12

gr q22

g8 q32

99 q42

Lg10 L452 ]
y(t) = Ix(t)

kde g2, i = 1,2,..,5 jsou feSenim soustavy (1.66) a I je identickd matice 10 x 10.

2.9.1 Linearni stavovy popis L-modelu
Linearni stavovy popis mé tento maticovy tvar:
z(t) = Az(t) + Bu(t) (2.69)

kde matice systému A je fadu 10 x 10, B je matice vstupu fadu 10 x 3. Linearizovany
stavovy model dostaneme pomoci Taylorova rozvoje nelinearniho systému v pracovnim bodé
(0, up) pri zanedbani vyssich ¢lent rozvoje. Tento linearni model bude aproximovat chovan{
nelinedrniho systému v blizkém okoli pracovniho bodu. Matice A,B jsou uréeny z Jacobiovych
matic po dosazeni pracovniho bodu (xg, ug) takto:

20=1[0 00000000 0" wu=[000T"
% 8391
0g(x,u) s i
A= T’xmuo = : : (2.70)
9910 9910
o1 ox10 ‘3307“0

24



991 991

ouy ous
dg(z,u
p=0 =] z (2.11)
9910 9g10
Ou Ous |(Eo,u0

Prvky matic A,B zdvisi na parametrech robotu. Dosadime-li za parametry robotu naméfené
hodnoty vyrobeného prototypu, dostaneme ¢iselné matice A,B.

a=0 b=1 dp=0.035 ¢g=981 k=10 [=0.209 [T =0.076

me = 0.0165 my =0.166 m, =0.0475 r =0.2176

i 0 0 0 0 0 1 0 0 0 07
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 10
A — 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
91580  2.63 263 —1134 0  —2205 050 050 0 0
2.63 —215.80 2.63 5.67 —9.82 0.5 —22.05 0.50 0 0
263 263 —21580 567 982 050 050 —2205 0 0
75.25 —37.63 —37.63 63.01 0 14.25 —7.13 713 0 0
L 0 65.17 —65.17 0 63.01 012.34 -—-12.34 0 0 |
i 0 0 0 ]

0 0 0

0 0 0

0 0 0

p=| VY 0 0 (2.72)

—0.4974  —0.4974  22.0475

—0.4974  22.0475 —0.4974

22.0475  —0.4974 —0.4974

—14.2495  7.1247 7.1247
0 —12.3404 12.3404 |
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3 Navrh ridiciho systému

3.1 Linerarni kvadraticky regulator (LQR)
LQR problém se zabyva nalezenim optiméalniho regulatoru ve smyslu minima integralniho

kvadratického kritéria. Pro linedrni spojity systém s nekoneénym ¢asovym horizontem fizeni
ma kritérium tvar:

o
I= / 2T Qx 4 u” Ru dt — min (3.1)
0
kde predpokladame, ze Q je pozitivné semidefinitni matice fadu n x n, ktera vazi odchylku

/////

ma stavovy popis:

y(t) = Ca(t) (3.2)

kde A € R™" n je tad systému, B € R™ ™ m je pocet vstupu, C' € RP*", p je pocet vystupi
systému. Rizeni bude realizovano stavovym regulatorem:

u(t) = Fx(t) (3.3)

Nutnou podminkou nalezeni zpétnovazebni matice F je, aby byl systém fiditelny. Systém je
fiditelny, pokud mé matice Fiditelnosti Q. plnou sloupcovou hodnost(rank(Q.) = n):

Q.=[B AB .. A" !B (3.4)
kde v € [1..n] je index Fiditelnosti. Uzavieny systém md tedy tvar:
z(t) = (A+ BF)z(t) (3.5)
Déle vime, Ze stavy v case t = 0 a t — oo jsou:
z(0) = xg Z(t)[ts00 =0 (3.6)
Resenfm integralu I je primitivni funkce V(t) ve tvaru:

V(t) = —z(t)" Px(t) (3.7)
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kde P > 0 je semidefinitni matice. Dosadime-li do integralu I vztahy (3.3) a (3.7), potom
dostaneme nasledujici rovnost:

I= /OO 27(Q + FTRF)z dt = /Oo V(t)dt = [V(1)]F = V(o) =V (0) =zl Pz (3.8)
0 0 g

kde P je feseni rovnice:
(A+ BF)'P+P(A+BF)+Q+ F'RF =0 (3.9)
3.1.1 Zpétnovazebni matice podezielé z extrému
Z rovnice (3.9) pro zpétnovazebni matici ' — F' + sX dostaneme:
(A+B(F +sX))'P(s) + P(s)(A+ B(F +5X)) + Q+ (F 4+ sX)TR(F +sX) =0 (3.10)
Derivovanim podle s obdrzime:
(BX)'P(s) +[A+ B(F +sX)|"P(s) + P(s)[A+ B(F + sX)] + (BX)P(s)+

+ XTR(F +sX)+ (F+sX)TRX =0 (3.11)
Je - i F podezfeld z extrému, potom plati:
Voo I(s)]s=0 = %w%P(s)xdszo = 2l P(s)x0lsm0 = 0= P(s) =0 (3.12)
Pokud tedy polozime s = 0, potom z rovnice (3.11) dostaneme:
(BX)TP(0)+ P(0)BX + XTRF + FTRX =0 (3.13)
Soucasné také z rovnice (3.10) plyne:
(A+BF)TP(0)+ P(0)(A+ BF)+Q+ FTRF =0 (3.14)
Upravime-li rovnici (3.13) dostaneme:
XT(BTP(0) + RF) + (P(0)BT + FTR)X =0 (3.15)
Protoze tato rovnice (3.15) musi platit pro V X, je zpétnovazebni matice uréena vztahem:

BTP(O)+RF=0 = F=-R'BTP(0) (3.16)

Kde P(0) je feseni rovnice (3.14). Dosadime-li tuto zpétnovazebni matici (3.16) do rovnice
(3.14) dostaneme po tpravé Algebraickou Riccatiovu rovnici:

ATP+PA—-PBR'BI'P+Q=0 (3.17)

Toto odvozen{ je pravdivé za predpokladu, Ze pro zvolenou matici F je matice A4+BF stabilni.
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3.1.2 Reseni problému LQR

Pro prehlednost feSeni ulohy znovu zopakujeme pfedpoklady a dostazené feSeni. Tedy
predpoklddame systém a kritérium ve tvaru:

& = Az + Bu, x(0) = x9

I= /OOO(xTQx + uT Ru)dt — min, Q >0, R>0
Potom pro stavovou zpétnou vazbu (F nezavisi na xg) plati:
u=Fx
F=-R!'B'P
I =l Pxg

kde P > 0 je feSeni tvz. algebraické Ricatiovy rovnice (3.17).

3.2 Metoda prifazeni Jordanovi formy (JFA)

Zpétnovazebnimu systému chceme ptifadit Jordanovu formu, protoze tim zachovame
vSechny spektralni vlastnosti zvolené matice L, coz bychom nedocilili, pokud bychom
prifadili pouze vlastni ¢isla. Prifazeni Jordanovi formy (Jordan Form Assignment-JFA)
muze byt uplné (pfifazovand Jordanova matice L mé stejnou dimenzi jako matice systému A)
nebo netplné (dimenze prifazované Jordanovi matice je mensi nez dimenze matice systému
dim(A) > dim(L)). Uplné prifazeni JFA pouzivdme, pokud chceme uzavienému systému
prifadit vSechna vlastni ¢isla, pokud je tedy pfifazeni vSech vlastnich ¢islel mozné. RozliSujeme
tyto zpétné vazby - stavovou zpétnou vazbu:

u(t) = Fz(t) (C=1) (3.18)
kde F € R™*™ a vystupni zpétnou vazbu:
u(t) = Ky(t) = KCxz(t) (3.19)
kde K € R™*P,
e pro p = n je uplné ptitazeni JF

e pro p < n je nelplné ptifazeni JF

3.2.1 JFA pro stavovou zpétnou vazbu

Hlavni myslenkou JFA medoty pro stavovou zpétnou vazbu je, ze pozadujeme podobnost
matice uzavieného systému s prifazovanou Jordanovou formou:

(A+ BF) ~ L (3.20)
Matice (3.20) jsou podobné pravé tehdy, pokud existuje reguldrni matice X takova,ze plati:

A+ BF = XLX™! (3.21)
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neboli
AX - XL+BFX =0 (3.22)

Zavedeme - li substituci QQ = FX, pfepiSeme rovnici (3.22) na tvar:
AX -XB+BQ=0
Obratime-li postup dostaneme proceduru pro vypocet zadané zpétné vazby F:
a) Zvolime ndhodné matici Q € R"™*"™.

b) Vyfesime maticovou rovnici AX - XL + BQ =0, feseni X(Q) je genericky reguldrni pro
skoro kazdou matici Q.

c) Protoze plati:
A+BQX '=XxLx!

je zpétnovazebni matice F(Q) dédna vztahem:
F(Q) =QX Q) (3.23)

Uvedena heuristicka procedura vyzaduje matematické zpfesnéni. Mnozinu vSech sta-
vovych zpétnych vazeb oznacime:

F(A,B,L)2{F e R™": A+ BF ~ L} (3.24)
a parametrickou matici

Q2 {QeR™™: AX — XL+ BQ = 0,det[X(Q)] # 0}

Necht existuje neprazdnd mnozina stavovych zpétnych vazeb F(A, B, L) # ), prunik spekter
matic (A,L) je také neprdzdnd mnozina o(A)No (L) = ), potom Feseni X(Q) maticové rovnice

AX - XL+BQ=0 (3.25)

je regularni pro skoro kazdou matici Q € R™*".

3.2.2 Explicitni parametrizace stavové zpétné vazby

Vys8e uvedend heuristickd procedura neuvazuje, ze bychom mohli volit prvky matice Q
cilené. V heuristické metodé volime vsechny prvky matice Q, tedy m X n parametra, coz je
relativné velky pocet pro optimalizaci téchto parametri. Obecné bychom chtéli volit jen tolik
volnych parametru, kolik je nezbytné nutné k nalezeni zpétnovazebni matice F. Pro zvolené
prifazeni Jordanovych blokt matice L, chceme nalézt matici Q(«), kterd bude mit minimaln{
pocet volnych parametru oy, i = 1,...,7 a explicitné jimi parametrizovat zpétnou vazbu F(a):

F(a) = Q(a)X }(a) (3.26)
kde miniméalni pocet parametru je dan vztahem:
r=mn—v —..—(2k— 1)y

a nalezeni struktury matice Q(«) zajisti ndsledujici algoritmus uvedeny v praci [3]:
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vstup: L = diag[L}, L3, ..., [Y'|LY, L3, ... L2|..|LL, L2, ..., LiF)e RS>
Lg - jsou redlné Jordanovi bloky velikosti nf odpovidajici vlastnimu ¢islu A\j € A(L)
w) >nl > .. >nl, Vi€ {l,2,..,1}
Vi:Zé»i:lnA,z—lZ K
m je pocet vstupt
vystup: Q(a)
1) Vygeneruj nulovou matici Q velikosti m x n
2) Piitad 1 do nasledujicich prvkim Q(x,y):
Q(1L,1), Q(Lnl +1), .., QLY nd 4 1);
Q2m1), Q21 +nb+1), oo, Q21 + 20 nb 4 1);

<kz“w+1> QU vk + 1), o, QR v+ 0 0l + 1);

3) Prifad volné parametry «; do nasledujicich prvku matice Q(x,y):
pro j=2,3, ... .k
QG1), QG2 e s Qo —nl):
QG,n1 +1), Qi +2), ..., QGng +nf — nd);

11—1 11—1 . 11—1
Q(@, 2111 nl 1), Q(j, Zzll 7’L1 2), --wQ(J»Zle n1+n1 +n ');

pro j=3,4,....k

QGw1 +1), QGva +2) 5 s QG +nd — nb);

QG +nd+1), QG +nd +2) , .., QG +nd +nd —nl);

QG+ X2 nh +1), QGa +nd +2) , o, QG + 325" 0 + nf? +”§2);

(kz T2+ 1), (kz i+ 2), ,Q(kz “lui4 g —nb);
Qe vitnj_y +1), QU v nf_y +2), o, QU i+ iy —n);

(kzluﬁzlklln;‘clﬂ) QRS2 + S0 i 41 42),

QUi v+ S ey i =)
Q(,j), proi =k+1,k+2, ... ,m;j=12 ... s
7.]7p ) ) ) 7.] 1= )
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3.2.3 JFA pro vystupni zpétnou vazbu

O vystupni zpétné vazbé mluvime v pripadé, ze nemame k dispozici informaci o vektoru

vvvvvv

mnozinu vSech vystupnich zpétnych vazeb:
Ks(A,B,L) 2 {K €R™?: (A+ BK) ~ [g j } (3.27)

kde symboly * oznacuji libovolné redlné matice. Nyni uvedeme piistup nalezeni vystupni
zpétné vazby, ktery prevadi tento problém nalezeni K € K5 na problém nalezeni stavové
zpétné vazby F € Fs jiného ekvivalentniho systému takové, ze matice F obsahuje m(n-p)
nulovych prvku. Uvazujeme stavovy popis (3.2) a transformaci stavu:

2(t) = Ta(t) = [g} L= a(t) = T () (3.28)

kde matici D € R(™®=P)*" yolime tak, aby matice T byla reguldrni. Potom lze napsat stavovy
popis ekvivaletniho systému (A, B, C'):

2(t) (3.29)

kde A = TAT™!, B = 1B, C=CT!'=][1I,0], I, € RP*P, pro tento ekvivalentn{ systém
mame fizeni (pro F = KC') ve tvaru:

u(t) = Ky(t) = KCz(t) = Fz(t) (3.30)
Uvédomme si souvislost podobnosti matic ekvivalentnich systémt s matici L:
A+BF ~L
TAT'+TBF ~ L

A+BKC~L

Nyni je tedy nutné nalézt pomoci JFA stavovou zpétnou vazbu F' = [ F} Fy | takovou,
ze Fi € R™*P a F, € R™*("~P) | pro niz bude Fy = [0]. Potom pro vystupni zpétnou vazbu
plati:

K=F (3.31)

Presné algoritmy nalezeni explicitni zpétnovazebni matice F(«) takové, aby byla F» nulovd
jsou uvedeny v praci [6]. Pfi nulovdni matice Fy se pocet nezdvislych volnych parametru o
vétsinou snizi.
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3.3 Robustnost zpétnovazebniho systému

Nalezenim robustni stavové a vystupni zpétné vazby dle urcitého kritéria se zabyva prace
[3]. Pro néhled na véc je dulezité znat teorii robustnosti. Vyse jsme si naznacili jak expli-
citné parametrizovat zpétnovazebni matice F'(a)) pomoci r volnych parametru. Diky volnym
parametrum a; muzeme hledat matici F(«) € F(A, B, L) takovou, aby byl uzavieny systém
v ur¢itém smyslu optimalni.

Pii modelovani napiiklad mechanickych soustav uvazujeme ruzné hodnoty parametru
jako je hmotnost, tuhosti pruzin, délky pruzin a jiné konstanty, tyto parametry vSak vétsinou
nezname piesné. Na téchto parametrech ovSem zavisi matice dynamiky systému, kterou
uvazujeme pii navrhu zpétné vazby. Pokud pii perturbaci vSech prvka matice dynamiky
zustane uzavieny systém stabilni, mluvime o robustni stabilité systému. Chceme tedy
aby zpétnovazebni matice byla stabilni i pokud k ni pfi¢teme perturba¢ni matici:

(A+A)+ BF = (A+ BF) + A (3.32)

kde A je perturba¢ni matice.

Podobny problém nastdva pii realizaci reguldtoru v praxi, kdy nemuzeme pouzit u re-
gulatoru velky pocet platnych cifer. Od tohoto reguldtoru pozadujeme, aby i pii perturbacich
ve zpétné vazbé byl uzavieny systém stabilni, tedy aby reguldtor nebyl fragilni (kfehky).
Chceme, aby regulator nebyl fragilni, tedy aby uzavieny systém ztstal stabilni i po pFic¢teni
perturba¢ni matice A ke zpétné vazbé:

A+ B(F+A)=(A+ BF)+ BA (3.33)
Stejné tak pro vystupni zpétnou vazbu by mél byt uzavieny systém stabilni:

A+ B(K + A)C = (A+ BKC) + BAC (3.34)

3.3.1 Kritéria robustnosti

Jako jedno z kritérii robustnosti bychom mohli uvazovat napiiklad, ze najdeme vlastni
¢islo z matice uzaviené smycky A., jehoz redlnd slozka je nejvétsi (tvz. spektralni abscissa -
a(Ae)) :

a(Ac) =maz {Re(z) : z€ A(Ae)} (3.35)
Tedy hledané vlastni &islo z je nejblize k imaginarni ose. Re(z) je redlnd cast ¢isla z a A(A.)
je spektrum matice uzavieného systému napf. pro stavovou zpétnou vazbu A. = A + BF.
Toto kritérium mé vsak nevyhodu v tom, Ze je velmi citlivé na zmény v prvcich matice A..

Proto nés zajimd, jaké perturbace vedou k nestabilité matice A.. Mame matici kom-
plexnich perturbaci A € C"*", pro kterou je euklidovskd norma ||A|lz < €. Pokud matici
perturbaci pri¢teme ke zpétnovazebni matici,

X=A.+A

chceme, aby matice X byla stabilni. Spektrum této matice ozna¢ujme jako komplexni
e-pseudospektrum:

AS(X) = {z : z€ A(Ac+ A), proA e CV™, [|Allz < e} (3.36)
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nebo pro matici A redlnych perturbaci oznac¢ujeme realné e-pseudospektrum:
ARX) = {z : z€ AMAc+ A), pro A e RV, ||All2 < e} (3.37)
Jako vhodnéjsi kritérium stability bychom nyni mohli povazovat velikost perturbaci €, pro

které by lezelo néjaké vlastni ¢islo z mnoziny A.(X) na imagindrni ose, toto ¢islo nazyvame
polomeér stability:

rp =inf {||A]]: A€ F™™ A (Ac+ A) je nestabilni} (3.38)
kde pro F' = C nebo F' = R mdme komplexni nebo realny polomér stability.

V praktickych piikladech nés zajimaji spiSe redlné perturbace, ale realny polomér stability

vvvvvv

odhad pro realny polomér stability.
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4 Symetrie systému

4.1 Definice symetrie
Linearni systém popsany stavovym popisem:

T = Az + Bu

je vstupné symetricky, jestlize existuje reguldrni matice T, pro kterou plati:

TAT ' = A

TB =BG

kde matice G je sestavené z jednotkové matice I zdménou sloupcii napt. takto:

0 0 1
o=|t 0
1 0

Dale chceme definovat symetrii stavové zpétné vazby (u = Fx):

&= (A+ BF)z

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Tedy stavova zpétnd vazba F € R™*™ pritazujici Jordanovu formu L je symetricka, jestlize

plati:
A+ BF ~ L

a zaroven dvojce (A+BF B) je vstupné symetricka.

4.2 Podminky symetrie systému

Méme dvojci (A,B), kde A je matice systému a B matice vstupu.

1) Dvojci (A,B) prevedeme do Jordanovy formy, tedy plati:

J=RAR™' A B=RB
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2) Nalezneme obecny tvar pro zaménitelné matice W € Z(J) s matici J, pro které musi
platit:
WJ=JW = WJW'l=J (4.7)

3) Ze vztahu (4.3) dostaname soustavu linedrnich rovnic, kde nezndmé jsou prvky matice

W
WB =BG = WRB=RBG (4.8)

Systém (A,B) je vstupné symetricky, pravé tehdy kdyz existuje feSeni soustavy
(4.8) a zéroven je matice W reguldrni.
4.3 Podminky zpétnovazebni symetrie

Vyjdeme z podobnosti zpétnovazebni matice (A+BF) a pozadované Jordanovi formy ma-
tice L, jsou-li tyto matice podobné = existuje matice Q a matice X, ktera je regularni
(det(X) # 0). Matice X je feSenim feSenim rovnice:

AX -XL+BQ=0 (4.9)
Dannou podobnost téchto matic muzeme zapsat rovnici:
A+ BF = XLX™! (4.10)
Daéle muzeme matici X predpoklddat v sou¢inovém tvaru:
X =XoZ (4.11)
kde matice Z pati{ do mnoziny zaménitelnych matic Z(L) s matici L, tedy plati:
Z(L)={Z: LZ = ZL, det(Z) # 0} (4.12)
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivaletni:
a) Dvojce (A+BF,B) je vstupné symetricka
b) Dvojce (L, X ! B) je vstupné symetricka
c) Existuje takova zaménitelnd matice 37 € Z(L) pro kterou plati:

ZX'B=X"'BaG (4.13)
d) Existuji zaménitelné matice 37, Z € Z(L) pro které plati:
Z(XoZ)"'B = (X0Z)"'BG (4.14)
Upravujeme-li rovnici (4.14) dostaneme:
(X02)Z(XoZ)™'B = BG

XoZZZ'B = BG
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Soutin zaménitelnych matic ZZZ ! je opét zaménitelnd matice Z € Z(L), proto soucin
oznacime matici: .
Z=277""! (4.15)

Dostavame tedy jednu z maticovych rovnic pro symetrii zpétnovazebniho systému:
XoZXy'B = BG (4.16)
Jako druhou rovnici uvazujeme vyse odvozenou rovnici (4.8) pro vstupni symetrii systému:

R'WRB = BG (4.17)

4.3.1 Nutna a postacujici podminka zpétnovazebni symetrie
Je-li soucin matic RB reguldrni a existuje-li feSeni soustavy linearnich rovnic :
R'WRB =BG (VXoZX;'B = BG) (4.18)
R'WRB = XoZX;'B (4.19)

kde neznamé jsou prvky matic Z € Z(L), W € Z(J), potom je dvojce (A+BF,B) vstupné
symetricka.

4.4 Test symetrie systému

Nyni bychom méli nejprve ovérit vstupni symetrii 4-bodového modelu jednonohého ro-
bota. Vstupni symetrie spo¢iva v tranformaci modelu robota v s.s., konkrétné tedy rotaci
0 120° kolem osy Y. Pro tuto transformaci se ramena robotu piekryvaji a predpokldame, ze
vstupy jsou nezdvislé na permutaci. Pro rotaci dostaneme 3 rtzné permutace vstupu viz.
obréazek 4.1 .

a) b) c)

Obrazek 4.1: Jednonozka v roviné X7

- (Ga7 Gb7 GC)

Kazdé permutaci piislusi permutaéni matice G
1 00 001 010

Go,=10 1 0 Gy=11 0 0 Ge=10 0 1 (4.20)
0 01 010 1 00



Pro dvojci matic (A,B), které maji stejnou strukturu jako linearizovany 4-bodovy model,
provedeme analogicky kroky uvedené v sekci Podminky symetrie systému.

0 0 10 0 0 O
0 0 01 0 0 O
A= 2 0 00 B = 0 4 —n (4.21)
2 é é
Provedeme pievod matice A do Jordanovi formy (J = RAR™!):
a 0 0 0 1 0 1 0
0 —a 0 0 1 0 -2 o0
— — [0
T=10 0 a o0 R‘—11—§§
1 1
Déle je tfeba nalézt matici zaménitelnou s matici J, W € Z(J):
a 0 e O
10 b 0 f
W= g 0 ¢ O
0O h 0 d
Pro nalezeni matice W vyteSime soustavu linearnich rovnic:
R 'WRB = BG (4.22)

kde nezndmé jsou prvky matice W (a,b,c,d,e,f,g,h), pro permutace (G = Gy VG = G,)
dostaneme 2 ruzna reseni(Wy, We):

_%@ 0 _% 0
I L I
Wy = | 14424352 0 127-6 0
4 ~6 2 9
4 70 2 9
3750 0 3 0
12vy=9 ¥
0 375 0 5
We=|_iwpaae  * 0 _1mws (429
4 0 2 6
0 _ 14924382 0 _ 12749
4 v 2 0

Obeé tyto matice W, W} jsou reguldrni, maji plnou hodnost rank(Ws) = rank(W,) =4 =
linearizovany systém jednonohého robota je tedy vstupné symetricky.
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4.5 Symetrie zpétné vazby

Pro nalezeni symetrické zpétné vazby vyuzijeme nalezenou zaménitelnou matici W €
Z(J), kterd je fesenim rovnice (4.18) a tedy je tFeba nalézt feseni rovnice (4.19) pro nezndmou
matici Z € Z(L), kde L je blokové diagondlni matice pro ndvrh zpétné vazby metodou
piitazeni Jordanovy fromy. Protoze zndme pouze postacujici podminku vstupni symetrie
zpétnovazebniho systému (A+BF,B), je tieba ovéfovaci algoritmus opakovat pro ruzné Jo-
ranovy formy podobné se zpétnovazebnim systémem A + BF ~ L. Zvolime ruzné struktury
matice L a ovéfime pro né zpétnovazebni symetrii.

M 0 0 0 M 1 0 0 M 1 0 0
o X 0 0 oo 10 looxn 0 0
Li=1¢ o A3 0 La=1¢y N1 Ls=10 o A1
0 0 0 M\ 0 0 0 X\ 0 0 0 X\
)\1 0 0 0 )\1 —W1 0 0 A=A 0 0
. 0 )\2 0 0 . w1 )\1 0 0 . A A 0 0
Li=10 o A0 Ls=10 o Ay —wo Le=10 0 A -
0 0 0 /\2 0 0 w2 /\2 0 0 A A

Ke zvolenym strukturdm matic L; samoziejmné piislusi paramatrické matice Q;, j =
1,2,...,6 s volnymi parametry «;:

1 1 1 1 1 0 0 O

Q1= |2 a4 ap og Q2= |2 a4 ap og

a; a3 as ay a; az as ar
1 1 0 O 1 0O 0 O 1 0 1 0
Qs=10 0 1 1 Qi=Qs=1|0 0 1 0 Qs = |2 g ag o3
a1 G Q3 04 a1 G 3 04 a1 3 a5 Q7

Pro zvolené struktury L, Q) nalezneme teSeni Sylvestrovi rovnice (matice X):
AX -XL+BQ=0 (4.24)

Reseni X je zavislé na volbé volnych parametrii ;. Pro fesitelnost rovnice (4.19) musime
parametry «; zvolit tak, aby Xg bylo regularni. Tuto podminku spliiuji napfiklad parametry:

041:11, a2:7, a4:11, a3:4, a6:7, (3[7:2, agzlo, a5:1

Nyni jiz mdme vSechny potfebné matice zvoleny tak, abychom mohli testovat zda existuje
feseni rovnice (4.19) pro neznamé Z € Z(L) pii jednotlivych strukturdch L.
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Uvazujeme-li zaménitelné matici Wy, W, € IL(J), pak feSeni existuje pro zvolené struktury
matic Lg, Ly. Rovnice:

RXoZ(RXo)™' —WRB =0 (4.25)
mé takovéto feseni:
pro W =W, pro W =W,
29 13 43 13
= 0 11 0 2 0 -3 0
N 0 59 0 111 - _ 76 0 _ 111
proL=1Ls | Z= T PR 7 — 7 17
R R
0 -3 0 -5 w 0 1
20 328 13 211 43 38 _13 _ 211
14 4 14 19 9 14 4
> O 3 0 q > O -3 0 -3
prOL:L4 Z = 111 15 43 328 Z = 111 15 29 328
14 a9 14 1 14 ) 14 49
0 T4 0 T 14 0 14 0 1

Oveérili jsme splnéni Postacujici podminky zpétnovazebni symetrie, ktera je splnéna
pro struktury matic Ls, L4. Ptrifadime-li tedy pomoci JFA metody Jordanovi formy Ls.L4,
pak dostaneme symetrickou stavovou zpétnou:

F(a) = Q(a)X ™

kde X je fesenim Sylvestrovi rovnice:

(4.26)

AX — XL+ BQ(a) =0 (4.27)
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5 Model prototypu v SimMechanics

Prostiedi MATLAB/Simulink/SimMechanics je prostfedi pro modelovani mechanickych
systému pomoci funkénich bloku. P vytvafeni matematickych modelu mechanickych sou-
stav naptiklad Newton-Eulerovou nebo Lagrangeovou metodou musime dopodrobna uvazovat
jednotlivé mechanické vztahy, které pro systém plati. P¥i vytvareni modelu v SimMechanics
se jiz nemusime starat o popis mechanickych vztahu, sta¢i zndt pouze strukturu modelu a
veédét, jak ji v programovém prostiedi SimMechanics reprezentovat. Chceme vytvorit model
pro prototyp jednonohého robota.

oo o o - =
= 3 ~
- ~voice cglifa 3 \ & s
P F. /’

dvouosy naklonomér

Obrazek 5.1: Prototyp jednonohého robota se 3 nezavislymi linedrnimi voice coil aktuatory
a dvouosym ndklonomérem

Na obrazku 5.1 jsou dobie vidét voice coil aktudtory, souc¢asti kazdého actuatoru je civka
a pernamentni magnet, ktery je zavésen na pruziné. Civky jsou pevné pfisroubované k modré
konstrukei robota. Dvouosy ndklonomér je na obrazku skryt, nebot je ulozen v dolni rozsitené
casti konstrukce.
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5.1

Tvorba modelu

Nyni prejdeme k modelovani robota pomoci funkénich blokti v SimMechanicsu. V nasledujici
tabulce uvedeme stru¢ny popis jednotlivych funkénich bloku, které budou pouzity v modelu
jednonohého robota.

nazev bloku

funkce a parametry bloku

znacka bloku

Machine Environment

blok mechanického prostiedi, nastavujeme v
jakém sméru pusobi gravitacni sila, pfipojuje se
k bloku Ground

Env [—

Machine
Environment

Ground blok uzeméni, ve kterém nastavime vztazny ne-
pohyblivy bod, ke kterému se vztahuji absolutni = 3_ =
soufadnice (World), necastéji [0 0 0] Ground
Body reprezentuje hmotny bod, hmotné body spo-
jujeme pomoci kloubu (Joints), nastavujeme | 3 csafpcsiE
hmotnost (mass), soufadnice pFipojeni bodu Bodyl
(CS1 '=coordinate system 1’,CS2) a soufadnice
hmoty (CG - central of gravity)
Weld pevné spojeni (’svar’), kloub Weld neméd zadny
stupeni volnosti, obecné u vSech kloubu je tfeba
dodrzet zapojeni od baze k nésledovnikovi (B -
base, F - follower) weldt
Prismatic je posuvny kloub, umoznuje translaci v jednom
smeéru podél libovolné nadefinované osy
Prismaticl
Universal je rotacni kloub, umoznuje rotaci ve dvou oséach, - -
které lze libovolné nastavit i
Universal

Joint Actuator

blok, ktery umoznuje pohybovat kloubem v
jedné ose, pokud pfivedeme na jeho vstup
néjaky signal

s

Joint Actuator

Joint Sensor

blok, ktery snimé polohu a jeji derivace v jedné
ose, nastavujeme, ve které ose veli¢iny snimame
a jednotky, ve kterych je snimame

A@_

Joint Sensor

Joint Initial Condition

blok pocateéni podminky, kde se kloub nachazi
pii simulaci v ¢ase t = 0

ich—

Joint Initial Condition
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K realizaci modelu je nutné znat rozméry a hmoty robota, tyto parametry jsou popsany v
sekci 2.7, proto je zde nebudeme opakované uvadét. Model v SimMechanics odpovidé soustaveé
hmotnych boda na obrazku 2.3. Gravitacni sila ptusobi ve sméru osy -y. Pro modelovani pruzin
je nutné zahrnout konstantu k (tuhost pruziny) a konstantu b (tlumeni). K nastaveni polohy
hmotnych bodu jsou potfeba pruvodi¢e hmotnych bodu, které jsou uvedeny v sekci 2.8. K
nastaveni kloubti Prismatic jsou potfeba souradnice os, ve kterych se body A,B,C pohybuji.

Oa = [cos(F) cos(F) 0] (5.1)
Op = [—%cos(%) cos(7) @sm(%)] (5.2)
Oc¢ = {—%cos(%) cos(7) —@sin(%)} (5.3)

Vstupy pro jednotlivé Joint Actuatory jsou sily (Fa,Fb,Fc), které chceme vypocist tak,
abychom stabilizovali jednonohého robota ve svislé poloze. Na jednotlivé hmotné body A,B,C
pusobi také sily pruzin (Fp = k-6;, 1 = A,B,C) a tlumici sila (Fp = k-v;,, i = A,B,C), které
pricteme ke vstupnim sildm Fa,Fb,Fc. Déle pricteme kompenzaéni silu Fk, coz je konstanta,
ktera zajisti, abychom méli hmotné body A,B,C ve stejné poloze jako u prototypu na obrazku

5.1. Tato sila ma velikost: -
Fk=(ms;-g+k-do)- sin(z) (5.4)

- = I B cspcst i - A Ep— 4'5““:'—3151 :'—W
A Weldt Bk

( F] ) » Prismaticl
Fb
| Joint Actuator

Fx Ty
\&
const1
4>| £ »

Weld

Prismatic

Joint Sensorl

tuhost1

tumeniz  Add -

Joint Sensor Joint Actuatorl

tuhost2

Addt
tlumeni
2 |rychlost A
¥ n’

@p:}lahaA
l%oilﬂn—mcmﬁcszm—-i I =|—m
¥

Weldz M ck

D » Prismatic2
S »E
Fi » L
\,& %/- poloha ©
const i » G
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Obrazek 5.2: Modelové schéma v SimMechanics
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5.2 Ridici systém v SimMechanics

Vytvoreny model jednonohého robota je nelinedrni systém 10. fadu. Tento systém je
nestabilni. My vSak pro néj chceme navrhnout linearni fizeni takové, aby byl uzavieny systém
stabizovan ve svislé poloze. Pro navrh linedrniho fizeni je potfeba linearizovat tento model
ose Y orientovany v kladném sméru’). Na obrazku 5.3 vidime, jak by méla vypadat animace
v SimMechanics (navic jsou popsdny hmotné body).

- -

A

Obrézek 5.3: Animace v SimMechanics

K linearizaci modelu pouzijeme piikaz v Matlabu linmod(’nazev_modelu’), ktery mé
jako navratové hodnoty matice A,B,C,D linearniho stavového popisu:

#(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (5.5)

Rozméry a hmotnosti, které jsou nutné pro realizaci modelu, jsme naméfili z vyrobeného
prototypu, avsak velikosti tuhosti pruzin a tlumeni ndm zndmé nejsou, tyto hodnoty do-
sti vyznamé ovliviiuji chovéni systému. Simulujme tedy chovani systému pro rtzné tuhosti
pruzin. Do modelu dosadime nésledujici parametry:

parametr hodnota vyznam
1 0.209 m vyska prototypu
1T 0.076 m vyska konstrukce s naklonomérem
T 0.2176 m délka ramena aktuatoru
mk 0.166 kg hmotnost konstrukce s ndklonomérem
mz 0.0475 kg hmotnost magnetu aktudtoru
mc 0.0165 kg hmotnost civky aktuatoru
[k1,k2] | [10,5] N-m~! tuhost pruziny
do 0.0286 m polovina pohybového rozsahu aktuatoru
b I1N-s-m! tlumeni pruziny
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Stavovy popis vyuzijeme pro navrh stavového regulatoru. Regulator navrhneme napiiklad
LQR metodou. Penalizacni matici Q volime jako diagonalni matici, R volime identickou:

Q=diag([1111100000]) R=I3.3 (5.6)

Pro vypocet pouzijeme piikaz Matlabu lqr(A,B,Q,R,0). Pro k; dostaneme stavovou zpétnou
vazbu,

5.6809 2.2486  —0.0697 —0.7104 0.9804 —0.3658  0.1244 0.0128 0.4033 0.0503
F; = |-4.2600 —1.2058 0.0473 0.9080  —4.2571 —1.2041 —0.3414 —0.0401 —-0.1973 —0.0232
0.9638  —0.3624 —0.0475 —0.7105  5.6543 2.2464 0.4097 0.0499  —0.0942 —0.0140

ktera uzavienému systému pfifadi tyto vlastni ¢isla:

A1 =-31.1839 +16.28751 Ag = -31.1839 -16.28751 A3 = -11.5204 +17.5453i
Ag = -11.5204 -17.54531 A5 = -10.9233 +17.61941 A¢ = -10.9233 -17.6194i
A7 =-8.5719 4+ 0.38141  Ag = -8.5719 - 0.3814i Ag = -7.8378 + 0.4797i
Ao = -7.8378 - 0.4797i

Pro ko dostaneme stavovou zpétnou vazbu,

—5.2764  0.8855 3.4197  —0.3115  2.7657 —0.1290  0.0601 0.0062 0.2120 0.0258
Fy, = | 1.6588 —0.5193 —4.7812  0.4228 1.6530 —0.5186 —0.1858 —0.0216 —0.1074 —0.0125
2.7503  —0.1287  3.4293  —0.3107 —5.2759  0.8838 0.2124 0.0254  —0.0543 —0.0076

ktera uzavienému systému pfifadi tyto vlastni ¢isla:

A1 = -57.0926 Ay = -18.5773 A3 = -5.9654

A4 = -15.5878 A5 = -9.3808 A6 = -8.7949

A7 =-5.9496 + 3.50001 Ag =-5.9496 - 3.5000i Mg = -6.8576 + 2.5604i
Ao = -6.8576 - 2.5604i

Maéame-li vypocétenou zpétnou vazbu, muzeme ji v SimMechanicsu zapojit. Nejdiive z modelu
na obrazku 5.2 vytvorime subsystém. VSechny stavy systému svedeme do multiplexu, tim
ziskdme stav systému - signdl x(t), ktery prendsobime zpétnovazebni matici F. Mdme tedy
fizeni u(t) = F x(t), jehoz slozky pfivedeme na vstupy Joint Actudtoru.

Foloha A

Fa ryrchicst A

poloha B

ryochicst B

poloha x
whi. rychiost 3

R poloha =

whi. mrohiost =

Subsystem

Obrazek 5.4: Regula¢ni schéma
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Nyni provedeme simulaci pro vypoctené zpétné vazby. Do bloku Joint Inicial Condition

zaddme pocatecni rotaci kolem osy Z o ¢19 = —2.65°. V grafu zobrazime casové prubéhy
polohy.
0.015 T T 0.5
SA W
0.01 ,
35 ok T [
0.005 S |4
o —0.5f .
—0.005 |} 1 = 1L i
£ _o.01 {1 =2
= =
[&] m
—0.015 {8 15
—0.02 E s ,
—0.025 1
_25} i
—0.03 1
—0.035 - - —3 - -
o 1 2 3 (] 1 2 3
time [s] time [s]

Obrézek 5.5: Graf ¢asové zavisloti odchylek ¢, od svislé polohy a odchylek d4,d5,dc od
stfedu rozsahu voice coil aktuatoru pro zpétnou vazbu Fj

0.015
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—0.015

—0.02

—0.025

—0.03 - - -3 - -
3 o 1 2 3

(o] 1 2
time [s] time [s]

Obrazek 5.6: Graf casové zavisloti odchylek ¢, od svislé polohy a odchylek §4,0p,dc od
stfedu rozsahu voice coil aktuatoru pro zpétnou vazbu Fy
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Porovname-li ¢asové prubéhy simulace pro zpétnou vazbu F; a Fb vidime, Ze zpétna
vazba F; ma kratsi dobu potiebnou ke stabilizaci, avSak je potieba vétsi maximalni vychylka
aktudtoru nez jeho rozsah (maz(|64(t)|) > dp). Pro zpétnou vazbu F» je doba potfebna ke
stabilizaci sice vétsi, ale je splnén pozadavek na maximdlni rozsah aktudtoru (max(|04](t)) <
dp). Tabulka charakteristikych hodnot:

k1 ko
max(]04(1))) | 0.0284 m | 0.0301 m
ts (6(ts) < 0.05°) | 1.5082s | 1.6615 s
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6 Simulace

6.1 Zpétnovazebni systém 4-bodového modelu

Pro simulaci chovani 4-bodového linearizovaného modelu pouzijeme prostiedi Matlab/Simulink.
Matematicky model systému byl vytoreny k tcelu, abychom mohli analyzovat vlastnosti
navrzeného zpétnovazebniho tizeni. K realizaci systému vyuzijeme v Simulinku blok State-
Space, kde A B jsou matice uvedené v sekci Linearni stavovy popis NE modelu, matice
C =1 je identicka n x n, protoze predpokladame ze méiime pifmo stavy systému, a matice
D je nulova, protoze nepiredpokladdme piimé pusobeni vstupu na vystup. F je zpétnovazebni
matice navrzend piislusnou motodou (JFA,LQR). Stavovy popis uzavieného systému ma tedy
tvar:

i=(A+BF)z
y=Izx
u=Fux (6.1)
Simula¢ni schéma v Simulinku:
|
Scope
) ® = Ax+Bu
y = Cx+Du
State-Space Gain
| simout
To Workspace

6.1.1 LQR duloha

V predchozi kapitole jsem odvodili, ze 4-bodovy model (A,B) jednonozky je vstupné syme-
tricky. Proto bychom mohli pfedpokladat, ze pro symetricky model by mohla byt nejvhodné;jsi
symetrickd zpétna vazba. Tento predpoklad muzeme nyni dolozit na simulaci systému (6.1)
pro ruzné zpétnovazebni matice F. Pfi ndvrhu reguldtoru pomoci LQR metody volime dan-
nou penalizaci stavii a vstupu pomoci matic ¢ > 0,R > 0. Pokud zvolime penalizaci stavu
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symetrickou tedy napiiklad:

(6.2)

O

Il
SO O
O O = O
O = O O
_ o o o

=

Il
o O =
O = O
—_ o O

Dostaneme zpétnou vazbu:

0.0000  3.5983 —0.0000 0.9370
F=|-31162 —1.7992 —0.8115 —0.4685 (6.3)
31162 —1.7992 08115 —0.4685

Vlastni ¢isla zpétnovazebniho systému (A+BF') jsou:
A1 = —29.7438 Ao = —2.1660 AL = —29.7438 Ao = —2.1660

Jordanova forma uzavieného systému (A+ BF') ~ Jp odpovida struktufe matice Ly, pro kte-
rou jsme ovérili zpétnovazebni symetrii. Zpétna vazba F je symetricka. Nyni zvolime ruznou
penalizaci staviu:

80030088 100

Q= R=1010 (6.4)
0 0 0 0 00 1
0 0 0 0

Dostaneme zpétnovazebni matici:

0.0000  6.4932 —0.0000 0.6175
Fy = | =7.9728 —3.2466 —0.6368 —0.3088 (6.5)
7.9728 —3.2466 0.6368 —0.3088

Vlastni ¢isla zpétnovazebniho systému (A+BF5) jsou:
A1 = —12.5203 wy = —9.9319 A2 = —10.5149 wo = —7.2420

Jordanova matice uzavieného systému (A+ BF5) ~ Jp, odpovida struktufe Ls. Pro strukturu
Jordanovi matice Ls jsme ovérili, ze zpétnovazebni systém symetricky neni. Pro srovnani ode-
zvy na zménu pocatecniho stavu systému zménime u obou zpétnovazebnich systému pocateéni

stav xg. Vychylime télo robotu o thel ¢ = 5° v jednom smétu a o thel ¢ = —5° v druhém
sméru. Pocatec¢ni stav bude zg = [% — % 0 O]T, protoze matematicky popis systému je

odvozeny v Radianech. Pro lepsi predstavu zobrazime grafy odchylek ¢(t), psi(t) a ihlovych
rychlosti wg(t), wy(t) ve stupnich [°], respektive [°/s].
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time time

Obrézek 6.1: Grafy ¢asové zavisloti odchylek od svislé osy téla robotu, modfe zpétnovazebni
systém (A + BF),zelené (A + BF5)
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w ) \
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s” :—3} \
| AN
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0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
time time

Obrézek 6.2: Grafy ¢asové zavisloti thlovych rychlosti, modie zpétnovazebni systém (A +
BF),zelené systém (A + BF5)
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Obrézek 6.3: Grafy casové zavisloti fizeni u(t)

Porovndme-li ¢asové prubéhy odchylek viz obrazek 6.1, je vidét, ze symetrickd zpétna
vazba F nemd oproti zpétné vazbé F5 prekmit. AvSak zpétna vazba F5 ma rychlejsi odezvu.
Pomalejsi odezva u zpétné vazby F je zbusobena vlastnim &islem Ay = —2.1660. U metody
LQR nevime jaké vlastni ¢isla boudou prirazeny zpédnovazebnimu systému (A+BF), to je
nevyhoda metody LQR oproti metodé JFA.

Dale porovname-li grafy tihlovych rychlosti na obrazku 6.2 vidime, Ze ihlova rychlost wg,..
dosahuje vysoké maximalni absolutni hodnoty oproti maximalni absolutni hodnoté hlové
rychlosti wy,., tedy maz(|lwg.,(t)]) >> max(|wy,,(t)]). Naproti tomu pribéhy thlovych
rychlosti wg,.,wy, jsou soumérné vici casové ose, jejich maximalni absolutni hodnota
maz(|weps (t)]) ~ maz(|wy,(t)]) je cca 4 krat mensi nez hodnota maz(|wg,. (t)]).

Toto chovani souvisi také s velikosti akénich zdsahu fizeni u(t). Pro zpétnou vazbu F je
oproti zpétné vazbé Fj treba cca polovicni sily ke stabilizaci robota.

6.1.2 JFA metoda

Pii ndvrhu zpétné vazby metodou pfifazeni Jordanovi formy je obtizné védét, jak vhodné
zvolit Jordanovi bloky matice L, tedy vlatni ¢isla uzavieného systému \; € A(A.), kde

A.=A+ BF

je matice uzavieného systému pro stavovou zpétnou vazbu F. Pro navrh stavové zpétné vazby
heuristickou metodou JFA musime déle jesté volit m x n parametru. Pii pouziti explicitni
parametrizace zpétné vazby F(a) pomoci JFA lze dosdhnout minimélniho poctu volnych
parametru ;. Déle bychom také chtéli optimalizovat «; tak, aby byl komplexni ¢i redlny
polomeér stability (rc,Tr) co nejvétsi. Pocet volnych parametru je zavisly na volbé struktury
matice L. Pro dcel simulace zvolime nejdiive 2 matice L, pro které zpétnovazebni systém A,
symetricky neni:
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-10 1 0 0 —-10 10 0 0
0 -—-10 1 0 —-10 —-10 O 0
I2=149 9 10 1| ™50 0o —10 10 (6:6)
0 0 —10 0 0 —-10 -10
déle zvolime 2 struktury matic Ls, Ly pro Ay = —10, A2 = —13, pro které zpétnovazebni
systém symetricky je:
—10 0 0 —-10 0 0 0
0 -10 O 0 0 —-13 0 0
Ls=14 10 1 Li=10 0 —10 o0 (67)
0 0 0 -10 0 0 0 -13
Nyni provedeme opét experiment, kde vychylime télo robotu o thel ¢ = 5° od svislé osy
(rotace kolem osy x) a o thel ¢ = —5° (rotace kolem osy z), pocate¢ni stav simulace bude
% _[5hr _ 5w T
opét xo = [155 — 150 0 0] -

Zpocteme tedy zpétné vazby pomoci metody JAF a volné parametry «; optimalizuje dle
realného poloméru stability. Vypoctené zpétnovazebni matice:

—5.8718 —1.2794 —0.3474 —0.2846]
Fy3 = | —12.4872 —12.6618 —0.8603 —1.1669
0.7436  —12.6618 0.1654 —1.1669]

6.8360 9.4698 0.7563  0.9454 |
F3=|3.1509 15755 0.2775 —0.0249
11.2546 1.5721 1.3033 —0.0252]

[ 3.4785  4.2070  0.3859  0.4602 |
Fy=|-1.3053 —4.0788 —0.1990 —0.5528
| 8.2624 —4.0788 0.9708 —0.5528

[—3.7982  6.3628 —0.4236  0.6985 |
Fy = [=7.9492 —0.4960 —-0.9421 —0.1727
| 0.2799  —-0.5068 0.0958 —0.1738

Tabulka hodnot redlného poloméru stability piislusici k danné zpétné vazbé F;:

zpétnovazebni matice F; TR
Fos 0.9805789
F3 0.9805789
Fy 0.9847064
Fyo 0.9800853

Porovname-li ¢asové prubéhy odchylek ¢(t),1(t) pro navrzené zpétné vazby, vidime, ze
pro zpétnou vazbu Fb3 dostaneme vzdy pfekmit. Doby ustédleni se pii danné volbé vlastnich
¢isel témétr shoduji. Odezvy thlovych rychlosti se kromé zpétné vazby Fbs, kterd dosahuje
vysoké absolutni maximalni ihlové rychlosti v obou smérech, taktéz témér shoduji. VSechny
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Obrazek 6.4: Graf ¢asové zavislosti ihla pro vypoctené zpétné vazby
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—35 -5

time

Obrazek 6.5: Graf casové zavislosti thlovych rychlosti pro vypoctené zpétné vazby

navrzené zpétné vazby byly optimalizovany dle redlného poloméru stability. Nejvyssi polomér
stability vySel logicky u zpétné vazby Fjy, kde jsme zvolili dvé vlastni ¢isla (Ay = —13) dél
od imagindrni osy oproti vlastnim ¢islim Ay = —10 u zpétnych vazeb Fbs, F3, Foo. Dalsim
ukazatelem kvality fizeni symetrického systému by mél byt fakt, ze také zpétna vazba F by
méla byt symetricka, coz spliuji F3, Fy.
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7 Navrh rizeni pro prototyp

Cilem navrhu fizeni pro redlny prototyp je opét stabilizovat jej ve svislé poloze. Pro navrh
t{zeni pouzijeme linearizovany model 10. fadu vytvoreny Lagrangeovou metodou, kde matice
(A,B):

i 0 0 0 0 0 1 0 0 0 O]
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 10
App = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
91580  2.63 263 —1134 0  —2205 050 050 0 0
2.63 —215.80 2.63 5.67 —9.82 0.5 —22.05 0.50 0 0
2.63 2.63 —215.80 5.67 9.82 0.50 0.50 —22.05 0 O
75.25 —37.63 —37.63 63.01 0 14.25 —7.13 713 0 O
i 0 65.17 —65.17 0 63.01 012.34 —-12.34 0 0 |
F0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
Bo=| © 0 0 (7.1)

—0.4974  —0.4974  22.0475
—0.4974  22.0475 —0.4974
22.0475  —0.4974 —0.4974
—14.2495  7.1247 7.1247
0 —12.3404 12.3404 |

U prototypu mame k dispozici pouze méfeni dvouosého naklonoméru. K ziskani thlovych
rychlosti pouzijeme deriva¢ni ¢lanek. Pro navrh fizeni tedy budeme piepokladat, ze znadme 4
vystupy systému, proto pouzijeme vystupni zpétnou vazbu:

u(t) = Ky(t) = KC xz(t)

kde

Cio =

o O O O
o O O O
o O O O
o= O O
o O O
o O O O
o O O O
o O O O
_ o O O
o O = O
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Pri analyze zpétné vazby 4-bodového modelu jsme vypocCtem ovérili jeho symetrii a
dokazali nalézt symetrické zpétné vazby. Pro matici dynamiky A dokazeme sice najit Jor-
danovu formu J, ale nedokdzeme pro ni vypoctem najit tranformacni matici R, kde (J =
RAR™1), proto ptesné nedokdzeme ovéfit symetrii tohoto systému ani genericky najit syme-
trickou zpétnou vazbu.

Pokud chceme navrhnout zpétnou vazbu od vystupu pii znalosti pouze néklonu ve dvou
osach a jejich derivaci, nelze prifadit systému vSechna vlastni ¢isla. Pro navrh fizeni tedy
pouzijeme neuplné piitazeni vystupni zpétnou vazbou, kde pfifadime pouze ¢tyii vlastni
¢isla analogicky jako u 4-bodového modelu pro symetrickou strukturu matice Ls. Vypocet
zpétné vazby provedeme explicitni metodou JFA, kde L € R10*10,

Ly x )E)l )\1 8 8 1 00 0

| L3 _ 1 _

L= [0 *] , L3= 0 0 A 1| Qla) = 0(3 CE) : O? (7.2)
0 0 0 A\ 1 Q2 a3 oy

Pro explicitni vyjadfeni vystupni zpétné vazby K («) optimalizujeme vektor volnych pa-
rametru « = [ag ag a3 a4 tak, aby byl maximalizovén redlny polomér stability rg. Systému
prifazujeme ¢tyindsobné vlastni ¢isla A;. Na volbé vlastniho ¢isla A\; vSak také zavisi stabilita
nepiitazovanych vlastnich ¢isel. Pro volbu A\; < —4.1 jiz nelze nalézt vystupni zpétnou vazbu
K, kterd by systém stabilizovala. Takze volime A\; € (—4.1,0) a optimalizujeme « takové, aby
byl polomér stability rz maximélni.

Tabulka hodnot redlného poloméru stability rg v zavislosti na volbé A;:

vlastni ¢islo A1 | redlny polomér stability rg
-3 0.1817
-2.6 0.1828
-2.5 0.1848
-2.4 0.1844
-2 0.1789
Jak je vidét z tabulky, redlny polomér stability je maximélni pro hodnotu A\; = —2.5.

Vypoctem dostaneme optimalizovany vektor aop, = [10.4572 — 9.3547 6.2075 — 7.0323],
ktery dosadime do parametrického vyjadieni K (a) :

—2.7238 —0.4659 1.6035 —0.1483
Ko = K(aept) = | 2.5724  0.2997 —7.7385 —1.5095 (7.3)
—8.105656 —1.2476 —7.7385 —1.5095

Uzavieny systém (Ajg + B1oK10C10) ma vlastni ¢isla:

A1 = -33.7516 Ao = -14.0135 +23.03951 A3 = -14.0135 -23.0395i1

Ag = -10.5263 + 9.9861i A5 = -10.5263 - 9.98611  \g = -8.8615

A7 = -2.6285 + 0.45171  A\g = -2.6285 - 0.4517i Ag = -2.6485

A10 = -5.0246
Nyni simula¢né ovéiime vlastnosti navrzené vystupni zpétné vazby K pt, kdyz naklonime
télo robotu pro ruzné kombinace odchylek [¢, 1].
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Obrézek 7.1: Graf casové zavisloti odchylek [¢,1] = [3,3] od svislé polohy a odchylek

da,0B,0c od stiedu rozsahu voice coil aktuatoru

]
0
0

odehylkall[°]

—0.02

—0.04

—6 —0.06
o

Obrézek 7.2: Graf ¢asové zdvisloti odchylek [¢, 1] = [—3°,3°] od svislé polohy a odchylek
da,0B,0c od stiedu rozsahu voice coil aktuatoru

Jak je vidét v grafech m4 #idici systém pro ruzné nédklony jiné funkéni vlastnosti. Pro
pocéatecni hodnoty [3,3],[-3°,-3°] je splnéno omezeni na rozsahy aktudtoru |4(¢)| < d0. Pro
pocatecni body [3°,-3°],[-3°,3°] je vSak omezeni na rozsah aktudtoru dosti poruseno a pro
bod [0°,-3°] je tedy témér splnéno. Pii stabilizaci robota zélezi v jakém smeéru je télo ro-
botu naklonéno, coz neni moc zadouci vlastnost pro realny systém. Nicméné navrzené fizeni
ovéiime na redlném systému prototypu robota. K realizaci regulatoru vyuzijeme fidici systém

REX.

56



i

Obrézek 7.3: Graf ¢asové zdvisloti odchylek [¢,1] = [3°,—3°] od svislé polohy a odchylek
da,0B,0c od stiedu rozsahu voice coil aktuatoru
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time time
Obrézek 7.4: Graf ¢asové zavisloti odchylek [¢, 1] = [—3°, —3°] od svislé polohy a odchylek

da,0B,0c od stiedu rozsahu voice coil aktuatoru
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Obrézek 7.5: Graf ¢asové zdvisloti odchylek [¢, 1] = [0°,—3°] od svislé polohy a odchylek
d4,0B,0c od stiedu rozsahu voice coil aktuatoru
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7.1 Aplikace tizeni v REXU

Pri aplikaci vypoctenych fizeni pro prototyp robota jsem zjistili nedostatky, které jsou
zasadni pro stabilizaci. Jednim nedostatkem je doba ustaleni naklonoméru. Zahrneme-li toto
omezeni do stavového popisu, dostaneme systém 14. fadu, pro ktery se pokusime navrhnout
zpétnou vazbu. Vystupni zpétnd vazba lze jeSté vypocitat pro parazitni ¢asové konstanty
T = 3—13, T = %, pro vétsi casové konstanty jiz vystupni zpétnad vypocist nelze.

ChR4
ut
WCN_SATIT !

e LW ADD

LGt LIN2

Obréazek 7.6: Schématické zapojeni vystupniho regulatoru v REXu

Matice linedarniho modelu po zatazeni parazitni ¢asové konstanty 7 = 3—13, T = 15

4 { 0 0003 0000 0 0
Ay — 1°| 000 030000 0
14____‘_____ 40719 00 0 0 00 0 16 0
0000 0000 0 16
Agi0 | Agy

33 0 0 0 B

A= |0 B0 o o

0 0 —16 0 S0

O 0 0 —16 00 o

0o 0 o]




1 0 0 O
zeros(4,10) [0 1 0 O

Ciy = ( ) lo 01 0 Dy = zeros(14,3)
0 0 0 1

Pokud pro tento systém S14 ~ (A14, B4, C14) navrhujeme vystupni zpétnou vazbu meto-
dou JFA anologicky jako pro systém Sip ~ (A1g, B1o, C10), dostaneme opét omezeni na volbu
A1. Pro volbu A; € (—2,0) lze jesté nalézt parametrickou vystupni zpétnou vazbu Ki4(«),
ktera stabilizuje systém Si14. Vzhledem ke slozitosti vypoctu optimalizujeme vektor volnych
parametru « dle komplexniho poloméru rc.

vlastni ¢islo A1 | redlny polomér stability r¢
-1.8 0.0164
-1.5 0.0263
-1.0 0.0238

Podivame-li se na hodnoty tabulky, nejvétsi komplexni polomér stability je pro volbu A\; =
—1.5, kde optimalizovany vektor parametri ooy = [9.5239 10.8146 2.6539 0.2147] a vystupni
zpétnd vazba K (aopt):

0.0805  0.0303 —0.5999 0.8390
Kis = K(ogy) = | 89243 51623 —1.9005 1.5860 (7.4)
~8.9243 —5.1028 —1.9005 0.1163

Vezmeme-li v potaz komplexni polomér stability r¢c = 0.0263 zpétné vazby K14 je pfiblizné
o Fad niz8l nez redlny polomeér stability u K19 ~ rg = 0.1848. Tato skutecnost prispiva k faktu,
ze i pro velmi malé odchylky modelu od realného systému, je uzavieny systém destabilizovan.
Tedy navrzend zpétna vazba K14 je velmi kiehkd vzhledem k perturbaci v prvcich matice Aq4.
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7.2 Treni u auktuatoru

Druhou vyznamnou komplikaci pti aplikaci fizeni u vyrobeného prototypu robota je tfeni
mezi magnetem a civkou aktuatoru zptsobené tihovou silou Fy. V opacném sméru proti
vstupni sile Fy, pusobi vzdy treci sila Fy.. Pusobeni tieci sily zavadi do linedrniho pohybu
aktudtoru nelinarity, coz zpusobuje nelinedrni chovéni aktuatoru.

magnet

Obrazek 7.8: Nakres aktuatoru s novym uchycenim ke konstrukci robota

Pro spravné fungovani navrzeného tizeni by mélo byt pusobeni tieci sily odstranéno. To
castecné lze zajistit pokud k signédlu fizeni pfi¢teme sinusuvy signal o vysoké frekvenci. V
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regula¢nim schématu 7.6 je proto pouzit blok SG, kterym pfi¢itame ke vstupu aktuatoru
sinusuvy signal, avSak tfeci sila nevymizi Gplné.

K uplnému odstranéni tieci sily Fy, pusobici na zavazi aktudtoru by bylo tfeba navrhnout
nové ukotveni aktuatoru ke konstrukci robota. Pokud bychom nahradili uchyceni magnetu
aktuatoru pomoci jedné pruziny soustavou alespon 3 pruzin, bylo by tfeni plné odstranéno. Na
obrazku 7.2 je navrzeno nové ulozeni aktudtoru, které obsahuje stejné tuhé pruziny Py, Ps, Ps.
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8 Zaver

Préce se zabyva ndvrhem zpétné vazby, kterd ma stabilizovat prototyp jednonohého ro-
bota. Rizenf je navrzeno pro rizné modely jednonohého robota. Vlastnosti riznych Fizenf jsou
ovéfeny pomoci simulace v Simulinku a stabilizace je vzdy dosazeno. Pti aplikaci navrzenych
fizeni jsme vSak narazili na rozdilné chovani realného prototypu a simula¢nich modeli. Pro
naklonomér realného prototypu je doba ustéaleni cca t,, = 0.1s, avSak pro navrh zpétné vazby
jsme ovérili, ze vystupni zpétnou vazbu lze nalézt pouze pro ndklonomér s dobou ustalneni
mensi nez 0,033 s. Dalsi rozdilné chovani redlného prototypu oproti modelu je tfeni mezi mag-
netem a civkou aktudtoru. Abychom zarucili spravnou funkci navrzeného fizeni, mél by byt
navrzen novy prototyp, kde bychom pouzili ndklonomér s mensi dobou ustédleni (¢, < 0.033
s) a aktudtory s novym uchycenim ke konstrukei robota viz. obrézek 7.8. V piiloze je uveden
datasheet ndklonoméru, ktery ma dobu ustéleni ¢t,, < 0.025s, coz je dostacujici k navrhu stabi-
lizujiciho fizeni. U nového prototypu by k ulozeni aktudtoru také bylo tfeba pouzit pruziny o
znamé tuhosti, nebot pravé tuhost pruzin vyznamné ovliviiuje dynamické vlastnosti systému.

Déle jsme v praci zkoumali symetrii systému a ndvrh symetrické zpétné vazby. Symetricka
zpétnd vazba se chova stejné pro vSechny sméry naklonu robota, proto by bylo vhodné, aby
navrzend zpétnd vazba pouzitd k Fizeni redlného prototypu byla také symetricka. Nicméné
vzhledem k vysokému fadu modelu prototypu (10.fdd) jsme pii ndvrhu symetrické zpétné
vazby narazili na velkou slozitost tlohy, pro kterou dosud aplikované numerické algoritmy
v sofwaru Maple nenaleznou transformac¢ni matici R pro pievod matice dynamiky A do
jordanovi formy J. Proto jsme nebyli schopni zaru¢it symetrii vystupni zpétné vazby pro
model systému 10.fadu.
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Prilohy

Vektor hybnosti H,

Matematické vyjadieni slozek vektoru momentu hybnosti H; v sekci 2.4.2

h1
H, = |ho
hs3

hy = (=m((syr — cpcoh)(=syr + cycph) — sLh?)—

—m((—\ggSW“—;cwscpr—cd,c@h)(;swr—k?c¢s¢r+cwc¢h)+(\ggc¢r—s¢h)(—\égcsor—kswh))
—m((—%s¢r+ \fcws@r—cwc@h)(;swr—?c¢8¢r+c¢c¢h)+(—?c@r—swh)(?c@r—kswh))
—M(—cicilQ—siﬂ));igo—i-(ms(ph(cwr—i-%cwh)—m(\fc@r—s@h)(—;cwr—i-\fswswr—i-swc@h)
—m(—\égcwr - s¢h)(—%cwr — \égsd,ssor + sycph) + Ms¢l2swc¢)%w
ho = (—m(—cyr — sycph)syh — m(%cw‘ - \ggswswr - s¢c¥,h)(—\g§c@r + sp,h)—
—m(%cwr + ?s¢s¢r - s¢c¢h)(\é§c¢r + syh) + Ms¢l23¢c¢)%cp
+(=m((sypr — cpcph)(—syr + cpeoh) + (—cpr — syeh) (cyr + sypcph))—
—m((—%sw — \égcd,s@r - cwqph)(%swr + \fcd,s(pr + cypcph)+
—I—(%cw - \fswsw - swcwh)(—%%r + \ggswswr + sycph))—
—m((—%sqﬂ + \gg%swr — c¢c@h)%swr - ?c¢s¢r + cycoh)+
+(1/2¢cyr+ \fswswr — swcwh)(—%cw“ - \fs¢s@r + sycoh)) — M(—c?z,(c%,)Ql2 - s?pcilz))%w

64



h3 = (=m(cyr + sypcph)(=syr + cypcph)—

1
—m(—scyr +

3
5 = CyST + cypcph)—

3 1
——SySel + 3¢c¢h)(§swr + 5

2

1
—m(—scpr —

4ot
B ¥

3
——CySeT + cypCoh) — Mcd,cilst) 7

3 1
——SpSeT + Sycoh) (5 5

9 25¢T —

1 3
——cor + Sph) (=5 sy — £(:wsg,r — cycph)—

+(—msph(syr — cpcph) —m(— 5 5 5

d
-

3
~Sepser — eycph) + Meyceyl®s, g

].
w 2

3
——cor + s¢h)(—2

_m( 5

4-bodovy model

Substituce zavedené pro soustavu linearnich rovnic 2.41 pro 4-bodovy model:
b1 = gmr —3mcwc h?—3mh2+3mh3c> +2mr2ci i ;’mc r —Mc2 c2l2 Ml2—|—Ml2ci
by = —3508pC(6mh? — 3mr? + 2M1?)

¢1 = —5808pCo(6mh? — 3mr? + 2M1?)

co = —3mr? — 3mh202 + %mcg,rQ — MZQCZ,
ay = —%U3s¢hsw\/§+%u;;s<p\/§s¢r+%u28¢\/§swr—iugs@h%ﬂ—%ulscﬁ,ﬂ%r—i—%uls@h%\f—
iugcd,h\[\f 1ugc¢,fr\f+ 1U3cwh\f\f+ 1uch\frf 3w¢mc¢wwr swc + 5,9 Ml —
wwmr sww(p + w¢Mw¢,l Sy + 3w¢mw¥,h23¢ 2Ms@l cwww — 6ms¢hzc<pw + 3ms@wir2c¢,
2w¢Mc wsal Sy + ZMCwC@ZQSS@w + 6mc¢s@w h2 Cp — 6w¢mc w¢h25w — 3ms<ph cwwd}% —
Mswl cwwwcw + 3w¢mcir Sywy + gmcwrzcd,ww% 3mc¢c¢w@r Sp + 2w¢Mc¢c¢l2sww¢ +

6wwm5¢w¢cih2cw + 3s,gmh
ag = %wgpmq@rzcwwws@ - 3w¢ms¢h20¢wwc¢ — w¢M5¢l20¢w¢c¢ + %u:grc@\/i— %u;),qph\/i—l—

iuzrcwﬂ— %uzcwhﬁ—%ulrcwﬂjt 1 ulcph\f—l—MZQ%wQ —3w¢mc¢w¢r25¢+2wch¢l25¢w¢+

6w¢m8¢w¢h26@ + 3mw3)h23¢ ;’mw r? Sy + 3mc r? sww — 6mcawih25¢ — 2Mciwil23w +

3sycpogmh + syc,gMI
kde

cosp(t) = ¢, sin(p(t) =5, cos((B) =cp  sin(u(1)) = sy

NS popis pro 4-bodovy model

Ze sekce 2.5 uvedeme popis funkei nelinearntho statového popisu 4-bodového modelu:
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filx,u) = z3
fa(x,u) =24

funkce fs(x,u), fi(z,u) ziskdme provedeme-li substituci stavovych proménnych do feseni

soustavy rovnic 2.41, kde proménné jsou 1hlové zrychleni e, ey. Plati tedy:

fz= %(488301cxlthMl2$§ci2+24thCglsxlngc§2—12mcglr28xlngciQ—|—24Ml20331szlgmhc§2—|—

3mc2 r3ugce, V3V2—3mc2 r3usce, V3V 24+6mriuzcy, hy/3v2—6mriusce, hv/3v24+12mr?ug sp, hsg, V2 —
6mr ustlhs@\f 12mr ulsm\fsm—i—Gmr ugsxlfsa;Q—i—Gmr ugsggl\fsgc2 6mr ugc$2\f\f+

6mr UQCIQ\[\f 7254,Coym 2h4 85110x1M2l4 2_6mr U3sx1hszz\f+6mh30,£1u?,cm\f\[f
6mh3ciluQcm\f\f—i—3mcmr uzcmh\f\f 2Ml20x1u;),012\fr\f—|—6mh20I1uch2\f7“\f—
2Ml205261uzc$2h\/§\@+2Ml205261uQcm\/gr\@—l—QMFcilugcmh\/g\/i—3mc§1r2u;;c$2h\/§f—

6thc2 U3cx2\fr\f+24mr ngcmcxll sz2x4+48mh2c§1ngchZ23x2x4—24mcilr2x3Mcw2123x2x4+
4855,¢2 mh2:ﬂ3Ml Cx21'4+728x16x1 m2htric 2—1—8lecmlM2l4:L‘§c%2+72m2h?’c§1sxlgc%2+8M2l3cilsmlgc§2+
72m2h4c 1x33$2x4cx2+18m lr T3C1, T4z, +S8M214ck L\ T3Cqy Sy Ty — DAM 7'4:1:30952374%2 %1 -
24m7’2M5x1l20x1:U§—|—24mr2x4Mx3l25x2—|—72m27‘2c§25$11:3h cx1—72m2r :L'4c {Egh Sao —72m?r sx1h2cx2xiczl—|—
72m2h203 r2c$2x4sx1+24mc 7°2Ms$1l c$2 —24my? x4Mc o3l sw2+24mr2Mc Qle sxlx?)

24mr2Msxll cx2x4cx1+72m 72 :1:353629340 h cx2772m2h20 zgcx2x4r25x2748mh20 xaMxsl? Sqy—

48mh? ilMszll20z2x4 36m?2r m4sz2x3+54m r 5$1x30$1+72m 254, gh—T2m>r 3$1h2011x3+
72m27"2:1:4x3h2sx2+54m2r4x4031sx2$3+36m2r4cmcx2xisxl—54m2r4cg2ﬂ2cx1x33x1+24m7“ Sz gMI—

72m?hic? x4$3512—72m2h4cxlsxlc$2x4 18m?c r4012xisx1—8M2l4 1w4x38m2—8M2l4c§1swlcmmi—i—
851, C2 M2l4x30x2x4 488y, ¢y mh2M 12 3+72Sx26w m2h4$30x2x4 36m2c2 sy, ghc2,)/(18m2ri+
36m2h2r2 + 12mr2Mi? —i—36mZh402 c2 +4M2l402 e +24mh3c? Ml2 2 9m27“402 c2)

€T1 -T2 T2 "T1
f1 = 3(=AMPurrey, V2e2, +AM 1Py e h/2¢2, +6mh*ugrceg, V/2c2, +2MPugre,, vV2¢2, —
2Ml2u26x1hﬂc§2+6mh2u;grcxlﬂc%2+2Ml2u;),rcxlﬂcZZ—QMZQU;gcmh\/icgg —6mr2ulczlh\/§cg2+
3m7”2U2Cx1 hﬂciz — 6m7“ZU3cx1h\/§ — 6m’r2uzcm1 hv2 + 12mr2ulcx1h\/§+ 6m’r3ulcm1 \@022 —
3mr3uch1ﬂciQ—Smr?’ugcwl\/§C§Q+12mh3ulcmﬁc§2—6mh3uQcm\f02 —6mh3ugc$1\/§c§,2+
3mr2u;»,cxlh\/icgz—12mh2u1rcz1fc —48mh2w3Ms$1l cx2x4cz1+48mcmcilh%gMlel Tq—
48mh203 w3M5x1l20$2m4—24m7" 3.3

o x1333MS;p1l z4+24me3 rirsM sy, g, wa—48mc2, c2 h2M1%s,, 23—

72m2e3 c3 h2xsr? x4sx1+48mh2x4Mcxll 53,;1:Eg—i—24mc2 3 hstzg]\ﬂ—k?ZmQh%3 :cgrzcmmsxl—i-

:L‘Q T1 T2 "x1

202 2 M2 2.2 3 2 2 B2
24mr?cs ci M1 sg,a3 —12mr2c2 c3 su,gMIl+24Mc2 c3 125y, gmh + T2m2c2 IQ xlh 1'37‘ 250, +
2m ciQCilh‘lxgsmlm — 72m2h4cmx3sxlcx2x4 + 18m?r? 3362 i1x33343m1 — 36m r 03202 xlsngh —
18m? c 7"41‘3012.T48x1 — 72m2h4x381103,2x4cx1 48mh2Mc T lzsx2 + 18m?r?t T3Cy, CunTaSy, —

24m7“2Mc 1$§l28$2 +24mr?s,, iy gMI1 — 8M2l49r:35>’$1cmga@;cgg1 +8M?3c3 Coy 21143735:51334 —8M2*

cilxgsxlcmzu—?)sxlsmcxlmr?’u?,cxz\/gf—i—?)swlsxzcxlmr uQc@\f\f 65xlsz20x1mh3ugcm\/§\/§+
65z, SzyCxy MM UQCIQ\fﬁ—12mr3ulcx1\/§+6mr u20x1f+6mr u;gcxl\f 8sx26ilM2l4cx2xi—
18335204 m2ric,,x3— 723120§1m2h4cx2x?1+723m20 m2htc,, 3 +8s,,c2 M2l4012xi+18512cglmzr‘lcmxi—
2M sz,1 smcmugcmh\/ﬁﬁ—i— 2Msx1l2sx2cx1u;gca;2 V3rv2

—2M sy, smcxlugcm\fﬁf—{QMsml smcmluchQh\f\ij()‘smsmcxlmh Ug,cm\fr\f—
652, 525 Cay MM2U2C2, V3TV 24354, S5y Coy M2 U3Coy W3V 2— 354, Sy Coy M2 U2 Cpy W/ 33/ 2—18m 214 igcilxgs@—
8M2032011l4sx2x3+8M2022 §1l35mg+ 8M2l4x4czlsxlm3+48mh2Ml25x2x3+72m2h T48g, T3Cqq —

72m2h2021r23$2x§—54m r4x4c$1x33$1+72m 72835 Coy Gh— 72m2c§20x1h4$38z2+72m2 :202 ?Clh?’smg—

72m2h4031x§3x2+54m27‘402 Sz, T3—8M214c2 $35x2+72m2h4x38x —18m2rtads,, + 8M?1ts,, 25—
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24m7“2;v4Mcxll smlajgc —|—48mh2:v4Mczll le.fL‘gc —728;]526 2h20$ T +72m2h2x4cmx3r2311+
723952(: 2h2cx2x4+18m 7‘456403613:339510 +72m2h4x4sxlazgcmc +8M2l 334Cx18m1$362 +
24mr? ;U4Mcx1l Sz, T3— 2433620 mrQMlzch:E4+48stC mh2Ml2Q,;2 72m2h2m4cm1x3r28mc§2
485, C4 thMl2c$2x4+24sx2c 77”L7“2]\4[l203523t74)/(18m27°4—|—12m7"2Ml2 Im*rtc2, c2 +36m>hiri+
36mzh402 2, +AMPIAE 2 —|—24thc2 MI?c2))

Tl T2

Rychlosti v L-modelu

Abychom vyjadrili kinetickou energii je tfeba znat rychlosti hmotnych bodt va,vp, ve.
Rychlosti v; = [v;(1) vi(2) v;(3)]T vyjadifme po slozkach .
1) =— +(L2)(a+do))+(¥2)cs(L54) —ca(LB)call— (L2 5
va(l) = —sp(4B) () ( )(0a+do))+(357)ea(Gz0a) —ca(GB)call— (357)r+(357) (04 +
00)) + 5350 a(l — (1)rv/2+ (42)(6a + do)) — (L)spea(£6.)

S

[

vA(2) = ca(LB)((2)r+(32) (3a+do)) + (%) s5(L04) —s5(LB)call—(2)rv2+(2) (6a+
do)) — cgsadall — (L2)r+ (2)(0a + do)) + (P2)csca(Loa)

va(3) = cagpall = (CR)r + ()04 + do)) + (2)sal(F04))

vp(1) = —s(LB)(~(R)r — ()6 + do)) — (B)es(Ldp) — ca(LB)call — (2)r +
(*2)(0p+do))+555a (L) (I—(3)rv2+(32) (0p+do)) —(5)s5cav/2((£88))— ()e (L B) saV/3((L2)r+
(2)(85 + do)) — ()sscal(La)(3)rv2 + (65 +do)) — (22)s554((L05))

2y — (L) (65 + do)) — (%2)s5((L08)) — ss(LB)call — (R)r +
(2)(85+do)) —cpsal Ea) (- (L) r+(L2)(0p+do))+(*2)cscal H08)— (3)55(%8)s5av/3((%
(L)V3((L2)r + (L) (05 + do)) + (L2)essa(L5p)

RS
S
£
i

vB(3) = calEa) (I~ (L2)r+ () (0p+do)) + 250 L05)+(3)sa(La)V3((R2)r+(32) 65+
do)) — (L22)ca(L6p)

vo(1) = —s5 L B(=Y2r — Y2 (8¢ +do)) — Y2es(L60) — cs(LB)ca(l — L2r + Y2 (5c +do)) +
sp5aba(l — Lr 4+ Y2 (60 + do)) — Yspca(L80) + co(hB)sa(— 2 (—Y2r — Y2(60 + do)) +
VB (25 4 YV2(50 4 dp)) + s5a(La)(— 2 (= Y21 — Y2 (50 + do)) + L2 (L2r + L2(60 + do)) +

— cy(LB)(—2r - 42(5C+d0))_§sﬁ(;;t5c)_sﬁ(%ﬁ)ca(z_gr+§(50+do))—
cgsa(gra) (= Pr+ P (0 +do)) + Fescal(§00)) + 55(§8)sa(— L (— P — 2 (Fc+do)) +
ﬁfwé?(mdo))—cﬁca(gt (= (e — {6+ do)
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Substituce a reseni soustavy 2.66 pro L-model

_ 1 2 1 1 2 2
ap = 5myqqr — 2mzq41d0 2mzqmdo Zmzqmr 5M2q51Cq40 910 +mz\/§q515q40q41l —
1 1 2
%sz5lcq40lf +mzq518q4OQ41do+ ngcq5ocq40\/§ QmZQ41Q1O_§TZQ51Q1O_ka_mZQ515Q4OQ417'+
2
szgsqso\@ 2m2q51cq40d0 + mz‘]mcqwr + M2G519105q40941 — §mz(J41l\@+ kqio

a2 = émzq52)1cq409205q4o \/§+ 1ngcqso Sqao \/>\/>+ 17712'¢]£’;1(]2OC(14()Q41 \/>+}Lmz(J517"cq4o Q41 f‘i‘
4mzq51CQ4OQ41 \fdo ngQE)lC‘MO Squo \/>d0 2m2q51cq40l\/> + ngcqsocqwf + m2q41r
;mzqudo gmz%ldo sz%ﬂ" ngQS15q4OQ41dO 8sz510q40(I20 sz\[%lsqzxo%ll
ka + szq513q4OQ41T gmzq510q4odo + sz510q4oT 2mzq51Q205q4oq41 + kg0 — %mzqgﬂho -
%mzqzlfho - %771,295(150\/§ 4mzq5lcq40lSQ40 \f\[ QmZQ41l\/>

asz = _}lngcq505q40 \/>\/> }lmZQSITCq4OQ41 f—%mZQSlcq4oQ41\/§d0+%mz(£1cq4ost]4o \/?:do—
%mzqmcqml\[%- ngcqs,ocqw\f*' sz51Cq4oq303q40\/§—imz%l%ocmquﬁ%—%mzqzlr—
gmzq41do 2mzq51do szqslr %mz%18q4OQ41do 2mz\fQ515q4OQ41l—k‘a+%mz%15q4o%1r—
szq5lcq4odo+ ML q2 C, T — E M3 q30— 5221 q30— § =021 430C2, — $TM=05g50 V 2— 5205130 S a0 a1+
kqso + m2q510q40l$q410\[\f 2m2q41l\[

as = —1m.g51020Cq0 V3021 + 3M2q51V 24315000 + 3M2q51V/ 20218500 + Mzqu1lv2q31 +
M= qu1lV/2q21 —$M 2051621 Cauo V3do — 3221 g30V/3do+ g2, 420V 3do— 2. g gy Caun V3V 2030 —
1M2G517Cqu0V/3q21— émzqélcioq%of M=q51V/ 211 Squ0 L+ 1M 45143000 V3031 + 22451431440 V/3do—
szQSlcqml\/»\/»CDO + 2m2q516q40l\/>\/>q30 - 3m2q516¢Z40lr\/>SQ40 + mzq5lctI4ol\fQ2OSQ40 +
mqulctMol\fqu?OSqm+3mcq510440l\fd08440 3mcq516¢I401r\f3tI40+mzq5lcQ40ZWQ1OSQ40+3mzq5ICQ40lﬁd05fI4o+
IMQ517Caa0 V3431 — 3M20Cq50 Sq10 V2420 — gngcqgosqm V2do+im.q2 30 V343 mzq5lcq40qgof -
chgchosm\fdo + ngcqoosq4grf sz90q008q40 V2qi0 — mchnrqu + 4mz(J41Q30(I31 +
sz41Q1OQ11+ZmZQ4IQQOQQ1+mzCJ41q11dO 1Maqa g1+ Mg ga1do— M qa1 31+ M qa1gs1do+
mz‘]41lﬂ(.711 - %ngc%ost]zxo \/§Q30 + %mcgc%o SQ4OT\&+ %mcq§10q407“25q40 + %mcqglcﬂod(%‘s%o +
3mcq§1 CQ4ol23q4o + %mzq?,l CQ40T23q4O + %mzqgl Cqao q%08q40 + %mzq?,l Cqao dgsqw +3mzq§1 Cq4ol23q4o -
%mzqn")lrstmo 431 — mkgc%o 8440lT + %mzq?)lc%oqg()stmo + %mzqglqgocqmst]w + mle2q§ICQ40 Sqao —
31MeGCas0 Squol-HM2 Q11051 8g40 T — 3 M2 G517 S a0 021+ 52051431 Squo Q0 —1102G51q11 S a0 do+ 312051621 Squ0 Ao+
$M2q510205q40 021 + 3M20510305q10431 — M2G51G105¢40q11 — 3M2GCqs0 Squol — %mzq§1l\/§ﬂq30 +
1M V3V 2q20+m g2 2, a3V 3do—moqE 2, 420V 3do— M2 qE1 Cauo T Q105 qu0 — 3 M2 GE1 CaioT A0S g40—
ZszE%lTQZOCq:;o 3q40+%m2q§1%0d00q40 3q40_£mzq52)17’Q300q40 Sq40+%mzqglcq4oq30d05qw_%mcq§16q4ord05q4o+
sz%lclMoqmeS(Mo - %mzqglq?%o\/g + %ngc%ocqw \/g\/iq20

5 = 512421 5q.0 4410 — M2 Q118030 Qa1 T+ 5 TN=T S 40041421 57102420540 441421 — 312 G S g5 Caaol—
315 g0 Caaol =K GS 450 Caanl T+ 5M2430Cq40 441V 3431 5110205450 Caso V2420~ 329 50 Cqan V 2d0—
%ngsqm Cqao \/§QIU+%mng!I50 Cqao Tﬁ_ %mcgs%o Cqao ﬂd0+%mcgsqso Cqao Tﬂ— ingcqso \/§QQ0+
M2 51941930V 3do— 51441920V 3do — T1M27 S0 451 V3030 — 112G S50 Squo V3V 220+ 51 03405\/5(121 -
m.qs1ca, lqa \/g\/§Q3o+mzq51cg4OZQ41 V3V2020—3M2051¢4401Sgu0 V3V 2031 =22 451 €440 IV 20108 440 Q41 —
6mM.cq51Ca40 IV 2d08g40 011 — 612451 Cau0 1V 2d08 410 Qa1 61451 Cai0 1TV 28 440 Qa1 — 20251 Caa0 1V 2020 840 qa1 +
6151 Cqu0 TV 25 440 041 — 22451 Caa0 1V 2430 Sgao @1 + 52051 Caao 1S ga0 V3V 2421 — 512 9S50 Cauo V2430 —
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TM2020Cqu0 441V 3421+ G512, IV 2011 — 1M 9Cq50 V 2430+ 5M2 051041 G50V 3+ § M50 S a0 01 V 3+

1MV 2430000 @3 I 1M 2/2020Cq40 qill—émzqg?osqm @ V3-2m.qz €2, 430441 V3do+2m.gs1 €2 ,,420441 V3do+
imzrsqm ah \/§Q20—|-i’mz(J203q4o a3V 3do— %mz V2¢10¢44 qul+mzq51c24olx/§q31+%ngcqso V2qi0—

imzmqm q41 \/§Q21—%mz%1 Q41q§o\/§+mz%10§40 Q§OQ41 \/§+%sz31 Cqa0941 \/gdo—l—%mzrcqzm qa1V/'3q31—

12021 Cq404a1V 3do— T2 430 Su0 U \/gdo-i-%mz%mﬂl\/g\/i%o— $M2q519211V/ 3V 2q204+9mMG51Cq40Td0 S0 qa1 —
21251 Cq40 910405 qu0 941212051 Cqu0Tq105q40 941 F9IM 251 Cquo T A0 S 4o Ga1+(7/2)M 2 G517 G20 Cqu0 Squo 941 —
%mz%l%odocqm Sqao Q41+(7/2)sz51?“Q300q40 Sqa0941— %mz%l Cqa0930008 40941 — M 251 Cqyq Q%Osqm qa1—

§sz51 Cqao d% 5¢40q41—6Mq51Cq4, 123q40 441 =M 2q10Cqq qz1 d0+%mz9200q40 qz1 dO"‘%mz q30Cqy0 qz1 do—

1MM2451Cqy0 q§08q40 qa1 — %mz%lqgocﬂosqm qa1 — 2mle2(J5lcQ4o Squoq41 — %mcgﬂct]m r23440 qa1 —

%mcqm Cqa0 d(Q)SIMO q41 _GmCQ5lcq4o l23q4o qa1— %mz G51Cqyg T23q40 g41—MM2Qg51 0240 Q§0(J41 \/g‘f'ings%o Sqa0 \/g\/i(Bo—i‘
M 2451Cq409208 g4 \/§Q21 —M2G451Cq409305qa0 \/§Q31 —M2451Cq409315q40 V3do+m. 451Cq40921Sqa V3do+

M>q51930931 +M2G51920G21 +M2q51G10911 +M>q51q11do +M2q517q11 +M2q51G21d0 +M2q517¢21 +
M=q517q31+mqs1931do— M2 q517q31 ¢ +im.gsn 2,31 do+3mq315q40qa1do+M 251 c2,oarido—
mzq5lc§40rq11 —%mzqmmmcgw +imzq51q21doc§4o+%mzq§ocq4o QZ1+%mz7“3q4o Q41Q31+%msz303q4o q41931+
imz«ﬁocqm ah + imz%wgw G20421 + isz51Q3oC§40 g31 + Mzqs1 6340 410911 — Mzq108¢40941911 —

%mzfﬁocqwcﬁl — M 2115409410

by =m,

bs = m,cq,T — %mzx/ic,ml

ca = gm.rV/3 — ym.IV3v2
5 = f%mchwr + imzﬁcqwl
es = tm.rv/3 — tm.lV3V2
e3 = —3m.rv/3 + tm.1V/3V2

eq = 3m,Iv2dy +m.Iv2q20 — 3mulry/2 +mL V210 + Mol 2g30 — 3melry/2 + 3mel v/ 2do —
mzrqio+maqiodo — 1M.rqe0 + maqaodo — mzrqs0+ Tmzgsodo — Smerdo — Sm.rdy+ §m.di+
%mzq%o + %mcd% + %mzqgo + 3m, 2 + %mCTQ + %mZTQ + 3ml? + mklT? + %mzqgo

€5 = — %mz (*26‘]%0 Squo *29730 Sqao +4Q%0 Sqa0 *4‘]305%0 do *qgocqw \/§+8Q1OSQ40 do *4q205¢J40 do+
q%ocq40 \/3—2rcq40 \/§Q30—2q300q40 \/§d0—|—4\/§q108q40l+2rcq40 \/§q20+2qgocq40 \/?:dO—Q\/tiOS(MOl—
2\/§q3OSQ4ol)

1
f1 =m.cqur — §mzﬂcq40l

1 1
fo= —5MCqueT + Zmzx/icqml
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fo=— émz (_2‘]%0 Sqao —2(]%0 Sqao +4q%0 S¢40 —4G305 4400 _qgocqw \/§+SQ108Q40 do—44g20544do+
Q30Cas0V 3—27Ca00 V3030 —2430Cqu0 V304V 2108 440 [+ 27 Cau0 V' 3420 +2020C g0 V30 — 23/ 20208 g4 L —
2\/§Q305q40l)

2 1 2 2 2 2
fs =mzc2 V2020 + 5200 @30S qi0 V3 + M2, 1V 2430 + mac2, IV 2q10 + 3mzc2, 1V2do —
3m,c2 Irv2—im.co G208 V3+3mec2 1V 2do—3mect Iry/24+marqro+m do+m,rqoo+
2Cqu0 2M2Cq409305q40 cCqu 0 cCqy0 27410 241000 27420
3 2, 1 2 .3 2,1 2 .3 2
mzq20do+m;7q30+m.q3odo+3merdo+3m rdo+5m.dg+5m.qiy+ 5medy+ 5m2q50+ 5mer” +
3 2,1 2 7 2 1 2 9 2 2 2
gng + §ng20 - zm;m:aolcqw + ngcqwasodo N %mccqwrdo;; m203q40q102do 8 ﬂ;chw;me —
2M2Cy rdo— 1"M2T420Cy,, + Zmzq?odocﬂo + 8"M2430Cqy0 +mklT Caa0 + 1MecCqye™ + 1MecCyyq dO +

2 52,3, 2 2,1, 2 2,3 2 ;2 2 52,1, 2 2 1
3mccq40l +3macy,,T +szcqwao—i—zmchwd0+3mch40l +§mch40q20—szcqmlsqw\/g\@q;go—i—

%mchg)lsq;;o \/g\/5q20 - mch40 q308q40 \/§d0 + mZCQ4o QQOSq40 \/ng
kde
Sin((MO) = Squo COS((MO) = Cqqg Sin(%()) = Sgs0 COS(%O) = Cgsg

Soustavu vyfeSime ve vypocetnim softwaru Maple 16, dostaneme FeSeni:

q12 = (— ficabg31bies — bgllcyb fses — ficaagbies + ficaF3bies 4 ficaezasby + Ficabs fsez —
arcaby fsez — arbieq fs + arbies fs + fibjesas — fibiesas + Fibieafs — Fibies fa + 2a1cacses fa +
ajcyeaby fs — 2aicqeacs fo — arcsesby fa + 2a1bieqcs fo — areabics fa + fresbicsay — fibiescsaz +
flbl 64C5F3 — flblc5e4a2 + f1b10564F2 + f16563b1a4 — f16462()1a5 + 2f1646285a3 — 2f1046265F3 +
Jicabiesaz— fieqbres Fo =2 ficacsezan+2 freqcses Fo —2F cycses fo— Frcgesby fs+2Ficqeacs fo+
F10563b1f4—2F1()1€4C5f2+F1€2b105f4—bqllb%€4f5+bq11b%e5f4—f161€465bq31—flblc564bq21+
2 frcaeacsbq3l+ freabiesbq2l — 2 freqcse3bq21 +2bgl1cycses fo+bgllcgesby f5 —2bgllcyeacs fo —
bq1105€3b1f4 + 2bq11b16465f2 — bq11€25105f4)/(b1(—C462b1f5 + C4blf563 +C462b5f1 — C4b5f1€3 =+
2c4€205 f2 — 2c4cses fo + csesby fa — bieabs fi + eabics fa — 2biescs fa — bies fa + bieafs))

q22 = —(—foblesas + fobiesas + aszcabiesfo — ascaeaby fs + ascaeabs fi + asbiescs fo —
azeabics fy — e3Fibsca fo — e3Fabica fs — e3Fabics fa + e3Fabscy f1 + esaibscy fo + esazbica fs +
€3a2b165f4 — 63GQb5C4f1 — 63a4blc5f2 — 63a5b104f2 + f262()165(14 + f2b1€4b5a1 — f2b1€4b5F1 —
Jabieacs F3 — fabicseqan + fobicseaFo + facaeabras + focaeabsFy — facsesbsar — facabresas +
facabres o — F3cabies fo+ Fcaeaby fs — Fycaeabs f1+ Fzeabics fa+bg3lesbies fa—bg3lesenbs f5+
bq310462b5f1 + bq31b16465f2 - bq3162b105f4 + 63b6104f5q21 + 63b6105f4q21 - 63bb5C4f1q21 +
esbbsca faqll + fabiegbsbqll — fobicseqbq2l — facyeabsbqll — facabresbq2l — asbiesbs fi1 +
biagesbs f1 + Fobieabs f1 + bq21b%64f5 - b%f465bq21 + b1 faeabs F1 — by faeabsar + b%f4€2a5 —
b%f4€5a2—|—b%f4€5F2+a2b%64f5—b%a462f5—FQb%€4f5—b1f4€2b5bq11—bq21b164b5f1)/(bl(—046251 f5+
cabi fses + caeabs fi — cabs fres + 2caeacs fo — 2cacses fo + csesbi fa — bieabs fi + eabicsfa —
2biescs fo — bies f1 + bieafs))

q32 = —(agbiesfs — aszbiesf1 — ezasb?fs + ezash? fa — fobiesas + fobiesas — Fibieafs +
Fsbles f4 + agcabies fo — agcaesby f5 + agcaesbs fi — agbieacs fo + ageabics fa — asbieabs fi +
bg3lbies f5 — bg31lbies fu + e3Fibibs f1 — esFibscafo — esFobica fs + e3Fabics fa + e3Fabscafi —
e3a1b1bs fi + ezarbsca fo + esasbica fs — esazbics fa — esasbsca fi + e3aqbibs fi + ezasbics fo —
esasbicy fo — foeabicsas + fobreabsar — fabreabsFy + fobireacs 3 + fobicsesas — fabicseaFo +
Jacaeabras + focseabs F — facsesbsar — facybiesas + focabres Fo — Ficeybies fo + Facqeaby fs —
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Fzcqeabs f1—Faeabics fa+F3bieabs f1+bg31lcabies fa—bq3leseaby f5+bg3leseabs f1—bg31biescs fa+
bq31€25165f4 — bq31b164b5f1 — 6gbb1b5f4q11 + egbblc4f5q21 — €3bb165f4q21 — e3bb5C4f1q21 +
e3bbscy f2q1l1 + fabreqbsbgll + fabicsesbq2l — facseabsbqll — facabresbq2l)/(bi(—caezbr f5 +
caby fses + caeabs f1 — cabs fres + 2caeacs fo — 2cucse3fo + csezbifa — bieabs fi + eabics fa —
2b1eqcs fo — bies fa + bieafs))

q42 = (—caby fsas + caby f5F3 + cabs fras — cabs f1F3 + cabs f1bq31 — caby f5bg31 — asb? f5 +
F1b1bs fy — Fabicy fs + Fabics fa + Fabsca f1 + 2Fscqcs fo + F3bics fa — 2F3cqc5 f2 — arbibs f4 +
agbicafs — agbics fa — agbsca fi — 2a2c4cs fo — azbics fa + 2a3cacs fo + asbibs fi + 2a4bics fo —
bb1b5 f4q11 + bbycy f5q21 — bbycs f4q21 — bbics f4g31 — bbsca f1G21 — 2beycs f2q21 + 2beqcs f2q31 +
asb? £1)/(—caeabi f5 + cabi fses + caeabsfi — cabsfres + 2caeacs fo — 2cacsenfa + csesbrfo —
bresbs f1 + eabics fa — 2bieacs fo — bles f4 + bieafs)

qh2 = — (—C4€3bb5q11 —c4bq31bies — cqeza1bs + cae3 F1bs — cqasbies + ca F3bies + cqesasby +
b%64a5 — b%e5a4 —b1eqbsbqll —breqcsbq31 —bicseqbq214-2cqe9c5bqg314-cqe2b5bq11+ by e5bg21 —
2c4c5e3bq21 + eabicsay — biesbsar + bresbs Py — brescsaz + breges B3 — bicsegan + biesea o +
C563b1a4 — C462b1a5 — C4€2b5F1 + 2046205a3 - 2646265F3 + C462b5a1 + C4b1€5a2 - C4b165F2 —
2cqcsesan + 2cucse3Fn) [(—caeabi f5 + cabi fses + caeabs fi — cabs fres + 2cqeacs fo — 2cacses fo +
csesby f1 — bieabs fi + eabics fa — 2b1escs fo — bies fa + biesfs)

kde b je koeficient tlumeni pruziny, na kterém jsou pfipevnény hmotné body A,B,C.

Naklonomeér
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CE€ C@is c@us

Model number
INYO030D-F99-2U-V15

Features
e Measuring range -15° ... +15°

¢ Analog output0...10 V

¢ Fixed evaluation limits

¢ High shock resistance

e el-Type approval

¢ Increased noise immunity 100 V/m

Electrical connection

'1-)— +UB
-2)— Teach-In
| f -4- Analog output (X)
_/' -2- Analog output (Y)
3 -UB

g.xml

Release date: 2014-02-21 16:44 Date of edition: 2014-03-03 239183_en:

Refer to “General Notes Relating to Pepperl+Fuchs Product Information”.

Technical Data

General specifications
Type
Measurement range
Absolute accuracy
Response delay
Resolution
Repeat accuracy
Temperature influence

Functional safety related parameters

MTTFy4

Mission Time (Ty)

Diagnostic Coverage (DC)
Indicators/operating means

Operation indicator

Teach-In indicator
Electrical specifications

Operating voltage Ug

No-load supply current Iy

Time delay before availability t,,
Analog output

Output type

Load resistor
Ambient conditions

Ambient temperature

Storage temperature
Mechanical specifications

Connection type

Housing material

Degree of protection

Mass
Factory settings

Analog output (X)

Analog output (Y)
Compliance with standards and
directives

Standard conformity

Shock and impact resistance
Standards

Approvals and certificates
UL approval
CSA approval
CCC approval

e1 Type approval
EMC Properties

Inclination sensor, 2-axis
-15..15 °

<02 °

<25ms

<0.01 °

<+0.02 °

<0.004 °/K

390 a
20a
0%

LED, green
LED, yellow

18...30VDC
<25 mA
<200 ms

2 voltage outputs 0 ... 10 V
(one output for each axis)
>1kQ

-40 ... 85 °C (-40 ... 185 °F)
-40 ... 85 °C (-40 ... 185 °F)

5-pin, M12 x 1 connector

PA
IP68 / IP69K
240 g

15 °..15 °
45 °..15 °

100 g according to DIN EN 60068-2-27

EN 60947-5-2:2007
IEC 60947-5-2:2007

cULus Listed, Class 2 Power Source
cCSAus Listed, General Purpose, Class 2 Power Source

CCC approval / marking not required for products rated
<36V

2006/28/EG

Emitted interference and interference immunity in accordance with motor vehicle directive 2006/28/EG (e1 Type approval)

Interference immunity in accordance with
DIN ISO 11452-2: 100 V/m
Frequency band 20 MHz up to 2 GHz

Mains-borne interference in accordance with ISO 7637-2:

Pulse 1 2a 2b
Severity level Il Il 1l
Failure criterion C A C

EN 61000-4-2: CD: 8kV /
Severity level %

EN 61000-4-3: 30 V/m (80...2500 MHz)
Severity level vV

EN 61000-4-4: 2kv

Severity level 1l

EN 61000-4-6: 10V (0.01...80 MHz)
Severity level Il

EN 55011: Klasse A

4
1l
C

USA: +1 330 486 0001
fa-info@us.pepperl-fuchs.com

Pepperl+Fuchs Group
www.pepperl-fuchs.com

Germany: +49 621 776 4411
fa-info@de.pepperl-fuchs.com

Singapore: +65 6779 9091 PEPPERL+FUCHS 1

fa-info@sg.pepperl-fuchs.com

SENSING YOUR NEEDS



Dimensions

M12

In
:

B

ﬂ

L LEDs

64

10 45

axo55 [T

—— == —

Sensor Orientation

In the default setting the zero position of the sensor is reached, when the sensor is mounted on a horizontal plane and electrical

connection faces sidewards.
Mounting of the sensor

Sensors from the -F99 series consist of a sensor module and accompanying cast aluminum housing. Select

a horizontal flat surface with minimum dimensions of 70 mm x 50 mm to mount the sensor.

Mount the sensor as follows:

Loosen the central screw under the sensor connection.

Slide back the clamping element until you are able to remove the sensor module from the housing.

1
2.
3. Remove the sensor module from the housing
4

Position the housing at the required mounting location and secure using four countersunk screws. Make

sure that the heads of the screws do not protrude.

5. Place the sensor module in the housing.

6. Slide the clamping element flush into the housing. Check that the sensor element is seated correctly.

7. Finally tighten the central screw.
The sensor is now mounted correctly.

LED display

Displays dependent on the operating state LED green: | LED yellow

Power Teach In

Normal operation on off
Teach In of reference point

Teach In (Pin 4 connected to +Ug) for 1s... 10 s on on
falling slope at Teach In input on flashes 3 x
then sensor returns to normal operation. on off
Reset to factory settings:

Teach In (Pin 4 connected to +Ug) for20s ... 25 s on on
falling slope at Teach In input on flashes 3 x
then sensor returns to normal operation. on off
Undervoltage flashes off

Factory settings
see Technical Data

Refer to “General Notes Relating to Pepperl+Fuchs Product Information”.

Pinout

24

Wire colors in accordance with EN 60947-5-2

1 BN (brown)
2 WH (white)
3 BU (blue)
4 BK  (black)
5 GY (gray)
Accessories
V15-G-2M-PUR
Female cordset, M12, 5-pin, PUR cable
V15-W-2M-PUR

Female cordset, M12, 5-pin, PUR cable
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Axis definition
The definition of the X-axis is shown on the sensor housing by means of an imprinted and labeled double arrow. The figure shows the
clockwise direction of rotation.
Teach-in of reference point (output S1)
1. Move sensor to reference position
2. Apply supply voltage (+Ub) to Teach Ininput (Pin4)for1s...10s
3. Teach In LED lights up for confirmation
4. Disconnect Teach In input (Pin 4) before the 10 s time elapses
5. Teach In LED flashes 3 x for confirmation
Reference point is now programmed and the sensor returns to normal operation (see LED display)
Resetting the sensor to factory settings
1. Apply supply voltage (+Ub) to Teach In input (Pin 4) for20s...25 s
2. Teach In LED lights up for confirmation
3. Disconnect Teach In input (Pin 4) before the 25 s time elapses
4. Teach In LED and Out LED flash 3 x for confirmation
5. The sensor is now reseted to factory settings and returns to normal operation (see LED display)
Undervoltage detection
If the supply voltage falls below a value of approx. 7 V, all outputs and yellow LEDs are deactivated. The green "power" LED flashes rapidly. If the supply voltage rises
above a value of approx. 8 V, the sensor continues with normal operation.
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