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v programu MSC.ADAMS

Kamila Haller

V Plzni, 2014



PROHLÁŠENÍ
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Alles wird gut.



Abstrakt

Práce se zabývá metodikou dynamické analýzy rotor̊u v programu MSC.ADAMS.

Je představena metoda konečných prvk̊u pro řešeńı úloh rotorové dynamiky, mo-

delováńı v MSC.ADAMS a metody integrace pohybových rovnic v MSC.ADAMS.

Pro př́ıpad tuhého rotoru s izotropńımi ložisky je srovnáván analytický výpočet

s výsledky źıskanými pomoćı MSC.ADAMS. Dále je sestaven homogenńı model pod-

dajného rotoru ve stavovém prostoru a model poddajného rotoru v MSC.ADAMS

a je zkoumána rezonančńı odezva na nevyváženost. Pro zař́ızeńı ROTORKIT je

zkoumána rezonančńı odezva, která je srovnávána s výsledky experimentu.

Kĺıčová slova: dynamická analýza, numerické metody, MSC.ADAMS, matema-

tický model, Campbell̊uv digram, tuhý rotor, poddajný rotor, rotordynamika

Abstract

This thesis deals with the methodology of a rotor dynamic analysis in MSC.ADAMS.

The Finite Element Method for solving of the rotordynamics problem is introduced

and further the MSC.ADAMS modelling methodology and methods of numerical

integration of motion equations in this software are described. The analytical cal-

culation is compared to results in MSC.ADAMS in the case of a rigid rotor with

isotropic bearings. The homogeneous model od flexible rotor in the state space is

defined. A model of a flexible rotor is constructed in MSC.ADAMS and its resonance

response for the excitation by unbalance is studied. The resonance response is also

studied for the ROTORKIT device which was compared to measured experimetal

results.

Keywords: dynamic analysis, numerical methods, MSC.ADAMS, mathematic mo-

del, Campbell diagram, rigid rotor, flexible rotor, rotordynamics
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Kapitola 1

Úvod

Rotory patř́ı mezi základńı komponenty zař́ızeńı jako jsou parńı a plynové turb́ıny,

motory, čerpadla, vodńı turb́ıny, ventilátory, kompresory, elektromotory a daľśı.

S rozvojem techniky jsou stále v́ıce zvyšovány nároky na účinnost, výkon, bezpečnost

a spolehlivost. Avšak správné konstrukčńı řešeńı rotačńıch stroj̊u vyžaduje poznat

jejich chováńı už ve fázi návrhu a k tomuto účelu může být využita dynamická

analýza vázaných mechanických soustav, tzv. multibody simulace.

Poč́ıtačové programy realizuj́ıćı tyto analýzy byly p̊uvodně vyvinuty jako nástroj

pro modelováńı soustav tuhých těles a s daľśım vývojem a zdokonalováńım byly

navrženy tak, že lze dnes s jejich pomoćı řešit i nelineárńı úlohy pro soustavy pod-

dajných těles a problémy pro systémy obsahuj́ıćı senzory, aktuátory a regulátory.

V kombinaci s programy pro multibody simulace je možné pracovat s CAD systémy,

které slouž́ı pro modelováńı těles s požadovanými geometrickými charakteristikami,

jež lze následně importovat do zmı́něných multibody programů.

Motivaćı pro vznik této práce je snaha o zpracováńı metodiky pro modelováńı ro-

torových systémů v multibody programu MSC.ADAMS, což může být př́ınosné

v př́ıpadě řešeńı některých nelineárńıch problémů.

1.1 Ćıle a členěńı práce

Hlavńı ćıle této práce lze rozčlenit do následuj́ıćıch bod̊u:

∙ Seznámeńı se základńımi metodami dynamiky rotor̊u.

∙ Implementace vlastńıho programu v systému MATLAB.

∙ Vypracováńı metodiky modelováńı rotor̊u a jejich uložeńı v programu

MSC.ADAMS.

∙ Srovnáńı obou př́ıstup̊u a formulace závěr̊u.
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KAPITOLA 1. ÚVOD

V kapitole 2 je popsáno modelováńı rotor̊u metodou konečných prvk̊u a jsou předsta-

veny vybrané numerické metody integrace v MSC.ADAMS. Kapitola 3 se zabývá

analytickým řešeńım problému vlastńıch hodnot tuhého rotoru uloženého na izot-

ropńıch ložisćıch, srovnáńım výsledk̊u źıskaných pomoćı analytického výpočtu a im-

plementace v MSC.ADAMS a dynamickou analýzou model̊u s připojenými nevý-

važky. V kapitole 4 je sestaven homogenńı model ve stavovém prostoru pro poddajný

rotor, který je zároveň modelován v MSC.ADAMS. K modelu jsou připojeny čtyři

kombinace nevývažk̊u a je zkoumána rezonančńı odezva. Dále je v MSC.ADAMS

modelováno zař́ızeńı ROTORKIT a źıskané výsledky jsou porovnávány s experi-

mentem.
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Kapitola 2

Metody dynamiky rotor̊u

Tato kapitola si klade za ćıl představit metody pro realizaci dynamických analýz ro-

tor̊u. Nejprve je odvozena metoda konečných prvk̊u, která vede k sestaveńı matema-

tického modelu poddajného rotoru jako spojitého kontinua. Dále je uveden př́ıstup

k vytvořeńı modelu rotoru pomoćı multibody poč́ıtačového programu MSC.ADAMS

a je charakterizován obecný matematický model, se kterým program pracuje. Stručně

jsou také popsány numerické metody, na jejichž základech funguj́ı některé řešiče

implementované v MSC.ADAMS. Závěr kapitoly popisuje vlastnosti Campbellova

diagramu reprezentuj́ıćıho závislost vlastńıch frekvenćı rotoru na úhlové rychlosti.

2.1 Modelováńı rotor̊u metodou konečných prvk̊u

Metoda konečných prvk̊u je matematická metoda pro řešeńı okrajových úloh pro

parciálńı diferenciálńı rovnice. Základńı myšlenka spoč́ıvá v diskretizaci spojitého

kontinua na konečný počet prvk̊u (element̊u). V př́ıpadě rotor̊u spoč́ıvá jej́ı prin-

cip v rozděleńı rotoru na konečný počet hř́ıdelových prvk̊u, u kterých je sledován

deformačńı stav krajńıch pr̊uřez̊u.

2.1.1 Kinetická a potenciálńı energie hř́ıdelového prvku

Necht’ je uvažován hř́ıdelový prvek e o délce l kruhového pr̊uřezu 𝐴(𝑥), jehož po-

loha je obecně mezi uzly A0 a B0, jak je zobrazeno na Obr. 2.1. Hř́ıdel rotuje kon-

stantńı úhlovou rychlost́ı 𝜔0 kolem osy 𝜉 kolmé na rovinu řezu. Je předpokládáno,

že rovina řezu 𝜂𝜁 z̊ustává i po deformaci kolmá na osu hř́ıdele [1]. Deformace

v mı́stě x jsou vyjádřeny v pevném souřadnicovém systému XYZ s počátkem v uzlu

A0 a jsou popsány podélnou výchylkou u(x, t) těžǐstě S pr̊uřezové plochy, jeho

př́ıčnými výchylkami v(x, t), w(x, t) ve směrech os x, y, torzńım úhlem natočeńı

roviny řezu 𝜙(x, t) a Eulerovými úhly natočeńı 𝜓(x, t), 𝜗(x, t).

Pro určeńı kinetické a potenciálńı energie je třeba obecný pohyb hmotné části

prvku o diferenciálńı délce 𝑑𝑥 vyjmuté z hmotného hř́ıdelového elementu podro-
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KAPITOLA 2. METODY DYNAMIKY ROTORŮ

bit základńımu rozkladu ve středisku hmotnosti S na pohyb unášivý s rychlost́ı

v =

⎡⎣ �̇�(𝑥)

�̇�(𝑥)

�̇�(𝑥)

⎤⎦ (2.1)

a na pohyb relativńı sférický s okamžitou úhlovou rychlost́ı

�⃗� = �⃗�0 + ⃗̇𝜗(𝑥) + ⃗̇𝜓(𝑥) + ⃗̇𝜙(𝑥). (2.2)

Obrázek 2.1: Hř́ıdelový prvek délky l.

Vektor �⃗� lze vyjádřit v souřadném systému 𝜉𝜂𝜁 jako

𝜔(𝑥) =

⎡⎣𝜔0 + �̇�(𝑥) + �̇�(𝑥) sin𝜓(𝑥)

�̇�(𝑥) cos𝜓(𝑥)

�̇�(𝑥)

⎤⎦ . (2.3)

A tedy kinetická energie hř́ıdelového prvku e je źıskána jako součet energíı unášivého

posuvného a relativńıho sférického pohybu a integraćı přes délku prvku

𝐸
(𝑒)
𝑘 =

1

2

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝐴(𝑥)v⊤(𝑥)v(𝑥) + 𝜔⊤(𝑥)J(𝑥)𝜔(𝑥)

]︀
𝜌d𝑥, (2.4)

kde 𝐴(𝑥) představuje plochu pr̊uřezu a 𝜌 je hustota materiálu. Matici setrvačnosti

J(𝑥) lze vyjádřit pomoćı polárńıho 𝐽𝑝(𝑥) a kvadratického 𝐽(𝑥) momentu pr̊uřezu

jako diagonálńı matici ve tvaru

J(𝑥) =

⎡⎣𝐽𝑝(𝑥) 0 0

0 𝐽(𝑥) 0

0 0 𝐽(𝑥)

⎤⎦ . (2.5)
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KAPITOLA 2. METODY DYNAMIKY ROTORŮ

Jestliže jsou do vztahu pro kinetickou energii (2.4) dosazeny výrazy (2.1) a (2.3)

pro unášivou a úhlovou rychlost a za předpokladu malých úhl̊u 𝜗(x), 𝜓(x) a pro

�̇�(x) ≪ 𝜔0, potom plat́ı

𝐸
(𝑒)
𝑘 =

1

2

∫︁ 𝑙

0

{︁
𝐴(𝑥)�̇�2(𝑥) + �̇�2(𝑥) + �̇�2(𝑥) + 𝐽𝑝(𝑥)

[︁
𝜔0 + �̇�(𝑥)

]︁2
+

+ 2𝐽𝑝(𝑥)𝜔0�̇�(𝑥)𝜓(𝑥) + 𝐽(𝑥)
[︁
�̇�2(𝑥) + �̇�(𝑥)

2
]︁}︁

𝜌d𝑥. (2.6)

Potenciálńı energie deformace lze vyjádřit ve tvaru

𝐸(𝑒)
𝑝 =

1

2

∫︁ 𝑙

0

∫︁
(𝐴(𝑥))

{︁
𝐸𝜀𝑥

2(𝑥) +𝐺
[︁
𝛾2𝑥𝑦(𝑥) + 𝛾2𝑥𝑧(𝑥)

]︁}︁
d𝐴d𝑥, (2.7)

kde E je modul pružnosti v tahu, resp. tlaku, a G je modul pružnosti ve smyku.

Posunut́ı libovolného bodu M hř́ıdelového prvku o souřadnićıch x, y, z ve směru

pevných souřadných os vlivem deformace a za předpokladu jeho př́ıčné nestlačitel-

nosti lze zapsat jako

𝑢𝑥 = 𝑢(𝑥) − 𝑦𝜓(𝑥) + 𝑧𝜗(𝑥),

𝑢𝑦 = 𝑣(𝑥) − 𝑧𝜙(𝑥),

𝑢𝑧 = 𝑤(𝑥) + 𝑦𝜙(𝑥).

(2.8)

Poměrná prodloužeńı a zkosy je možné definovat jako

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜕𝜓

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜗

𝜕𝑥
, 𝜀𝑦 = 0, 𝜀𝑧 = 0,

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

.
=
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕𝜙

𝜕𝑥
− 𝜓,

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑧

.
=
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝜙

𝜕𝑥
+ 𝜗,

𝛾𝑦𝑧 =
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑧

.
= 𝜙− 𝜙 = 0,

(2.9)

kde jsou pro snazš́ı zápis vypuštěny argumenty.

Jestliže je předpokládáno, že plat́ı tzv. Rayleighova deformačńı teorie [1], potom lze

psát

𝜓(𝑥) =
𝜕𝑣(𝑥)

𝜕𝑥
= 𝑣′(𝑥),

𝜗(𝑥) = − 𝜕𝑤(𝑥)

𝜕𝑥
= −𝑤′(𝑥).

(2.10)

Výrazy z (2.10) lze dosadit do (2.9) a plat́ı
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KAPITOLA 2. METODY DYNAMIKY ROTORŮ

𝜀𝑥 = 𝑢′(𝑥) − 𝑦𝑣′′(𝑥) − 𝑧𝑤′′(𝑥),

𝛾𝑥𝑦 = 𝑣′(𝑥) − 𝑧𝜙′(𝑥) − 𝜓(𝑥) = −𝑧𝜙′(𝑥),

𝛾𝑥𝑧 = 𝑤′(𝑥) + 𝑦𝜙′(𝑥) − 𝑤′(𝑥) = 𝑦𝜙′(𝑥).

(2.11)

Nyńı už lze vyjádřené složky vektoru přetvořeńı z předchoźıch výraz̊u dosadit do

vztahu pro potenciálńı energii (2.7) a t́ım je źıskáno

𝐸(𝑒)
𝑝 =

1

2

∫︁ 𝑙

0

∫︁
(𝐴(𝑥))

{︂
𝐸
[︁
𝑢′(𝑥) − 𝑦𝑣′′(𝑥) − 𝑧𝑤′′(𝑥)

]︁2
+𝐺𝜙′2(𝑥)

(︁
𝑦2 + 𝑧2

)︁}︂
d𝐴d𝑥.

(2.12)

2.1.2 Aproximace deformace hř́ıdelového prvku

Př́ıčné deformace podél hř́ıdelového prvku jsou aproximovány kubickými polynomy

𝑣(𝑥) = Φ(𝑥)c1,

𝑤(𝑥) = Φ(𝑥)c2,
(2.13)

kde Φ(𝑥) =
[︀
1 𝑥 𝑥2 𝑥3

]︀
je vektor násadových funkćı a 𝑐1 =

[︀
𝑐1 𝑐2 𝑐3 𝑐4

]︀⊤
,

𝑐2 =
[︀
𝑐5 𝑐6 𝑐7 𝑐8

]︀⊤
jsou vektory koeficient̊u lineárńı kombinace.

Podélné a torzńı deformace jsou potom aproximovány lineárńımi polynomy ve tvaru

𝑢(𝑥) = Ψ(𝑥)c3,

𝜙(𝑥) = Ψ(𝑥)c4,
(2.14)

kde Ψ(𝑥) =
[︀
1 𝑥

]︀
.

Pro popis hř́ıdelového prvku pomoćı deformaćı v souřadném systému xyz je zaveden

vektor zobecněných posuv̊u uzl̊u A0 (pro 𝑥 = 0) a B0 (pro 𝑥 = 𝑙)

q(e) =
[︀
q⊤
1 q⊤

2 q⊤
3 q⊤

4

]︀⊤
, (2.15)

kde

q1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑣(0)

𝜓(0)

𝑣(𝑙)

𝜓(𝑙)

⎤⎥⎥⎥⎦ , q2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑤(0)

𝜗(0)

𝑤(𝑙)

𝜗(𝑙)

⎤⎥⎥⎥⎦ , q3 =

[︂
𝑢(0)

𝑢(𝑙)

]︂
, q4 =

[︂
𝜙(0)

𝜙(𝑙)

]︂
. (2.16)

Jsou–li aplikovány aproximačńı vztahy (2.13) a (2.14) pro zadané uzly, je źıskána

závislost
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q𝑖 = S𝑖c𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, (2.17)

kde

S1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0

0 1 0 0

1 𝑙 𝑙2 𝑙3

0 1 2𝑙 3𝑙2

⎤⎥⎥⎥⎦ , S2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0

0 −1 0 0

1 𝑙 𝑙2 𝑙3

0 −1 −2𝑙 −3𝑙2

⎤⎥⎥⎥⎦ , S3 = S4 =

[︂
1 0

1 𝑙

]︂
. (2.18)

Vyloučeńım vektor̊u koeficient̊u lineárńı kombinace ci v (2.13) a (2.14) pomoćı in-

verzńıch výraz̊u k (2.17) jsou obdrženy vztahy mezi deformacemi a zobecněnými

posuvy uzl̊u. Je tedy možné posuvy a natočeńı aproximovat rovnostmi

𝑢(𝑥) = Ψ(𝑥)S−1
3 q3, 𝑣(𝑥) = Φ(𝑥)S−1

1 q1, 𝑤(𝑥) = Φ(𝑥)S−1
2 q2,

𝜓(𝑥) = Φ′(𝑥)S−1
1 q1, 𝜗(𝑥) = Φ′(𝑥)S−1

2 q2, 𝜙(𝑥) = Ψ(𝑥)S−1
3 q4.

(2.19)

2.1.3 Sestaveńı matic hř́ıdelového prvku

Matice hř́ıdelového prvku jsou odvozeny z podmı́nky ekvivalence levé strany Lagran-

geových rovnic se standardńım maticovým tvarem rotuj́ıćı struktury [1]

d

d𝑡

(︃
𝜕𝐸

(𝑒)
𝑘

𝜕q̇(𝑒)

)︃
− 𝜕𝐸

(𝑒)
𝑘

𝜕q(𝑒)
+
𝜕𝐸

(𝑒)
𝑝

𝜕q(𝑒)
= M(e)q̈(e) + 𝜔0G

(e)q̇(e) + Kq(e). (2.20)

Dosazeńım výraz̊u (2.19) do vztah̊u (2.4) a (2.7) pro kinetickou a potenciálńı energii

a jejich uplatněńım v (2.20) je odvozena matice hmotnosti

M(e) =

⎡⎢⎢⎢⎣
S−⊤
1 (I1 + I2)S

−1
1 0 0 0

0 S−⊤
2 (I1 + I2)S

−1
2 0 0

0 0 S−⊤
3 I4S

−1
3 0

0 0 0 S−⊤
3 I5S

−1
3

⎤⎥⎥⎥⎦ , (2.21)

matice gyroskopických účink̊u

G(e) =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 2S−⊤

1 I2S
−1
2 0 0

−2S−⊤
2 I2S

−1
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.22)

a matice tuhosti pro hř́ıdelový prvek
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K(e) =

⎡⎢⎢⎢⎣
S−⊤
1 I3S

−1
1 0 0 0

0 S−⊤
2 I3S

−1
2 0 0

0 0 S−⊤
3 I6S

−1
3 0

0 0 0 S−⊤
3 I7S

−1
3

⎤⎥⎥⎥⎦ . (2.23)

Pomocné matice uvedené v přecházej́ıćıch vztaźıch lze vyjádřit ve tvaru

I1 =

∫︁ 𝑙

0

𝜌𝐴(𝑥)Φ⊤(𝑥)Φ(𝑥)d𝑥,

I2 =

∫︁ 𝑙

0

𝜌𝐽(𝑥)Φ′⊤(𝑥)Φ′(𝑥)d𝑥,

I3 =

∫︁ 𝑙

0

𝐸𝐽(𝑥)Φ′′⊤(𝑥)Φ′′(𝑥)d𝑥,

I4 =

∫︁ 𝑙

0

𝜌𝐴(𝑥)Ψ⊤(𝑥)Ψ(𝑥)d𝑥,

I5 = 2

∫︁ 𝑙

0

𝜌𝐽(𝑥)Ψ⊤(𝑥)Ψ(𝑥)d𝑥,

I6 =

∫︁ 𝑙

0

𝐸𝐴(𝑥)Ψ′⊤(𝑥)Ψ′(𝑥)d𝑥,

I7 = 2

∫︁ 𝑙

0

𝐺𝐽(𝑥)Ψ′⊤(𝑥)Ψ′(𝑥)d𝑥.

(2.24)

Pro prizmatický hř́ıdelový prvek , tedy 𝐴(𝑥) = 𝐴, 𝐽(𝑥) = 𝐽 , potom pomocné

integrálńı matice I1, · · · , I7 nabývaj́ı tvaru

I1 = 𝜌𝐴𝑙

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

𝑙

2

𝑙2

3

𝑙3

4
𝑙

2

𝑙2

3

𝑙3

4

𝑙4

5
𝑙2

3

𝑙3

4

𝑙4

5

𝑙5

6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , I2 = 𝜌𝐽𝑙

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0

0 1 𝑙 𝑙2

0 𝑙 4
𝑙2

3
3
𝑙3

2

0 𝑙2 3
𝑙3

2
9
𝑙4

5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

I3 = 𝐸𝐽𝑙

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 4 6𝑙

0 0 6𝑙 12𝑙2

⎤⎥⎥⎥⎦ , I4 = 𝜌𝐴𝑙

⎡⎢⎣1
𝑙

2
𝑙

2

𝑙3

3

⎤⎥⎦ ,

I5 = 𝜌𝐽𝑝𝑙

⎡⎢⎣1
𝑙

2
𝑙

2

𝑙3

3

⎤⎥⎦ , I6 = 𝐸𝐴𝑙

[︂
0 0

0 1

]︂
, I7 = 𝐺𝐽𝑝𝑙

[︂
0 0

0 1

]︂
.

(2.25)

2.1.4 Pohybová rovnice tuhého kotouče

Pro rotačně symetrický kotouč nasazený centricky, kolmo a pevně na hř́ıdel v uzlu i ,

viz Obr. 2.2, je vyjádřena kinetická energie

8
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Obrázek 2.2: Rotačně symetrický kotouč.

𝐸𝑘 =
1

2
𝑚v⊤

𝑆v𝑆 +
1

2
𝜔⊤

𝑖 I𝜔𝑖, (2.26)

kde 𝑚 udává hmotnost kotouče a I = diag(𝐼0, 𝐼, 𝐼) je diagonálńı matice setrvačnosti

kotouče v souřadnicové soustavě 𝜉𝑖𝜂𝑖𝜁𝑖. Rychlost střediska hmotnosti S kotouče

v souřadném systému xyz je dána vztahem

v𝑆 =
[︀
�̇�𝑖, �̇�𝑖 + 𝑎�̇�𝑖, �̇�𝑖 − 𝑎�̇�𝑖

]︀⊤
. (2.27)

Jestliže je vektor �⃗�𝑖 vyjádřen v souřadném systému 𝜉𝑖𝜂𝑖𝜁𝑖, pak má dle (2.3) po

linearizaci tvar

𝜔𝑖 =

⎡⎣𝜔0 + �̇�𝑖 + �̇�𝑖 sin𝜓𝑖

�̇�𝑖 cos𝜓𝑖

�̇�𝑖

⎤⎦ . (2.28)

Jsou–li výrazy (2.27) a (2.28) jsou dosazeny do (2.26) a za předpokladu malých úhl̊u

𝜗𝑖, 𝜓𝑖 a pro �̇�𝑖 ≪ 𝜔0 plat́ı

𝐸𝑘 =
1

2
𝑚

[︂
�̇�2𝑖 +

(︁
�̇�𝑖 + 𝑎�̇�𝑖

)︁2
+
(︁
�̇�𝑖 − 𝑎�̇�𝑖

)︁2]︂
+

+
1

2

[︂
𝐼0

(︁
𝜔0 + �̇�𝑖

)︁2
+ 2𝐼0𝜔0�̇�𝑖𝜓𝑖 + 𝐼

(︁
�̇�2
𝑖 + �̇�2

𝑖

)︁]︂
.

(2.29)

Z ekvivalence s pohybovou rovnićı

d

d𝑡

(︃
𝜕𝐸𝑘

𝜕q̇𝑖

)︃
− 𝜕𝐸𝑘

𝜕q𝑖

= M𝑘q̈𝑖 + 𝜔0G𝑘q̇𝑖, (2.30)

kde

qi =
[︀
𝑢𝑖 𝑣𝑖 𝜓𝑖 𝑤𝑖 𝜗𝑖 𝜙𝑖

]︀⊤
(2.31)
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představuje vektor zobecněných posuv̊u hř́ıdele v uzlu i, jsou źıskány matice hmot-

nosti a gyroskopických účink̊u kotouče ve tvaru

M𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚 0 0 0 0 0

0 𝑚 𝑚𝑎 0 0 0

0 𝑚𝑎 𝐼 +𝑚𝑎2 0 0 0

0 0 0 𝑚 −𝑚𝑎 0

0 0 0 −𝑚𝑎 𝐼 +𝑚𝑎2 0

0 0 0 0 0 𝐼0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.32)

G𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −𝐼0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 𝐼0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (2.33)

2.1.5 Pružné uložeńı rotoru

Dynamickou nevyváženost́ı kotouče zp̊usobenou excentrickým uložeńım s excentri-

citou e a šikmým nasazeńım s malým úhlem 𝛾 v̊uči ose 𝜉 vzniká odstředivá śıla

𝐷𝑛 = 𝑚𝑒𝜔2 a setrvačná dvojice 𝑀𝐷
.
= (𝐼 − 𝐼0)𝛾𝜔

2. Po transformaci do uzlu i je

v modelu rotoru źıskán vektor buzeńı jako

f(𝑡) =
[︀
· · · 0⊤ f⊤𝑘 (𝑡) 0⊤ · · ·

]︀⊤
, (2.34)

kde

f𝑘(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

𝑚𝑒𝜔2
0 cos𝜔0𝑡

[(𝐼 − 𝐼0)𝛾 +𝑚𝑒𝑎]𝜔2
0 cos𝜔0𝑡

𝑚𝑒𝜔2
0 sin𝜔0𝑡

− [(𝐼 − 𝐼0)𝛾 +𝑚𝑒𝑎]𝜔2
0 sin𝜔0𝑡

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (2.35)

Matice tuhosti K𝑙 a tlumeńı B𝑙 anizotropńıch bodových ložisek jsou diagonálńı a lze

je zapsat ve tvaru

K𝑙 = diag(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧𝑧, 𝑘𝑧, 𝑘𝑦𝑦, 𝑘𝑥𝑥), (2.36)

B𝑙 = diag(𝑏𝑥, 𝑏𝑦, 𝑏𝑧𝑧, 𝑏𝑧, 𝑏𝑦𝑦, 𝑏𝑥𝑥), (2.37)
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kde symboly s jedńım indexem udávaj́ı translačńı tuhosti (koeficienty tlumeńı) ve

směru př́ıslušné osy a symboly se dvěma indexy znač́ı ohybové tuhosti (koefici-

enty tlumeńı) kolem př́ıslušné osy. Pro př́ıpad izotropńıch ložisek plat́ı, že 𝑘𝑦 = 𝑘𝑧,

𝑘𝑦𝑦 = 𝑘𝑧𝑧, 𝑏𝑦 = 𝑏𝑧, 𝑏𝑦𝑦 = 𝑏𝑧𝑧 [1].

2.1.6 Sestaveńı globálńıch matic

Rotuj́ıćı hř́ıdel necht’ je rozdělen na hř́ıdelové prvky 𝑒 = 1, 2, · · · ,𝑚−1, kde 𝑚 znač́ı

počet uzl̊u. Dále jsou matice hř́ıdelových prvk̊u odvozené výše převedeny do konfi-

guračńıho prostoru, jenž je definován výchylkami krajńıch uzl̊u ve tvaru

q̃(𝑒) = [𝑢(0), 𝑣(0), 𝑤(0), 𝜙(0), 𝜗(0), 𝜓(0), 𝑢(𝑙), 𝑣(𝑙), 𝑤(𝑙), 𝜙(𝑙), 𝜗(𝑙), 𝜓(𝑙)]⊤ . (2.38)

Transformace mezi vektory (2.15) a (2.38) necht’ je uskutečněna vztahem

q(𝑒) = Tq̃(𝑒). (2.39)

Pak jsou transformované matice hř́ıdelových prvk̊u z prostoru souřadnic q(𝑒) do

prostoru reprezentovaného souřadnicemi q̃(𝑒) zapsány jako

X̃(𝑒) = T⊤X(e)T, (2.40)

kde X = M,G,K.

V následuj́ıćım kroku je zaveden vektor zobecněných posuv̊u uzl̊u hř́ıdele

q =
[︀
· · · , 𝑢𝑖, 𝑣𝑖, 𝑤𝑖, 𝜙𝑖, 𝜗𝑖, 𝜓𝑖, · · ·

]︀⊤
, (2.41)

kde 𝑖 = 1, · · · ,𝑚.

Matematický model rotoru uloženého na pružně viskózńıch ložiskách s tuhými ko-

touči nasazenými na hř́ıdel je možné zapsat ve tvaru

Mq̈(𝑡) + (B + 𝜔0G)q̇(𝑡) + Kq(𝑡) = f(𝑡), (2.42)

kde struktura matic M, K, G je naznačena na Obr. 2.3 a matice B na Obr. 2.4.

Levá submatice na Obr. 2.3 představuje submatice popisuj́ıćı konečné hř́ıdelové

prvky a pravá submatice charakterizuje prvky, připojené k jednomu uzlu, tj. ko-

touče a ložiska. Součást́ı matice matic M a K ve výrazu na Obr. 2.4 nejsou vlastnosti

kotouč̊u a ložisek.
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Obrázek 2.3: Schéma strukturálńı stavby matic M, K, G.

Obrázek 2.4: Schéma struktury matice B.

2.2 Modelováńı v MSC.ADAMS

Daľśı možnost́ı pro řešeńı úloh mechaniky je program MSC.ADAMS (Automatic

Dynamic Analysis of Mechanical Systems), který umožňuje modelováńı a simulace

vázaných mechanických soustav. S jeho pomoćı lze provádět statickou, kinematickou

a dynamickou analýzu pro soustavy tuhých i poddajných těles.

Před realizaćı samotné analýzy je d̊uležité znát matematické pozad́ı sestaveńı pohy-

bových rovnic, na jejichž základě MSC.ADAMS pracuje. Program využ́ıvá metodu

Lagrangeových rovnic smı́̌seného typu, které lze pro soustavu popsanou m závislými

fyzikálńımi souřadnicemi zapsat ve tvaru

d

d𝑡

(︃
𝜕𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑗

)︃
− 𝜕𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑗
= 𝑄𝐴

𝑗 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑞𝑗

(2.43)

pro 𝑗 = 1, 2, · · · ,𝑚, kde 𝐸𝑘 je kinetická energie celé soustavy, 𝑞𝑗 je j–tá fyzikálńı

souřadnice, 𝑄𝐴
𝑗 je j–tá zobecněná śıla př́ıslušej́ıćı j–té souřadnici, 𝑓𝑖 je i–tá vaz-

bová rovnice, 𝜆𝑖 je i–tý Lagrange̊uv multiplikátor př́ıslušný i–té vazbové rovnici

a 𝑘 = 𝑚− 𝑛 je celkový počet vazbových rovnic, když n je počet stupň̊u volnosti.

Formulace Lagrangeových rovnic smı́̌seného typu je pro rovinné i prostorové soustavy

stejná. Za předpokladu, že kinetická energie soustavy je závislá pouze na rychlostech

a souřadnićıch, tj. 𝐸𝑘 = 𝐸𝑘(𝑞𝑗, 𝑞𝑗), pak je možné zapsat rovnici (2.43) v maticovém

tvaru

Mq̈−Φ⊤𝜆 = p1, (2.44)

kde matice hmotnosti je
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M =

[︃
𝜕2𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑖𝜕𝑞𝑗

]︃
(2.45)

a vektor p1 je definován jako

p1 =

[︃
𝜕𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑗
− 𝜕2𝐸𝑘

𝜕𝑡𝜕𝑞𝑗
−

𝑛∑︁
𝑙=1

𝜕2𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑙𝜕𝑞𝑗
𝑞𝑙 +𝑄𝐴

𝑗

]︃
. (2.46)

Jacobiova matice vazbových rovnic z výrazu (2.44) může být vyjádřena vztahem

Φ =
𝜕f

𝜕q
, (2.47)

kde f = [𝑓1, 𝑓2, · · · , 𝑓𝑘]⊤ je vektor vazbových rovnic a q = [𝑞1, 𝑞2, · · · , 𝑞𝑚] je vektor

souřadnic. Vektor 𝜆 = [𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆𝑘] shrnuje Langrangeovy multiplikátory [1].

Rovnice (2.44) představuje soustavu m nelineárńıch diferenciálńıch rovnic druhého

řádu. Vystupuje v ńı m neznámých souřadnic přestavovaných vektorem q a k nezná-

mých Lagrangeových multiplikátor̊u zadaných vektorem 𝜆. Pro určeńı neznámých

je d̊uležité výraz (2.44) doplnit o daľśı vztahy. Proto jsou použity vazbové rovnice

dvakrát zderivované podle času. Jestliže ve zmı́něných vazbových rovnićıch nevystu-

puje explicitně čas, lze je zapsat na úrovni zrychleńı ve tvaru

Φq̈ = − (Φq̇)q q̇ = p2. (2.48)

Vztahy (2.44) a (2.48) lze zapsat do výsledného výrazu

[︂
M Φ⊤

Φ 0

]︂ [︂
q̈

−𝜆

]︂
=

[︂
p1

p2

]︂
. (2.49)

2.2.1 Tvorba modelu v MSC.ADAMS

V praxi je nejčastěji využ́ıván preprocesor ADAMS/View, který zpravidla funguje

ve spojeńı s modulem ADAMS/Solver. Mechanické soustavy lze ve zmı́něném mo-

dulu View modelovat jako soubor d́ılč́ıch tuhých nebo poddajných těles v globálńım

souřadnicovém systému. Také je možné zkonstruovat a dále vhodně využ́ıt lokálńı

souřadnicový systém kdekoliv na tělese. Tělesa jsou popsána hmotnost́ı, momenty

setrvačnosti a polohou. Mohou být vytvořena bud’ pomoćı základńıch výchoźıch ge-

ometríı, jako je např́ıklad válec nebo koule, anebo může uživatel jejich geometrii

namodelovat v některém z CAD systémů a poté ji importovat do MSC.ADAMS.

Tělesa jsou vzájemně spojena vazbami, které lze zvolit z předdefinovaných kine-

matických dvojic jako jsou rotačńı, posuvná, pevná vazba, Hooke̊uv kloub a daľśı.

Též je možné definovat vlastńı spoje a vazbu ozubených kol. Těles̊um a rovněž ve

vazbách lze předepsat pohyb či počátečńı podmı́nky.
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Model bývá doplněn o silové účinky ve smyslu sil a moment̊u definovaných pomoćı

funkćı závislých např́ıklad na čase, poloze, rychlosti apod. Dále lze zkonstruovat

obecnou poddajnou vazbu, torzńı nebo posuvnou pružinu či kontakty.

Pro řešeńı některých problémů mohou být využity zásuvné moduly (Plugins), jako

jsou ADAMS/Mechatronics, ADAMS/Durability, ADAMS/Vibration atd. Posledńı

zmı́něný je použit v této práci, a umožňuje linearizovat model pro modálńı analýzu

a źıskat tak modálńı veličiny.

2.3 Numerické metody integrace v MSC.ADAMS

Program MSC.ADAMS využ́ıvá pro dynamické simulace osm rozličných integrátor̊u

(řešič̊u), které jsou uvedeny v Tab. 2.1. Všechny metody numerické integrace pra-

cuj́ı na základě strategie prediktor–korektor. Tato strategie patř́ı mezi v́ıcekrokové

metody, které řeš́ı obyčejné diferenciálńı rovnice.

Integrátory Numerické metody

GSTIFF Gearova BDF metoda

WSTIFF Modifikovaná Gearova BDF metoda

Newmark 𝛼–metoda

HHT 𝛼–metoda

HASTIFF Hiller–Anantharamanova metoda

CONSTANT BDF BDF metoda s pevným krokem

RKF45 Runge–Kutt–Fehlbergova metoda

ABAM Adams–Bashforth–Adams–Moulton

Tabulka 2.1: Numerické metody, na jejichž principu funguj́ı jednotlivé integrátory.

Řešeńı pohybových rovnic pomoćı integračńıch metod lze ovlivnit před samotným

výpočtem nastaveńım některých parametr̊u metody, jako jsou:

∙ Doba simulace a počet krok̊u, jejichž nevhodná volba může zp̊usobit ztrátu

konvergence řešeńı.

∙ Maximálńı absolutńı chyba metody, jež muśı být splněna v každém kroku

simulace.

∙ Maximálńı a minimálńı povolená délka kroku během simulace. Opět lze ne-

vhodnou volbou ovlivnit řešeńı. Tentokrát však může doj́ıt k nepřesnostem.

∙ Maximálńı počet iteraćı v jednom kroku.

∙ Maximálńı řád metody.

14
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V následuj́ıćıch podkapitolách jsou vysvětleny obecné prvky algoritmizace, na zákla-

dě kterých pracuj́ı některé integrátory implementované v MSC.ADAMS. Ćılem je

tedy pouze přibĺıžit obecné principy, a proto jsou některé výše použité řešiče vy-

nechány.

2.3.1 Prediktor–korektor

Prediktor–korektor patř́ı mezi v́ıcekrokové metody řeš́ıćı obyčejné diferenciálńı rov-

nice a vzniká sloučeńım explicitńı a implicitńı metody. Nejprve je v k kroćıch

spoč́ıtáno k hodnot stav̊u y𝑖 a jim odpov́ıdaj́ıćı funkce f 𝑖. Tento proces je nazýván

nastartováńı metody. Dále je proveden prvotńı odhad nového stavu y𝑖+1 tak, že

předchoźı známé hodnoty jsou proloženy polynomem daného stupně (tento stupeň

udává též řád prediktoru) a docháźı k extrapolaci řešeńı v současném kroku (tzv. eva-

luace). Ke stanoveńı odhadu je využit např. Taylor̊uv rozvoj pro integrátor GSTIFF

nebo Newtonovo diferenčńı schéma pro WSTIFF [2]. Tato část algoritmu je expli-

citńı a nazývá se prediktor. Přesnost celé metody prediktor–korektor spoč́ıvá mimo

jiné na výběru prvńıho odhadu řešeńı. Zde totiž může nastat problém, pokud pre-

dikované řešeńı nesplňuje pohybové či vazbové rovnice. Aby byly rovnice splněny,

nastupuje fáze korektoru, kdy je opraven stav y𝑖+1 a tato hodnota je prohlášena za

nový stav. Zároveň je opět provedena evaluace.

Tento postup lze obecně vyjádřit ve tvaru

y𝑃
𝑖+1 = y𝑖 + ∆𝑡f 𝑖, (2.50)

f𝑃𝑖+1 = f 𝑖, (2.51)

y𝐾
𝑖+1 = y𝑖 +

1

2
∆𝑡
(︀
f𝑃𝑖+1 + f 𝑖

)︀
, (2.52)

kde horńı index P znač́ı fázi prediktoru a horńı index K udává fázi korektoru.

Jakmile korektor dokonverguje k řešeńı, je určena lokálńı integračńı chyba jako

funkce rozd́ılu mezi predikovanou hodnotou a hodnotou po korekci, velikosti kroku

a řádu integrátoru.

2.3.2 GSTIFF

Integrátor GSTIFF pracuje na principu Gearovy metody (v anglické literatuře též

zvané BDF – backward differentiation formulae) a využ́ıvá zpětnou diferenci. V pro-

gramu MSC.ADAMS je tento integrátor nastaven jako výchoźı, nebot’ dokáže řešit

mnoho rozličných úloh, tj. je velmi robustńı. S výhodou se využ́ıvá pro řešeńı úloh

závislých na čase.

Pro problém
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dy

d𝑡
= f (𝑡,y) , y(0) = y0, (2.53)

nabývá řešeńı Gearovou metodou tvar

y𝑖+1 = y𝑖 + ∆𝑡y𝑖+1, (2.54)

kde y𝑖+1 je řešeńı v i+1–ńım kroku integrace, y𝑖 je řešeńı v kroku i–tém a ∆𝑡 cha-

rakterizuje časový krok.

Obecně lze zapsat řešeńı pro 𝑖+ 𝑘–tou iteraci jako

y𝑖+𝑘 = ∆𝑡𝛽𝑘y𝑖+1 −
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗y𝑖+𝑗, (2.55)

kde 𝛽𝑘, 𝛼𝑗 jsou konstantńı hodnoty, které jsou stanoveny na počátku simulace za

předpokladu, že se integračńı krok během simulace nebude měnit.

Přednost́ı GSTIFF je jeho vysoká rychlost, robustnost a přesnost výpočtu. Naproti

tomu stoj́ı skutečnost, že při př́ılǐs malém časovém kroku může doj́ıt k selháńı ko-

rektoru [3]. To je zp̊usobeno špatnou podmı́něnost́ı Jacobiho matice. Chyby lze mi-

nimalizovat nastaveńım vhodného parametru maximálńı délky kroku a řádu metody

větš́ı než tři.

2.3.3 WSTIFF

Tento integrátor je velmi podobný ve formulaci, chováńı, kladech i záporech před-

choźımu. Opět je zde využita zpětná diference. Rozd́ıl mezi nimi spoč́ıvá v tom,

že koeficienty 𝛽𝑘, 𝛼𝑗 pro GSTIFF jsou vypoč́ıtávány za předpokladu konstantńı

velikosti kroku, přičemž koeficienty pro WSTIFF jsou funkćı velikosti kroku. Pokud

se velikost kroku náhle změńı během integrace, GSTIFF zavede malou odchylku

v řešeńı, přičemž WSTIFF zpracuje změny ve velikosti kroku bez ztráty přesnosti.

2.3.4 Newmark

Tato implicitńı metoda patř́ı mezi tzv. alfa – metody. Jej́ı řešeńı lze v 𝑖+1–ńı iteraci

definovat jako [4]

y𝑖+1 = y𝑖 + ∆𝑡ẏ𝑖 + (1 − 𝛽) ∆𝑡2ÿ𝑖 + 𝛽∆𝑡2ÿ𝑖+1, (2.56)

ẏ𝑖+1 = ẏ𝑖 + ∆𝑡 (1 − 𝛾) ÿ𝑖 + ∆𝑡𝛾ÿ𝑖+1. (2.57)

Vztahy (2.56), (2.57) jsou funkcemi zrychleńı ÿ𝑖+1. Parametry 𝛽 a 𝛾 maj́ı vliv na

stabilitu metody a na hodnotu numerického tlumeńı, které vnáš́ı metoda do systému.
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Metoda neńı tzv. A–stabilńı. O A–stabilitě se hovoř́ı v souvislosti s tuhými sou-

stavami (v anglické literatuře nazývané jako stiff soustavy). Soustava obyčejných

diferenciálńıch rovnic typu (2.53) se nazývá tuhou soustavou, jestliže vlastńı č́ısla 𝜆𝑖
jej́ı Jacobiho matice

J =
𝜕f 𝑖
𝜕𝑥𝑗

, (2.58)

pro 𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛 jsou značně rozd́ılná. Vlastńı č́ısla matice J závisej́ı na čase

a v pr̊uběhu integrace se měńı. Numerická metoda pro tuhé soustavy je potom

A–stabilńı, jestliže plat́ı Re{𝛼∆𝑡} < 0, kde 𝛼 je v absolutńı hodnotě největš́ı vlastńı

č́ıslo Jacobiho matice a ∆𝑡 je krok integrace [5].

Pro A–stabilńı metody plat́ı:

∙ explicitńı metody nemohou být A–stabilńı,

∙ implicitńı A–stabilńı metody mohou být nejvýše druhého řádu.

2.3.5 HHT

Je to implicitńı a A–stabilńı modifikace předchoźı metody a parametry 𝛽, 𝛾 lze volit

jako

𝛽 ≥

(︂
𝛾 +

1

2

)︂2

4
, 𝛾 ≥ 1

2
. (2.59)

Při volbě parametr̊u 𝛽 =
1

2
, 𝛾 =

1

4
vznikne lichoběžńıková metoda zvaná metoda

konstantńıho zrychleńı [3], která je nejen A–stabilńı, ale i druhého řádu. Vlastnost́ı

lichoběžńıkové formulace je fakt, že nevyvolá žádné numerické tlumeńı v řešeńı, což

je ovšem pro některé typy úloh výhoda.

2.4 Campbell̊uv diagram

Campbell̊uv diagram, někdy též v anglické literatuře označovaný jako interference

diagram, udává závislost vlastńıch frekvenćı na vhodném parametru. V dynamice

rotor̊u jsou t́ımto parametrem otáčky hř́ıdele. Diagram lze źıskat dvěma zp̊usoby

a to:

∙ výpočtem,

∙ experimentálńım měřeńım.
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Při výpočtu je potřeba provést předem stanovený počet modálńıch analýz, kdy

každá modálńı analýza je realizována pro r̊uznou úhlovou rychlost 𝜔0. Výsledkem

těchto analýz jsou hodnoty vlastńıch frekvenćı Ω vynášené na vertikálńı osu grafu.

Na horizontálńı osu jsou pak vynášeny úhlové rychlosti 𝜔0, pro než byly modálńı

analýzy provedeny. Kritické otáčky lze určit jako pr̊useč́ık náběhové př́ımky s křivkou

udávaj́ıćı závislost vlastńı frekvence na úhlové rychlosti rotoru.

V př́ıpadě experimentu je při rovnoměrném zvyšováńı otáček rotoru s nevývažkem

odeč́ıtána odezva ve frekvenčńı oblasti v závislosti na aktuálńıch nominálńıch otáč-

kách rotoru. Diagram vzniklý na základě experimentálńıch dat má na horizontálńı

ose nominálńı otáčky rotoru a na vertikálńı ose je zobrazena frekvenčńı odezva.

Vzhledem k tomu, že rotuj́ıćı śıla je schopna vybudit pouze některé vlastńı tvary

kmitu, odhaluje experimentálně určený Campbell̊uv diagram pouze rezonančńı kri-

tické otáčky.
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Kapitola 3

Tuhý rotor uložený na izotropńıch

ložisćıch

V této kapitole je srovnáván analytický př́ıstup k řešeńı problému vlastńıch hodnot

tuhého rotoru s řešeńım źıskaným v MSC.ADAMS. Jsou zvoleny geometrické cha-

rakteristiky tuhého rotoru uloženého na izotropńıch ložisćıch, jak si lze prohlédnout

na Obr. 3.1, kde jsou rozměry uvedeny v mm. Dále je nezbytné zvolit koeficienty tu-

hosti 𝑘
(𝑋)
𝑌 = 𝑘

(𝑋)
𝑍 = 104 N/m a souřadnice střed̊u ložisek 𝑥𝑋 = 0.2 m pro 𝑋 = 𝐿,𝑅,

jestliže jsou ložiska umı́stěna na konćıch hř́ıdele. Částečným ćılem této podkapi-

toly je tedy vybudit pro každý model kritické úhlové rychlosti, které jsou zjǐstěny

analyticky pomoćı výpočtu v MATLABu. Výsledné grafické výstupy jsou pro lepš́ı

zhodnoceńı vizualizovány v MATLABu.

Obrázek 3.1: Schéma tuhého rotoru s uvedenými rozměry v mm.

3.1 Analytické řešeńı problému vlastńıch hodnot

Necht’ existuje rotačně symetrický rotor otáčej́ıćı se konstantńı úhlovou rychlost́ı

𝜔0 kolem osy 𝜉 [6]. Jeho pohyb je vyjádřen v pevném souřadnicovém systému XYZ,

kde X je osa rotace při nedeformovaném stavu ložisek. Vlivem poddajnosti ložisek

se osa X přesune do polohy osy 𝜉, jak je patrné na Obr. 3.2. Dále se vzhledem

k sférickému pohybu popsanému Eulerovými úhly 𝜓 a 𝜗 natoč́ı rovina symetrie

19
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rotoru 𝜂𝜁.

Pro vytvořeńı matematického modelu rotoru je možné využ́ıt Lagrangeovy rovnice

druhého druhu ve tvaru

d

d𝑡

(︂
𝜕𝐸𝑘

𝜕q̇

)︂
− 𝜕𝐸𝑘

𝜕q
+
𝜕𝐸𝑝

𝜕q
+
𝜕𝑅

𝜕q̇
= Q(𝑡), (3.1)

kde 𝐸𝑘 je kinetická energie rotoru, 𝐸𝑝 je potenciálńı energie, 𝑅 je disipačńı (Raylei-

ghova) funkce, Q(𝑡) je vektor zobecněných sil a q představuje vektor zobecněných

souřadnic rotoru vyjádřený jako

q = [𝑣, 𝑤, 𝜗, 𝜓]⊤ . (3.2)

Kinetickou energii rotoru lze zapsat pomoćı Königovy věty jako součet kinetických

energíı od unášivého translačńıho a relativńıho sférického pohybu

𝐸𝑘 =
1

2
𝑚v⊤

𝑆v𝑆 +
1

2
𝜔⊤I𝜔, (3.3)

kde v𝑆 = [�̇�, �̇�]⊤ je vektor rychlosti střediska hmotnosti S a okamžitá úhlová rych-

lost relativńıho sférického pohybu rotoru 𝜔 je vyjádřená složkami v souřadnicovém

systému 𝜉𝜂𝜁, který koná precesi 𝜗 a nutaci 𝜓

𝜔 =
[︁
𝜔0 + �̇� sin𝜓, �̇� cos𝜓, �̇�

]︁⊤
. (3.4)

Obrázek 3.2: Tuhý rotačně symetrický rotor uložený na neizotropńıch ložiskách.

Jsou-li předpokládány malé úhly 𝜓 a 𝜗, pak je možné vektor (3.4) přepsat do tvaru

20
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𝜔 =
[︁
𝜔0 + �̇�𝜓, �̇�, �̇�

]︁⊤
. (3.5)

Hmotnost rotoru m a jej́ı rozložeńı je popsáno matićı setrvačnosti v souřadnicovém

systému 𝜉𝜂𝜁

I =

⎡⎣𝐼0 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎤⎦ , (3.6)

kde 𝐼0 je momentem setrvačnosti k ose rotačńı symetrie a 𝐼 je momentem setrvačnosti

k ose př́ıčné. Plat́ı tedy

𝐼𝜂 = 𝐼𝜁 = 𝐼. (3.7)

Kinetickou energii z (3.3) lze po úpravě přepsat na

𝐸𝑘 =
1

2
𝑚
(︁
�̇�2 + �̇�2

)︁
+

1

2
𝐼0

(︁
𝜔0 + �̇�𝜓

)︁2
+

1

2
𝐼
(︁
�̇�2 + �̇�2

)︁
. (3.8)

Potenciálńı energie, zde představovaná energíı deformačńı, a obdobně disipačńı funkce

jsou při zanedbáńı rotačńıch tuhost́ı a tlumeńı vyjádřeny jako

𝐸𝑑 =
1

2
q⊤
𝐿K𝐿q𝐿 +

1

2
q⊤
𝑅K𝑅q𝑅, (3.9)

𝑅 =
1

2
q̇⊤
𝐿B𝐿q̇𝐿 +

1

2
q̇⊤
𝑅B𝑅q̇𝑅, (3.10)

kde L je index pro levé ložisko a R pro pravé. Deformace střed̊u ložisek lze zapsat

maticově, jestliže 𝑋 = 𝐿,𝑅 a T𝑋 je transformačńı matice, potom

q𝑋 = T𝑋q. (3.11)

Tedy v konkrétńı podobě

[︂
𝑣𝑋
𝑤𝑋

]︂
=

[︂
1 0 0 𝑥𝑋
0 1 −𝑥𝑋 0

]︂⎡⎢⎢⎢⎣
𝑣

𝑤

𝜗

𝜓

⎤⎥⎥⎥⎦ , (3.12)

kde 𝑥𝑋 jsou souřadnice střed̊u ložisek v souřadnicovém systému XYZ.

Matice tuhosti a tlumeńı neizotropńıch ložisek zahrnuté ve výrazech (3.9) a (3.10)

lze zapsat jako

K𝑋 =

[︃
𝑘
(𝑋)
𝑌 𝑘

(𝑋)
𝑌 𝑍

𝑘
(𝑋)
𝑍𝑌 𝑘

(𝑋)
𝑍

]︃
, B𝑋 =

[︃
𝑏
(𝑋)
𝑌 𝑏

(𝑋)
𝑌 𝑍

𝑏
(𝑋)
𝑍𝑌 𝑏

(𝑋)
𝑍

]︃
. (3.13)
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Vztahy pro deformačńı energii a disipačńı funkci z (3.9) a (3.10) je možné úpravou

přepsat na

𝐸𝑑 =
1

2
q⊤(︀T⊤

𝐿K𝐿T𝐿 + T⊤
𝑅K𝑅T𝑅

)︀
q, (3.14)

𝑅 =
1

2
q̇⊤(︀T⊤

𝐿B𝐿T𝐿 + T⊤
𝑅B𝑅T𝑅

)︀
q̇. (3.15)

Jestliže jsou výrazy (3.8), (3.14) a (3.15) dosazeny do (3.1), lze źıskat matematický

model rotoru ve tvaru

Mq̈ + (B + 𝜔0G) q̇ + Kq = 0, (3.16)

kde matice hmotnosti je diagonálńı

M =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑚 0 0 0

0 𝑚 0 0

0 0 𝐼 0

0 0 0 𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ (3.17)

a matice gyroskopických účink̊u 𝜔0G je antisymetrická

𝜔0G = 𝜔0

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 𝐼0
0 0 −𝐼0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ . (3.18)

Matice tlumeńı je obecně v d̊usledku neizotropńıch ložisek nesymetrická

B =
∑︁

𝑋=𝐿,𝑅

T⊤
𝑋B𝑋T𝑋 =

∑︁
𝑋=𝐿,𝑅

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑏
(𝑋)
𝑌 𝑏

(𝑋)
𝑌 𝑍 −𝑏(𝑋)

𝑌 𝑍 𝑥𝑋 𝑏
(𝑋)
𝑌 𝑥𝑋

𝑏
(𝑋)
𝑍𝑌 𝑏

(𝑋)
𝑍 −𝑏(𝑋)

𝑍 𝑥𝑋 𝑏
(𝑋)
𝑍𝑌 𝑥𝑋

−𝑏(𝑋)
𝑍𝑌 𝑥𝑋 −𝑏(𝑋)

𝑍 𝑥𝑋 𝑏
(𝑋)
𝑍 𝑥2𝑋 −𝑏(𝑋)

𝑍𝑌 𝑥
2
𝑋

𝑏
(𝑋)
𝑌 𝑥𝑋 𝑏

(𝑋)
𝑌 𝑍 𝑥𝑋 −𝑏(𝑋)

𝑌 𝑍 𝑥
2
𝑋 𝑏

(𝑋)
𝑌 𝑥2𝑋

⎤⎥⎥⎥⎦ . (3.19)

Matice tuhosti má obdobnou strukturu jako B. Je možné ji zapsat jako

K =
∑︁

𝑋=𝐿,𝑅

T⊤
𝑋K𝑋T𝑋 =

∑︁
𝑋=𝐿,𝑅

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑘
(𝑋)
𝑌 𝑘

(𝑋)
𝑌 𝑍 −𝑘(𝑋)

𝑌 𝑍 𝑥𝑋 𝑘
(𝑋)
𝑌 𝑥𝑋

𝑘
(𝑋)
𝑍𝑌 𝑘

(𝑋)
𝑍 −𝑘(𝑋)

𝑍 𝑥𝑋 𝑘
(𝑋)
𝑍𝑌 𝑥𝑋

−𝑘(𝑋)
𝑍𝑌 𝑥𝑋 −𝑘(𝑋)

𝑍 𝑥𝑋 𝑘
(𝑋)
𝑍 𝑥2𝑋 −𝑘(𝑋)

𝑍𝑌 𝑥
2
𝑋

𝑘
(𝑋)
𝑌 𝑥𝑋 𝑘

(𝑋)
𝑌 𝑍 𝑥𝑋 −𝑘(𝑋)

𝑌 𝑍 𝑥
2
𝑋 𝑘

(𝑋)
𝑌 𝑥2𝑋

⎤⎥⎥⎥⎦ .
(3.20)
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V př́ıpadě ortotropńıch ložisek, tj. když 𝑏
(𝑋)
𝑌 𝑍 = 𝑏

(𝑋)
𝑍𝑌 = 0, 𝑘

(𝑋)
𝑌 𝑍 = 𝑘

(𝑋)
𝑍𝑌 = 0, jsou

matice B a K symetrické. Jestliže je dále nav́ıc střed pružného uložeńı totožný se

středem hmotnosti rotoru, potom

𝑏
(𝐿)
𝑌 𝑥𝐿 + 𝑏

(𝑅)
𝑌 𝑥𝑅 = 0, 𝑏

(𝐿)
𝑍 𝑥𝐿 + 𝑏

(𝑅)
𝑍 𝑥𝑅 = 0,

𝑘
(𝐿)
𝑌 𝑥𝐿 + 𝑘

(𝑅)
𝑌 𝑥𝑅 = 0, 𝑘

(𝐿)
𝑍 𝑥𝐿 + 𝑘

(𝑅)
𝑍 𝑥𝑅 = 0

(3.21)

a matice tuhosti a tlumeńı jsou diagonálńımi maticemi. Matematický model (3.16)

se tedy rozpadne do tř́ı na sobě nezávislých subsystémů

𝑚𝑣 +
(︁
𝑏
(𝐿)
𝑌 + 𝑏

(𝑅)
𝑌

)︁
�̇� +

(︁
𝑘
(𝐿)
𝑌 + 𝑘

(𝑅)
𝑌

)︁
𝑣 = 0, (3.22)

𝑚�̈� +
(︁
𝑏
(𝐿)
𝑍 + 𝑏

(𝑅)
𝑍

)︁
�̇� +

(︁
𝑘
(𝐿)
𝑌 + 𝑘

(𝑅)
𝑌

)︁
𝑤 = 0, (3.23)

[︂
𝐼 0

0 𝐼

]︂ [︂
𝜗

𝜓

]︂
+

(︃ ∑︁
𝑋=𝐿,𝑅

[︃
𝑏
(𝑋)
𝑍 𝑥2𝑋 0

0 𝑏
(𝑋)
𝑌 𝑥2𝑋

]︃
+ 𝜔0

[︂
0 𝐼0

−𝐼0 0

]︂)︃[︂
�̇�

�̇�

]︂
+

+

(︃ ∑︁
𝑋=𝐿,𝑅

[︃
𝑘
(𝑋)
𝑍 𝑥2𝑋 0

0 𝑘
(𝑋)
𝑌 𝑥2𝑋

]︃)︃[︂
𝜗

𝜓

]︂
=

[︂
0

0

]︂
.

(3.24)

Malou zbytkovou nevyváženost tuhého rotoru je možné respektovat odstředivou

silou 𝑚𝑒𝜔2
0 v ose y a dále setrvačnými dvojicovými momenty 𝑀𝐷𝑦 = −𝐷𝑥𝑧𝜔

2
0

a 𝑀𝐷𝑧 = 𝐷𝑥𝑦𝜔
2
0 v osách y a z souřadného systému xyz pevně spojeného s roto-

rem. Jestliže je pevný souřadnicový systém XYZ totožný v čase 𝑡 = 0 se systémem

xyz a zároveň jsou výchylky kmitaj́ıćıho rotoru malé, projev́ı se nevyváženost rotoru

v matematickém modelu (3.16) na pravé straně vektorem buzeńı ve tvaru

f(𝑡) = 𝜔2
0

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑚𝑒 cos𝜔0𝑡

𝑚𝑒 sin𝜔0𝑡

−𝐷𝑥𝑧 cos𝜔0𝑡−𝐷𝑥𝑦 sin𝜔0𝑡

−𝐷𝑥𝑧 sin𝜔0𝑡+𝐷𝑥𝑦 cos𝜔0𝑡

⎤⎥⎥⎥⎦ , (3.25)

kde e je excentricita rotoru a𝐷𝑥𝑦 a𝐷𝑥𝑧 jsou deviačńı momenty rotoru vyvolané neho-

mogenitou materiálu, nepřesnou výrobou a montáž́ı rotoru. Zmı́něnou nevyváženost

je rovněž možné vyjádřit dvěma bodovými nevývažky ve vyvažovaćıch rovinách

xy a xz .

Vlastńı frekvence rotoru pro př́ıpad ortotropńıch ložisek se středem pružného uložeńı

totožného se střediskem hmotnosti plynou při zanedbáńı tlumeńı z frekvenčńı rovnice

subsystémů (3.22), (3.23) a (3.24) [6]

Ω1 =

√︃
𝑘
(𝐿)
𝑌 + 𝑘

(𝑅)
𝑌

𝑚
, Ω2 =

√︃
𝑘
(𝐿)
𝑍 + 𝑘

(𝑅)
𝑍

𝑚
, (3.26)
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Ω3,4 =

⎯⎸⎸⎷ 1

2𝐼2

{︃
𝐼 (𝑘𝑌 𝑌 + 𝑘𝑍𝑍) + 𝜔2𝐼20 ∓

√︁
[𝐼 (𝑘𝑌 𝑌 + 𝑘𝑍𝑍) + 𝜔2

0𝐼
2
0 ]

2 − 4𝐼2𝑘𝑌 𝑌 𝑘𝑍𝑍

}︃
,

(3.27)

kde jsou zavedeny rotačńı tuhosti

𝑘𝑌 𝑌 =
∑︁

𝑋=𝐿,𝑅

𝑘
(𝑋)
𝑍 𝑥2𝑋 , 𝑘𝑍𝑍 =

∑︁
𝑋=𝐿,𝑅

𝑘
(𝑋)
𝑌 𝑥2𝑋 . (3.28)

Pro izotropńı ložiska se středem pružného uložeńı totožným se střediskem hmotnosti

rotoru, pro než plat́ı 𝑘
(𝑋)
𝑌 = 𝑘

(𝑋)
𝑍 , 𝑋 = 𝑅,𝐿 a 𝑘𝑌 𝑌 = 𝑘𝑍𝑍 = 𝑘𝜙, jsou vlastńı frekvence

Ω1 = Ω2, Ω3,4 =
𝐼0𝜔0

2𝐼
∓

√︃[︂
𝐼0𝜔0

2𝐼

]︂2
+
𝑘𝜙
𝐼
. (3.29)

Kritické úhlové rychlosti jsou vyjádřeny ve tvaru [6]

𝜔1 = 𝜔2 =

√︃
𝑘
(𝐿)
𝑌 + 𝑘

(𝑅)
𝑌

𝑚
, 𝜔3 =

√︂
𝑘𝜙

𝐼 + 𝐼0
, 𝜔4 =

√︂
𝑘𝜙

𝐼 − 𝐼0
. (3.30)

Kritická úhlová rychlost 𝜔4 existuje při souběžné precesi jen u rotor̊u, pro než je

𝐼 > 𝐼0.

Typický Campbell̊uv diagram pro př́ıpad 𝐼 > 𝐼0 je znázorněn na Obr. 3.3.

Obrázek 3.3: Campbell̊uv diagram tuhého rotoru uloženého na izotropńıch ložisćıch.

3.2 Analýza implementace v prostřed́ı MATLAB

Pro źıskáńı Campbellova diagramu analytickým př́ıstupem a jeho grafické vizuali-

zaci v MATLABu byly již výše zvoleny geometrické charakteristiky tuhého rotoru
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uloženého na izotropńıch ložisćıch, viz Obr. 3.1, souřadnice střed̊u ložisek 𝑥𝑋 = 0.2 m

a koeficienty tuhosti 𝑘
(𝑋)
𝑌 = 𝑘

(𝑋)
𝑍 = 104 N/m pro 𝑋 = 𝐿,𝑅, jestliže byla ložiska

umı́stěna na konćıch hř́ıdele.

V daľśım kroku je provedeno dva tiśıce modálńıch analýz pro zvolený vektor úhlové

rychlosti 𝜔0 = [0,∆𝜔0, 2∆𝜔0, · · · , 32] Hz. Výsledkem je Campbell̊uv diagram.

3.3 Implementace v MSC.ADAMS pomoćı mo-

dulu ADAMS/Vibration

V programu MSC.ADAMS je namodelován tuhý rotor uložený na izotropńıch ložis-

ćıch (pro daľśı využit́ı je tento model nazván Model 1), jenž je zobrazen na Obr. 3.4

a jehož parametry se shoduj́ı s modelem z podkapitoly 3.2. Ložiska jsou namode-

lována pomoćı silového prvku Force vector tedy tř́ısložkového vektoru, kde x–ová

složka je nulová pro obě ložiska. Středisku hmotnosti tohoto modelu je pro pro-

vedeńı každé modálńı analýzy udělena jako rychlostńı počátečńı podmı́nka úhlová

rychlost. Jej́ı hodnoty odpov́ıdaj́ı zvolenému vektoru 𝜔0 z předchoźı podkapitoly

a stejně tak jsou zadávány v Hz. MSC.ADAMS pracuje v jednotkách deg/sec tedy

ve stupńıch za sekundu. Tato podstatná skutečnost je proto zohledněna v imple-

mentaci v MATLABu a vektor 𝜔0 je pro daľśı využit́ı rovněž převeden do jednotek

deg/sec.

Obrázek 3.4: Model 1 tuhého rotoru uloženého na izotropńıch ložisćıch

v MSC.ADAMS.

Dále je pro př́ıslušnou úhlovou rychlost provedena modálńı analýza pomoćı modulu

ADAMS/Vibration na konzervativńım modelu. Jej́ım výsledkem jsou vlastńı č́ısla

ve tvaru

𝜆𝜈 = 𝛼𝜈 ± i𝛽𝜈 , 𝜈 = 1, 2, 3, 4. (3.31)

Stabilita rotoru je zajǐstěna, pokud všechna vlastńı č́ısla ve tvaru (3.31) splňuj́ı

podmı́nku, že 𝛼𝜈 < 0 a vlastńı frekvence jsou pak Ω𝜈 = 𝛽𝜈 , což bylo v tomto př́ıpadě

splněno. Počet provedených modálńıch analýz je roven počtu prvk̊u z vektoru 𝜔0.
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3.4 Srovnáńı Campbellova diagramu určeného

v MSC.ADAMS a analyticky

Vlastńı frekvence př́ıslušej́ıćı každé úhlové rychlosti jsou exportovány do MATLABu

a srovnány s analytickým výpočtem prostřednictv́ım Campbellova diagramu na

Obr. 3.5. Červenou barvou jsou v digramu znázorněny závislosti vlastńıch frek-

venćı na úhlové rychlosti źıskané pomoćı analytického výpočtu v prostřed́ı MATLAB

a modře výstupy z programu MSC.ADAMS. Zároveň jsou označeny kritické úhlové

rychlosti určené výpočtem z (3.30).

Obrázek 3.5: Campbell̊uv diagram pro Model 1, který vykresluje srovnáńı př́ıstup̊u

z MATLABu a MSC.ADAMS.

V MATLABu jsou vykresleny ohybové vlastńı tvary kmitu pro kritické úhlové rych-

losti 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4 Modelu 1 pomoćı funkce eig. Vlastńı tvary kmitu jsou znázorněny

pomoćı sloupových graf̊u na Obr. 3.6, 3.7, 3.8, 3.9. Torzńı tvary kmitu nemohou

být znázorněny, nebot’ vektor zobecněných souřadnic q modelu neobsahuje torzńı

souřadnici 𝜙.
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Obrázek 3.6: Grafické znázorněńı př́ıčné

souřadnice v pro kritické úhlové rych-

losti u Modelu 1 pomoćı sloupcového

grafu.

Obrázek 3.7: Grafické znázorněńı př́ıčné

souřadnice w pro kritické úhlové rych-

losti u Modelu 1 pomoćı sloupcového

grafu.

Obrázek 3.8: Grafické znázorněńı

souřadnice Eulerova úhlu 𝜗 pro kritické

úhlové rychlosti u Modelu 1 pomoćı

sloupcového grafu.

Obrázek 3.9: Grafické znázorněńı

souřadnice Eulerova úhlu 𝜓 pro kritické

úhlové rychlosti u Modelu 1 pomoćı

sloupcového grafu.
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Z Obr. 3.5 plyne, že vlastńı frekvence Ω1 a Ω2 źıskané analyticky i v MSC.ADAMS

se shoduj́ı. Problém nastává u větv́ı Ω3(𝜔0) a Ω4(𝜔0), kdy se MSC.ADAMS lǐśı. Lze

tedy usuzovat na chybné určeńı Ω3(𝜔0) a Ω4(𝜔0) v MSC.ADAMS.

Aby mohl být tento závěr potvrzen obecně pro všechny rotory, je vytvořen daľśı

model v MATLABu i v MSC.ADAMS s názvem Model 2, který má ovšem odlǐsné

rozměry ukázané na Obr. 3.10. Parametry ložisek jsou stejné jak pro Model 1, tak

pro Model 2.

Obrázek 3.10: Schéma tuhého rotoru s uvedenými rozměry v [mm].

Stejně jako v předchoźım př́ıpadě i pro Model 2 jsou vlastńı frekvence spoč́ıtány

analyticky a pomoćı MSC.ADAMS. A opět je vykreslen srovnávaćı diagram na

Obr. 3.11, kdy červená barva představuje analytický výpočet a modrá výstupy

modálńı analýzy z MSC.ADAMS. Detail tohoto grafu je znázorněn na Obr. 3.12.

Potvrzuje se, že Ω1 = Ω2 plat́ı pro oba př́ıstupy. Pr̊useč́ık této př́ımky s náběhovou

př́ımkou vytne hodnotu 𝜔1 = 𝜔2. Avšak pro Ω4(𝜔0) se tentokrát diametrálně odlǐsuj́ı

oba postupy. Při detailńım pohledu je zřejmé, že tentokrát nedocháźı k protnut́ı

náběhové př́ımky a křivky pro Ω4(𝜔0) v mı́stě udávaj́ıćı kritickou úhlovou rychlost

na základě analytického výpočtu, jako tomu bylo u předešlého modelu.

Analogicky jako v př́ıpadě Modelu 1 jsou i pro Model 2 vykresleny ohybové vlastńı

tvary kmitu pomoćı sloupcového grafu pro kritické úhlové rychlosti 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4,

jak je vidět na Obr. 3.13, 3.14, 3.15, 3.16.
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Obrázek 3.11: Campbell̊uv diagram pro Model 2, který vykresluje srovnáńı př́ıstup̊u

z MATLABu a MSC.ADAMS.

Obrázek 3.12: Detail Campbellova diagramu pro Model 2.
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Obrázek 3.13: Grafické znázorněńı

př́ıčné souřadnice v pro kritické úhlové

rychlosti u Modelu 2 pomoćı sloup-

cového grafu.

Obrázek 3.14: Grafické znázorněńı

př́ıčné souřadnice w pro kritické

úhlové rychlosti u Modelu 2 pomoćı

sloupcového grafu.

Obrázek 3.15: Grafické znázorněńı

souřadnice Eulerova úhlu 𝜗 pro kritické

úhlové rychlosti u Modelu 2 pomoćı

sloupcového grafu.

Obrázek 3.16: Grafické znázorněńı

souřadnice Eulerova úhlu 𝜓 pro kritické

úhlové rychlosti u Modelu 2 pomoćı

sloupcového grafu.

Z výsledk̊u je tedy patrné, že modul ADAMS/Vibration nekorektně linearizuje po-

hybové rovnice rotuj́ıćıho systému, a proto jej nelze použ́ıt pro źıskáńı výsledk̊u

modálńı analýzy pro otáčej́ıćı se tuhý rotor uložený na izotropńıch ložisćıch.

3.5 Dynamická analýza tuhého rotoru v časové

oblasti v MSC.ADAMS

Dále je vytvořeno několik model̊u tuhých rotor̊u. Pro všechny modely jsou zvoleny

stejné geometrické charakteristiky, které jsou shodné s Modelem 1 na Obr. 3.1. Ke

každému modelu je připojeno těleso tvaru koule pomoćı pevné vazby Fixed joint
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jako nevývažek. Vždy se jedná o jeden nebo dva nevývažky, z nichž každý má

hmotnost 0, 5 g a je ve vzdálenosti 40 mm od osy otáčeńı. To zp̊usob́ı dynamic-

kou nevyváženost 0, 5 g · 40 mm tedy 20 gmm. Tato nevyváženost zp̊usob́ı, že dojde

k posunut́ı střediska hmotnosti rotoru u všech model̊u s výjimkou Modelu 4 (jak

bude vysvětleno dále). Znázorněńı kombinaćı nevývažk̊u pro jednotlivé modely si

lze prohlédnout v Tab. 4.1. Následně jsou provedeny modálńı analýzy model̊u po-

moćı modulu ADAMS/Vibration. Nicméně je zjǐstěno, že nebyla zajǐstěna stabilita

modelu. Linearizace pohybových rovnic v tomto př́ıpadě neńı korektńı, a proto ani

simulace ve frekvenčńı oblasti neńı stabilńı.

Model Znázorněńı nevývažk̊u

Model 3

Model 4

Model 5

Model 6

Tabulka 3.1: Znázorněńı kombinaćı nevývažk̊u pomoćı vektor̊u pro jednotlivé mo-

dely.

Jestliže nelze pro řešeńı modálńı analýzy využ́ıt modul ADAMS/Vibration a tedy

nelze zajistit odpov́ıdaj́ıćı výstupy pro frekvenčńı oblast, je třeba zkoumat odezvu

v oblasti časové pomoćı MSC.ADAMS. Proto je zapotřeb́ı odlǐsný zp̊usob sestaveńı

modelu. Nevývažky nejsou tentokrát připojeny k rotoru pomoćı pevné vazby, ale

jsou vytvořeny jako součást tělesa rotoru pomoćı Add to Part. Velikost nevývažk̊u

i jejich vzdálenost od osy rotace jsou totožné jako pro předchoźı modely. Kotouči je

pak předepsána úhlová rychlost jako Point motion.

Jak už bylo řečeno, je částečným ćılem této podkapitoly vybudit pro každý model kri-

tické úhlové rychlosti, které byly zjǐstěny analyticky pomoćı výpočtu v MATLABu

a které nabývaj́ı hodnot
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𝜔1 = 𝜔2 = 670 Hz,

𝜔3 = 1480 Hz,

𝜔4 = 2225 Hz.

(3.32)

Každý model je podroben dynamické simulaci, pro kterou lze zvolit z celkem osmi

integrátor̊u (řešič̊u), jež jsou využ́ıvány pro integraci pohybových rovnic. Integrátory

lze rozdělit do dvou skupin podle toho, zda operuj́ı na platformě programovaćıho

jazyka FORTRAN nebo C++. Tab. 3.2 udává, které řešiče jsou použity v tomto

př́ıpadě a které nikoliv. Z tabulky plyne, že nejsou zvoleny ABAM a RKF45. Je to

proto, že pro dané integrátory simulace neproběhne a to z toho d̊uvodu, že nejsou

kompatibilńı se zp̊usobem zavedeńı předepsaného pohybu rotoru.

FORTRAN C++

WSTIFF 3 GSTIFF 3

CONSTANT BDF 3 HHT 3

ABAM 7 Newmark 3

RKF45 7 HASTIFF 3

Tabulka 3.2: Použité integrátory pro výpočet odezvy rotoru.

3.5.1 Model 3

K Modelu 3 jsou připojeny dva nevývažky v rovině XY, jak je znázorněno na

Obr.3.17. Dojde k posunut́ı těžǐstě a vybuzeńı 𝜔1 = 𝜔2. Přechod kritických otáček je

zobrazen v grafu závislosti velikosti výchylky geometrického středu rotoru na úhlové

rychlosti na Obr. 3.18.

Dále je vykreslena orbita p̊uvodńıho střediska hmotnosti, též zvaného jako geome-

trický střed rotoru, pro daný model na časovém intervalu ⟨0, 0.04⟩ s na Obr. 3.19.

Vzhledem k faktu, že model je uložen na izotropńıch ložisćıch, je jasně patrné, že se

v př́ıpadě orbity jedná o kruh.

Zkoumáńı je podrobena i závislost výchylky geometrického středu tuhého rotoru

na úhlové rychlosti určená pomoćı r̊uzných integrátor̊u. V této grafické závislosti je

sledováno, zda byly dynamickou analýzou vybuzeny kritické úhlové rychlosti určené

analytickým výpočtem, jejichž hodnoty lze vyč́ıst z (3.32). Z graf̊u na Obr. 3.20 je

patrné, že pro Model 3 jsou vybuzeny jen prvńı dvě kritické úhlové rychlosti 𝜔1 = 𝜔2.
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Obrázek 3.17: Model 3 tuhého rotoru uloženého na izotropńıch ložisćıch se dvěma

připojenými nevývažky.

Obrázek 3.18: Závislost velikosti

výchylky geometrického středu rotoru

na čase pro Model 3.

Obrázek 3.19: Znázorněńı výchylky ge-

ometrického středu rotoru ve směru osy

Y v závislosti na výchylce téhož bodu ve

směru osy Z pro Model 3.
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LOŽISCÍCH

Obrázek 3.20: Závislost výchylky geometrického středu rotoru na úhlové rychlosti

Modelu 3 určená pomoćı r̊uzných integrátor̊u.

3.5.2 Model 4

K Modelu 4 jsou připojeny opět dva nevývažky v rovině XY tentokrát však asymet-

ricky podle roviny XZ, viz Obr. 3.21. V tomto př́ıpadě nedocháźı k posunut́ı střediska

hmotnosti, a tedy excentricita je nulová, tj. 𝑒 = 0. Osa rotace rotoru se proto stává

centrálńı osou setrvačnosti (COS) a lze tedy hovořit o staticky vyváženém rotoru

[7]. Je–li zaveden pojem setrvačné śıly
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�⃗� = −𝑚�⃗�𝑆, (3.33)

kde𝑚 je hmotnost, �⃗�𝑆 je vektor zrychleńı v těžǐsti. Zrychleńı má při rotačńım pohybu

dvě složky �⃗�𝑆 = �⃗�𝑡+�⃗�𝑛, tj. tečnou a normálovou. Těmto složkám zrychleńı odpov́ıdaj́ı

složky setrvačné śıly. Pro tečnou složku je j́ı tečná setrvačná śıla �⃗�𝑡 o velikosti 𝑚𝑒𝛼.

Pro normálovou složku je to normálová śıla �⃗�𝑛 o velikosti 𝑚𝑒𝜔2, jestliže e je ex-

centricita, 𝜔 je úhlová rychlost rotoru a 𝛼 je úhlové zrychleńı rotoru [8]. V tomto

př́ıpadě je 𝑒 = 0, a proto je setrvačná śıla nulová.

Obrázek 3.21: Model 4 tuhého rotoru uloženého na izotropńıch ložisćıch se dvěma

nevývažky umı́stěnými asymetricky v rovině XY.

Na rotor p̊usob́ı pouze setrvačná dvojice, kterou lze vyjádřit v souřadnicovém systému

XYZ jako

− �⃗�𝐷 =
d�⃗�𝑆

d𝑡
, (3.34)

kde �⃗�𝑆 je vektor momentu hybnosti rotoru k těžǐstě, který lze vyjádřit v maticovém

tvaru

𝐿𝑆 =

⎡⎣𝐼𝜉 0 0

0 𝐼𝜂 −𝐷𝜂𝜁

0 −𝐷𝜂𝜁 𝐼𝜁

⎤⎦⎡⎣𝜔0
0

⎤⎦ , (3.35)

kde 𝐼𝑋 pro 𝑋 = 𝜉, 𝜂, 𝜁 udává moment setrvačnosti k př́ıslušné ose a 𝐷𝜂𝜁 je deviačńı

moment k rovině 𝜂𝜁. Dále plat́ı, že 𝑋 = 𝜉 a 𝑋 je HCOS, a proto 𝐷𝜉𝜂 = 𝐷𝜉𝜁 = 0.

Osa 𝑋 = 𝜉 je osou rotace, a tud́ıž má vektor úhlové rychlosti nenulovou pouze prvńı

složku. Předchoźı výraz (3.35) potom nabývá podoby

𝐿𝑆 =
[︀
𝐼𝜉𝜔 0 0

]︀⊤
. (3.36)

Setrvačný účinek na tuhý rotor tedy představuje pouze setrvačná dvojice ve tvaru
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𝑀𝐷 = 𝐼𝜉𝛼. (3.37)

Zde se tedy projevuje rozd́ıl mezi Modelem 4 a již uvedeným rotorem Modelu 3.

U Modelu 3, kde 𝑒 ̸= 0, jsou setrvačné účinky charakterizovány nenulovou setrvačnou

silou a setrvačnou dvojićı, když výraz (3.35) neobsahuje mimodiagonálńı nulové

pozice. U tohoto modelu jsou vybuzeny pouze prvńı dvě kritické úhlové rychlosti

𝜔1 = 𝜔2, viz Obr. 3.18. zat́ımco u Modelu 4, charakterizovaného pouze setrvačnou

dvojićı, je vybuzena posledńı kritická úhlová rychlost 𝜔4, jak je zřejmé z Obr. 3.22

vyjadřuj́ıćı závislost velikosti výchylky na čase.

Jak již bylo zmı́něno u Modelu 3, pro model uložený na izotropńıch ložisćıch má

orbita kruhový tvar. Aby mohlo být toto tvrzeńı ověřeno, je vykreslena orbita hř́ıdele

v pravém ložisku i pro Model 4 na Obr. 3.23, kde se předpoklad skutečně potvrzuje.

Tato orbita je znázorněna pro časový interval ⟨0, 0.08⟩ s.

Obrázek 3.22: Závislost velikosti

výchylky geometrického středu rotoru

na čase pro Model 4.

Obrázek 3.23: Znázorněńı výchylky

pravého ložiska ve směru osy Y v zá-

vislosti na výchylce téhož bodu ve směru

osy Z.

Je–li zkoumána grafická závislost výchylky ve směru Y na úhlové rychlosti rotoru

určená pomoćı dynamické analýzy při použit́ı r̊uzných integrátor̊u na Obr. 3.24,

je vidět, že vybuzena byla pouze 𝜔4. V návaznosti na výsledky pro Model 3 lze

soudit, že čtvrtá kritická úhlová rychlost byla vybuzena proto, že je Model 4 staticky

vyváženým rotorem.
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Obrázek 3.24: Závislost výchylky geometrického středu rotoru na úhlové rychlosti

Modelu 4 určená pomoćı r̊uzných integrátor̊u.

3.5.3 Model 5

K modelu jsou připojeny dva nevývažky, z nichž jeden lež́ı v rovině XY a druhý

v rovině XZ, jak je předvedeno na Obr. 3.25. Dojde k posunut́ı střediska hmot-

nosti, a tud́ıž se předpokládá, že se projev́ı pouze prvńı dvě kritické úhlové rychlosti

𝜔1 = 𝜔2. Jejich přechod je zcela patrný na Obr. 3.26, který udává závislost velikosti

výchylky na čase.

Na Obr. 3.27 jsou zaznamenány grafické závislosti výchylky geometrického středu
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rotoru ve směru osy Y na úhlové rychlosti pro r̊uzné integrátory. I z těchto křivek

je patrné, že byly opět vybuzeny prvńı dvě kritické úhlové rychlosti 𝜔1 = 𝜔2.

Obrázek 3.25: Model 5 tuhého rotoru uloženého na izotropńıch ložisćıch se dvěma

nevývažky umı́stěnými v rovinách XY a XZ.

Obrázek 3.26: Závislost velikosti výchylky geometrického středu rotoru na čase pro

Model 5.
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LOŽISCÍCH

Obrázek 3.27: Závislost výchylky geometrického středu rotoru na úhlové rychlosti

Modelu 5 určená pomoćı r̊uzných integrátor̊u.

3.5.4 Model 6

K modelu je připojen pouze jeden nevývažek umı́stěný na kotouči v rovině symetrie

YZ, jak je vidět na Obr. 3.28. I v tomto posledńım př́ıpadě se těžǐstě posune vlivem

připojeńı nevývažku. A stejně jako u předchoźıho modelu jsou vybuzeny prvńı dvě

úhlové rychlosti 𝜔1 = 𝜔2, čehož si lze povšimnout v Obr. 3.29 vyjadřuj́ıćım závislost

velikosti výchylky na čase.
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Přechod přes prvńı dvě kritické úhlové rychlosti je možné vidět i na Obr. 3.30, kde

je znázorněna grafická závislost výchylky v směru Y geometrického středu rotoru

na úhlové rychlosti. Pro tento model byly źıskány patrně nejlepš́ı výsledky. Pouze

pro řešič CONSTANT BDF došlo po přechodu prvńıch dvou kritických úhlových

rychlost́ı k rozkmitáńı.

Obrázek 3.28: Model 6 tuhého rotoru uloženého na izotropńıch ložisćıch

s nevývažkem umı́stěným na kotouči.

Obrázek 3.29: Závislost velikosti výchylky geometrického středu rotoru hmotnosti

na čase pro Model 6.
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Obrázek 3.30: Závislost výchylky geometrického středu rotoru na úhlové rychlosti

Modelu 6 určená pomoćı r̊uzných integrátor̊u.

3.5.5 Srovnáńı integrátor̊u

Na Obr. 3.20, 3.24, 3.27 a 3.30 jsou znázorněny amplitudové charakteristiky jed-

notlivých model̊u pro r̊uzné integrátory. Z graf̊u je patrné, že některé integrátory

zachovávaj́ı energii pro určité modely. To znamená, že pro netlumený systém ne-

docháźı k útlumu v odezvě. Tento fakt je shrnut v Tab. 3.3, kdy označeńı 3 určuje,

že se zachovává energie a symbol 7 udává opak.
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Integrátory Model 3 Model 4 Model 5 Model 6

GSTIFF 7 7 7 7

WSTIFF 7 7 3 7

Newmark 7 7 7 7

HHT 3 7 3 7

HASTIFF 7 3 3 7

CONSTANT BDF 3 3 3 3

Tabulka 3.3: Shrnut́ı zachováváńı energie řešič̊u.

Z tabulky výše plyne, že pro úspěšné řešeńı problému je vhodné zvolit pro dyna-

mickou simulaci integrátor GSTIFF nebo Newmark. Nicméně plat́ı, že pro buzeńı

v časové oblasti lze źıskat pouze čtvrtou kritickou rychlost 𝜔4, je–li rotor staticky

vyvážený. A dále pro nevyvážený rotor lze vybudit pouze prvńı a zároveň druhou

úhlovou rychlost 𝜔1 = 𝜔2. A proto nelze nalézt takovou kombinaci nevývažk̊u, kterou

by bylo možné vybudit 𝜔1 = 𝜔2 i 𝜔4 současně.

Dále je třeba určit, jak může nastaveńı parametr̊u řešič̊u ovlivnit numerické řešeńı

úlohy. Pro testováńı je vybrán Model 3. Pozornost je nejprve zaměřena na změnu

parametru Error, tj. relativńı a absolutńı integračńı chyby, j́ıž muśı integrátor splnit

v každém kroku. Pro všechny řešiče je nastavena výchoźı hodnota chyby na 1 · 10−3.

To ovšem neplat́ı pro integrátory Newmark a HHT, pro které je hodnota chyby

rovna 1 · 10−5.

Pro integrátor GSTIFF jsou zvoleny tři hodnoty chyby a to výchoźı hodnota 1 · 10−3,

hodnota menš́ı než výchoźı, tj. 1 · 10−5, a hodnota větš́ı, která čińı 1 · 10−2. Pr̊uběh

závislost́ı výchylky ve směru osy Y geometrického středu rotoru na čase pro zmı́něné

hodnoty chyby jsou znázorněny na Obr. 3.31, 3.32, 3.33. Jak je z obrázk̊u patrné,

výchylka je větš́ı pro menš́ı nebo výchoźı chybu a zároveň docháźı po přechodu

𝜔1 = 𝜔2 k rozkmitáńı systému. Pro integrátor GSTIFF neńı proto dobré, volit

chybu menš́ı než je definovaná výchoźı hodnota.

Pro řešič WSTIFF jsou zvolené totožné hodnoty a jsou provedeny opět dynamické

simulace, jejichž výsledky jsou ilustrovány na Obr. 3.34, 3.35, 3.36. Závěry z těchto

analýz lze vyvodit analogické k závěr̊um pro integrátor GSTIFF.

Totožné hodnoty chyby jsou zvoleny i pro řešiče CONSTANT BDF a HASTIFF.

Nicméně systém se pro všechny tři hodnoty rozkmitá a výstupy jsou zcela stejné.

Proto je představen vždy pouze jeden graf na Obr. 3.37, 3.38. Velikost chyby tedy

výsledek nijak neovlivńı.

Řešiče Newmark a HHT maj́ı na rozd́ıl od ostatńıch rozd́ılnou výchoźı chybu. Tato

chyba byla zadávána pro Newmark a dále byly provedeny i testy na chybu zmenšenou

a zvětšenou. Výsledek ovšem nebyl neovlivněn a je alespoň pro výchoźı hodnotu

chyby představen na Obr. 3.39. Opět se projev́ı přechod 𝜔1 = 𝜔2. Pro výchoźı

hodnotu chyby při použit́ı integrátoru HHT byla výsledkem grafická závislost, viz

Obr. 3.40, kdy se sice systém rozkmital po překročeńı prvńıch dvou kritických úhlo-

vých rychlost́ı, nicméně hodnota výchylky na Y–ové ose byla analogická k výsledku
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spoč́ıtaném pomoćı Newmarka. HHT se však rozkmitalo poněkud dř́ıve než byl

u Newmarka přechod přes kritické otáčky. Integrátor HHT pracoval stejně i pro

zmenšenou i zvětšenou hodnotu chyby.

Obrázek 3.31: Závislost výchylky ve

směru osy Y geometrického středu ro-

toru na čase pro výchoźı hodnotu chyby.

Obrázek 3.32: Závislost výchylky ve

směru osy Y geometrického středu ro-

toru na čase pro zmenšenou hodnotu

chyby.

Obrázek 3.33: Závislost výchylky ve směru osy Y geometrického středu rotoru na

čase pro zvětšenou hodnotu chyby.
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Obrázek 3.34: Závislost výchylky ve

směru osy Y geometrického středu ro-

toru na čase pro výchoźı hodnotu chyby.

Obrázek 3.35: Závislost výchylky ve

směru osy Y geometrického středu ro-

toru na čase pro zmenšenou hodnotu

chyby.

Obrázek 3.36: Závislost výchylky ve směru osy Y geometrického středu rotoru na

čase pro zvětšenou hodnotu chyby.

Obrázek 3.37: Závislost výchylky ve

směru osy Y geometrického středu ro-

toru na čase pro výchoźı hodnotu chyby.

Obrázek 3.38: Závislost výchylky ve

směru osy Y geometrického středu ro-

toru na čase pro výchoźı hodnotu chyby.
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Obrázek 3.39: Závislost výchylky ve

směru osy Y geometrického středu ro-

toru na čase pro výchoźı hodnotu chyby.

Obrázek 3.40: Závislost výchylky ve

směru osy Y geometrického středu ro-

toru na čase pro výchoźı hodnotu chyby.

Daľśım parametrem, kterým lze ovlivňovat numerické řešeńı pomoćı řešič̊u je KMAX

indikuj́ıćı maximálńı řád metody. Výchoźı hodnota je v MSC.ADAMS definována

jako 𝐾𝑀𝐴𝑋 = 6. Pro řešiče Newmark a HHT neńı tento parametr brán na zřetel,

nebot’ jsou to metody konstantńıch řád̊u. Testováńı tuhého rotoru proběhlo tedy pro

všechny použité integrátory vyjma Newmark a HHT. Parametr KMAX by se měl

pohybovat v rozmeźı 1 ≤ 𝐾𝑀𝐴𝑋 ≤ 6 [3]. Proto byly voleny hodnoty 4 a 3. Avšak

nebyla zaznamenána změna ve výsledćıch.

Počátečńı délka integračńıho kroku HINIT je implicitně nastavena na 1/20 zadaného

kroku. Maximálńı (HMAX ) a minimálńı (HMIN ) povolená délka kroku během si-

mulace muśı splňovat nerovnost 0 < 𝐻𝑀𝐼𝑁 ≤ 𝐻𝐼𝑁𝐼𝑇 ≤ 𝐻𝑀𝐴𝑋. Pro HHT

a Newmarka se vyskytl v nastaveńı těchto parametr̊u problém. Pro obě metody byla

hlášena chyba a simulace nemohla proběhnout. At’ byly parametry zvětšovány nebo

zmenšovány, simulace se nepodařilo spustit. Tento faktický problém se neobjevoval

pro ostatńı řešiče. Nicméně jakékoliv nastaveńı parametr̊u neměnilo výsledek.

Parametry 𝛾 a 𝛽 již byly zmı́něny v podkapitole 2.2. Lze je volit pro metodu New-

mark. Ovšem je třeba zd̊uraznit, že je muśı být splněno, že 𝛾 ≥ 1/2 [3] a zároveň

podmı́nka

𝛽 ≥

(︂
𝛾 +

1

2

)︂2

4
. (3.38)

V opačném př́ıpadě MSC.ADAMS parametr neakceptuje. Pro implicitńı hodnotu

𝛾 = 0.7 je na Obr. 3.41 znázorněn pr̊uběh závislosti výchylky ve směru osy Y na

čase pro geometrický střed rotoru. Z obrázku je patrný přechod přes prvńı dvě

kritické úhlové rychlosti. Dále byly voleny zmenšené hodnoty 𝛾 = 0.6 a 𝛾 = 0.5. Pro

𝛾 = 0.6 dojde ke zmenšeńı výchylky a pozvolněǰśımu utlumeńı kmitáńı po přechodu

𝜔1 = 𝜔2 než tomu bylo u předchoźıho př́ıpadu. A pro 𝛾 = 0.5 už v̊ubec nedojde

k utlumeńı a systém se zcela rozkmitá. Je tedy vhodné pro Newmarkovu metodu
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ponechat výchoźı nastaveńı parametru 𝛾.

Obrázek 3.41: Závislost výchylky ve

směru osy Y geometrického středu ro-

toru na čase pro výchoźı hodnotu para-

metru 𝛾 = 0.7.

Obrázek 3.42: Závislost výchylky ve

směru osy Y geometrického středu ro-

toru na čase pro zmenšenou hodnotu pa-

rametru 𝛾 = 0.6.

Obrázek 3.43: Závislost výchylky ve směru osy Y geometrického středu rotoru na

čase pro zvětšenou hodnotu parametru 𝛾 = 0.5.

Velkou d̊uležitost je třeba při prováděńı dynamických simulaćı a vyhodnocováńı gra-

fických výsledk̊u přikládat tzv. vzorkovaćımu teorému. Podle něj muśı být vzorkovaćı

frekvence nejméně dvakrát vyšš́ı, než je nejvyšš́ı frekvence obsažená v signálu, takže

muśı splňovat podmı́nku

𝑓ℎ ≤ 𝑓𝑠
2

= 𝑓𝑁 , (3.39)

kde 𝑓ℎ je hodnota maximálńı frekvence vyskytuj́ıćı se v signálu, 𝑓𝑠 představuje

vzorkovaćı frekvenci a 𝑓𝑁 je tzv. Nyquistova frekvence. Podmı́nka (3.39) se nazývá

Shanon–Kotelnik̊uv teorém (vzorkovaćı teorém). Pokud je vzorkováńı s frekvenćı

nižš́ı, než je potřebná, může se projevit jev nazývaný
”
překládáńı“ nebo

”
přejmeno-

váńı“ (v anglické literatuře
”
aliasing“). Tento jev zp̊usob́ı, že se ve Fourierově obrazu

signálu objev́ı jiné frekvence, než které signál ve skutečnosti obsahuje [9], jak je
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ukázáno na ilustračńım Obr. 3.44. Zde je zelenou barvou znázorněn p̊uvodńı signál

a modrou barvou náhradńı signál, který vznikne špatným navzorkováńım.

Po každé simulaci byla data extrahována do MATLABu, kde byla zvizualizována

a kde byla zároveň ověřena platnost Shanon–Kotelnikova teorému tak, že byla

zjǐstěna nejvyšš́ı frekvence ve vzorku a porovnána s př́ıslušnou vzorkovaćı frekvenćı.

V př́ıpadě nesplněńı teorému, došlo k vypsáńı chybového hlášeńı.
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Obrázek 3.44: Graf p̊uvodńıho a náhradńıho signálu.
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Kapitola 4

Poddajný rotor

V této kapitole je představena dynamická analýza matematického modelu pod-

dajného rotoru ve stavovém prostoru v MATLABu, jej́ımž výsledkem je Campbell̊uv

diagram. Dále je uveden podrobný postup konstrukce obecného poddajného rotoru

v programu MSC.ADAMS. Je vytvořen model poddajného rotoru odpov́ıdaj́ıćı mo-

delu v MATLABu, ke kterému jsou připojeny čtyři kombinace nevývažk̊u, č́ımž

jsou vytvořeny r̊uzné varianty daného modelu. U jednotlivých variant je sledováno,

při kterých (kritických) úhlových rychlostech docháźı k rezonanci a tyto výsledky

jsou konfrontovány s výsledky źıskanými v MATLABu. Zároveň je popsán zp̊usob

vytvořeńı Campbellova diagramu pomoćı trojrozměrné rychlé Fourierovy transfor-

mace. U třet́ı varianty modelu je sledován vliv počtu krok̊u simulace na výsledky

experimentálně źıskaného Campbellova diagramu.

4.1 Sestaveńı modelu ve stavovém prostoru pro

poddajný rotor

V podkapitole 2.1 je odvozena pohybová rovnice konečného rotuj́ıćıho hř́ıdelového

prvku se dvěma ř́ıd́ıćımi uzly. Hř́ıdel vyšetřovaného rotoru je rozdělena na 14 prvk̊u

a 15 uzl̊u, přičemž uprostřed hř́ıdele, tj. na 8. uzlu, je nasazen tuhý diskrétńı ko-

touč. Geometrické charakteristiky jsou představeny na Obr. 4.1, kde jsou jednotlivé

rozměry uvedeny v mm. Ložiska jsou umı́stěna na konćıch hř́ıdele a jsou popsána

matićı tuhosti K𝑙 izotropńıch ložiskových bodových podpěr v již zmı́něném výrazu

(2.36). Nenulovými diagonálńımi prvky jsou pouze pozice obsahuj́ıćı př́ıčné tuhosti

𝑘𝑦, 𝑘𝑧 odpov́ıdaj́ıćı př́ıčným výchylkám 𝑣(𝑥) a 𝑤(𝑥). Matice tlumeńı B𝑙 je definovaná

vztahem (2.37) a je v tomto př́ıpadě nulová.
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Obrázek 4.1: Schéma rotoru s uvedenými rozměry v mm.

V MATLABu je sestaven matematický model rotoru v prostoru dimenze 𝑛 ve tvaru

Mq̈(𝑡) + (B + 𝜔0G) q̇(𝑡) + Kq(𝑡) = 0, (4.1)

kde struktura jednotlivých matic M, B, G a K a vektoru zobecněných posuv̊u uzl̊u

hř́ıdele q je odvozena v podkapitole 2.1.

Aby mohl být sestaven Campbell̊uv diagram je třeba dále provést modálńı analýzu

a určit tak vlastńı frekvence systému. Modálńı veličiny je ovšem účelné vyšetřovat

ve stavovém prostoru v př́ıpadech, kdy nelze vynechat účinky závislé na rychlosti

zobecněných souřadnic, tj. tlumeńı a gyroskopické účinky. Proto je matematický

model (4.1) rozš́ı̌ren o identitu

Mq̇(𝑡) −Mq̇(𝑡) = 0. (4.2)

Matematický model ve stavovém prostoru dimenze 2𝑛 lze potom zapsat jako

Nu̇(𝑡) + Pu(𝑡) = 0, (4.3)

kde matice N a P jsou ve tvaru

N =

[︂
0 M

M (B + 𝜔0G)

]︂
, P =

[︂
−M 0

0 K

]︂
(4.4)

a stavový vektor u je možné definovat jako

u =

[︂
q̇(𝑡)

q(𝑡)

]︂
. (4.5)

Výraz (4.3) lze ještě dále upravit do tvaru
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u̇(𝑡) + N−1Pu(𝑡) = 0, (4.6)

kde je zavedena tzv. systémová matice A jako

A = −N−1P =

[︂
−M−1 (B + 𝜔0G) −M−1K

E 0

]︂
, (4.7)

kde E je jednotková matice.

Ze systémové matice jsou v MATLABu určena vlastńı č́ısla systému, která jsou

v komplexńım tvaru. Pak již lze snadno vytvořit Campbell̊uv diagram pro uvedený

model rotoru, který je na Obr. 4.2.

Pro poddajný rotor jsou v MATLABu vizualizovány ohybové vlastńı tvary kmitu

a torzńı vlastńı tvary kmitu. Vlastńı tvary s charakteristickou torzńı deformaćı ne-

byly v této práci zkoumány. U ohybových vlastńıch tvar̊u kmitu jsou orbity ve

tvaru kružnic, nebot’ ložiska jsou izotropńı. Červeně je potom v grafech znázorněna

pr̊uhybová čára rotoru ve výchoźı poloze. Prvńım dvěma vlastńım frekvenćım Ω1 =

Ω2 odpov́ıdaj́ı prvńı dva vlastńı tvary kmitu, což lze vidět na Obr. 4.3, 4.4. Třet́ı

vlastńı frekvenci Ω3 odpov́ıdá třet́ı ohybový vlastńı tvar kmitu, viz Obr. 4.5.
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Obrázek 4.2: Campbell̊uv diagram vytvořený v MATLABu.
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Obrázek 4.3: Grafické znázorněńı prvńıho vlastńıho ohybového tvaru kmitu

(Ω1 = 249.2 Hz.)

Obrázek 4.4: Grafické znázorněńı prvńıho vlastńıho ohybového tvaru kmitu

(Ω2 = 249.2 Hz.)
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Obrázek 4.5: Grafické znázorněńı druhého vlastńıho ohybového tvaru kmitu

(Ω3 = 431.6 Hz.)
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4.2 Implementace poddajného rotoru v programu

MSC.ADAMS

Geometrické charakteristiky modelu v MATLABu na Obr. 4.1 jsou použity i pro

modelováńı v MSC.ADAMS. Poddajný rotor lze v MSC.ADAMS modelovat po-

moćı funkce Discrete Flexible Link, která umožńı vytvořit dvě nebo v́ıce tuhých

těles vzájemně spojených nehmotnými nosńıkovými prvky (Beam Force Elements).

Uživatel může zvolit z nab́ıdky tvar pr̊uřezu pro Flexible Link, č́ımž jsou zadefi-

novány geometrické charakteristiky a moment setrvačnosti [3]. Uživatel má možnost

volit počet tuhých těles a jim odpov́ıdaj́ıćı materiál a hodnotu poměrného útlumu

pro nosńıkové prvky. Dále je nezbytné zvolit body pro zavedeńı vazeb, resp. okra-

jových podmı́nek. Vazby mohou být Free, kdy koncový bod z̊ustává volný, nebo lze

definovat pevnou vazbu, tj. Rigid, mezi poddajným a připojeným tělesem. A nebo

lze vybrat vazbu poddajnou Flexible, kdy je vytvořen př́ıdavný nosńıkový silový

prvek mezi krajńım členem poddajného spojeńı a připojeným tělesem.

Vzhledem k tomu, že rotor nebude připojen k daľśım těles̊um, jsou vytvořeny dva

markery definuj́ıćı počátek a konec hř́ıdele. Markery lze vytvořit v části Construction.

Dále už lze rovnou vybrat z nástrojové lǐsty v části poddajných těles (Flexible Bo-

dies) ikonu Discrete Flexible Link. Tyto dva kroky jsou souhrnně znázorněny na

Obr. 4.6. Takto je namodelována poddajná hř́ıdel ukázaná na Obr. 4.7.

Obrázek 4.6: Uživatel vytvoř́ı dva markery a zvoĺı Discrete Flexible Link.

Funkce Discrete Flexible Link umožňuje definovat parametry hř́ıdele. Je tedy zvoleno

15 prvk̊u s kruhovým pr̊uřezem o pr̊uměru 0, 016 m a volné konce hř́ıdele. Vše je

pro ilustraci zaznamenáno na Obr. 4.8.

Rotačně symetrický kotouč je třeba přidat na prostředńı prvek, viz Obr. 4.1. Kotouč

byl zvolen jako tuhé těleso vzhledem k tomu, že má zanedbatelný vliv na ohybovou

tuhost. Namodelován je jako samostatné těleso pomoćı Rigid Body Cylinder a rov-

nou je uživatelem umı́stěn doprostřed hř́ıdele. Dále je na nástrojové lǐstě v části

Booleans vybrána funkce Merge two bodies, která sjednot́ı dvě tělesa. Následně je

použita funkce Unite two solids v té samé části nástrojové lǐsty a jsou vybrány hř́ıdel

a prostředńı prvek poddajné hř́ıdele. Dojde ke sloučeńı prvk̊u a nasazeńı kotouče na
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hř́ıdel. Tento postup lze vidět na Obr. 4.9.

Obrázek 4.7: Namodelovaná poddajná hř́ıdel.

Obrázek 4.8: Definováńı parametr̊u potřebných pro vytvořeńı Discrete Flexible Link.
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Obrázek 4.9: Uživatel sjednot́ı kotouč a prostředńı prvek a obě tělesa poté slouč́ı,

č́ımž dojde k nasazeńı kotouče na hř́ıdel.

T́ımto zp̊usobem je v programu MSC.ADAMS namodelována poddajná hř́ıdel, která

má 15 prvk̊u, kruhový pr̊uřez a volné konce. Uprostřed hř́ıdele je centricky a kolmo

nasazen rotačně symetrický tuhý kotouč. Ložiska poddajného rotoru jsou mode-

lována pomoćı Field Element definovaného čtvercovou matićı vazby řádu 𝑛 = 6.

Použit́ı Field Element pro modelováńı ložisek je analogické k využit́ı silového prvku

Force vector, což bylo ověřeno na následuj́ıćım Modelu 7.

K modelu poddajného rotoru je připojena kombinace jednoho nebo dvou nevývažk̊u,

č́ımž jsou rozlǐseny čtyři varianty popsané v Tab. 4.1. Kombinace jsou zvoleny stejné,

jako tomu bylo u tuhého rotoru. Nevývažky jsou umı́stěny vždy na čtvrtý a dvanáctý

prvek pomoćı Add to part. Každý nevývažek má hmotnost 0, 5 g a je ve vzdálenosti

40 mm od osy otáčeńı.

Grafické výstupy dynamických analýz, kterým budou jednotlivé modely podrobeny,

budou srovnávány s Campbellovým diagramem na Obr. 4.2, kde pr̊useč́ıky šrafované

náběhové př́ımky znač́ı kritické úhlové rychlosti.
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Model Znázorněńı nevývažk̊u

Model 7

Model 8

Model 9

Model 10

Tabulka 4.1: Znázorněńı kombinaćı nevývažk̊u pomoćı vektor̊u pro jednotlivé mo-

dely.

4.2.1 Model 7

Pro tento model byly připojeny dva nevývažky symetricky v rovině XY, jak je vidět

na Obr. 4.10. Modelu byla udělena úhlová rychlost, jej́ıž hodnota je v MSC.ADAMS

zadávána jako 900·2·𝜋·𝑡𝑖𝑚𝑒 v jednotkách rad·s−1. Pro dobu simulace 1 s dosáhne ro-

tor úhlové rychlosti 5654 rad·s−1. Tuto hodnotu lze ověřit v ADAMS/PostProcessor,

kde je možné vykreslit závislost úhlové rychlosti na čase. Numerická integrace byla

provedena pomoćı výchoźıho integrátoru GSTIFF s časovým krokem, který od-

pov́ıdal vzorkovaćı frekvenci 𝑓𝑁 = 50000 Hz. Hodnota úhlové rychlosti byla sta-

novena pokusem tak, aby při odeč́ıtáńı výsledk̊u z grafických závislost́ı źıskaných

v ADAMS/PostProcessor bylo možné určit, zda došlo k rezonanci při přechodu přes

všechny tři kritické úhlové rychlosti. Hodnota těchto kritických úhlových rychlost́ı

odpov́ıdá kritických úhlovým rychlostem z Campbellova diagramu na Obr. 4.2.

Pro odeč́ıtáńı výsledk̊u byl na poddajném rotoru zvolen geometrický střed rotoru,

těžǐstě šestého prvku (zvoleného zcela libovolně), střed levého a pravého čepu. Pro

tato mı́sta byla vykreslena závislost výchylky ve směru osy Y na úhlové rychlosti

rotoru. Na Obr. 4.11 je znázorněna závislost výchylky geometrického středu rotoru

na úhlové rychlosti, přičemž výchylka je nepatrně větš́ı než je tomu u závislosti

výchylky ve směru Y střediska hmotnosti šestého prvku na úhlové rychlosti, jak je
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Obrázek 4.10: Model 7 se dvěma nevývažky umı́stěnými v rovině XY.

vidět na Obr. 4.12. Na obou grafech je ovšem zcela patrný přechod přes kritické

úhlové rychlosti 𝜔1 = 𝜔2. Na Obr. 4.13 a 4.14 si lze prohlédnout závislosti výchylky

středu levého a pravého čepu na úhlové rychlosti poddajného rotoru. Na těchto

grafech se opět projevuje přechod přes 𝜔1 = 𝜔2, po kterém následuje pozvolné

rozkmitáńı. Byla projevena snaha toto rozkmitáńı odstranit pomaleǰśım rozjezdem

rotoru, avšak toto opatřeńı nebylo účinné. Pro tento model poddajného rotoru se

tedy podařilo vybudit pouze prvńı dvě kritické úhlové rychlosti.

Obrázek 4.11: Závislost velikosti

výchylky geometrického středu rotoru

na úhlové rychlosti pro Model 7.

Obrázek 4.12: Závislost velikosti

výchylky střediska hmotnosti šestého

prvku rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 7.

57



KAPITOLA 4. PODDAJNÝ ROTOR

Obrázek 4.13: Závislost velikosti

výchylky středu levého čepu na úhlové

rychlosti pro Model 7.

Obrázek 4.14: Závislost velikosti

výchylky středu pravého čepu na úhlové

rychlosti pro Model 7.

Dále byl v modulu ADAMS/PostProcessor vykreslen graf závislosti rychlosti po-

suvného pohybu ve směru osy Y geometrického středu rotoru na úhlové rychlosti. Na

pr̊uběh tohoto signálu byla aplikována funkce ADAMSu 3D FFT, jej́ımž výsledkem

je konturový graf analyzovaného signálu. Stejně tak byl vykreslen graf závislosti

zrychleńı posuvného pohybu ve směru osy Y geometrického středu rotoru na úhlové

rychlosti a na tuto křivku byla aplikována funkce 3D FFT.

Motivaćı pro tento krok je jednoduchá myšlenka. V praxi totiž plat́ı, že lze každou

funkci převést na součet nebo integraci harmonických funkćı, avšak každé s jinou

váhovou funkćı a fázovým posuvem. Přičemž váhová funkce určuje, které frekvence

je třeba použ́ıt, aby byla možnost zpětně sestavit p̊uvodńı matici z harmonických

funkćı. Zmı́něná váhová funkce je proto označována jako Fourierova transformace,

která neńı pro praktickou realizaci zcela vhodná. Důvodem je to, že pro poč́ıtačové

zpracováńı neńı k dispozici spojitá funkce, ale jen jej́ı hodnoty v diskrétńıch vzor-

kovaćıch okamžićıch [10]. Proto se zavád́ı tzv. diskrétńı Fourierova transformace

(DFT), jej́ımiž vstupy a výstupy jsou posloupnosti hodnot. Nicméně tato trans-

formace je velmi časově náročná, a proto byl vyvinut algoritmus nazývaný rychlá

Fourierova transformace (FFT), který zkracuje dobu výpočtu. A to proto, že z DFT

provád́ı 𝒪(𝑁2) operaćı, kdežto FFT pouze 𝒪(𝑁 log𝑁) [11].

Pro aplikováńı funkce 3D FFT na signál je v ADAMS/PostProcessor vybrána

z nástrojové lǐsty nab́ıdka Plot a následně 3D FFT. Uživateli se t́ım otevře dialogové

okno znázorněné na Obr. 4.15, kde je možné zadávat d̊uležité parametry. Lze vybrat,

jaká data maj́ı být vynášena na vertikálńı osu: rozsah horizontálńı osy (Mag), fáze

(Phase) a spektrálńı výkonová hustota (PSD). Dále je zapotřeb́ı definovat časový

počátek a konec křivky, která je transformována. ADAMS/PostProcessor tyto údaje

nastav́ı sám podle vybrané křivky. Velikost časového řezu (Time Slice Size) určuje

počet vzork̊u, na který je křivka rozdělena, a procentuálńı překryt́ı (Percentage Over-

lap) udává hodnotu překryt́ı vzork̊u v procentech. Velkou d̊uležitost zastává váhové

okno (Window Type), kde je možné vybrat např. Rectangular, Hanning, Hamming

a daľśı. Pro př́ıpad poddajného rotoru je vybráno Hannovo váhové okno (Hanning).
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V neposledńı řadě uživatel zvoĺı z nab́ıdky počet vzork̊u, které budou v každém řezu

brány v úvahu. Jestliže této zvolené hodnotě nebude odpov́ıdat počet skutečných

vzork̊u dojde k interpolaci. Počet vzork̊u je vždy mocnina dvou (Power of 2 ), d́ıky

čemuž transformace prob́ıhá nejrychleǰśım možným zp̊usobem. Pak už jen stač́ı vy-

brat Apply.

Zde je d̊uležité vysvětlit, proč bylo jako váhové okno zvoleno právě Hannovo. Han-

ning je hladká váhová funkce, která je nulová na začátku a konci časového záznamu

signálu. Pracuje na principu přenásobeńı vzork̊u v daném časovém řezu hodnotou

0−1, která je definována váhovou funkćı. Vzhledem k tomu, že je funkce na začátku

a konci záznamu nulová, jsou odstraněny návaznosti na sousedńı řezy. Nastaveńım

překryt́ı na 75% je zajǐstěno, že pokud by se nějaký jev nacházel na na okraj́ıch, kde

je potlačen váhovou funkćı, bude se vyskytovat v jiném řezu. Maximálńı amplitu-

dová chyba přitom čińı 1,42 dB [12]. Hannovo okno se zpravidla voĺı pro:

∙ Měřeńı na rotačńıch zař́ızeńıch.

∙ Analýzy systémů při buzeńı náhodným šumem.

Vzhledem k aplikaci na rotačńı zař́ızeńı bylo pro poddajný rotor zvoleno právě

Hannovo okno.

Obrázek 4.15: Dialogové okno, ve kterém uživatel voĺı př́ıslušné parametry pro apli-

kováńı funkce 3D FFT.

59



KAPITOLA 4. PODDAJNÝ ROTOR

Obrázek 4.16: Výsledek aplikace funkce 3D FFT v ADAMS/PostProcessor pro

Model 7.
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Obrázek 4.17: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti rychlosti posuvného

pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 7.
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Obrázek 4.18: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti zrychleńı posuvného

pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti rotoru

pro Model 7.

T́ımto je tedy v ADAMS/PostProcessor provedena trojrozměrná rychlá Fourierova

transformace ilustruj́ıćı závislost rychlosti na frekvenci a úhlové rychlosti a jej́ı

výsledek je vidět na Obr. 4.16.

Pro lepš́ı vizualizaci výsledku byla data exportována do MATLABu, kde byla vy-

kreslena jako 2D konturový graf. Tento graf byl źıskán aplikováńım funkce 3D FFT

na křivku závislosti rychlosti posuvného pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti, viz Obr. 4.17. Ve druhém př́ıpadě byla funkce

3D FFT použita pro křivku závislosti zrychleńı posuvného pohybu ve směru osy Y

geometrického středu rotoru na úhlové rychlosti. Výsledný konturový graf lze vidět

na Obr. 4.18.

Pro Model 7 byla dále definována poddajná ortotropńı ložiska a byla zkoumána

odezva v porovnáńı s poddajnými izotropńımi ložisky. Nejprve byly pro ložiska zvo-

leny koeficienty tuhosti odpov́ıdaj́ıćı př́ıčným tuhostem jako 𝑘𝐿𝑦 = 𝑘𝑅𝑦 = 107 N/m,

𝑘𝐿𝑧 = 𝑘𝑅𝑧 = 1011 N/m. Pro tento rotor byl vytvořen Campbell̊uv diagram uvedený

na Obr. 4.19.

V d̊usledku gyroskopických účink̊u se některé křivky v Campbellově diagramu na

60



KAPITOLA 4. PODDAJNÝ ROTOR

Obr. 4.19 rozštěṕı. Náběhová př́ımka je v grafu znázorněna čerchovanou čárou a plat́ı

pro ni, že Ω = 𝜔0, tj. úhlová rychlost otáčeńı roviny pr̊uhybové čáry Ω je rovna úhlové

rychlosti kotouče 𝜔0. Body pr̊uniku křivek Campbellova diagramu s náběhovou

př́ımkou jsou kritické úhlové rychlosti 𝜔𝑖 pro 𝑖 = 1, 2, 3. Tyto hodnoty jsou v di-

agramu na Obr 4.19 znázorněny vzestupně pomoćı funkce datatip v MATLABu.

Kritické úhlové rychlosti 𝜔1 a 𝜔3 jsou charakterizovány protiběžnou synchronńı pre-

ceśı, kdy se rovina pr̊uhybové čáry otáč́ı stejnou úhlovou rychlost́ı jako kotouč, ale

v opačném smyslu (Ω = −𝜔0) a střed hř́ıdele ob́ıhá kružnici v opačném smyslu

otáčeńı kotouče. Kritické úhlové rychlosti 𝜔2 a 𝜔4 jsou charakterizovány souběžnou

synchronńı preceśı, kdy se rovina pr̊uhybové čáry otáč́ı stejnou úhlovou rychlost́ı

jako kotouč (Ω = 𝜔0) a střed hř́ıdele ob́ıhá kružnici ve smyslu otáčeńı kotouče [6].

Model rotoru v MSC.ADAMS byl pro zvolené hodnoty poddajných ortotropńıch

ložisek roztáčen úhlovou rychlost́ı 900 · 2 · 𝜋 · 𝑡𝑖𝑚𝑒 rad · s−1. Jako řešič byl zvolen

GSTIFF a vzorkovaćı frekvence odpov́ıdala hodnotě 𝑓𝑁 = 50000 Hz. Výstupem dy-

namické simulace byla grafická závislost výchylky ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti. Při kritických úhlových rychlostech docháźı k re-

zonanci. V př́ıpadě křivky závislosti na Obr. 4.20 lze hovořit o vzniku druhé kritické

úhlové rychlosti 𝜔2, tj. docháźı k souběžné synchronńı precesi. Ostatńı kritické úhlové

rychlosti se neprojev́ı.

Pro srovnáńı byly pro analogický Model 7 definovány nižš́ı hodnoty př́ıčných tuhost́ı,

než tomu bylo v předchoźım př́ıpadě, tj. 𝑘𝐿𝑦 = 𝑘𝑅𝑦 = 106 N/m, 𝑘𝐿𝑧 = 𝑘𝑅𝑧 = 107 N/m.

Byl vytvořen Campbell̊uv digram na Obr. 4.21, kde je opět patrný vliv gyrosko-

pických účink̊u. Pro nižš́ı hodnoty tuhost́ı docháźı též ke sńıžeńı hodnost vlastńıch

frekvenćı. Odpov́ıdaj́ıćı model v MSC.ADAMS je pro parametry analogické k před-

choźımu př́ıpadu podroben dynamické simulaci. Grafická závislost výchylky ve směru

osy Y geometrického středu rotoru na úhlové rychlosti je vidět na Obr. 4.22. Z grafu

plyne, že je vybuzena pouze úhlová rychlost mezi prvńı a druhou kritickou úhlovou

rychlost́ı. Docháźı tedy k souběžné synchronńı precesi.

Lze tedy ř́ıci, že pro poddajná ortotropńı ložiska docháźı v Campbellově diagramu

k odděleńı pr̊uběh̊u křivek Ω1(𝜔0) a Ω2(𝜔0), což neplat́ı pro př́ıpad poddajných

izotropńıch ložisek, jak je vidět na Obr. 4.2.
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Obrázek 4.19: Campbell̊uv diagram pro Model 7 uložený na poddajných ortot-

ropńıch ložisćıch s tuhostmi 𝑘𝐿𝑦 = 𝑘𝑅𝑦 = 107 N/m, 𝑘𝐿𝑧 = 𝑘𝑅𝑧 = 1011 N/m vytvořený

v MATLABu.

Obrázek 4.20: Závislost výchylky ve směru osy Y geometrického středu ro-

toru na úhlové rychlosti Modelu 7 pro poddajná ortotropńı ložiska s tuhostmi

𝑘𝐿𝑦 = 𝑘𝑅𝑦 = 107 N/m, 𝑘𝐿𝑧 = 𝑘𝑅𝑧 = 1011 N/m.
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Obrázek 4.21: Campbell̊uv diagram pro Model 7 uložený na ortotropńıch ložisćıch

s tuhostmi 𝑘𝐿𝑦 = 𝑘𝑅𝑦 = 106 N/m, 𝑘𝐿𝑧 = 𝑘𝑅𝑧 = 107 N/m vytvořený v MATLABu.

Obrázek 4.22: Závislost výchylky ve směru osy Y geometrického středu rotoru na

úhlové rychlosti Modelu 7 pro ortotropńı ložiska s tuhostmi 𝑘𝐿𝑦 = 𝑘𝑅𝑦 = 106 N/m,

𝑘𝐿𝑧 = 𝑘𝑅𝑧 = 107 N/m.
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4.2.2 Model 8

Pro Model 8 byly připojeny dva nevývažky v rovině XY asymetricky podle roviny

XZ, viz. Obr. 4.23. Opět byla provedena dynamická simulace pro řešič GSTIFF.

Hodnota úhlové rychlosti, j́ıž byl model roztáčen, činila 800 · 2 · 𝜋 · 𝑡𝑖𝑚𝑒 rad · s−1.

Vzorkovaćı frekvence byla 𝑓𝑁 = 35000 Hz.

Pro Model 8 byla vybrána stejná mı́sta pro odečteńı výsledk̊u. A proto lze na

Obr. 4.24 vidět závislost výchylky geometrického středu rotoru na úhlové rychlosti.

Ve srovnáńı s analogickým grafem pro Model 7 na Obr. 4.11 je hodnota výchylky

na Obr. 4.24 o sedm řád̊u nižš́ı a jedná se tedy prakticky o numerickou nulu. Re-

zonanci se tedy nepodařilo vybudit. Přechod přes 𝜔1 = 𝜔2 se nepodařilo vybu-

dit pro výchylku střediska hmotnosti šestého prvku závislé na úhlové rychlosti, viz

Obr. 4.25, ani pro závislosti výchylky středu levého a pravého čepu na úhlové rych-

losti, jak je patrné z Obr. 4.26, 4.27. Bylo předpokládáno, že se pro tuto kombinaci

nevývažk̊u podař́ı vybudit i vyšš́ı vlastńı tvary kmitu, což se nepotvrdilo. Možnou

př́ıčinou je výrazný stabilizačńı účinek velkého kotouče.

Pro Model 8 je také vytvořen Campbell̊uv diagram pomoćı rychlé Fourierovy trans-

formace aplikované na křivku závislosti rychlosti geometrického středu rotoru na

úhlové rychlosti, jak je vidět na Obr. 4.28. Zároveň je vytvořen Campbell̊uv dia-

gram pomoćı rychlé Fourierovy transformace aplikované na křivku závislosti zrych-

leńı na úhlové rychlosti geometrického středu rotoru, viz Obr. 4.29. Př́ıslušná data

z MSC.ADAMS jsou opět zvizualizována v MATLABu pomoćı př́ıkazu contourf .

Jak je patrné, podařilo se vybudit pouze otáčkovou složku, pro kterou se úhlová

rychlost otáčeńı roviny pr̊uhybové čáry rovná úhlové rychlosti kotouče 𝜔0.

Obrázek 4.23: Model 8 se dvěma nevývažky umı́stěnými asymetricky v rovině XY.
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Obrázek 4.24: Závislost velikosti

výchylky geometrického středu rotoru

na úhlové rychlosti pro Model 8.

Obrázek 4.25: Závislost velikosti

výchylky střediska hmotnosti šestého

prvku rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 8.

Obrázek 4.26: Závislost velikosti

výchylky středu levého čepu na úhlové

rychlosti pro Model 8.

Obrázek 4.27: Závislost velikosti

výchylky středu pravého čepu na úhlové

rychlosti pro Model 8.
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Obrázek 4.28: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti rychlosti posuvného

pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 8.
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Obrázek 4.29: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti zrychleńı posuvného

pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 8.

4.2.3 Model 9

K Modelu 9 byly připojeny dva nevývažky v rovinách XY a XZ. Byla provedena

dynamická simulace pomoćı výchoźıho řešiče GSTIFF. Úhlová rychlost byla dána

vztahem 800 · 2 · 𝜋 · 𝑡𝑖𝑚𝑒 rad · s−1. Vzorkovaćı frekvence byla 𝑓𝑁 = 35000 Hz.

Pro odeč́ıtáńı výsledk̊u byla zvolena analogická mı́sta jako v předchoźıch př́ıpadech.

Na Obr. 4.31 je výchylka geometrického středu na úhlové rychlosti a na Obr. 4.32 je

závislost výchylky šestého prvku na úhlové rychlosti. Pro obě závislosti je charak-

teristické, že se projev́ı přechod prvńıch dvou kritických úhlových rychlost́ı, které

odpov́ıdaj́ı kritickým úhlovým rychlostem určeným pomoćı MATLABu. Přechod

přes prvńı dvě kritické úhlové rychlosti se projevuje i u závislost́ı výchylek obou

střed̊u čep̊u na úhlové rychlosti, viz Obr. 4.33, 4.34.
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Obrázek 4.30: Model 9 se dvěma nevývažky umı́stěnými v rovinách XY a XZ.

Obrázek 4.31: Závislost velikosti

výchylky geometrického středu rotoru

na úhlové rychlosti pro Model 9.

Obrázek 4.32: Závislost velikosti

výchylky střediska hmotnosti šestého

prvku rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 9.
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Obrázek 4.33: Závislost velikosti

výchylky středu levého čepu na úhlové

rychlosti pro Model 9.

Obrázek 4.34: Závislost velikosti

výchylky středu pravého čepu na úhlové

rychlosti pro Model 9.

Pro Model 9 byl sledován vliv velikosti vzorkovaćı frekvence na výsledky kontu-

rového grafu, tj. grafu určeného na základě dat z FFT. Nejprve byla pro úhlovou

rychlost 800 · 2 · 𝜋 · 𝑡𝑖𝑚𝑒 rad · s−1 provedena simulace se zvolenou vzorkovaćı frek-

venćı 𝑓𝑁 = 25000 Hz. Pro tyto parametry byl źıskán konturový graf v rychlostech

na Obr. 4.35 a konturový graf ve zrychleńıch, jak je vidět na Obr. 4.36. Pro totožnou

úhlovou rychlost byla zvolena vyšš́ı vzorkovaćı frekvence 𝑓𝑁 = 35000 Hz. konturový

graf v rychlostech je uveden na Obr. 4.37 a ve zrychleńıch na Obr. 4.38. Pro lepš́ı

srovnáńı byla zrealizována daľśı simulace pro stejnou úhlovou rychlost a větš́ı vzor-

kovaćı frekvenci 𝑓𝑁 = 45000 Hz. Odpov́ıdaj́ıćı konturový graf v rychlostech vystihuje

Obr. 4.39 a ve zrychleńıch Obr. 4.40.
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Obrázek 4.35: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti rychlosti posuvného

pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 9 pro vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 25000 Hz.
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Obrázek 4.36: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti zrychleńı posuvného

pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 9 pro vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 25000 Hz.
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Obrázek 4.37: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti rychlosti posuvného

pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 9 pro vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 35000 Hz.
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Obrázek 4.38: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti zrychleńı posuvného

pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 9 pro vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 35000 Hz.
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Obrázek 4.39: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti rychlosti posuvného

pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 9 pro vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 45000 Hz.
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Obrázek 4.40: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti zrychleńı posuvného

pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 9 pro vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 45000 Hz.
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4.2.4 Model 10

K Modelu 10 byl připojen pouze jeden nevývažek umı́stěný na kotouči. Modelu byla

udělena úhlová rychlost 800 ·2 ·𝜋 ·𝑡𝑖𝑚𝑒 rad ·s−1. Dynamická simulace byla provedena

pro vzorkovaćı frekvenci 𝑓𝑁 = 50000 Hz. Jako řešič byl znovu požit GSTIFF.

Pro Model 10 jsou vykresleny totožné grafické závislosti jak tomu bylo u předchá-

zej́ıćıch model̊u, jak je vidět na Obr. 4.42, 4.43, 4.44, 4.45. V grafech lze pozorovat

projev přechodu přes prvńı dvě kritické úhlové rychlosti.

Pomoćı ADAMS/PostProcessor byla opět provedena trojrozměrná rychlá Fourierova

transformace a vzniklá data byla v MATLABu vizualizována ve formě konturového

grafu v rychlostech na Obr. 4.56 a ve zrychleńıch na Obr. 4.58.

Obrázek 4.41: Model 10 s jedńım nevývažkem umı́stěným na kotouči.
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Obrázek 4.42: Závislost velikosti

výchylky geometrického středu rotoru

na úhlové rychlosti pro Model 10.

Obrázek 4.43: Závislost velikosti

výchylky střediska hmotnosti šestého

prvku rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 10.

Obrázek 4.44: Závislost velikosti

výchylky středu levého čepu na úhlové

rychlosti pro Model 10.

Obrázek 4.45: Závislost velikosti

výchylky středu pravého čepu na úhlové

rychlosti pro Model 10.
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Obrázek 4.46: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti rychlosti posuvného

pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 10 pro vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 50000 Hz.
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Obrázek 4.47: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti zrychleńı posuvného

pohybu ve směru osy Y geometrického

středu rotoru na úhlové rychlosti pro

Model 10 pro vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 50000 Hz.

Pro Model 10 byl zkoumán rovněž vliv tlumeńı na frekvenčńı odezvu. Byla defi-

nována izotropńı poddajná ložiska s uvažováńım izotropńıho vněǰśıho tlumeńı. Pa-

rametry byly stanoveny jako 𝑘𝑋𝑦 = 𝑘𝑋𝑧 = 107 N/m, 𝑏𝑋𝑦 = 𝑏𝑋𝑧 = 103 N/m pro

X = L, R. V MATLABu byl určen odpov́ıdaj́ıćı Campbell̊uv diagram na Obr 4.48.

V MSC.ADAMS bylo izotropńıho vněǰśı tlumeńı definováno pomoćı matice tlumeńı

v silovém prvku Field Element. Byla provedena dynamická simulace pro úhlovou

rychlost 900 · 2 · 𝜋 · 𝑡𝑖𝑚𝑒 rad · s−1, výchoźı řešič GSTIFF a vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 45000 Hz. Výsledkem simulace byla grafická závislost výchylky ve směru

osy Y geometrického středu rotoru na úhlové rychlosti na Obr. 4.49.

Pro srovnáńı byla pro analogický model definována poddajná izotropńı ložiska s uva-

žováńım nižš́ıch hodnot ortotropńıho vněǰśıho tlumeńı a to 𝑏𝑋𝑦 = 𝑏𝑋𝑧 = 102 N/m pro

X = L, R. Opět byl vykreslen Campbell̊uv diagram na Obr. 4.50. Pro př́ıslušný

model v MSC.ADAMS byla vykreslena grafická závislost výchylky ve směru osy Y

geometrického středu rotoru na úhlové rychlosti.

Hodnota prvńıch dvou kritických otáček 𝜔1 = 𝜔2 se pro oba př́ıpady neměńı, jak je

vidět na Obr. 4.48, 4.50. Na Obr. 4.49, 4.51 je proto patrná stejná hodnota kritické

úhlové rychlosti, při které docháźı k rezonanci. Zároveň si lze povšimnout, že pro

menš́ı tlumeńı je pro grafy z MSC.ADAMS charakteristická větš́ı výchylka.
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Obrázek 4.48: Campbell̊uv diagram pro Model 10 uložený na poddajných izotropńıch

ložisćıch s parametry 𝑘𝑋𝑦 = 𝑘𝑋𝑧 = 107 N/m, 𝑏𝑋𝑦 = 𝑏𝑋𝑧 = 103 N/m pro X = L, R

vytvořený v MATLABu.

Obrázek 4.49: Závislost výchylky ve směru osy Y geometrického středu ro-

toru na úhlové rychlosti Modelu 10 pro poddajná izotropńı ložiska s parametry

𝑘𝑋𝑦 = 𝑘𝑋𝑧 = 107 N/m, 𝑏𝑋𝑦 = 𝑏𝑋𝑧 = 103 N/m pro X = L, R.
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Obrázek 4.50: Campbell̊uv diagram pro Model 10 uložený na poddajných izotropńıch

ložisćıch s parametry 𝑘𝑋𝑦 = 𝑘𝑋𝑧 = 107 N/m, 𝑏𝑋𝑦 = 𝑏𝑋𝑧 = 102 N/m pro X = L, R

vytvořený v MATLABu.

Obrázek 4.51: Závislost výchylky ve směru osy Y geometrického středu ro-

toru na úhlové rychlosti Modelu 10 pro poddajná izotropńı ložiska s parametry

𝑘𝑋𝑦 = 𝑘𝑋𝑧 = 107 N/m, 𝑏𝑋𝑦 = 𝑏𝑋𝑧 = 102 N/m pro X = L, R.
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Dále byl pro Model 10 zkoumán vliv počtu prvk̊u hř́ıdele na frekvenčńı odezvu.

Byly vytvořeny dvě varianty Modelu 10, z nichž prvńı měla hř́ıdel rozdělenou na 15

prvk̊u a druhá měla hř́ıdel rozdělenou na 5 prvk̊u. Nejprve byly pro obě varianty vy-

tvořeny Campbellovy diagramy v MATLABu se zvýrazněnými hodnotami kritických

úhlových rychlost́ı, které si lze prohlédnout na Obr. 4.52, 4.53. Větve Campbellových

diagramů pro obě varianty modelu maj́ı konstantńı diferenci v řádech setin Hz.

Model implementovaný v MSC.ADAMS byl v př́ıpadě obou variant roztáčen úhlovou

rychlost́ı 900 · 2 · 𝜋 · 𝑡𝑖𝑚𝑒 rad · s−1. Byla provedena dynamická simulace pro řešič

GSTIFF se vzorkovaćı frekvenćı 𝑓𝑁 = 50000 Hz. Pro variantu modelu s pěti prvky

prob́ıhala simulace výrazně rychleji než pro variantu s patnácti prvky a to d́ıky

nižš́ımu počtu stupň̊u volnosti modelu.

Výstupy dynamické simulace jsou grafy závislosti výchylky ve směru osy Y geo-

metrického středu rotoru na úhlové rychlosti pro obě varianty Modelu 10, jak je

vidět na Obr. 4.54, 4.55. Z graf̊u je patrné, že při přechodu prvńıch dvou kritických

úhlových rychlost́ı 𝜔1 = 𝜔2 docháźı k rezonanci. Hodnoty úhlových rychlost́ı, při

kterých docháźı k rezonanci řádově odpov́ıdaj́ı 𝜔1 = 𝜔2 v Campbellových diagra-

mech na Obr. 4.2, 4.53. Pro srovnáńı jsou znázorněny konturové grafy v rychlostech

na Obr. 4.56, 4.57 a ve zrychleńıch na Obr. 4.58, 4.59. V konturových grafech se

projevuje otáčková frekvence, jej́ıž hodnoty se nelǐśı pro obě varianty Modelu 10

v rychlostech na Obr. 4.56, 4.57. Naopak ve zrychleńıch na Obr. 4.58, 4.59 se pro-

jevuj́ı výrazné rozd́ıl pro variantu s patnácti a pěti prvky.
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Obrázek 4.52: Campbell̊uv diagram pro Model 10, jehož hř́ıdel sestává z patnácti

prvk̊u.
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Obrázek 4.53: Campbell̊uv diagram pro Model 10, jehož hř́ıdel sestává z pěti prvk̊u.

Obrázek 4.54: Závislost výchylky geometrického středu rotoru ve směru osy Y na

úhlové rychlosti pro Model 10, jehož hř́ıdel je tvořena patnácti prvky.
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Obrázek 4.55: Závislost výchylky geometrického středu rotoru ve směru osy Y na

úhlové rychlosti pro Model 10, jehož hř́ıdel je tvořena pěti prvky.
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Obrázek 4.56: Konturový graf určený pomoćı 3D Fourierovy transformace apliko-

vané na křivku závislosti rychlosti na úhlové rychlosti geometrického středu rotoru

pro Model 10, jehož hř́ıdel je tvořena patnácti prvky a pro vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 50000 Hz.
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Obrázek 4.57: Konturový graf určený pomoćı 3D Fourierovy transformace apliko-

vané na křivku závislosti rychlosti na úhlové rychlosti geometrického středu ro-

toru pro Model 10, jehož hř́ıdel je tvořena pěti prvky a pro vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 50000 Hz.
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Obrázek 4.58: Konturový graf určený pomoćı 3D Fourierovy transformace apliko-

vané na křivku závislosti zrychleńı na úhlové rychlosti geometrického středu rotoru

pro Model 10, jehož hř́ıdel je tvořena patnácti prvky a pro vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 50000 Hz.
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Obrázek 4.59: Konturový graf určený pomoćı 3D Fourierovy transformace apliko-

vané na křivku závislosti zrychleńı na úhlové rychlosti geometrického středu ro-

toru pro Model 10, jehož hř́ıdel je tvořena pěti prvky a pro vzorkovaćı frekvenci

𝑓𝑁 = 50000 Hz.

4.3 Experimentálńı zař́ızeńı ROTORKIT

Toto zař́ızeńı sestává z hř́ıdele na dvou podporách se dvěma kotouči na převislém

konci, jak je vidět na Obr. 4.60. Ložiska jsou modelována jako izotropńı s izot-

ropńıch vněǰśım tlumeńım, kdy koeficienty tuhosti odpov́ıdaj́ıćı př́ıčným výchylkám

v, w lze definovat jako 𝑘𝑋𝑦𝑦 = 𝑘𝑋𝑧𝑧 = 1 · 108 N/m−1 a odpov́ıdaj́ıćı koeficienty tlumeńı

jsou 𝑘𝑋𝑦𝑦 = 𝑘𝑋𝑧𝑧 = 1 ·103 N/m−1s−1 pro X = L, R. Geometrické charakteristiky rotoru

jsou znázorněny na Obr. 4.61, kde jsou uvedené rozměry v mm.

Hř́ıdel rotoru je rozdělena na sedmnáct prvk̊u. Hodnoty délek jednotlivých hř́ıdelo-

vých prvk̊u jsou uvedeny v Tab. 4.2. V MATLABu je sestrojen Campbell̊uv diagram

v Hz a v ot/min, jak je vidět na Obr. 4.62, 4.63. Dále je sestrojen totožný Cam-

pbell̊uv diagram v ot/min, ale pro vyšš́ı frekvence. Pr̊useč́ıky křivek s náběhovou

př́ımkou udávaj́ı kritické úhlové rychlosti, jejichž hodnoty lze odeč́ıst z grafu. Na

základě experimentálńıch dat ve Výzkumném a zkušebńım ústavu Plzeň s.r.o. byl

źıskán experimentálńı Campbell̊uv diagram [13] na Obr. 4.65. Uvedené diagramy

se shoduj́ı. Lze tedy usuzovat o správnosti diagramu sestaveného s využit́ım MKP

modelu v MATLABu.
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Obrázek 4.60: Experimentálńı zař́ızeńı ROTORKIT.

Obrázek 4.61: Experimentálńı zař́ızeńı ROTORKIT s rozměry v mm a s vy-

značenými podporami.

Č́ıslo Délka prvku

uzlu v [mm]

1 15

2 29,75

3 29,75

4 29,75

5 29,75

6 15

7 28,75

8 28,75

9 28,75

10 28,75

11 20

12 28,75

13 28,75

14 28,75

15 28,75

17 20

18 19

Tabulka 4.2: Délky hř́ıdelových prvk̊u.
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Obrázek 4.62: Campbell̊uv diagram experimentálńıho zař́ızeńı ROTORKIT sesta-

vený v MATLABu v Hz.
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Obrázek 4.63: Campbell̊uv diagram experimentálńıho zař́ızeńı ROTORKIT sesta-

vený v MATLABu v ot/min.
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Obrázek 4.64: Campbell̊uv diagram experimentálńıho zař́ızeńı ROTORKIT sesta-

vený na základě experimentálńıch dat v ot/min pro vyšš́ı frekvence.

Obrázek 4.65: Campbell̊uv diagram experimentálńıho zař́ızeńı ROTORKIT sesta-

vený na základě experimentálńıch dat (převzato z [13]).
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Model experimentálńıho zař́ızeńı ROTORKIT byl sestrojen v MSC.ADAMS jako

poddajný rotor, přičemž jeho geometrické charakteristiky odpov́ıdaly Obr. 4.61. Pro

tento model byla provedena modálńı analýza pomoćı modulu ADAMS/Vibration pro

nulovou úhlovou rychlost. Prvńıch osm vlastńıch č́ısel je zaznamenáno v Tab. 4.3.

Tyto hodnoty odpov́ıdaj́ı hodnotám vlastńıch č́ısel pro nulovou úhlovou rychlost

v Campbellově diagramu na Obr. 4.62.

Pořad́ı vlastńıho Vlastńı

tvaru kmitu frekvence v [Hz]

1 0

2 0

3 0

4 0

5 12,7889

6 12,7889

7 85,1565

8 85,1565

Tabulka 4.3: Hodnoty prvńıch osmi vlastńıch č́ısel experimentálńıho zař́ızeńı

ROTORKIT určené pomoćı modulu ADAMS/Vibration pro nulovou úhlovou rych-

lost.

4.3.1 Model ROTORKIT 1

K tomuto modelu je připojen jeden nevývažek na levém kotouči, jak si lze prohléd-

nout na Obr. 4.66. Modelu byla udělena úhlová rychlost 15 ·2 ·𝜋 · 𝑡𝑖𝑚𝑒 rad · s−1. Byla

provedena dynamická analýza s dobou simulace 8 s a se zvoleným řešičem GSTIFF.

Vzorkovaćı frekvence byla tentokrát stanovena na hodnotu 𝑓𝑁 = 60000 Hz.

Pro odeč́ıtáńı výsledk̊u v MSC.ADAMS na zař́ızeńı bylo zvoleno těžǐstě levého ko-

touče, těžǐstě posledńıho prvku vpravo, těžǐstě levého a pravého ložiska. Pro tento

model je typická rezonance při úhlové rychlosti odpov́ıdaj́ıćı 𝜔4, jak je vidět na

Obr. 4.67, 4.68, které ilustruj́ı závislost výchylky těžǐstě levého kotouče s nevývažkem

ve směru osy Y na úhlové rychlosti a závislost výchylky těžǐstě posledńıho prvku

zcela vpravo ve směru osy Y na úhlové rychlosti. Analogická rezonance se projev́ı

i v grafech závislosti výchylky těžǐstě levého a pravého ložiska ve směru osy Y na

úhlové rychlosti, jak je patrné z Obr. 4.69, 4.70. Ostatńı kritické úhlové rychlosti

nebyly vybuzeny. Byl sestrojen i konturový graf pomoćı Fourierovy transformace

aplikované na pr̊uběh závislosti rychlosti posuvného pohybu těžǐstě levého ložiska

ve směru osy Y na úhlové rychlosti a na pr̊uběh závislosti zrychleńı posuvného po-

hybu těžǐstě levého ložiska ve směru osy Y na úhlové rychlosti, viz Obr. 4.71, 4.72.

Na grafech je zřejmé, že se projev́ı otáčková frekvence.
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Obrázek 4.66: Model experimentálńıho zař́ızeńı ROTORKIT 1 s nevývažkem

připojeným na levém kotouči.

Obrázek 4.67: Závislost výchylky těžǐstě

levého kotouče s nevývažkem ve směru

osy Y na úhlové rychlosti pro model

ROTORKIT 1.

Obrázek 4.68: Závislost výchylky těžǐstě

posledńıho prvku vpravo ve směru

osy Y na úhlové rychlosti pro model

ROTORKIT 1.
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Obrázek 4.69: Závislost výchylky

těžǐstě pravého ložiska ve směru

osy Y na úhlové rychlosti pro model

ROTORKIT 1.

Obrázek 4.70: Závislost výchylky těžǐstě

levého ložiska ve směru osy Y na úhlové

rychlosti pro model ROTORKIT 1.
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Obrázek 4.71: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti rychlosti posuvného

pohybu ve směru osy Y těžǐstě pravého

ložiska rotoru na úhlové rychlosti pro

ROTORKIT 1.

Obrázek 4.72: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti zrychleńı posuvného

pohybu ve směru osy Y těžǐstě pravého

ložiska rotoru na úhlové rychlosti pro

ROTORKIT 1.
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4.3.2 Model ROTORKIT 2

K modelu jsou připojeny dva nevývažky v mı́stě ložisek, kdy prvńı nevývažek lež́ı

v rovině XY a druhý v rovině XZ, jak je vidět na Obr. 4.73. Modelu byla udělena

úhlová rychlost 5 · 2 · 𝜋 · 𝑡𝑖𝑚𝑒 rad · s−1. Pro integrátor GSTIFF byla provedena

dynamická analýza s dobou simulace 5.7 s. Vzorkovaćı frekvence byla stanovena na

hodnotu 𝑓𝑁 = 25000 Hz.

Pro odeč́ıtáńı výsledk̊u v MSC.ADAMS jsou zvolena analogická mı́sta jako pro

předchoźı model. V př́ıpadě ROTORKITu 2 je charakteristická rezonance odpov́ıdaj́ı-

ćı druhé kritické úhlové rychlosti 𝜔2, jak si lze prohlédnout na Obr. 4.74, 4.75, 4.76,

4.77. Ostatńı kritické úhlové rychlosti nebyly touto kombinaćı nevývažk̊u vybuzeny.

Konturové grafy na Obr. 4.78, 4.86 byly vykresleny v MATLABu a projev́ı se v nich

otáčková frekvence.

Obrázek 4.73: Model experimentálńıho zař́ızeńı ROTORKIT 2 s nevývažky

připojenými v mı́stě ložisek, kdy prvńı nevývažek lež́ı v rovině XY a druhý v rovině

XZ.
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Obrázek 4.74: Závislost výchylky těžǐstě

levého kotouče ve směru osy Y na úhlové

rychlosti pro model ROTORKIT 2.

Obrázek 4.75: Závislost výchylky těžǐstě

posledńıho prvku vpravo ve směru

osy Y na úhlové rychlosti pro model

ROTORKIT 2.

Obrázek 4.76: Závislost výchylky

těžǐstě pravého ložiska ve směru

osy Y na úhlové rychlosti pro model

ROTORKIT 2.

Obrázek 4.77: Závislost výchylky těžǐstě

levého ložiska ve směru osy Y na úhlové

rychlosti pro model ROTORKIT 2.
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Obrázek 4.78: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti rychlosti posuvného

pohybu ve směru osy Y těžǐstě pravého

ložiska rotoru na úhlové rychlosti pro

ROTORKIT 2.

Obrázek 4.79: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti zrychleńı posuvného

pohybu ve směru osy Y těžǐstě pravého

ložiska rotoru na úhlové rychlosti pro

ROTORKIT 2.

4.3.3 Model ROTORKIT 3

K modelu byly připojeny dva nevývažky na kotouč́ıch v rovině XY, jak je zobrazeno

na Obr. 4.80. Model byl roztáčen úhlovou rychlost́ı 20 · 2 · 𝜋 · 𝑡𝑖𝑚𝑒 rad · s−1. Byla

provedena dynamická analýza s výchoźım řešičem GSTIFF a dobou simulace 4 s.

Vzorkovaćı frekvence byla stanovena jako 𝑓𝑁 = 40000 Hz.

Mı́sta pro odeč́ıtáńı výsledk̊u jsou zvolena analogicky jako v předchoźıch dvou př́ıpa-

dech. Na grafech závislosti velikosti výchylky těžǐstě levého kotouče ve směru osy Y

na úhlové rychlosti a závislosti výchylky těžǐstě posledńıho prvku vpravo ve směru

osy Y na úhlové rychlosti se projev́ı rezonance odpov́ıdaj́ıćı 𝜔4, jak je vidět na

Obr. 4.81, 4.82. Přechod přes 𝜔4 je patrný i v př́ıpadě závislost́ı výchylky těžǐstě

pravého a levého ložiska ve směru osy Y na úhlové rychlosti, viz Obr. 4.83, 4.84.

V konturovém grafu na Obr. 4.85, 4.86 se projev́ı vliv otáčkové frekvence.
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Obrázek 4.80: Model experimentálńıho zař́ızeńı ROTORKIT 3 se dvěma nevývažky

připojenými na obou kotouč́ıch v rovině XY.

Obrázek 4.81: Závislost velikosti

výchylky těžǐstě levého kotouče

na úhlové rychlosti pro model

ROTORKIT 3.

Obrázek 4.82: Závislost velikosti

výchylky těžǐstě posledńıho prvku

vpravo na úhlové rychlosti pro model

ROTORKIT 3.
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Obrázek 4.83: Závislost velikosti

výchylky těžǐstě pravého ložiska

na úhlové rychlosti pro model

ROTORKIT 3.

Obrázek 4.84: Závislost velikosti

výchylky těžǐstě levého ložiska na úhlové

rychlosti pro model ROTORKIT 3.
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Obrázek 4.85: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti rychlosti posuvného

pohybu ve směru osy Y těžǐstě pravého

ložiska rotoru na úhlové rychlosti pro

ROTORKIT 3.

Obrázek 4.86: Konturový graf určený

pomoćı funkce 3D FFT aplikované na

křivku závislosti zrychleńı posuvného

pohybu ve směru osy Y těžǐstě pravého

ložiska rotoru na úhlové rychlosti pro

ROTORKIT 3.
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Kapitola 5

Závěr a zhodnoceńı výsledk̊u

Ćılem této práce bylo seznámeńı se standardńımi možnostmi řešeńı úloh dyna-

miky rotor̊u a zpracováńı metodiky modelováńı rotor̊u v softwaru MSC.ADAMS,

včetně srovnáńı źıskaných výsledk̊u se standardńımi metodami. Dále byla zkoumána

závislost źıskaných výsledk̊u na volbě a nastaveńı použitých numerických metod. U

poddajného rotoru bylo nezbytné navrhnout vlastńı program v MATLABu, který

využ́ıvá metodu konečných prvk̊u pro řešeńı úloh rotorové dynamiky a pomoćı

kterého mohl být sestrojen Campbell̊uv diagram a grafické znázorněńı ohybových a

torzńıch vlastńıch tvar̊u kmitu.

Kapitola 2 představuje metody dynamiky rotor̊u, které jsou použity v této práci.

Nejprve je popsána metoda konečných prvk̊u pro modelováńı rotor̊u. Je odvozeno

sestaveńı matic hř́ıdelového prvku a matematický model rotoru uloženého na pružně

viskózńıch ložiskách s tuhými kotouči nasazenými na hř́ıdel. Jako daľśı možnost pro

řešeńı úloh mechaniky je uvedeno modelováńı v multibody programu MSC.ADAMS.

Je popsána soustava Lagrangeových rovnic smı́̌seného typu, na jejichž základě pro-

gram MSC.ADAMS pracuje. Obecně je definován postup při tvorbě modelu. Je před-

staven výčet numerických metod pro integraci pohybových rovnic v MSC.ADAMS

spolu s uvedeńım parametr̊u, jejichž nastaveńı může ovlivnit výpočet. Jsou uvedeny

principy některých metod, které byly v práci použity. Dále je představen Campbell̊uv

diagram jako základńı prostředek pro studium dynamických vlastnost́ı rotor̊u.

Kapitola 3 se zabývá tuhým rotorem uloženým na izotropńıch ložisćıch. Je odvozen

matematický model rotoru na základě Lagrangeových rovnic II. druhu a analytické

řešeńı problému vlastńıch hodnot. V MSC.ADAMS je vytvořen model, jehož modálńı

analýza je provedena pomoćı modulu ADAMS/Vibration. Výsledkem je Campbell̊uv

diagram, který je srovnán s analyticky určeným Campbellovým diagramem.

Srovnáńım Campbellova diagramu zkonstruovaného na základě vlastńıch frekvenćı

určených v MSC.ADAMS pomoćı modulu ADAMS/Vibration a Campbellova di-

agramu sestaveného na základě analytického výpočtu bylo zjǐstěno, že prvńı dvě

vlastńı frekvence charakterizované cylindrickým vlastńım tvarem kmitu si odpov́ıdaj́ı.

Křivky pro třet́ı a čtvrtou vlastńı frekvenci charakterizovanou kuželovým vlastńım

tvarem kmitu se odlǐsovaly. Pro analogické zkoumáńı modelu s odlǐsnými geome-

91
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trickými charakteristikami se tento závěr potvrdil. Z výsledk̊u vyplynulo, že mo-

dul ADAMS/Vibration nekorektně linearizuje pohybové rovnice rotuj́ıćıho systému,

a proto jej nelze použ́ıt pro źıskáńı výsledk̊u modálńı analýzy pro otáčej́ıćı se tuhý

rotor na izotropńıch ložisćıch.

Proto byla zkoumána odezva rotoru na r̊uzné typy nevyváženosti v časové oblasti při

řešeńı r̊uznými numerickými řešiči. Řešiče GSTIFF a Newmark byly vyhodnoceny

jako nejvhodněǰśı pro úspěšné řešeńı této tř́ıdy dynamických problémů. Pro sta-

ticky nevyvážený rotor byla vybuzena pouze prvńı a zároveň druhá kritická úhlová

rychlost 𝜔1 = 𝜔2. Pro staticky vyvážený, ale dynamicky nevyvážený rotor byla vybu-

zena čtvrtá kritická úhlová rychlost 𝜔4. Nepodařilo se tedy naj́ıt takovou kombinaci

nevývažk̊u, aby bylo možné vybudit 𝜔1 = 𝜔2 i 𝜔4. Třet́ı kritická úhlová rychlost 𝜔3

nebyla vybuzena. Dále byl pro vybranou kombinaci nevývažk̊u zkoumán vliv změny

parametr̊u řešič̊u na numerické řešeńı úlohy. Bylo zjǐstěno, které parametry výsledky

ovlivńı a které nikoliv.

Kapitola 4 je věnována modelováńı a dynamické analýze poddajných rotor̊u. Jsou

srovnávány dva př́ıstupy k této problematice – využit́ı metody konečných prvk̊u

tak, jak bylo popsáno v druhé kapitole, a diskretizace rotoru na soustavu tuhých

těles spojených nehmotnými elastickými nosńıkovými prvky, což je př́ıstup vhodný

pro MSC.ADAMS. S ohledem na závěry z předchoźı kapitoly je poddajný rotor

v ADAMSu analyzován na základě numerického řešeńı pohybových rovnic v časové

oblasti při buzeńı specifikovanou nevyváženost́ı. Po prostudováńı výsledk̊u lze kon-

statovat, že neńı problém vybudit prvńı ohybové vlastńı tvary, ale v př́ıpadě studo-

vaného rotoru se symetricky umı́stěným kotoučem neńı možné jednoduše nevývažkem

vybudit druhou skupinu ohybových vlastńıch tvar̊u.

Pro závěrečnou analýzu byl vzhledem k dostupnosti experimentálńıch dat zvolen

tzv. ROTORKIT, což je experimentálńı rotor využ́ıvaný ve společnosti Výzkumný

a zkušebńı ústav Plzeň s.r.o. Byl srovnán Campbell̊uv diagram źıskaný pomoćı

metody konečných prvk̊u s experimentálně źıskaným Campbellovým diagramem,

přičemž lze ř́ıci, že výsledky jsou srovnatelné. Analýzou rotoru v časové oblasti

v závislosti na nevyváženosti pomoćı MSC.ADAMS se podařilo vybudit některé

očekávané kritické otáčky.

Na základě vypracovaných analýz lze obecně konstatovat, že je možné využ́ıvat

program MSC.ADAMS pro řešeńı úloh rotorové dynamiky, ale ne všechny vlastnosti

jednotlivých rotor̊u lze postihnout tak, jak je zvykem např́ıklad u klasické modálńı

analýzy. Modul ADAMS/Vibration nekorektně linearizuje pohybové rovnice, a proto

je vhodněǰśı použ́ıt ke zkoumáńı rezonančńı odezvu v časové oblasti. Volbou r̊uzných

řešič̊u a nastaveńım jejich parametr̊u lze zlepšit kvalitu výsledk̊u.
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