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Uvod

Pro svoji bakalarskou praci jsem si vybrala téma Normalni rozdélni. V prvni ¢asti se
zabyvam historii a vyznamnymi védci, ktefi se podileli na vyvoji normalniho rozdéleni.
V dalsi ¢asti se snazim vice pfiblizit normalni rozdéleni tim, Ze zde popisuji nékteré jeho
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vlastnosti. Ve trfeti ¢asti se zabyvam centralnimi limitnimi vétami, které se vyuZivaji
k vypoctim pravdépodobnosti. Posledni ¢ast zahrnuje priklady jak na normalini rozdéleni,
tak na centralni limitni véty. Ke své praci jsem vyuzivala program Mathematica. Pomoci

tohoto programu jsem vytvorila grafy a spocitala nékolik priklada.

Normalni rozdéleni je spojité rozdéleni, na jehoZ objeveni se podilelo nékolik
nejvyznamnéjsich matematikt, jako byl Carl Gauss, Peirre Simon de Laplace a Pafnutij

Lvovi¢ Cebysev.

Normalni rozdéleni je jedno z nevyznamnéjsich rozdéleni, které ma Siroké vyuziti.
Dokaze aproximovat jiné pravdépodobnostni rozdéleni. Normalni rozdéleni ma mnoha
vyuziti a to i vjinych oborech nez je matematika. Napfiklad v biologie, psychologii a

pedagogice.

Centrdlni limitni véty, kterymi se zabyvam ve treti ¢asti bakalarské praci, jsou ve
velmi velké spojitosti s normalnim rozdélenim. Pomoci centralnich limitnich vét se velka

skupina rozdélenich za urcitych podminek blizi normalnimu rozdéleni.



1. Historie normalniho rozdéleni

Normalni nebo-li Gaussovo rozdéleni. BEhem vyvoje normalniho rozdéleni mélo
normalni rozdéleni nékolik rliznych pojmenovani. Vidy se nazyvalo podle riznych védcu,
ktefi se zaslouzZili jeho tvorbé. V minulosti se ¢asto nazyvalo Gaussovo rozdéleni nebo
Laplaceovo rozdéleni. Ddle bylo pojmenované po Quetelovi nebo Maxwellovi. Nikdy se
vSak normalni rozdéleni nejmenovalo po svém zakladateli Abrahamu de Moivre. Své

nynéjsi jméno vymysleli v Anglické Skole biometrie, prosadil ho Karel Pearson.

Na vyvoji normalniho rozdéleni se podilela spousta lidi z rGznych ¢asti svéta.

Napfiklad z Anglie Pearson, z Ruska Ceby3ev apod.

Prvni zminky, které napomohly vyvoji normadlniho rozdéleni, zverejnil Galileo
Galilei. Diky méreni vzdalenosti hvézd, zdlvodnil vzniklé nahodné chyby v astronomii. Tim
v matematice vysvétlil, ze vyskyt malych chyb je pravdépodobnéjsi nez vyskyt velkych
chyb. Z toho vyplyva, Ze méreni, které je v matematice pouzivané, je nachylné k chybam.
Timto Galileo Galilei odhalil mnoho charakteristik normalniho rozdéleni. Jeho objevy
napomohli vyvoji normalniho rozdéleni, nejsou vSak povaZovany za prvni vyuZiti
normalniho rozdéleni. Prvni zminkou o normalnim rozdéleni je povazovano dilo od
Abrahama de Moivreho , The Doctrine of Chance”. V tomto dile je i znama De Moivre-
Laplace limitni véta. Proto je Abraham de Moivre povaZovan za zakladatele normalniho

rozdéleni.

De Moivre-Laplace limitni véta je specidlni ptipad centralni limitni véty. Je
zalozena na vztahu mezibinomickym rozdélenims parametry n a p a normalnim
rozloZzenim pro n. Jeho uzite€nost spociva predevsim v odhadu distribuéni funkce F(x) z
binomického rozdéleni do distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni. (Springer reference,

2013) Vznika kfivka, kterd se nyni nazyva Normalni ¢i Gaussova kfivka.

De Moivre-Laplace véta: Jestlize md ndhodnda veli¢ina X binomické rozdéleni B; (n;p), pak

X-np
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(CVUT, NormdiIni rozdéleni)

Limitni véta ma jméno také po znamém védci, ktery velmi pfispél vyvoji
pravdépodobnosti, Pierre Simon de Laplace. Laplace byl védec, ktery Zil v Pafizi a zabyval
se mimo jiné i pravdépodobnosti. Jeho dilo ,Théorie analytice des Probabilités” je slozené
z nékolika ¢asti, vnichZ se Laplace zabyval generovanim funkci, definovanim
pravdépodobnosti, Bayesovym pravidlem, aplikovanou pravdépodobnosti a chybami

vV méreni.

Adrien-Maria Legrende se jako dalSi zabyval problémy, které vyplyvaly
z pozorovani v astronomii. V roce 1805 Legendre uvedl princip nejmensich c¢tvercu.
Metoda nejmensich ¢tvercli se pouZiva pfi zpracovani dat zatiZzenych chybou pro nalezeni

nejvhodnéjsiho odhadu.(Natur.cuni, Metoda nejmensich ctvercii)

Nezavisle na Legendrovi praci v roce 1809 Carl Friedrich Gauss publikoval své dilo:
,Theories Motes Corporum Coeletium,” kde se zabyval principem nejmensich ¢tvercu.
Jeho dilo vedlo ke sporu mezi nim a Legendrem, kvali prvenstvi tohoto objevu. Gauss se
totiZz touto problematikou zabyval od roku 1795. V té dobé mnoho védcu pracovalo bez

toho, aby znali objevy a dila jinych védca.

Po objeveni metody nejmensich ¢tvercl se nékolik let vyvoj normalniho rozdéleni

nijak neposunul dal.

Astronom Friedrich Wilhelm Bessel ve své knize ,Hagen” publikoval srovnani
pozorovanych zbytk(. Dale se zabyval ve své knize rozdélenim celkovych chyb, které
odvodil z normdlniho rozdéleni. Vysledkem rozdéleni chyb bylo tvrzeni, Ze chyba je
vysledkem nekonecné velkych &isel, kterd jsou bud’ pozitivni, nebo negativni elementarni
chyby. Tento zavér vedl Bessela vroce 1838 krozvoji hypotézy elementdrnich chyb.

Hypotéza elementdrnich chyb byla zejména rozsifena mezi astronomy.

Hypotéza elementarnich chyb: KaZdé méreni se skldadda z nékolika ukond, které
dohromady ddvaji vice vzdjemné nezavislych pfricin, z nichZz kaZzdd mdizZe byt zdrojem
jiné chyby. Vyslednd chyba ve vysledku méreni je vidy algebraicky soucet elementdrnich

chyb riizného znaménka a velikosti.



ZkuSenost a statistické rozbory soubor( méfickych chyb nds vedou k presvédceni,
Ze ,kaZzdd ndhodnd chyba vznikla kombinaci vétsiho poctu elementarnich chyb rizné

velikosti, jejichZ znaménko je ndhodné. (IngGeo, 2012)

V dalSich letech bylo nékolik védcu, ktefi se svoji praci, i kdyz byla z jiného oboru,
dotkli pravdépodobnosti, normalniho rozdéleni. Jeden z nich byl matematicky fyzik James
Clierk Maxwell, ktery v roce 1860 publikoval svoji praci na téma: kineticka teorie plynu.

Maxwell odvodil normalni rozdéleni z ortogonalni veli¢iny rychlosti.

Boltzmann se svoji praci: ,Moderni teorie statistické mechaniky” navazal na
Maxwella. Boltzmann se ve své praci snazil popsat pohyb plynld pomoci statistickych

funkci, nez pomoci deterministickych funkci.

Normalni rozdéleni a jeji kfivka byla a je vyuzivand v mnoha oborech. Adolphe
Quetelet vyuzil normalni kfivku v astronomii. Quetelet nechtél vyuzit ke své praci

Laplaceovu limitni vétu a tak vyuzival symetrické binomické rozdéleni.

Angli¢an Francis Galton byl védec, ktery jako prvni vyuzil Quetelovu praci ke své
praci. Ve svém dile ,,Natural Inheritance” vyuzil aplikovani normalni krivky. Zakreslil data
ve dvou rozmérech se stejnou intenzitou. Tato data se zobrazila do elipsové krivky.
S pomoci matematika Hamiltona Dicksona, Galton vymyslel linedrni regresni model,
pojem korelace a rovnici dvojrozmérného normalniho rozdéleni, které spolu s elipsovou
kiivkou velice prospély vyvoji normalniho rozdéleni. Dale Galton pomoci svého
pozorovani dat v jiné frekvenci za pomoci logaritm(, definoval logaritmicko-normalni

rozdéleni.

Carl Pearson byl vyznamny anglicky védec, ktery pUsobil v anglické skole biometrii.
Pearson, vyvinul systém cetnosti kfivky v zavislosti na parametru. Béhem jeho prace
v Anglii byla prace Legendrea a Gausse nepozorovand, protoZe Pearson se zabyval

vicerozmérnym normalnim rozdéleni.

V roce 1892 zoolog Weldon, ktery spolupracoval s Pearsonem, svym pozorovanim
priSel na zajimavou vyjimku, ktera se vyskytovala mezi normalnimi kfivkami. Tuto vyjimku

Weldon nazval: ,, dvou-hrbata kfivka.” Tato kfivka pro normalni rozdéleni byla problémem,



ktery Carl Pearson v roce 1894 vyresSil. A to tim, Ze zavedl metodu moment(, jako

techniky pro zavedeni frekvencniho rozdéleni.

Metoda momentu: je zaloZzena na rovnosti vybérovych momentd a moment rozdéleni.
Nelze jednoznacné rozhodnout, kterd z metod ddava lepsi vysledky. Rozhodovani
provadime podle konkrétni situace, nejcastéji rozhoduje jednoduchost ziskanych vzorca.
Metoda momentl zohlednuje vSechna data z vybéru a volime ji v pfipadech, kdy je
soustava vérohodnych rovnic obtizné fesitelna. Pro zakladni rozdéleni davaji obé metody
shodné vysledky a v pfipadé slozZitéjsich rozdéleni mizeme jako dalsi kritérium uvazovat,
které vzorce jsou méné citlivé na zavle¢ené chyby do hodnot vybéru. (CVUT, Bodové

odhady parametru)

Tato prace vedla Pearsona k sepsani knihy v roce 1900 a zaloZeni ,,chi-kvadrat test

dobré shody” testu, ktery je pro nas zakladem moderni statistiky.

Chi-kvadrat test: se pouZivd pro zjisténi, zda vzorek dat odpovidd pfedpoklddanému
rozdéleni.
-déli se na dva testy — , test of goodness-of-fit“ a ,, test of independence”

Chi-kvadrat test dobré shody: jde o neparametricky test, ktery se provadi pri vyuZiti
kategorialnich dat. (Statistics lectures,2012)

V Anglické Skole biometrie se Pearson zabyval rliznymi problémy, kde vyuzival
statistickou analyzu. Pro statistickou analyzu vyuzival velké datové soubory. Oproti tomu
jeho studen W. S. Gasset, ktery pracoval v Guinessové spolecnosti v Dublinu, fesil zde
rdzné problémy s pomoci malych datovych soubori. Poté pracoval pod vedenim Pearsona
v biometrické laboratofi. Tato prace ho vedla k napsani prace: ,, The Probable Error of a

Mean.” V této knize odvodil t-rozdéleni neboli studentovo rozdéleni.

T-rozdéleni: vyuZivd se nejcastéji ve statistice. VyuZiva se k vyvozovdni zdvéri na zdkladé

malych vzorka. (lastat.vse) Pomér zkoumanych vzorku je rozdil v normalnim rozdéleni.

V Anglické Skole biometrie nedosSlo k nijak velké a zdasadni studii, ktera by se
zabyvala teorii pravdépodobnosti. Oproti tomu ruska $kola Pafnutije Lvovi¢e Ceby3evova

a jeho zaka Markova a Ljapunova ano.



Od poloviny 19. Stoleti Ceby3evova $kola aplikovala matematické zakony velkych
Cisel, centrdlni limitni vétu a jeji vlastnosti. Zavedli pojem nahodné veliciny, kterym byli
schopni odvodit podminky pro standardni zavislé veli¢iny stejné dobfe, jako pro nezavislé
nahodné veli¢iny. Problémy, které vyvstaly, dokazal Ceby3ev vyfedit pomoci pouziti

metody momentu.

Alexandr Andrejevi¢ Markov opravil Cebysevovu vétu. CebydeQv druhy 7dk
Alexandr Michajlovi¢ Ljapunov dokazal centrdlni limitni teorii pomoci klasické analyzy a
charakteristickych funkci. Diky tomuto ddkazu se uz nevyZaduje metoda momentu. Presto

vSsak metoda momentUl neupadla.

Pevnym zakladem se stala prace: , Introduction to Mathematical Probability” od
Uspensky v které se nachdzi mnoho vét, které byly rozsifeny zejména v minulosti.
MUZeme zde najit praci Bernsteina, Chincin, Kolmogorova a praci védcu z ruské skoly

Majstrova, Adama a Cebysevova.

Statistika od roku 1915, pomoci Fishera, Sla dopredu diky rozdéleni korela¢nich
koeficientl, absolutni odchylky v normalnich vzorcich, regresniho koeficientu,

vicenasobné regrese a parcidlnich korelacnich koeficientu.

V pribéhu 20. stoleti normalni rozdéleni hralo dlleZitou roli ve statistické analyze.
Od roku 1960 byla vsak vétsi pozornost vénovana vymysleni test(, zabyvani se rdznymi

predpoklady a odhady.
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1.2 Vyznamni védci

1.2.1 Abraham de Moivre
Abraham de Moivre byl francouzsky matematik, ktery se narodil 26. kvétna 1667. |

kdyZ se zpocatku nevénoval matematice, nasel si k ni cestu a udélal velmi vyznamny

pralom do teorie pravdépodobnosti.

Pochazel z protestantské rodiny. Proto byl v jedenacti poslan na akademii u
Sedanu, kterd byla protestantskd. Zde studoval fectinu. V roce 1598 byl vydan edikt, ktery
mél zaruCovat svobodu vyznani, poté Abraham de Moivre studoval v Saumuru. Kde
studoval logiku. Ve svém volném case se zacal vénovat matematice. Poté, co se jeho
rodi¢e prestéhovali do Pafize, zménil Skolu a zacal studovat na College de Harcourt. Zacal

zde studovat matematiku a fyziku.

Po svych studiich se diky ndboZenskému presvédceni dostal do vézeni, kde stravil
tfi roky. A to proto, Ze Ludvik XIV. zrusil edikt, ktery zarucoval svobodu vyznani. Kdyz po
trech letech byl propustén, opustil Francii a odcestoval do Anglie. Usadil se v Londyné,

kde soukromé ucil matematiku.

Na navstévé u vévody se dostal k dilu ,,Principia“ od Newtona. Pomoci tohoto dila,
které studoval, se seznamil s Newtonem. Seznameni s Newtonem mu pomohlo dostat se i

pres nabozZenskou diskriminaci do komise ,, Royal Society”.

Prvni prace, kterou wvydal roku 1718, sndzvem , Metody vypoctu

YAl

pravdépodobnosti uddlosti ve hie” se stala prlikopem pro vyvoj teorie pravdépodobnosti.
Vyznamnou praci, kterd byla velkym pfinosem, vydal aZ roku 1756 ,The Doctrine of

Chance”. V této praci se jako prvni pfiblizil k normalnimu rozdéleni.

| pres jeho velky pfinos a znalosti se mu nikdy nepodafilo dostat post na

univerzité. A tak, protoze byl jen soukromy ucitel, zemrel Abraham de Moivre v chudobé.

1.2.2 Pierre Simon de Laplace
Pierre Simon de Laplace byl francouzsky matematik, fyzik, astronom a politik. Byl

¢lenem Francouzské akademie véd a kralovské spoleénosti v Londyné. Narodil se 23.

bfezna 1749.
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Laplace nejdfive studoval ve vojenské skole, kde si vSimli jeho naddani a tak ve
svych Sestndcti byl pfijat na univerzitu v Caen. Po dvou letech odjel do Pafize, kde ziskal
misto profesora matematiky na vysoké skole, diky jeho préaci , teorie o mechanice”,

kterou zaslal zndmému védci d’Alembertovi.

Dne 31. bfezna 1773 byl Pierre Simon de Laplace zvolen do Akademie véd a v roce

1784 byl zvolen ¢lenem kralovské spole¢nosti.

Laplace mél velky pfinos astronomii, protoze objevil ¢i vyresil spoustu problému.
Vyresil stabilitu slunecni soustavy, vypocetl pohyb planet v souladu s newtonovskou
mechanikou, navazal na Kanta a vymyslel teorii o vzniku slune¢ni soustavy. Jesté vice vSak
prfispél matematice a to zejména teorii pravdépodobnosti. Kniha ,Traité de Mécanique
Celéste”, je rozdélend na dvé casti. Prvni se zabyva diferencidlnimi rovnicemi a jejich
reSenim. V druhé ¢asti se zabyval mechanikou aplikovanou na studium planet. Objevuji se
zde takzvané Laplaceovy rovnice. Jeho dalsi vyznamné dilo ,Théorie analytic des
Probabilités”, kde se zabyva diferencialnimi rovnicemi a aproximaci rliznych vét z teorie

pravdépodobnosti.

Laplace byl Napoleonem Bonaparte jmenovan ministrem, poté ¢lenem senatu. Byl
mu udélen hrabéci titul. Diky svym postojim a védeckym uspéchim si vytvoril rfadu

nepratel.

1.2.3 Johann Carl Friedrich Gauss
Johann Carl Friedrich Gauss byl nemécky matematik a fyzik, ktery se narodil 30.

dubna 1777. Pochazel z chudé rodiny. Svoji chytrosti se vyznacoval uz jako maly, a proto
zacal studovat na gymnazium. Studoval matematiku a védy. Pomoci vévody Karla Il. dostal
stipendium a mohl tak studovat na Collegium Carolinum. Dale studoval na univerzité

v Gottingenu.

Béhem svého studia nezavisle objevil Bodeho zdkon, binomickou vétu,
aritmeticko-geometricky pramér, zdkon kvadratické vzdjemnosti a vétu o prvocislech. Ve

své disertaéni praci se vénoval zakladnim vétam algebry.
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Po svém studiu vydal v roce 1801 knihu ,, Disquisitiones Arithmeticae”, kde se

hlavné zabyval teorii Cisel a zakonem kvadratické vzajemnosti.

Gauss pomohl Zachovi, astronomu, ktery objevil trpasli¢i planetu Ceres, tim, Ze
vypocital jeji pozici. Po této pomoci se stal profesorem astronomie a feditelem hvézdarny,
kde pusobil az do konce svého Zivota. Poté publikoval dilo ,, Theories Motes Corporum
Coeletium®, kde se zabyval metodou nejmensich ¢tvercll. Kvuli vydani této publikace se
dostal do sporu s dalSim vyznamnym védcem a to Adrienem-Maria Legrendem, kvuli

prvenstvi tohoto objevu.

Zacal se vénovat rdznym prazkumam, které vedli k objeveni normalniho rozdéleni.
Poté se zacal vice vénovat diferencidlni geometrii a zakfiveni. VSe se objevuje v jeho

dalsim dile , Theorema egregium®”.

Objevil a zabyval se neeuklidovkou geometrii, kterou vsak nepublikoval. Obaval se,
Ze by tim jeho povést utrpéla. A proto své myslenky korespondoval se svym pfitelem
Farkasem Balayem. Jeho syn Janos Bolayi vroce 1832 publikoval praci na téma

neeuklidovska geometrie, kterd mohla byt povazovéana za Gaussovu praci.

V pozdéjsich letech svého Zivota se vénoval i fyzice. Spolupracoval s profesorem
fyziky Wihlelmem Weberem. Spolu zkonstruovali elektromagneticky telegraf. Poté Gauss

nechal vybudovat magnetickou observator vedle hvézdarny.

Zemfrel vroce 1855. Béhem svého Zivota vydal nesCetné praci, byl velkym
pfinosem pro matematiku. Pfes jeho velké uUspéchy v tomto oboru ve svém osobnim
Zivoté nemél takové Stésti. Byl dvakrat Zenaty a mél Sest déti. Ze smrti své prvni Zeny se

nikdy nedostal a trpél velkymi depresemi.
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2. Normalni rozdéleni

2.1 Zakladni pojmy
V nasledujici ¢asti se budeme zabyvat normalnim rozdélenim. K jeho definovani

potfebujeme zavést nékolik zakladnich pojmu, které dale vyuzijeme.

Definice nahodné veliciny: Necht { 2,a, P } je pravdépodobnostni prostor. Zobrazeni X:
0 = R nazveme ndhodnou veli¢inou < Yc € R: X~ 1(—o0,c) € a.

(Kohout)

Pojem nahodnd veli¢ina je ekvivalentni s pojmem rozdéleni. Tyto dva pojmy

mulzeme zaménit, znamenaji totéz.

Definice pravdépodobnostni funkce: Pravdépodobnostni funkce je funkce, kterd
kazdému redinému x prirazuje pravdépodobnost, Ze ndhodnd veli¢ina nabude této

hodnoty:
P(x) = P(X = x).

(lastat.vse)

Definice distribuéni funkce: Necht {12, &, P} je pravdépodobnostni prostor, necht ddle X je
ndhodnd veli¢ina. Distribucni funkci této ndhodné veliciny budeme rozumét zobrazeni
F:R — R, definované vztahem: F: x - P({w; X (w) < x}).

(Kohout)

Existuji dva typy nahodnych veli¢in. Ndhodnou veli¢inu nazveme spojitou,
jestlize jeji distribucni funkce je spojitd na celém svém oboru. Nahodnou veli¢inu nazveme

diskrétni, jestlize jeji distribuéni funkce je po ¢astech spojita.

Definice pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné veliciny: Pro ndhodnou veli¢inu X

definujeme pravdépodobnostni funkci f (x) vztahem:
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f(x) =P(X =x),kdex €R
(Homolovd, Nagy, Texty k predndaskdm)

Definice hustoty pravdépodobnosti spojité ndhodné veli€iny: Pro ndhodnou velicinu X
definujeme hustotu pravdépodobnosti f (x) pomoci distribucni funkce F(x) vztahem:

dF (%)

fe(x) = P

nebo v integrdlnim tvaru

F(x) = f f()dt.

(Texty k predndaskam, Homolovd, Nagy)

2.2 Normalni rozdéleni
Rozdéleni X, jehoZ hustota je dana vztahem:

1 —(x—p)?

x e 202
oV2m

fx) =

nazyvdme normalni rozdéleni. Cisla x a u jsou redlnd, konstanta o nabyva kladné
hodnoty. Konstanta u znaci stfedni hodnotu nahodné veli¢iny X. Konstanta o znaci
smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny, kterd po umocnéni o2 je rozptyl normalniho
rozdéleni. Parametr u urcuje maximum kfivky. Parametr o uréuje vzdalenost inflexnich
bodl od hodnoty u. (inflexnimi body se budeme zabyvat nize). Kfivka je zvonovitého tvaru

a je symetricka kolem p.
Median normalniho rozdéleni oznacujeme X nebo x 5.

Normalni rozdéleni oznaéujeme pro nahodnou veli¢inu X~N (u, a2).

15



Graf 1.: Hustota normalniho rozdéleni X~N(1,2)

:";,1'5 - :
’ 0.10 | \
0.05 | \\.,
Ze 4 2 3 A ew
Vyvozeni E(X) a VAR(X):
E(X) f+00 f( )d j+w 1 _(x_uz)z d
= X * x)ax = X * * e 20 X =
—oo — oV2am
Vyuzijeme substituci: [y = t x5 +
dx = odt
+ oo tZ
=f (t*xo+p) * xe 2 xgdt =
o oV2m

+0oo 1 CZ + 0o 1 t2
=0 t * xe 2 *xogdt+ f xe 2 *xogdt =
.l-_oo oV2T # _e OV2T

0 + 00

f 1 _t? 4 f 1 _t? 4 f+°° 1 _t? y
=0 | t* xe 2 xgdt+o | t=* xe 2 xogdt+ xe 2 xgdt
oV2in oV2T ,u_oo ovV2am

— 0o

1 1
==0 % ——+—>+ *x1=0*x0+puxl=
( V2 V2w H H H

2

L_«eT7 xodt = 1, protoZe je to integrdl hustoty normalniho rozdéleni. A

o2

to se rovna 1.

Integral f_J:o

to 1 _(e=p)?

+o00
E(X? =f X2 * xdxzf x? * xe 202 dx=
(X*) B f(x) e

— 00
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xX—p

t=—
VyuZijeme substituci: |, = ¢ « [,’+ M
dx = odt
400 2
=f (t*o’+u)2* xe 2 *xogdt
o oV2am

+oo 1 t2 + 0o 1 t2
= g2 t? x xe 2 xogdt+ f xe 2 *xogdt =
,[_00 oV2T # _w OV2T

0 1 t2 + 00 1 t2
=02f t? x *e_T*Udt+02j t2 xe 2 *ad

*
oV2m oV2Tm

+ oo 1 tZ
+ f xe 2xgdt=0?*1+u®*1=0?%+ pu?
u _ooO'r_ZTl' u u

VAR(X) = E(X?) — (E(X))? = 62 + u? — u? = o?

Symbolem F(x) oznacujeme distribuéni funkci této ndhodné veli¢iny. Tu ziskdme pomoci

integrace hustoty:

F(x) f 1/— ST
X) = * @ 20 X
ovV2n

—00

Graf 2.: Distribucni funkce hormalniho rozdéleni X~N(1,2

P
[ ]
T

|
o
|
A
|
2
[ 3]
4
o
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Normalni rozdéleni s parametry E(X) = 0 a VAR(X) = 1 nazyvdme normované
normalni rozdéleni. Hustota normovaného normalniho rozdéleni této nahodné veliciny Z

je dana vztahem:

1 -z
¢(z) = NoT ,

kde z je redlné Cislo. Oznaceni ¢ je specifické oznaceni hustoty nahodné veliciny. Median
normovaného normdliniho rozdéleni, které ozna¢ujeme pro ndhodnou veli¢éinu Z~N(0,1),

je roven 0.

Graf 3.: Hustota normovaného normdlniho rozdéleni Z~N(0,1)

Symbolem @(z) oznacujeme distribucni funkci této ndahodné veliCiny. Stejné tak, jako

distribu¢ni funkci normalniho rozdéleni, ziskame pomoci integrace hustoty:

X 1 _ZZ
cp(z):f et s
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Graf 4.: Distribuéni funkce normovaného normalniho rozdéleni Z~N(0,1)

1.00

-4 -2

[SH S
-~

Graf 5.: Hustota normalniho rozdéleni s rtznym p
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Graf 7.: Distribuc¢ni funkce normalniho rozdéleni s riznym p

2.2.1 Vlastnosti normalniho rozdéleni
Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi normalniho rozdéleni, které jsou predevsim

cerpany z ,,Handbook of the Normal Distribution“ od Patel a Read.

Mdame normalni rozdéleni, kde X je ndhodna veli¢ina. K jejich vyjadieni pouZijeme pro nas
jiz zndmé parametry a funkce jako f(x) = hustota normalniho rozdéleni, F(x) =
distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni, @(x) = hustota normovaného normalniho
rozdéleni, ®(x) = distribuéni funkce normovaného normalniho rozdéleni, E(X) = stfedni

hodnota a VAR(X) = rozptyl.
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1. Vlastnosti grafu funkce:
Graf funkce f(x) je symetricky vzhledem k hodnoté x = u a graf funkce ¢(2) je

symetricky z = 0. Z toho vyplyvaji vlastnosti:

(=)= 15

o
F(—x)= 1—F(x+2u)

¢ (-2)=¢ ()
d(—2z)=1-P(2)

Graf 9.: Vlastnost ®(-z)=1-®(z)

@(—x) / 0.3 — \ 1-o(x)

2. Linedrni zavislost:
Nahodné veliciny X a Z jsou linedrné zavislé a jejich vztah je dan:

Z — (x_#)

g

proto pro vSechny X a Z plati:

f =0 (=) ap@ = fu+a2).

Dikaz: ®(z) + (—z) =1
Flu—oz)+ Flu+oz)=1

Flr+2m) + F(-x) = @ (228) + o () = o (24) + 0 () =

g

=d(uw)+ o(—u) =1
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3. Median:
Median nahodné veli¢iny X je roven hodnoté u. Funkce f(x) ma dva inflexni body:

U—ocau+o.
Podobné vlastnosti mda i ndhodna veliina Z. Jeji median je roven 0 a funkce ¢(z)

ma dva inflexni body: —o a 0.

Graf 10.: Inflexni body

020F —
:'I' .\l.
0 l/: i \"'-
\-‘.I - ‘\\
:'I \I‘
4 :
/o0 }
:" “n
|‘/' .\.\
1"’" ‘l“\
/ \
; N 0.05 \
/ \'-..
1 " ‘ " L ‘ ...... Fa—
-6 -4 -2 2 4 6 8
Dikaz: F(xg5) = 0,5
Xo,5— M
o (22) = 0,5
g
xO,S_li — 0
g
Xo5 = H
1 _ Ge=?
X) = ¥ e 202
f ( ) ovV2m

(x-w?
’ — 1 - 2 _x;u)
f (x) = " x e 202 x* ( -

(e=w)? (e=pw)?
,r 1 - X—u 1 -
= * 202 % (——) — xe 202 =0
fre)= e
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4. Logkonkavnost hustoty normalniho rozdéleni:
Funkce f(x) je hustota, kterd je logkonkdvni.

Poznamka: funkce je logkonkavni, jestlize je konvexni a zaroven je logaritmem jiné

funkce.

Dlkaz: g(x) splfiuje tuto podminku: g(x) = log f (x)

1
oV2m

£G0) = g(x) = log f(x) = = 2 4 1og (

., 1
g (x)=—§ <0

5. Chybova funkce:
Chybovd funkce je specidlni funkce, kterd neni elementdrni. Oznacuje se erf a je

3 , . _ i X —CZ
definovand vztahem: erf(x) = ﬁfo et dt
(oteviend encyklopedie, 2013)

Uziti chybové funkce: chybova funkce se da vyuzit vSude, kde se pouZiva

distribucni funkce normovaného normalniho rozdéleni.
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Graf 11.: Chybova funkce

20

1.8}

14/

6. Linearni kombinace:

Necht X je ndhodnd veli¢ina typu N(u,0%) a Y = aX + b, kde a, b jsou realnd

&isla. Pak ndhodna veli¢ina Y je typu N(au + b, a’c?).

Dlkaz: X~N(u; 02)
Y=aX+b
Oznaéme: K (x) = distribuéni funkce

k(x) = hustota

K(x)=P(aX+b<x)=P(X<%)=F(ﬂ)

K =501 ()

1 _(x—uz)Z

fx) = " xe 20
_ 2

=
k(x) - oa\2m *€ 27

1 _(x=(ap+b))?
k(x) = * e 202a2

oav2m

E(x)=au+b

VAR(x) = o%a?
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Graf 12.: Hustota Y~N(a+b,a"2*2), kde a=2,b=6
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7. Opakovana derivace hustoty ¢ (x):
Nez-li se budeme zabyvat vyjadreni ¢ (x) pomoci opakované derivace nebo

pomoci polynomu, musime definovat nékolik pojmu.
Definice ortogonalniho polynomu: Rikdme, Ze posloupnost polynomi {@,}o_, je

posloupnost ortogondlnich polynoma (v intervalu {a, b) s vahou v), jestlie @, je
polynom stupné n a jestliZe plati: f: ()@, (x) @y, (x)dx = 0 pro m#n.

Zvilastni postaveni maji ortogondini polynomy s vahou v(x) = N vintervalu

(—1,1). Tyto polynomy se nazyvaji Cebysevovy polynomy 1. druhu. Cebysevovy
polynomy 2. druhu jsou polynomu ortogondini svahou v(x) = V1 —x2.
Rekurentni vztah Cebysevovych polynomi 1. druhu:
T () = 2xT (x) + Ty (x) = 0
To(x) =1,T;(x) =x,n=1,2,..
(Segethovd, 1998)

r
Necht (— :—x) @(x) = H.(x)p(x), kde H, (x) je Ceby$eviiv polynom.

Nyni se budeme zabyvat druhou stranou této rovnice, kde vyuzijeme Cebyseviv

polynom.

(2) (4) (6)
_ v _ T r—2 r r—4 _ T
Hy(x) = x TR T 22 X 233!

* xr_6 + -,

kder® =r(r—1)...(r—a+1)
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Prvni 9 polynom je:

Hy(x) =1
H (x)=x
Hy(x) =x%2-1

Hy(x) = x3 — 3x

Hy(x) =x*—6x?>+3

He(x) = x5 —10x3 + 15x

Hg(x) = x® — 15x* + 45x% — 15

H,(x) = x7 — 21x% + 105x3 — 105x

Hg(x) = x8 — 28x% + 210x* — 420x2 + 105

Graf 13.:Cebysevovy polynomy do 5 stupné

Vyrazy H,(x) vy33iho stupné Ize ziskat z opakovéni rekurentniho vztahu:
H,(x) = xH,_1(x) — (r — 1) H,_,(x).

Provyrazy H,(x),kder =0,1,2,....,27.

(Kendall, 1977)

Nyni se budeme zabyvat prvni ¢asti rovnice, kde vyuZijeme opakované

derivovani.

Necht (™ (x) = ;C—mm @ (x).
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Diferencidlni rovnice:

1) ™D (x) + xp™*D(x) + (m+ D™ (x) = 0

Hodnota @™ (x),x = 0 je

(—=1)™/2xm!

@ ™) = zmazy(Z)
0;

m=2r,r=0,1,2,...
m>0
(Abramowitz, 1964)

e\/yvozeni vztahu mezi (1) a (2):

Vydélime ¢ ™+2) (x) a ™ (x) v bodé 0:

0T - (n+2)

pm(0) (/2m) = 2 ( + 1)

(@*2%*(%)!
m

_ (= DG s (m +2)(m + Dm! Jz—@*z%*(7)!
(\/ﬁ*z Zh1) (_ )(_)l (_1)%*771!
m+2)m+1)  (m+2)(m+1)
- — 1
203 +1) 255 (m+1)

Odtud mazeme vidét, 7e ™2 (x) je o (m + 1) vétsi nez ™ (x).

Dulkaz diferencialni rovnice (1) pomoci matematické indukce:

Dosadime za m=1: 3 (x) + x@ (x) + (2)pP(x) = 0

Dosadime za m=n: ™2 (x) + xp™*V(x) + (n + D™ (x) =0

Derivace dosazeni za m=n:

@M (x) + 1% @MV (x) + 2™ (1) + 0 % ™ () + (n + D™V (x) = 0
P (x) + xp ™A (x) + (n + 2)p ™ (x) = 0

Dosadime za m=n+1: ™3 (x) + x™*? (x) + (n + 2)p™*V(x) = 0
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Derivace n-té ho dosazeni je stejnd jako dosazeni n+1 dosazeni. Z toho vyplyva, Ze

predpoklad je pravdivy.
eVlyvozeni H,(x) polynom pomoci vzorce:
Hy (x) = x°

Hy(x) =1

eVyvozeni Hq(x) polynom pomoci vzorce

©) (4) (6) (8)
— r _ T r—2 r r-4 _ T r—6 r -8
Hy(x) = x ST + 2 X PERET + 2tea X
@ () O] ®
—,9_ 9" 92,97 . 9-a_ 9 9-6 4 2 9-8
Ho(x) = TR + 2 X PR + TR

9(9-1)(9-2)(9-3) _ 5 — 9(9-1)(9-2)(9-3)(9-)(9-5) _
8 48

Ho() = x° =200 457 4

9(9-1)(9-2)(9-3)(9-H(9-5)(9-6) (9-7) _ X1

x3 +
384

72
*

3024 60480 362880
Hg(x)=x9—? x7 + 5 34— xx

* X2 — * X
48 384

Ho(x) = x° — 36x7 + 378x5 — 1260x3 + 945x

*\/yvozeni polynomu vyssiho stupné, pomoci polynom nizsiho stupné:

Hy(x) = x * Hy_;(x) — (9 — 1) * Hy_(x)

Ho(x) = x * Hg(x) — 8 * H;(x)

Ho(x) = x(x® — 28x° + 210x* — 420x2 + 105) — 8(x” — 21x> + 105x3 — 105x)
Hy(x) = x° — 28x7 + 210x° — 420x3 + 105x — 8x7 + 168x°> — 840x3 + 840x

Hy(x) = x° — 36x7 + 378x° — 1260x3 + 945x
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e\/yvozeni (— ;—x)l p(x):

2

1 _x
(p(x)—\/T_n*e 2

x2

) = e n e
o' (x) = x*m*ez

e\/yvozeni (— ;_x)g p(x):

2

1 _x
QD(X)—\/T—TT*@ 2

%2

1 — v x5
q)(x)_ x*\/z_n*e 2

2
2 — (2 _ 1 =
2

3(0) — (3 _ 1.
P x) = —(x" =3x) x =xe 2

2

4 — (A _ a2 =
*(x) = (x* — 6x +3)*m*e 2

2

5(a) — (45 _ 3 R
@>(x) = —(x>—10x +15x)*m*e 2

2

6 — (6 _ 4 2 _ R
@°(x) = (x® — 15x* + 45x 15)*m*e 2

2

7 — (7 _ 5 3 _ IS
@’ (x) = —(x" —21x> + 105x 105x)*m*e 2

2

8 — 8 _ 6 4 2 1 X
@8(x) = (x® —28x°% + 210x* — 420x +105)*m*e 2

2

9 — _(+9 _ 7 5 _ 3 R
@’(x) = —(x° —36x7 +378x> — 1260x +945x)*m*e 2



Graf 14.: Hustota a prvni dvé derivace ¢(x)

8. Opakovany integral ¢ (x):
Necht I, (x) = [, In-1(y)dy, n 20

Kde I_; (x) = ¢(x)

o I ,(x)= (_:_x)n_l + p(x) = (=D 9"V (x),n 2= 1

(£+x:—x—n)ln(x) =0

dx?

(n+ Dl () +xL,(x) —I,_1(x) =0,n>—1

L(x) = f;% @(y)dy, n> —1

—1+n]_1

1,(0) = 1,(0) = [(%) 127

sViyvozeni I, (x) a I (x):
11 (x) = p(x)
Ih() = [ p(x)dx = 1 - & (x)
(I () =~
LG = [T @ dx = [T ([T p()dy) dx
(L (x))" = o (+90) = Io(x) = —Io(x)

(L))" ==(—p(x) = p(x)

30



L(x) = fx+°° L (x)dx
(I,(x)) = I, (+%) — I, (x) = =1, (x)

(.(0)" = -9 ()

9. Rozvoj hustoty a distribucni funkce do rady:

()= e
X) = *xe 2
¢ V2m
( ) 1 (_XZ)n
= —_—
pix - V2 2™ xn!

X

d(x) = fgo(u)du

— 00

X

o1 (—ud)r -1 2n
_ ) . i
P = f_wZ«/Zn* e _Z\/Zn*( D fZ"*n!
o 1 y2nt+i X _ o 1 x2nt+i1
=38 e D+ [l = I OO o

Pomoci fady mizeme vypocitat limitu a urcit konvergenci:

- ) 1 _ 2 N
lim,,_, (P(x) = limy,_e NeT * (2:*12! =

- 1 1 —— 2 "

hmn—>oo|(p(x)| = hmn_)oo E * (2:*13! -

' ) 1 n X2n+1

limp, e, @(x) = limy o0 = (1) *

1' B 1 1 n X2n+1
Moo | P OO = Ny |52+ (S * Gl =
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Rady jsou v kazdém bodé konvergentni a absolutné konvergentni. Tyto vlastnosti nam

poskytuji tu moznost, Ze pfi praci mizeme pracovat s témito polynomy, kdyz si zvolime

dostateéné velké n na misto samotného ¢ (x).

Graf 15. a 16.: Polynom 50-tého stupné a distribucni funkce N(0,1)

10|
08|

06/

100}

0.60 | /

(=]

Podobnost polynomu nam umoznuje vyuZziti misto distribu¢ni funkce. Mizeme pomoci

polynomu vypocitat kvantily. Pro dalsi vypocty budeme pouZivat polynom padesatého

stupné. Napriklad, kdyZ dosadime 1,96 pomoci polynomu padesatého stupné, mizeme

vypocitat kvantil, které se na nékolika desetinnych mistech shoduji. 1,96 je hodnota pro

97,5 kvantil.

Tabulka 1.: Kvantill normovaného normalniho rozdéleni a polynomtui 50-tého stupné

% N (0,1) Polynom | % N (0,1) Polynom | % N (0,1) Polynom
1% -2,32635 | -2,32635 | 35,5% | -0,371856 | - 70% 0,524401 | 0,524401
0,371856
55% |-1,59819 |-1,59819 | 40% -0,253347 | - 75,5% | 0,690309 | 0,690309
0,253347
10% -1,28155 | -1,28155 | 45,5% | -0,113039 | - 80% 0,841621 | 0,841621
0,113039
15,5% | -1,01522 | -1,01522 | 50% 0 0 85,5% | 1,05812 | 1,05812
20% -0,841621 | - 55,5% | 0,138304 | 0,138304 | 90% 1,28155 | 1,28155
0,841621
25,5% | -0,658838 | - 60% 0,253347 | 0,253347 | 95,5% | 1,6954 1,6954
0,658838
30% -0,524401 | - 65,5% | 0,398855 | 0,398855 | 99% 2,32635 | 2,32635
0,524401
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Tabulka je sestrojena pomoci programu Mathematica.

Pfikaz pro kvantil normovaného normalniho rozdélni v tomto programu je:

Quantile[NormalDistribution[0,1], 0.01]
—2.3263478740408408
Pfikaz pro vypocet kvantilu pomoci polynomu 50-tého stupné:
NSolve[pol[0,1,50, x] == 0.01, x]
{x - —2.326347874040829}
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3. Centralni limitni véty

3.1 Charakteristické funkce
Nejdfive musime uvést charakteristické funkce, protoZe charakteristické funkce a jeji

vlastnosti se vyuzivaji k dokazovani centralnich limitnich vét.

Definice: Rekneme, Ze f je komplexni funkce, f:R — c (kde c je mnoZina komplexnich
gisel) ti. f(x) = filx)+if,(x), jestlize fi,f,jsou redlné funkce jedné proménné.

Integrdlem funkce f na redlném oborou budeme chdpat:

Tf(x)dx = +fo filx)dx + i To fo(x)dx,

pokud mad alespon jedna strana smysl.

Definice: Necht f je hustota spojité ndhodné veli¢iny (P je pravdépodobnostni funkce
diskrétni nahodné veliciny) X. Charakteristickou funkci ndhodné veliciny X nazveme funkci

@:R — c definovanou vztahem:

+ oo

p(t) = f e™ x f(x)dx resp.(t) = Z ek« P(X = x).
%

— 00

Vlastnosti charakteristické funkce: Necht ¢ je charakteristickd funkce ndhodné veliciny X.

Potom plati: 1. ¢(0) =1
2. lp®)| <1,kdet€R
3. p(—t) = @(t), kde { je komplexné sdruZend funkce k funkci @ at € R
4. @ je stejnomérné spojitd na R

(Kohout)

Dukaz: viz Kohout
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3.2 Centralni limitni véty
Centrdini limitni véty popisuji limity pravdépodobnosti odchylek ndhodné veli¢iny

od jejich stfednich hodnot.
(Friesl, Pravdépodobnost a statistika)

Centralni limitni véta pro stejné rozdéleni ndhodné veli¢iny: Necht {X, } je posloupnost
nezdvislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in se stfedni hodnotou E(X,) =p a

rozptylem VAR (X,) = o2. Oznaéme ddle S, = Y,*, X;. Potom pro vSechny x € R plati:

lim P

n—-oo

(sn —nu

)4 [ctas
— <X )= e 2dt = X
v 2 | 2

Dlkaz: Potrebné véty k dlikazu:
Véta 1.: Necht X je ndhodnd veli¢ina, @ je jeji charakteristickd funkce, necht ddle a, b jsou
redlng ¢isla. Potom ndhodnd velicina Y=a*X+b, mad charakteristickou funkci rovnou

@y (t) = €' x (at).

Véta 2.: Necht ¢@; jsou charakteristické funkce nezdavislych ndhodnych velicin X;,i =
1, ...,n. Necht ddle ¢ je charakteristickd funkce X = X7 X;. Potom @(t) = [17, ¢;(t).
Véta 3.: Necht X je ndhodnd veli¢ina, E(X) = 0 a VAR(X) = 62,02 > 0. Necht ddle je ¢

2.2
charakteristickd funkce ndhodné veli¢iny X. Potom oznaéme r(t) = @(t) — 1 + tTU

(kohout)

Dukaz provedeme pomoci apardtu charakteristickych funkci. Symbolem H,,

Sp—nu
an

stfedni hodnotu nula a rozptyl rovny jedné. Dikaz bude dokoncen, jestlize dokdZzeme, Ze

oznacime ndhodnou veli¢inu H,, = . Je zi'ejmé, Ze takovéto ndhodné veli¢iny maji

posloupnost charakteristickych funkci ndhodnych veli¢cin H, bude konvergovat k
t2

charakteristické funkci N (0, 1). Tedy lim @y (t) = e z.

Oznacme ddle G,, nahodnou velicinu G,, = X,, — W, charakteristicka funkce této
ndhodné velicina bude oznacenagg . Podle predpokladu jsou nahodné veliciny X,
nezavislé, jsou tedy nezavislé i nahodné veliciny G,, navic jsou stejné rozdélené. Podle véty

1 a véty 2 je mozno urcit charakteristickou funkci ndhodné veliciny H,, takto:
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P, () = ]_[ vo(-F)=waCr) @

Pro vypocet charakteristické funkce G, pouZijeme vétu 3. Ovéfime nejdrive jeji

predpoklady: E(Gy) = 0,VAR(G,) = o?. Tedy podle véty 3 miZeme hodnotu @, psdt:

(=)
(t>1t202+<t)1+2 "\ ovn
_— = —_ T =
e oVvn 20%n ovn

dosadime — li hodnotu (4) do vztahu (3)mdme celkem

(| 5l
)

@g, (t) = \1 + "

n

(5)

2 2
Zrejmé limita vyrazu —% + nr (#) pro t pevné je rovna — % Pouzijeme — li ddle

n .
klasickou limitu lim,,_ (1 + i—”) = e!"Man, 7g predpokladii konvergence posloupnosti

ﬂ
{an}. Zdvérem je tedy @y (t) = e 2. Tim jsme prokdzali, Ze posloupnost distribucnich

funkci ndhodnych velicin H,, konverguje k distribucni funkci N (0,1). ProtoZe je vyslednd
distribucni funkce ® spojitd ve vsech redinych Cislech, plati konvergence pro libovolné
redlné ¢islo

(kohout)

Pokud znormujeme distribucni funkci binomického rozdéleni s parametry n a p,
hodnota S,, konverguje k distribu¢ni funkci N (0,1). Tuto centraini limitni vétu mizeme

vyuzit pro vypocet P(S,,), kde n nabyva vysokych hodnot.

Ljapunovova véta: Necht (X,), je posloupnost nezdvislych ndhodnych veli¢in. Necht
a, = E(X,) je stfedni hodnota, o7 = VAR(X,) je rozptyl a b, = E(|X,, — a,|*) tfeti

centrdlni momenty néhodny veli¢iny X,,, a,, € R, 62, b, € R*,n = 1,2, .... PoloZme

n n
S, = an,gg - Zag
n=1 n=1
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Necht je splnénd Lijapunovova podminka:

?ﬁjax—%%-o

Potom plati

s, — E(S
limP(n—(n) e ZdthR
B,

n—-oo

)5 |

(Riecan, Lendrt, 1984)
Dukaz: viz Rie¢an, Lenart, 1984

Nahodné velic¢iny nejsou stejné jako v centralni limitni vété stejné rozdélenych
nahodnych veli¢in, proto pro platnost centrdlni limitni véty musi byt splnéna Ljapunovova

podminka.

Lindebergova-Lévyho véta: Necht X;, X,, je posloupnost nezdvislych stejné rozdélenych
ndhodnych veli¢in se stfedni hodnotou E(X,) = u a skoneénym kladnym rozptylem

VAR(X,) = o2. Pak

=%im—w

md pfin — oo asymptoticky rozdéleni N(0,c?).
(Andél, 1978)
Dlkaz: viz Andél, 1978

Lokalni Moivre-Laplaceova véta: Necht {S, } je posloupnost nezdvislych ndhodnych veli¢in

k—np
,n
vnpq

0,1, ...n. Necht lim,,_,,, /npq — +0 a necht ddle je |xn,k| < A, kde 0 < A < +00. Potom

typu binomického rozdéleni sparametry (n, p). Oznacme x,;, = > 1,k=

P(S=k
lim ( ) =1
n—-oo 1 xnk

\/ 2mnpq "e
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stejnomérné na kruhu se stfedem v pocdtku soufadnic a s polomérem A.

Integralni Moivre-Laplaceova véta: Necht jsou splnény podminky pfedchozi véty. Necht

a < b jsou redlnd Cisla. Potom

b
I p( <S”_"p<b) ! f St = () - ()
m as—— = — e = - a).
n—eo Jnpq \/Zna
(kohout)

Dukaz: viz Kohout

Moivre-Laplaceova véta dokazuje, Ze pfi urCitych podminkdch a velkém poctu

nezavislych pokusl binomické rozdéleni konverguje k normalnimu rozdéleni.
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4. Priklady

Priklady v této kapitole jsou Cerpany predevsim z publikace ,Shirka prikladi ze statistiky
(Statistika A)“ od Artlova, Bilkova.

Pfiklad na pravdépodobnostni funkci diskrétni nahodné veliciny:

Pfiklad 1.: Hodnota nahodné veliciny X je libovolné ¢&islo ndhodné vybrané z oboru
pfirozenych ¢isel. Ndhodny jev A nastane pfi vybéru kladného lichého cisla. Vypocitejte
pravdépodobnost jevu A, jestlize pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X ma tvar

P(x) = 5.

Reseni: Ndhodny jev A nastane tehdy, kdy? ndhodny jev A je roven souctu hodnot
pravdépodobnostni funkce kladnych lichych Cisel.

P(A) =P(1)+PB)+P(B)+ ..

o v . v v . ’ . 1 .
S toho mlzZeme vidét, Ze se jednd o geometrickou posloupnost, kde a; = ;@ kvocient

q= : Pravdépodobnost ndhodného jevu je:
4

P(A) =S = =

Pfiklady na vyuZiti normalniho rozdéleni:

Priklad 2.: Doba potfebnd k uzavieni |lahve s kompotem na automatickém stroji ma
normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 2 sekundy a se smérodatnou odchylkou 0,9
sekund. S jakou pravdépodobnosti bude tato doba prevysovat 3 sekundy?

Reseni: E(X) =pu=2
VAR(X) = 6% = 0,81
PX>3)="?

Pro distribucni funkci nahodné veliciny X plati:

F(x)zp(XSx)=P(X;“sx;“)=P(st;“)=q>(x;“)=q>(u)

Dosadime:

0,9

P(X>3):1—P(X<3):1—F(3):1—<D< ):1—q>(1,11)=
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Pomoci programu Mathematica najdeme @(1,11):

=1-0,864334 = 0,13566 = 13,566%

Priklad 3.: Jakd musi byt Sitka nejkratSiho intervalu normy, aby s pravdépodobnosti ne
vétsi nez 0,07186 byl zhotoven vyrobek s kontrolovanym rozmérem mimo normu, jestlize

odchylky od poZzadované hodnoty maji normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 0 mm a se

smérodatnou odchylkou 5 mm?

Reseni: Pravdépodobnost, e vyrobek bude zhotoven v normé je P(X > 0,07186) =

=1-0,07186) = 0,92814. Protoze stfedni hodnota je 0, hustota pravdépodobnosti je
symetrickd podle x= 0, mUZeme wvyuzit vlastnost distribu¢ni funkce normovaného

normélniho rozdéleni: ®(—u) = 1 — @ (u).

Nejdfive musime ziskat normovanou nahodnou veli¢inu U. Protoze pro ndhodnou velicinu

X je pravdépodobnost P(X) = P(X = x) = 0, plati P(X < x) = P(X < x) = F(x).

Pro normovanou nahodnou velicinu tedy plati:
P(U<u)=PWU < u) =ou).

Tim jsme ziskali normovanou nahodnou veli¢inu a miZzeme dosadit:

P(—usU<u)=P(—u<U<u)=ow) —o(—u) =o(u) — (1 — <D(u))

=20(u) -1
Z toho vyplyva:
P(—x <X <x)=2¢(u)—-1=092814
Vyfesime rovnici:
2¢0(u) —1=0,92814
@(u) = 0,96407

Z tabulky kvantilQ zjistime:

ProtoZe jsme nalezli hodnotu u:

X =

XxX=uxc+u
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x=18+«x5+0=9
Zjistili jsme x, které mizeme dosadit:
P(—9<X<9)=0,92814

Z toho plyne, Ze nejkratsi interval je 188 mm. 9 mm + 9 mm = 18 mm.

Priklad 4.: Urcete 95% kvantil normovaného normalniho rozdéleni.

Reseni: 95% kvantil mGZeme najit v tabulce kvantiléi normovaného normélniho rozdéleni.
Bez pouziti tabulky mizeme kvantil vypocitat pomoci programu Mathematica.

Pfikaz v Mathematice by vypadal nasledovné:
Quantile[NormalDistribution[0,1],0.95]
Vyjde nam: 1,64485

Stejné muUZeme postupovat u kterychkoliv kvantild.

Priklad 5.: Pri prodeji vanocnich kaprl ma hmotnost kapra vjedné zkadi priblizné
normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 2,3 kg a se smérodatnou odchylkou 0,3 kg. Jaky
podil kapru v této kadi presahne svoji hmotnosti 2,5 kg?

Reseni: 1 = 2,3
o=0,3
P(X >2,55) =?
Dosadime do vyjadreni distribuéni funkce:

2,5—-23

mx>za=1—mxsza=1—paa=1—¢( —

):1—@@5@:

=1-0,74857 = 0,25143 = 25,143%

Priklad 6.: Bylo zjisténo, Ze pevnost v tahu urcitého druhu vyrobku ma normalni rozdéleni
se stfedni hodnotou 200 jednotek a se smérodatnou odchylkou 40 jednotek. Kazidy
vyrobek je pred expedici testovan a ty vyrobky, jejichz pevnost v tahu je vétsi nez 220
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jednotek, jsou oznacovany za velmi kvalitni. Vypocitejte pravdépodobnost vyrobeni velmi
kvalitniho vyrobku.

Reseni: E(X) = u = 200
o =40
P(X > 220) =?

220 —200

pu>zm»=1-p@gzm»=1-p@mn=1—¢( -

)=1-¢m9=

=1-0,691462 = 0,308538 = 30,85%

Pfiklad 7.: Ndhodna veli¢ina X md rozdéleni N (2, 9). Urcete P(X < 5).

Redeni: u = 2
=3
P(X <5) =?

5-2
PX<5)=F(5)=o (X < T) = @(1) = 0,841345 = 84,1345%

Priklad 8.: Méfeni dalkového rozméru je zatizeno systematickou chybou 0,5 mm a
ndhodnou chybou s normélnim rozdélenim pravdépodobnosti s rozptylem 0,09 mm?.
Urcete pro jakou hodnotu ¢ bude celkova chyba jednoho méreni v mezich 0,5 - ¢ az 0,5 +
o s pravdépodobnosti 0,95.

Reseni: 1 = 0,5

o=0,3

P(05-0<X<05+0)=095
P(05—-0<X<05+40)=F(0,54+0)—F(0,5—0) =

=2 <(O'5 +0(,2 - 0'5> - @ <(0'5 _0(,2 - 0'5> =@ (0?3) -? <_ 00,-3) N

—zq)((’) 1=10,95
N 0,3 o
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Vypocteme rovnici:

2q><") 1=0095
0,3 o

cp(a)—0975
03/

o
<0,3) = o975

Z tabulky muUZeme zjistit, Zze 0,975 = 1,960, z toho plyne:

o=1960%0,3
o = 0,588

Chyba v méFeni mlZe nastat v mezich (—0,088; 1,088) mm.

Priklad na vyuziti Lindebergovy-Lévyho véty:

Priklad 9.: Zaméstnanec jistého zavodu pravidelné jezdi do zaméstnani i zpét metrem. Je
znamo, Ze doba c¢ekdani na prijezd metra se pohybuje v mezich 0 az 3 minuty. Jaka je
pravdépodobnost, Ze celkovd doba cekani zaméstnance na prijezd metra béhem 23
pracovnich dnd bude kratsi nez 80 minut?

Reseni: Nadhodna veli¢ina X;, kde i = 1,2,...,46. To jest pocet pracovnich dnd, béhem
kterych jede do zaméstnani a zpatky. Jedna se o rovhomérné rozdéleni R (0,3) s hustotou:

f(xl-)zk,0<xl-<3,
= 0,jinak

Vypocteme konstantu k:

3 3 3
1= ff(xi)dxi = f kdxl- = kf dxl- = k[xl]g =3k
0 0 0

==
I
|

Vypocéteme stredni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny X;:

3 3 3
1 xiz

1 1 ° 3
E(X) :fxi*f(xi)dxi :fxi*gdxi :§fxidxi:§[7L =5
0 0 0
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3 3

E(X?) = fxlz * f(x))dx; = fxl-

0 0

VAR(X;) = E(X?) —

ECR =3-(3) =2

Podle Lindebergovy-Lévyho véty lze rozdéleni aproximovat normalnim rozdéleni, protoze

n je velké, n=46. Aproximace normalnim rozdéleni:

N —02 N<46 5 46 3) N(69; 34,5
- 2’ 4 (69;34,5)

Nyni mGzeme zjistit pravdépodobnost pomoci distribu¢ni funkce:

P(X < 80) =F(80)=CD<

V34,5

Priklady na centrdlni limitni vétu:

80 — 69

> = ®(1,873) = 0,96926 = 96,926%

P¥iklad 10.: Zatizeni letadla s 64 misty nema prekrocit 6000 kg. Jaka je pravdépodobnost,

Ze pri plném obsazeni bude tato hodnota prekrocena, ma-li hmotnost cestujicich stfedni

hodnotu 90 kg a smérodatnou odchylku 10
Reseni:
Pomoci centrdlni limitni véty:

n = 64

Sp > 6000

EX)=u=90

0 =10 =2VAR(X) = 0% =100

P(S,, >9000) =?

S,—n
P(Sn>9000)=1—q>(" “)=1

Vno?

kg?

® (6000 — 64 %90
64 * 100

=1-0,99865 = 0,00135

):1—¢@)
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Pfiklad 11.: Obchodni oddéleni zdsilkového domu zaslalo na 1000 nahodné vybranych
adres nabidkovy katalog. Urlete pravdépodobnost, Ze ziskd aspori 275 objednavek,

predpokladame-li, ze navratnost objednacich karet je 0,3.
Reseni:
Pomoci centrdlni limitni véty:

n = 1000

p=03

q=1-p)=1-03=07

P(S, < 275) =?

) — ®(~1,725) = 0,004565

S, —n 275 — 1000 * 0,3
P(Sn<275)=cb<n p): (

\/rﬁ v/1000 * 0,3 * 0,7
Pomoci programu Mathematica:
adresy = 1000;
navratnost = 0.3;
odpovedi = 275;
pravl = CDF[BinomialDistribution[adresy, navratnost], odpovedi]

Vysledek: 0.04459258821290896

Priklad 12.: Pocet zavad jistého typu elektrického spotfebice béhem zaruéni doby
popisuje Poissonovo rozdéleni s parametrem A = 0,2. Jaka je pravdépodobnost, Ze po

prodeji 75 spotrebicl bude vice nez 15 reklamaci béhem zaruéni doby?
Reseni:
Pomoci centralni limitni véty:
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A=0,2

VAR(X) = E(X) =75

P(X > 15) =2
15—-0,2% 75
P(X>15)=1—P(X<15)=1—<D<—>=1—CD(0)=1—0,5=0,5=
0,2 %75
=50%
Pomoci programu Mathematica:
lambda = 0.2;

spotrebice = 75;
reklamace = 15;
prav2 = CDF[PoissonDistribution[spotrebice * lambda], reklamace]

Vysledek: 0.5680895756085438

Priklad 13.: Pfredpokladame, Ze pocet chyb na strance jisté knihy je nahodna veli¢ina
s Poissonovym rozdélenim s parametrem A = 0,9. UrcCete pravdépodobnost, Ze na 30

nahodné vybranych stranach bude celkem maximalné 20 chyb.
Reseni:
Pomoci centrdlni limitni véty:

A=09

VAR(X) = E(X) =30

P(X <20) =?

20—09=%30

szzoz¢(
( ) 0930

) = ®(—1,347) = 0,088508 = 8,85%
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Pomoci programu Mathematica:

lambda = 0.9;
strany = 30;
chyb = 20;

prav3 = CDF[PoissonDistribution[strany * lambda], chyb]

Vysledek: 0.10146841010008698

Z prikladli 11. - 13. mGzZeme vidét, Ze prvni postup, kdy dostaneme pfriblizny vysledek, je
dostatecné presny, mlUzeme jej pouzit. Pokud nemame moznost vyuziti softwaru jako

v druhém postupu.
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Zavér

Cilem mé bakaldtské prace bylo pfiblizeni normdlniho rozdéleni a jeho vlastnosti,
propojeni normdlniho rozdéleni a centralnich limitnich vét. Ddle vyuzZiti softwaru
Mathematica pro znazornéni grafi a vypoctll. Pomoci grafu nebo vyvozeni jsem ukazala
jednotlivé vlastnosti. Pro rozsifeni bych se mohla zabyvat vicerozmérnym normalnim

rozdélenim a rozdélenimi vyvozenymi z normalniho rozdéleni.
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Resumé
In this Bachelor paper | deal with normal distribution. In the first chapter | describe

its history and lives of important scientists. In the second chapter | deal with properties of
normal distribution. The third chapter introduces several central limit theorem, that are
used for calculation of probability. In the last chapter can be found examples of central
limit theorem and normal distribution. Graphs and some calculations, used in this paper,
are created in the program Mathematica. The aim of this paper is to approach and

demonstrate normal distribution.
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