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UvVOD

Pro svou bakalarskou praci jsem si vybral téma Paradoxy teorie mnozin. Nékteré paradoxy
jsou ryze matematického charakteru a v béZném Zzivoté se s nimi nesetkame, jiné vSak v
bézném zivoté hojné¢ vyuzivame, aniz bychom si to uvédomovali. Existuji také paradoxy,
které jsou vetejnosti brany spise jako iluze ¢i podvrhy. Na vSechny tyto typy paradoxid se

zam¢iuje Sestd kapitola, ktera je v této praci klicova.

Bakalatska prace je rozdé€lena do Sesti kapitol. Prvni kapitola se zabyva historickym vyvo-
jem pfedmnozinové matematiky, vznikem Cantorovy teorie mnozin a vznikem axiomatic-

ké teorie mnozin.

Na pojmy, které¢ jsou dilezité pro pochopeni nékterych paradoxi, jsou zaméfeny kapitoly
druhd az pata. Setkavame se zde s vysvétlenim mnoziny dle Zermela-Frankela, tfidami, ¢i
ordinalnimi a kardinalnimi Cisly.

Sesta kapitola je zaméfena na vysvétleni jednotlivych paradoxi. V &asti 6.1 ukazu, Ze i
zdanlivé naprosto absurdni vyrok mize byt pravdivy. V kapitole 6.2 se zaméfim na vizual-

ni triky, které maji matematicky podtext a racionalni vysvétleni.

Posledni kapitola 6.3 se zaméfuje na paradoxy vedouci ke spornym dasledkiim. Zde jsou
zatazeny paradoxy, které vedly k zavrhnuti Cantorovy teorie mnozin a naslednym nahra-

zenim axiomatickou teorii.

Tato bakalatska prace, i pres nekteré odborné terminy, by se méla snaZit popularizovat

matematiku a ukazat jeji Siroké vyuziti 1 pro Sir$i vefejnost.



1 HISTORICKY VYVOJ TEORIE MNOZIN

1.1 PREDMNOZINOVA MATEMATIKA

Teorii mnozin 1ze chapat jako zakladni stavebni kdmen fady disciplin, které dnes
tvori podstatnou ¢ast matematiky. Nezli vSak vznikla samotnd, dnes uzivana, axiomaticka

teorie, musime se vratit do minulosti a zjistit, co ji piedchazelo.

S rozvojem novoveéké védy nezustavala matematika pozadu za ostatnimi védami a
zacala studovat stale Sir$i tfidu objektt. Vedle tradi¢nich pojmil aritmetiky a geometrie,
jako jsou pfirozend, raciondlni a redlna ¢isla, body, pfimky, roviny a kuzelosecky, za¢ina
pracovat i s novymi pojmy, jako napiiklad proménna veli¢ina, relace, ¢i funkce. [1] Pravé
tyto pojmy mély zcela zasadni vliv na dosavadni vyvoj a postupem cCasu se i jejich samotny
obsah rozsifoval. Jako piiklad zde mizeme uvést pivodné jednoduché predpisy funkce
y = (x+ 1)" nebo y = cos (x). Tyto funkce lze graficky zobrazit. Pozd¢ji v§ak pod po-
jmem funkce byly zahrnuty takové predpisy, které jiz graficky zobrazit nelze. Jedna se o
ptredpisy dané mocninnymi nebo trigonometrickymi fadami. Jako piiklad 1ze uvést Weier-
strassovu funkci, ktera je ve vSech bodech spojita, ale v zadném bod¢ nema derivaci. Vyse
uvedené funkce jsou ve své podstaté velice odlisné. Maji vSak jedno spole¢né - jsou dany

jedinym ptedpisem.

Dal8im krokem k zobecnéni pojmu funkce byla moZnost definovat ji po castech. Pri-
kladem je Dirichletova funkce, ktera je definovana nasledujicim ptedpisem:
d(x) = {1, je - l.i x ?‘aci.()né,lni,évilslo
0, je — li x iracionalni cislo
Matematicka analyza hrala v rozvoji moderni matematiky dilezitou roli. Jesté v prvni
poloviné 19. stoleti vSak neexistovala korektni teorie realnych ¢isel, a tak se opirala 0 ge-
ometrické predstavy o redlnych cislech. Matematici vSak studovali stdle slozit€j$i Casti
realné piimky (obory spojitosti, obory konvergence posloupnosti funkci). Nékteti matema-
tikové se také nemohli smifit s faktem, Ze tehdejsi ditkkazy zakladnich vét matematické ana-
lyzy se odvolavaji na geometrickou nazornost. Byla zde pocitovana nutnost vytvoteni no-

vé teorie redlnych cisel.



1.2 ZAVEDENI POJMU "MNOZINA"

Prvni vazny pokus v tomto sméru provedl ¢esky matematik a filosof Bernard Bolza-
no'. Ten zavedl pojem mnoZina a detailn& prozkoumal vlastnosti nekoneénych mnoZin.
Bolzano definoval mnozinu jako souhrn, u kterého nezélezi na uspotfadani casti, tedy prv-
ka. [10]. Pokud srovname dne$ni chapani pojmu mnozina s Bolzanovym, tak Bolzano neu-

vazuje prazdné a jednoprvkové mnoziny.

S pojmem nekoneéno bojoval uz v 5. stoleti pf. n. 1. fecky matematik Zénon z Eleje.
V matematice Bolzanovy doby se krom aktualniho nekonecna, kde aktualné nekonecna
mnozina je brana jako nekonecny celek, objevovalo pouze nekonec¢no potencialni. Potenci-
aln¢ nekonecnd mnozina je brdna jako kone¢na mnoZina s moznosti dle vlastni potieby
ptibirani prvkl. Jednalo se o reakci na volné uzivani nekonecné velkych a nekonecné ma-
Iych veligin, které v po&atcich infinitezimalniho® poétu vedlo i k odvozeni nékterych ne-
spravnych tvrzeni. Tato forma nekonecna byla pozd¢ji z analyzy vyloucena z divodu, Ze
se nepodarilo formulovat korektni pravidla pro nekone¢né velké a nekone¢né malé velici-
ny. C. F. Gauss v jednom z jeho dopisii napsal: "Nekonecno nelze v matematice pouZzit jako
néco definitivniho, je to jen zpusob vyjadreni, které oznacuje jistou hranici, k niz se mohou

nékteré veliciny libovolné blizit, pokud jisté veliciny rostou neomezené." [1]

Nekone¢né mnoziny vSak nelze vtésnat do takto vymezeného ramce potencialniho
nekonecna, jelikoz predstavuji jinou, aktualni podobu nekonec¢na. [1] Ziejmé z tohoto dii-

vodu se Bolzano na sklonku svého Zivota ve své knize Paradoxy nekonecna, ktera byla

! Bernard Bolzano (5. fijna 1781, Praha — 18. prosince 1848, Praha) byl Gesky némecky hovofici matematik,
filosof a knéz. Narozen do rodiny obchodnika. V roce 1796 vystudoval piaristické gymnazium v Praze.
V trileté filosofické piipravce se vénoval studiu matematiky a logiky. Ve Skolnim roce 1799-1800 soukromé
studoval matematiku a filosofii a soucasné navstévoval prednasky prvniho a druhého ro¢niku na Filozofické
fakult¢ Karlo—Ferdinandovy univerzity. Poté se rozhodl pro studium teologie.

Roku 1805 byl vysvécen na knéze a nasledné promovan doktorem filosofie. Stal se profesorem filosofie
nabozenstvi. Mezi lety 1805-1819 byl univerzitnim kazatelem v kostele Nejsveétéjsiho Salvatora v Praze.
Roku 1819 mu bylo dekretem cisafe Frantiska I. znemoznéno ucit a pro jeho reformatorské nazory byl sus-
pendovan a odesel do penze.

Od roku 1820 zil v Gstrani a vénoval se své védecké praci. Zajimavosti je, Ze jeho jméno, je spolecné se 72
jmény Ceskych osobnosti, umisténo pod okny Narodniho muzea v Praze.

2 Z¢énén z Eleje (490 pt. n. |. — 430 pi. n. 1.)byl fecky filosof. Je znamy spoustou filosofickych myslenek, jako
paradox pohybu, paradox stadionu a paradox mista.

* Infinitezimalni po&et je souhrnny nazev pro integralni a diferencialni podet. Jeho predmétem je poditani
meznich hodnot, kterym se blizi funkce proménnych veli¢in, pokud rostou nebo klesaji do mezi, blizi-li se
nule, nebo rostou nade v§echny meze.
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vydana jednim z jeho zakl v roce 1851, omezil pouze na shrnuti vysledkii a paradoxnich
vlastnosti nekoneénych mnozin. Zadny z jeho zakt bohuzel na jeho vysledky nenavézal,

avSak vyvoj matematiky se nezastavil.

1.3 ZAVEDENI DISCIPLINY "TEORIE MNOZIN"

V 60. letech 19. stoleti zasluhou K. Weierstrasse, G. Cantora a H. C. Méraye byla
vybudovana nova teorie iracionalnich a realnych ¢isel. Tato teorie se jiz neopirala o nazor-
né geometrické piedstavy a k jejimu rozvoji postacila vSeobecné piijimana forma potenci-
alniho nekonecna. Matematicka analyza se vSak dostala do faze, kdy bylo nutné pracovat s
nekonecnymi soubory redlnych ¢isel. Tento problém se snazil v letech 1873—1897 vyftesit
G. Cantor, ktery zavedl aktualni nekonecno do matematiky. Své vysledky publikoval v
sérii svych praci, ve kterych rozvijel matematické prostfedky ke studiu nekone¢nych mno-

zin. Stal se tak zakladatelem nové matematické discipliny: teorie mnoZin.

Pocatky G. Cantora v utvateni nové teorie mnozin zacaly u problémd teorie redlnych
funkci, kde se zabyval reprezentaci funkci trigonometrickymi fadami. Problém jednoznac-
nosti takové reprezentace ho piivedl k otdzce, zda ma funkce kone¢ny nebo nekonecny
pocet singularnich bodi. Pii zkoumani vzajemné jednoznacnych zobrazeni mezi mnoZina-
mi si Cantor polozil otazku, zda lze vzajemné jednoznacné zobrazit mnozinu piirozenych
¢isel na mnozZinu ¢isel realnych. Ukazal, Ze takovéto zobrazeni nelze sestrojit. Nekonecné
mnoziny tedy mtzeme délit do dvou skupin: mnoziny spocetné a nespocetné. Zalezi, zda
existuje vzajemné jednozna¢né zobrazeni mnoziny pifirozenych ¢isel na danou mnozinu, ¢i

ne. Cantor dosel také k velice zajimavému tvrzeni.

Véta 1.1. MnoZina vSech pfirozenych Cisel N je spo€etnd a mnoZina vSech redlnych ¢isel R

je nespocetna. [1]

Dalsi zkoumani vz4jemné jednoznacného zobrazeni vedlo k zavedeni pojmu mo-
hutnost mnoziny a kardinalni Cislo. Cantor definoval abstrakci kardinalniho ¢isla jako
vlastnost, ktera je spole¢na vSem prvkim né&jaké tfidy mnozin, z nichz kazdé dvé lze na
sebe vzajemné jednoznacné zobrazit. Tuto vlastnost nazval mohutnost. [1] Dosel také k
zavéru, ze Skala nekonecnych mohutnosti je nekonec¢na a neni shora omezend. K tomuto
faktu se dostal zjist€nim, Ze ke kazdé nekonecné mnoziné existuje mnoZina vétsi mohut-

nosti. Pfes uspotadani pfirozenych ¢isel dle velikosti dospél Cantor k pojmu dobré uspora-
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dani a abstrakci zavedl pojem ordinalni ¢islo jako typ dobie uspofddanych mnozin. Zaby-

val se také studiem mnoziny reélnych cisel.

I pies uspesné ditkazy obecnych vét o mnozinach, pojem mnozina byl pojmem intu-
itivnim nebo odvozeny od filosofickych pojmi. Byly to pojmy, jako tiida nebo totalita®.

Cantor vymezil pojem mnozina jako:

Definice 1.1. Mnozinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzajem raznych pfedméti m

nas$eho nazirani nebo mysleni (které nazyvame prvky) do jediného celku M. [1]

Pojmy celek a souhrn nevnaseji do pojmu mnozina vice svétla. Tyto nejasnosti se
uz vsak nenachdzeji u pojmu prvek mnoziny. Jsou navzajem rtzné, to znamena, ze kazdy
prvek nemiize byt opakované prvkem téze mnoziny. Prvky mnoziny maji byt urcité, to
vSak neznamend, ze ma-li byt ddna néjakd mnozina, predpokléda to, aby pro kazdy objekt
bylo mozné ur¢it, zda je ¢i neni jeji prvkem. [1] Takové uréeni nemusi byt vzdy jednodu-
ché. Dosud je problém rozhodnout u nékterych realnych &isel, zda jsou transcendentni® ¢i

algebraicka®.

Takové vymezeni pojmu mnozina nelze povaZovat za definici. I pfes spiSe intuitivni
pfedstavu, co to mnozina je, se tento pojem stal vychozim v rozvoji teorie mnozin. Teorie
mnozin se rychle dostavala i do dalSich oblasti matematiky a jeji vyznam byl naptiklad v

odvozeni metod topologie pro teorii redlnych a komplexnich funkci.

1.4 CANTOROVA TEORIE MNOZIN - ANTINOMIE

V teorii mnozin se vSak postupem Casu zacaly objevovat antinomie, na které nebylo
feSeni. Rozpory se zaCaly objevovat v prvopocatcich pouze u ordinalnich a kardinalnich
¢isel. Cantor a nezavisle C. Burali-Forti ukazali, Ze mnoZina ordindlnich ¢isel je dobie
usporddana. Typem jejiho uspotadani by mélo byt také ordinalni Cislo, ale véEtsi, nez
vSechna ordindlni Cisla. V roce 1899 se objevil Cantorliv paradox, ktery se tykd mohutnosti

mnoziny vSech mnozin. Cely tento problém antinomii se v prvopocatku nebral vitbec vaz-

* Totalita vyjadfuje univerzalni souvislost véci a jevil v prirods a spole¢nosti.

® Transcendentalni &islo je takové komplexni &islo, které neni kofenem zadné algebraické rovnice s racional-
nimi koeficienty.

6 Algebraické ¢islo je kazdé komplexni &islo, které je kofenem né&jakého polynomu (mnohoélenu) s racional-
nimi koeficienty.
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né a ziejme se véfilo, ze paradoxy budou odstranény v pribéhu vyvoje teorie mnozin za

pomoci zpfesnéni vét okolo ordinalnich a kardinalnich ¢isel.

Zlomovy byl vsak rok 1902, kdy Bertrand Russell otiasl celou teorii mnozin. Nalezl
antinomii za uziti nejelementarnéjSich prostfedkii. Tuto antinomii nazyvame Russellovym
paradoxem. Tento paradox nam tika, ze Cantorova intuitivni teorie mnozin je vnitiné spor-

na. [9]

Zakladni principy intuitivné zafazené do Cantorovy teorie byly timto paradoxem po-
Sramoceny a zejména diky tomuto paradoxu mnoho matematikti pfehodnocovalo sviij po-
stoj k dosavadni platné teorii mnozin. Nedlouho poté prichdzely dalsi paradoxy, jako napf-.:
Richardiv paradox. Tato krize se nedotykala pouze teorie mnozin, nybrz vedla k piehod-
noceni samostatnych principt, na kterych dosavadni matematika stala. Toto zkoumani ved-
lo k rozvoji logiky a radikalni zméné predstav o zédkladech matematiky. Cantor nikdy ne-
prestal vétit, ze se podafi udrzet podstatny obsah teorie v jejim piivodnim intuitivnim poje-
ti. Poukazal na to, Ze pii vétsiné mnozinovych ivah lze napied uréit ramcovou mnoZzinu
tak, ze celd uvaha se provadi jen s jinymi prvky, a z prvkl takové mnozZiny nelze sestrojit
spor podle Zadné z antinomii. [1]. Dodnes je Cantorova teorie mnozin (dnes znama také
jako naivni teorie mnozin) uzivana ve vét§iné béznych aplikaci v algebie a analyze. Tato

teorie vSak nebyla vhodna ke studiu zékladnich principli matematiky.

1.5 AXIOMATICKA TEORIE MNOZIN

Odstranéni vSech paradoxii se povedlo aZ axiomatickou metodou, jeZ byla zaloZena
Fregem a Peanem. Axiomatickd metoda vSak nebyla Zadnou novinkou ve svété matemati-
ky, uzivala se jiz ve starov€ké geometrii, v 19. stoleti prosla svou renesanci a dodnes je
uzivana. Brzo po Russellové paradoxu publikoval E. Zermelo axiomaticky systém teorie
mnozin, ktery klade jistd omezeni na pojmy intuitivni teorie mnoZin, a to takova, ktera
nepiipousti spor podle Zzadné ze znamych antinomii. [1]. Zernelova pivodni axiomatika
byla pozd¢ji doplnéna A. A. Freankelem o tzv. schéma axiomu nahrazeni a Zermelo pfipo-
jil dale axiom fundovanosti.[1] Tato teorie se stala na pocatku 30. let 20. stoleti nejrozsiie-
néjsi a vzil se pro ni nazev Zermelova a Fraenkelova teorie mnozin (ZF). Tuto teorii ma-
Zzeme jesté obohatit o axiom vybéru, pak pisSeme ZFC. ZFC je vSeobecné uznavana jako

teorie, ktera piesné€ popisuje platné matematické pravdy, tj. matematické véta je pokladana
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za pravdivou, prave kdyz je dokazatelna v ZFC. Ve 30. letech 20. stoleti P. I. Bernays na-
vrhl axiomatickou teorii zalozenou na pojmu tfida. Ramcovou podobu tomuto systému dal
K. Godel (1906-1978). Pro tuto axiomatiku se vzil nazev Godelova a Bernaysova teorie
mnozin (GB). Mezi ptistupy v ZF a GB neni rozdil ve smyslu vét, které se daji dokazat.
Rozdil je vsak v pfistupu feSeni problému s antinomiemi. Dalo by se tedy fici, Ze teorie
jsou totozné, 1isi se vSak pouze v matematickém vyjadieni. Jako dal$i axiomatickou teoril

1ze zminit Kelleyovu-Morseovu teorii mnozin, ktera zesiluje GB.

Pro feSeni paradoxti v Cantorové teorii mnoZin je vyhodné uZzivat Zernelovy a Frean-
kelovy axiomatiky z divodu zachovani Cantorovy piedstavy mnoziny, jako souboru pied-
méth. Dotvaii ji a souCasné omezuje dvojim zpiisobem. Nejprve piedpoklada, ze vSechny
objekty této teorie jsou mnoziny. Jinymi slovy, mnoziny jsou jediné predméty, které mo-
hou byt prvkem mnoziny. Navic ptedpokladd, Ze universum mnozin vznikd postupné v
jednotlivych krocich. V kazdém kroku je dana mnozina vSech doposud sestrojenych mno-
zin a nové mnoziny vznikaji jako jeji ¢asti, tedy jako prvky jeji potence. [1] Tato iterace

probiha podle dobrého uspotadani. [1]
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2 MNOZINA DLE ZERMELA-FRAENKELA

2.1 JAZYK TEORIE MNOZIN

Paradoxy v Cantorové teorii mnozin ukazaly, Ze je potieba co nejptesnéji vymezit
jazyk teoriec mnozin. Pro takto pfesné vymezeni se uziva axiomatické metody, ktera ma
dlouhou tradici zejména v oblasti geometrie. Pokud se vSak zaméfime na mnoziny, dosta-

vame jinou uroven abstrakce, na rozdil od nazornych pojmu elementarni geometrie. [1]

Nezli se vSak zavedla axiomaticka teorie mnozin, byla potfeba néjakd predstava,
zkuSenost, ¢i neformalni popis této oblasti. Takovou zékladni pfedstavou byla Cantorova
teorie mnozin. Vyhoda axiomatizace prameni z prace s pojmy. Pokud axiomatizujeme né-
jakou teorii, nemusime hned od zacatku pracovat se v§emi pojmy, nybrz vybereme pojmy,
které pokladame za nejjednodussi a které nam umozni definovat pojmy dalsi. Takové
pojmy nazyvame zakladni pojmy axiomatizace. Pfedpoklady zékladnich pojmul vyjadiime
jako tvrzeni — axiomy. Z téchto axiémul pak odvozujeme dalsi tvrzeni — véty. Pfi tako-
vémto postupu, pii kterém se drzime uréitych pravidel, obohacujeme jazyk o nové a slozi-
t&jsi pojmy. [1]

V tomto procesu ma jazyk, kterym se vyjadiujeme (v nasem piipad¢ ceStina), dvoji
ulohu. [1] Vyjadfujeme v ném definice a véty teorie mnozin, v této funkci jej chapeme
jako jazyk teorie mnozin. [1] Stejnym jazykem vSak mluvime o definicich, vétach a o teo-
rii, jako celku. Muzeme fici "tato definice je prilis dlouhd", "takové tvrzeni nelze z axiomii
dokazat" nebo "axiomy jsou nezavislé”. [1] V této funkci nam CeStina vystupuje jako meta-
jazyk.” [1] Vétsina matematickych disciplin uziva Zivy jazyk v obou funkcich, aniz by do-
chézelo k paradoxtim. Richardiiv paradox nam vSak ukazuje, Ze v teorii mnozZin je dileZzité

rozlisovat obé¢ jazykové hladiny. [1]
Jazyk teorie mnoZin obsahuje:
1) Proménné pro mnoziny a, b ,c,d

2) Binarni predikatovy symbol €, =

7 Metajazyk je jazyk pouZivany pro popis jinych jazyk(. O dlleZitosti rozliSovani jazykovych hladin v teorii
mnoZzin se pojedndva v Richardové paradoxu.
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3) Logické spojky AV, =, &, & —

4) Kvantifikatory 3,V

5) Pomocné symboly — rizné druhy zavorek

V axiomatické teorii miizeme mluvit pouze o mnozinach, jelikoz nemame zadny jiny druh

proménnych, nez mnoziny.

2.2 FORMULE

Formuli 1ze chapat jako specialni posloupnost symboli jazyka teorie mnozin.
(i) Jsou-li proménné x, y proménné mnoziny, vyrazy
(x€y), (x=y)
jsou formule, které nazyvame atomické. [1]

(if) Jsou-li vyrazy ¢, Y formule, potom vyrazy — @, (@ AY), (@ V), (¢ = V),
(¢ & ) jsou formule. [1]

(iii) Je-li x proménna pro mnoziny a ¢ je formule, potom vyrazy (Vx)¢e, (3x)¢ jsou for-
mule. [1]

Uzitim kone¢ného poctu pravidel (i) - (ii1) vznikaji vSechny formule a za pomoci

téchto pravidel miZeme jasné fici, zda libovolny vyraz je nebo neni formuli.

Priklad 2.1. Mé&me vyraz (3x)(x € y) V (¥ € x) a rozhodnéme, zda se jedna o formuli,
¢i ne.

1) @Ex)(xey)V(yex)

Rozhodnuti provedeme na zakladé pokusu o vytvofeni vyrazu za pomoci pravidel (i)-(iii).

) (x €y) - je formule podle (i),
3 ¥ €x) - je formule podle (i),
(4) (xey)V(yex) - je formule podle (ii),
5) @) (x€y)V (y € x) - je formule podle (iii).

Miuzeme tedy fici, Ze vyraz (1) je formuli, jelikoz obsahuje vSechny podformule (2), (3),
(4), (5).
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Pravidla (i) - (iii) nam také pfedepisuji pravidla pii psani zavorek ve formulich. Tato
pravidla 1ze brat volnéji, tedy urcité mnozstvi zavorek vynechat, pokud nedojde ke ztraté

srozumitelnosti.

2.3 VOLNE A VAZANE PROMENNE

Definice 2.1. Rikame, e vyskyt proménné na n&jakém mistd ve formuli ¢ je vazany, je-li
soucasti néjaké podformule ve tvaru (Vx)y nebo (3x)y formule ¢. Neni-li vyskyt pro-

meénné vazany, fikame, ze je volny. [1]

Definice 2.2. Rikame, ze proménna je vazana v n&jaké formuli, ma-li v ni vazany vyskyt.

Rikame, Ze proménna je volna v n&jaké formuli, ma-li v ni volny vyskyt. [1]
Priklad 2.2.
1) (Va)(aeb=a€c) Proménna a je vazana, proménné b, ¢ jsou volné

2) (aec)n(Fa)(a € b) Proménna a je soucasné vazana i volna. Volny vyskyt
se nachazi na druhém misté a vdzany vyskyt na devatém a dvanactém misté. Proménné b, c
jsou volné. Musime tedy nalézt takovy vyraz, kde se vyvarujeme, aby jedna proménna byla

volna a vazana zaroven. Podotykam, ze takovy vyraz najdeme vzdy.

Méjme formule (3u)(u € b) a (3a)(a € b). Tyto formule jsou si logicky ekviva-

lentni, a tak 1ze psat
(aec)A@Au)(ueb)

Pokud méme formule s volnymi proménnymi, ptame se, zda plati ¢i neplati v zavis-
losti na volbé hodnot proménnych. Pokud v§ak mame uzavienou formuli, tedy formuli, kde
vSechny proménné jsou vazané, dostavame formuli vyjadiujici obecna tvrzeni. Pro tako-

vouto formuli méa smysl ptat se, zda plati, ¢i ne.

3) (Va)(a # a) Proménna a je vazana. Formule se nazyva uzavienou.

24 AXIOMY

Po prostudovani oblasti jazyka a formule teorie mnoZin se mizeme bliZze seznamit S
axiomatickou teorii mnozin a jejimi axiomy. Nejrozsifenéjsi axiomaticka teorie z pocatku
tficatych let minulého stoleti se nazyvad Zermelova-Fraenkelova teorie mnoZin, né¢kdy

oznacovana zkratkou ZF, a stoji za ni A. A. Fraenkel a E. Zermelo. Axiomatické teorie
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musi zaru€it dostatecné bohaté univerzum mnozin. Zarovenl musi z univerza vyloucit tako-
vé mnoziny, které by vedly k paradoxiim. VétSina axiomu se tak zabyva problémem exis-
tence mnozin. Zakladnim principem ZF je postupna konstrukce mnoZin a objekti mnozi-
nového universa z nékolika zékladnich axiomt za piedpokladu, ze vznikla teorie bude do-
stateCn¢ bohatd, ale zaroveil neumozni existenci mnozin, které povedou k paradoxiim zné-

mym z Cantorovy teorie mnozin.

Za pomoci axiomatické teorie 1ze zkonstruovat vSechny matematické objekty, jako
jsou grupy a grafy. Diky axiomim popisujici vlastnosti mnozin lze odvodit vSechna prav-

diva matematickad tvrzeni ze vSech oblastni matematiky.
2.4.1 AXiom existence mnoZin
Definice 2.3. Mnoziny se stejnymi prvky se rovnaji

(Ax)(x = x)

Axiom existence mnozin ndm zarucuje, Ze univerzum mnoZzin neni prazdné, tedy
existuje alespont jedna mnozina. Tento axiom je dlsledkem axiomu nekonecna. Axiom
nekonecna postuluje existenci alespont jedné nekoneéné mnoziny [1]. Axiom existence
mnoZzin je nezbytny v dil¢ich axiomatikach teorie mnozin, které neobsahuji axiom neko-

necna. [1]

2.4.2 Axiom extenzionality

Definice 2.4. Pro kazdé dvé mnoziny x,y plati x = y pravé tehdy, kdyz pro kazdé u je
u € x prave tehdy, kdyz u € y.

Vwuexe=uey) = (x=y)

Axiom extenzionality popisuje vztah mezi predikaty rovnosti a nalezeni. Rika, Ze
mnoziny se stejnymi prvky, se rovnaji. Tvrdi, Ze rovnost dvou mnoZin je zavisla pouze na
prvcich mnozin. Neni to vzdy samoziejmé, zavitame-li do oblasti linedrni algebry a rov-

nosti dvou vektord, pak rovnost zde zavisi nejen na prvcich vektoru, ale také na potadi.

2.4.3 Schéma axiomi vydéleni

Definice 2.5. Je-li ¢ (x) formule, ktera neobsahuje voln¢ proménnou z, potom formule

(6) Va)(32)(Vx)[x € z & (x EaAl go(x))]
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je axiom. Mnozina z je ¢asti mnoziny a, z sestava ze vSech mnozin x € a, pro které¢ plati
@ (). [1]

Srozumitelné&ji feCeno, zvolenim rozumného kritéria, které je popsatelné formuli ja-
zyka teorie mnozin, lze zvolit mnozinu, z které Ize vybrat prvky, a vysledkem je opét mno-
zina. Diky tomuto axiomu Ize pomoci riznych formuli konstruovat mensi mnoziny. Zava-
dime zde novy pojem - podmnozina. Diky tomuto axiomu ma smysl hovofit o prazdné

mnozing, priniku a rozdilu dvou mnozin.

Definice 2.6. Zapis X € Y oznacuje, Ze X, Y jsou mnoziny a kazdy prvek mnoziny X je téz
prvkem mnoziny Y. Tento vztah mezi mnozinami se nazyva inkluse. Je-li X € Y, pak fi-

kame, Ze mnozina X je podmnozinou mnoziny Y. [2]

Definice 2.7. Prinikem mnozin X, Y rozumime mnozinu, jejiz prvky jsou pravé ty objekty,

které nalezi jak do mnoziny X, tak do mnoziny Y. Znacit ji budeme X N Y. [2]

Definice 2.8. Rozdilem mnozin X,Y v uvedeném potfadi rozumime mnozinu, jejiz prvky
jsou prave ty objekty, které nalezi do mnoziny X a nendlezi do mnoziny Y. Znacit ji bude-

me X \Y.[2]

Definice 2.9. Prazdna mnozina je mnozina, kterd nema zadné prvky. ProtoZze mnozina je
svymi prvky jednozna¢né urcena, existuje toliko jedind prazdnd mnoZzina. Znacit ji budeme

?.[2]

Pro¢ vSak nepiSeme axiom vydé€leni, misto schéma axiomil vydéleni? Méjme for-
muli ¢. Pro kazdou volbu formule ¢ je formule (6) jeden axiom teorie mnozin - axiom
vydé€leni pro ¢. [1] To vSak znamena, Ze schéma axiomu vydé€leni zastupuje nekoneéné

mnoho axiomu, které vzniknou tim, ze ¢ prob¢hne vSechny formule. [1]

2.4.4 Axiom dvojice

Definice 2.10. K libovolnym dvéma mnozinam a, b existuje mnozina, ktera ma pravé dva

prvky a a b. Podle axiomu extenzionality je takova mnozina jednozna¢n€ urCena prvky
a,b.[1]

(Va)(Vb)(3z)(Vx)(x €z & (x =aVx = b))

Definice 2.11. Jsou-li a,b mnoziny, pak mnozinu, ktera sestava z prvka a, b, nazveme

neusporadanou dvojici mnozin a, b a ozna¢ime ji vyrazem {a, b}. Rikame také, ze {a, b} je
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dvouprvkova mnozina s prvky a, b. Misto {a, a} piSeme kratce {a} a fikame, ze {a} je jed-

noprvkova mnozina ur¢ena prvkem a. [1]
Definice 2.12. Uspofadana dvojice mnoZin a, b je mnozina {a, b) definovana vztahem
(a,b) = {{a}, {a, b}}.
Je to dvouprvkova mnozina, jejiz prvek {a, b} uréuje, o které dvé mnoziny jde, a
druhy prvek {a} vyznacuje, ktera mnozina je prvni. [1]
2.4.5 Axiom sumy

Definice 2.13. K libovolné mnoziné a existuje mnozina z, ktera sestava z mnozin, které
jsou prvkem néjakého prvku mnoziny a. Podle axiomu extenzionality je mnoZina z jedno-

zna¢ng urcena volbou mnoziny a. [1]
Va)@F2)(Vx)(x €z = (Ay)(x Ey Ay € a))

Pokud mame definované znéni axiomu sumy, lze hovotit o pojmech suma a sjedno-

ceni mnozin.

Definice 2.14. Suma mnoziny a je mnozina U a definovana vztahem

Ua ={x:@Fy)(xeyAy € a)}
Je-li specialné a = {b, c}, potom plati
U{b,c} ={x:x €ebVxEc}
Plyne to z definice sumy a faktu
yei{bcy==bvy=c). [1]
Definice 2.15. Sjednoceni mnozin b, ¢ je mnozina b U ¢ definovana vztahem
buc={x:x€ebVvxec}[l]

Za pomoci axiomu dvojice jsme definovali jednoprvkovou a dvouprvkovou mnozi-

nu. Pomoci axiomu sumy, piesné€ji operace sjednoceni, Ize definovat tfiprvkovou mnozinu.
{a,b,c} = {a, b} U {c}.

Tento postup lze opakovat k ziskani k-prvkové mnoziny.
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2.4.6 Axiom potence

Definice 2.16. Pro kazdou mnozinu P(a) existuje jind mnozina, ktera sestava ze vSech

podmnozin mnoziny a, tedy
P(a) = {x:x S a}
se nazyva poten¢ni mnozina. [1]
Axiomy sumy a potence postuluji existenci mnozin, pro které plati
(7) xS a=x€P(a),
(8) x€Ea=>x<Ua.

Mezi obéma formulemi je jednoduchy dualni vztah: zaménime-li symboly € a € a
vyrazy P(a), Ua, jedna formule pfejde na druhou a naopak. Pfitom potenéni mnoZina
P(a) je nejmensi mnozinou, pro kterou plati (7). Je-li y takova mnozina, ze kazda pod-
mnozina x € a je jejim prvkem, z definice P(a) plyne P(a) S y. Ve stejném smyslu je
U a nejmensi mnozina, pro kterou plati (8). [1]

2.4.7 Schéma axiomi nahrazeni

Definice 2.17. Je-li y(u,v) formule, kterda neobsahuje volné¢ proménné w,z,

potom formule
V) (VY (MW) (W) AY(uw) = v =w) =
(Va)@Ez2)(Vv)(v €z & (Auw)(u € anPp(u,v)))
je axiom teorie mnozin, ktery nazyvame axiom nahrazeni. [1]
Axiom nahrazeni nam fika, ze obrazem libovolné mnoziny pti definovatelném zob-
razeni je opét mnozina.
2.4.8 Axiom nekonecna
Definice 2.18. Existuje mnozina z, pro niz @ € z a dale pokud x € z, pak x U {x} € z. [2]
(Az)(@ € zA(Vx)(x € z= x U {x} € 2)).

Tento axiom postuluje existenci aktuadlné nekonecné mnoziny. Nepopisuje vSak

operaci, kterd by vedla ke vzniku takovéto mnoziny z jiz danych mnozin. Tim je odliSny

20



od ostatnich axiomid. Axiom nekone¢na taktéz piekracuje princip omezené velikosti mno-

ve 8
Z1mn.

2.4.9 Axiom fundovanosti

Definice 2.19. Pro kazdou mnozinu a plati, ze pokud a # @, pak existuje x tak, ze x € a a

zéroveh x Na = @. [2]
Va)(a+ 0= 3x)(x€arxna=0))

Axiom fundovanosti, téz nazyvany axiom regularity, vylucuje n€které typy mnozin.
Stava se tak spiSe globalni charakteristikou mnozinového universa. Jako ptiklad takovéto
vyloucené mnoziny lze uvést mnozinu y, pro kterou plati y € y. V tomto ptipad¢ by zadny
prvek neprazdné mnoziny a = {y} nevyhovoval axiomu fundovanosti, jelikoZ

yn{y}+ 0.

2.4.10 Axiom vybéru

Definice 2.20. Pro kazdy neprazdny soubor neprazdnych mnozin existuje funkce, ktera

Z kazdé mnoziny tohoto souboru vybira prave jeden prvek.

® Omezena velikost Ize definovat pro mnoziny R nebo obecnéji pro metrické prostory, coz je matematicka
struktura, pomoci které Ize formalnim zplsobem definovat pojem vzdalenosti.
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3 TRIDY

Ttida je pojem z oboru teorie mnozin oznacujici soubor objekti. Mé&jme soubor objek-
td, ktery je dobfe popsan z hlediska nalezeni. O takovém souboru pak Ize ptipad od ptipa-
du ur¢it, zda do dané tridy nalezi, ¢i nenalezi.
Definice 3.1. Kazda formule ¢ (x) pfirozenym zplsobem uréuje soubor v§ech mnozin x,

pro které plati ¢ (x). Budeme jej oznacovat vyrazem

€) {x:@(x0)}.
Definice 3.2. Je-li ¢(x) formule jazyka teorie mnozin, soubor v§ech mnozin x, pro které

plati ¢ (x), oznac¢ime vyrazem (9). Takovyto vyraz nazyvame tiidovym termem, a soubor,

ktery oznacuje, nazveme tfidou, ktera je ur¢ena formuli ¢ (x).

Ve smyslu definice 3.1 je tfeba si uvédomit, ze kazda mnozina je tfidou, ne vsak
kazda tfida je mnozinou. Pro libovolnou mnozinu y plati y = {x:x € y}. Pojem tfida je
Sirsi, nez pojem mnozina. Na nasledujicich ptikladech ukézeme, kdy tfida je, popf. neni

mnozinou.

Priklad 3.1. Mé&jme tiidu {x:x € a A @(x)}, kde a, ¢ pfedstavuji proménné ze schématu
vydéleni. Schéma vyd¢leni nam tik4, Ze je moZno za pomoci riznych formuli konstruovat

mens$i mnoZiny, tzn. podmnoziny. Dle tohoto schématu je tfida mnozinou.

Priklad 3.2. UvaZzujme nyni piedpis {x:x = x}. Takovato tiida nereprezentuje mnozinu.
Neexistuje tedy mnozina vSech mnozin. Takovouto tfidu, kterd nereprezentuje mnozinu,
nazveme vlastni tfidou. Pojem vlastni tfida je dalezity pro objasnéni mnoha paradoxi, jako

je paradox Cantortv, Russelltiv nebo Burali-Fortiho paradox.

Pti pohledu do dob platnosti Cantorovy teorie mnozin zjistime, Ze pojem tfida sply-
val s pojmem mnozina. Pojem mnozina v Cantorové pojeti je definovan jako dobfe popsa-
ny soubor objekth. Pro ,,ptilis velké* mnoziny se vSak zacaly objevovat antinomie, které se
V prvopocatcich nebraly pfili§ vazné. Byl pfedpoklad, Ze paradoxy se odstrani zpiesnénim
dikazli neékterych vét z oboru teorie mnozin. Tato mySlenka vSak byla mylna a paradoxy

byly odstranény az zavedenim axiomatické teorie a pojmu tfida.

Vratme se k pojmu tfidovy term. Kazdy tfidovy term oznacuje jednu urcitou tfidu.

Jazyk teorie mnozin rozsifeny o ttidové termy dava tedy moznost vyjadiit tvrzeni o jednot-
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livych tiidach, nikoli vSak globalné o vSech tfidach. Proto je dobré zavést pojem promeénna
pro tridy. Proménné znac¢ime velkymi pismeny a zastupuji libovolny tfidovy term.
Pomoci tfidovych proménnych Ize definovat operace sjednoceni, pruniku a rozdilu pro

libovolné dvé ttidy. Jsou-li X, Y tfidy, definujeme

(1) Prinik tfid X, Y XnY={x:xeXAx€eY}
(i)  Sjednoceni tiid X, Y XuY={x:xeXvxeY}
(ili)  Rozdil tfid X, Y X—-Y={x:x€eXANx &Y}

Za ptedpokladu, plati-li vyraz X N'Y = & tikame, ze tfidy X, Y jsou disjunktni.

Definice 3.3. Je-li ¢(x) formule y =y, potom tfida {y:y = y} sestava ze vSech mnozin,
protoze pro kazdou mnozinu y plati y = y. Tuto tfidu ozna¢ujeme symbolem V a fikame,

7e V je univerzalni tiida. [1]

Definice 3.3. je velice dulezita pro objasnéni Cantorova paradoxu, kde, jak se poz-
déji dozvime, univerzalni tfida V = {y: y = y} neni mnozZina, ale vlastni tfida. Univerzalni

ttida zaroven obsahuje kazdou mnozinu nejen jako sviij prvek, ale i jako svou podmnozinu.

Definice 3.4. Dopliikem tiidy X nazyvame tiidu - X = V — X, ktera sestava ze vSech mno-

Zin, které nejsou prvkem tridy X.

Definice 3.5. Rikame, Ze tfida X je ¢asti (podtiidou) tiidy Y, a piseme X € Y, jestlize kaz-
dy prvek tfidy X je prvkem tiidy Y. Rikdme, Ze X je viastni cdsti tiidy Y, a piseme X C Y,
je-liXcYaX=+#Y.

Z uvedenych definic vyplyva, Ze kazda tiida je soucasti univerzalni tiidy. Plati také,
Ze univerzalni tfida V neni jedinou vlastni tfidou, existuji také ,,mensi* vlastni tfidy, napfi-

klad ttida vSech ordinalnich ¢isel On.

Lemma 3.1. Univerzalni tfida V neni mnozina. [1]

Lemma 3.2. Pro libovolnou tfidu X a mnozinu x je x N X mnozina. [1]
Lemma 3.3. Pro libovolné tiidy X, Y, Z plati:

Idempotence X=XnX=XUX

Komutativnost XUuY=YuX,XnY=YnX
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Asociativita

Distributivnost

XnY)YnzZ=Xn{¥n2Z2)
Xuyvyuz=Xu{uz
Xn¥YnZ)=XnY)uXnz

Xu¥nzZ)=XuY)nXuz
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4 ORDINALNI CISLA®

Ordinalni ¢isla 1ze chapat jako ¢isla rozsifujici mnozinu ptirozenych ¢isel N za hrani-
ce kone¢nych mnozin. Jako motivacni ptiklad pro zavedeni pojmu ordinalni c¢islo 1ze uvést
piiklad s vojaky. Mé&jme sto vojaku stojicich v fad¢ za sebou. Potadi kazdého z nich lze
vyjadtit pomoci néjakého ptirozeného ¢isla. Pokud mame nekonecnou fadu vojakt, ptiro-
zena Cisla ndm stale postacuji, avSak jsou uzita vSechna. Pokud vSak postavime za tuto
nekonecnou fadu jesté jednoho vojaka, ptirozené Cislo, které by oznacovalo jeho potadi, uz
nebude existovat. Jeho pofadovym ¢islem se stava nejmensi nekone¢né ordinalni Eislo

oznacované w.

41 POJEM ,,ORDINALNI CiSLO*

Pro ordindlni Cisla plati princip (transfinitni) indukce™ a maji svou aritmetiku. Aby-

chom mohli zavést pojem ordinalni cislo, je potteba znalost pojmu dobrého usporadani.

Definice 4.1. Neostré linearni uspofadani na mnoziné¢ M budeme nazyvat dobré pravée teh-

dy, kdyz v kazdé neprazdné podmnoziné¢ mnoziny M existuje nejmensi prvek. [1]

Priklad 4.1. Jako ptiklad dobrého uspotfadani lze uvést obvyklé uspofadani mnoZiny N.
Vezmeme-li v§ak v potaz mnozinu vSech celych ¢isel Z, tak tato mnozina neni dobie uspo-
fadanou, jelikoz s uspofadanim mensi nebo rovno, mnozina zapornych ¢isel nema nejmen-
§i prvek. Stejné tomu bude 1 u mnoziny realnych c¢isel, kde s uspofadanim mensi nebo rov-

no nejsme schopni najit na otevieném intervalu (0; 1) nejmensi prvek.

Ordinalni ¢isla jsou typy vSech dobie uspofadanych mnozin, zatimco pfirozena ¢is-
la N jsou typy dobrych uspofadani koneénych mnozin. Piirozena ¢isla také patii do tiidy
ordinalnich ¢isel, jelikoz splyvaji s kone¢nymi ordinalnimi ¢isly. Pomoci dvou zékladnich

vlastnosti pfirozenych ¢isel 1ze definovat Sirsi tfidu, nazyvanou ordindlni ¢isla.

Diikazy lemm V kapitole 4 zde nejsou uvedeny, jelikoZ nejsou prioritou této bakalarské prace. Ditkazy lze
nalézt v publikaci Teorie mnozin, Belcar B., gtépémek P,
19 Transfinitni indukce je v teorii mnoZin pouZivany postup ditkazu obdobny matematické indukei, ale rozsi-
feny z pfirozenych ¢isel na ¢isla ordinalni.
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Definice 4.2. Dobie uspofadana mnozina x je ekvivalentni s dobfe uspoifadanou mnozinou
y prave tehdy, kdyz existuje prosté zobrazeni mnoziny x na mnozinu y, které zachovava
jejich uspotadani. [1]

Plati také, ze definice 4.2 je aplikovatelna na libovolné uspofadané mnoziny, zahr-
nujici i mnoziny nekonecné.

Relace podobnosti uvedena v definici 4.2 ma vlastnosti ekvivalence a budeme ji

oznacovat x = y. Tato relace je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Dobte uspotadanou mnozinu budeme zapisovat Gplnym vyctem prvkl a nad tento

vycet ptipiSeme symbolické znazornéni Hasseova diagramu.

{0,1,23,..}

{0,1,-1,2,-2,3,-3 ...}

{c,be,d,f,a}
Véta 4.1. Jsou-li x, y, z dobie usporadané mnoziny, potom plati

i) (Vx)x=x
i) (Vx,y)x=zy >y=x
i) (Vx,y,z2)x =y Ay=z sx=2z

Plati zde tedy relace ekvivalence x = y.

Definice 4.3. Ekvivalence = indukuje rozklad tfidy vSech dobife uspofadanych mnozin.
V kazdé tfidé rozkladu lezi vSechny navzdjem podobné a dobie uspofadané mnoziny a
kazda dobie uspotadana mnozina je obsazena v prave jedné téidé rozkladu. Tyto tfidy toho-

to rozkladu budeme nazyvat ordindlnimi ¢isly nebo kratce ordinaly. [1]

Definice 4.4. Necht existuje tfida X. Ttida X je tranzitivni, pokud kazdy prvek x € X je

podmnoZinou X, to znamena, Ze plati
xeEX=>xCcX.

Z definice 4.1.6 vyplyva, ze tfida X je tranzitivni, pravé kdyz pro libovolné prvky

X,y plati

YyEXEX>y€EeX
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Posledni implikace nam vsak nefika, Ze relace € je tranzitivni na X. T¥ida X je tran-
zitivni pravé tehdy, pokud plati vztah U X € X. Tranzitivnost miZeme potvrdit u univer-
zalni tfidy a prazdné mnoziny. MnozZina vsech ptirozenych cisel je taktéz tranzitivni a také
kazdé ptirozené ¢islo tvofi tranzitivni mnozinu.

Definice 4.5. Rikame, ze mnoZina x je ordinalni &islo nebo kratce ordinal, jestliZe je mno-
Zina x tranzitivni a relace naleZeni je dobré ostré uspoifadani mnoziny x. Ttidu vSech ordi-

nalnich ¢isel budeme znacit On, tedy
On = {x: x je ordinalni ¢islo}

Pro tfidu vSech ordindlnich ¢isel plati, Ze relace € je ostré uspotadani na mnozing x,
jestliZe je antireflexivni a tranzitivni na x. Je to dobré uspofadani, jestlize kazd4 neprazdna

podmnozina y S x mé nejmensi prvek.

Lemma 4.1. On je tranzitivni tiida.

Lemma 4.2.Ttida On je vlastni tfida, a neni tedy ordinal. [3]
Véta 4.2. Relace nalezeni je dobré ostré uspotfadani tiidy On.
Lemma 4.3. Jsou-li x, y ordinaly, potom plati

) x €& x,
i) x Ny jeordindl,

li)xeyexcy.

Je dulezité poznamenat, Ze tfida On neni mnozinou. Dle lemmy 4.1. je On tranzitivni a
dle véty 4.2. je dobfe usporadana relaci nalezeni. Pokud by tfida On byla mnozinou, pak

by musela byt ordinalnim ¢islem a platilo by, ze On € On. To je vsak ve sporu s lemmou

4.3.

Rozdélme si nyni ordinalni ¢isla kone¢nych dobie uspofddanych mnozin a ¢isla neko-
nec¢nych dobie uspotadanych mnozin. Pokud vezmeme pfirozena Cisla, jako Cisla ordinalni
konecné dobte uspofadanych mnozin, nesmime zapomenout na dilezitou vlastnost konec-
nych mnozin, tj. vlastnost, kterd nam fikd, Ze koneCnou mnozZinu mizeme uspotadat riz-

nymi zpusoby.
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Méjme mnozinu y = {0; 1; 2}. Pocet riiznych dobrych uspofadani takovéto mnoziny,

ktera ma n prvkda, je n!. Mnozinu y lze tedy zapsat celkem Sesti zplisoby:

(0:1,2)
(02,1}
{102}
{120}
(2:0;1)
{2:1,0}

Vezmeme-li z téch Sesti dobie usporadanych mnozin dvé libovolné, mizeme si byt

jisti, Ze jsou si podobné a vSechny budou mit ordindlni ¢islo 3. Znacime ord y = 3.
Véta 4.3. Prirozena ¢isla jsou ordinalnimi ¢isly kone¢nych mnozin. [1]

Véta 4.4. Necht existuje ordinalni ¢islo dobie uspoiadané mnoziny x a mnoziny y, pak

plati vztah
ordx=o0ordy ©x=y
Tedy plati napi.: ord {da} = ord{6} =1

Ptejdéme od kone¢nych dobie uspofadanych mnozin k mnoZindm nekoneénym

dobfte uspofadanym. Definujme si ordinélni ¢islo w.

Definice 4.6. Ordinalni cislo w = {0; 1;2;3;4;5;6;7; } je supremem mnoZziny vsSech
prirozenych cisel ve tridé On. To znamend, Ze w je nejmensi nekonecné ordindlni cislo.

Konecna ordinalni ¢isla jsou prave prirozend cisla. [2]

Vyslovme jesté princip, ktery je zminén na zacatku této kapitoly. Princip transfinitni

indukce je zobecnénim principu indukce na mnoZziné vSech pfirozenych Cisel.
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4.2 ORDINALNI ARITMETIKA

4.2.1 Ordinalni soucet a soucin
Necht’ , S jsou ordinélni Cisla.

i) Ordindlni cislo, které je typem mnozZiny ({0} X @) U ({1} X B) pri lexikografickém
usporadani, oznacime a + 8 a nazveme ho souctem ordinalii « a f5.
i) Ordinalni cislo, které je typem mnozZiny [ X a pri lexikografickém usporadani,

oznacime a - B a nazveme ho soucinem ordinalii a a 3.

Mnoziny x = {0} X @ a y = {1} X 8 jsou z definice ordinalniho souctu disjunktni a

pti lexikografickém uspotfadani jsou izomorfni po fad¢ s ordinaly a a 3.

4.2.2 Vlastnosti souc¢tu a souc¢inu

Pro libovolné ordinaly a, 8,y plati, Ze ordinalni soucet a soucin jsou asociativni
operace. Pro libovolné konecné ordinaly plati komutativnost vzhledem k operacim souctu a

soudinu.
a+0=a=0+a«a

a+(B+y)=(@+p)+y

a-2=a+a
a-(B-y)=(@-B)y

Pro libovolné nekone¢né ordinaly w plati, ze ordinalni soucet a soucin nejsou ko-

mutativni operace a ordinélni soucin je distributivni pouze zleva.
ltw=w#w+1

2-0=wFw:*2
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4.2.3 Monotéonnost séitani

Pro libovolné ordindly a, B,y plati [2]

) a<f=2y+a<y+p,
i) a<f=a+y<pB+y.

4.2.4 Monotonnost soucinu

Pro libovolné ordindly a, B,y plati [2]

) a<p=>F-a<y-p),
i) a<B=(@y<pB-y).

4.2.5 Distributivnost

Pro libovolné ordindly a, B,y plati
aB+y)=a-B+a-y,
Ordinalni soucin je tedy zleva distributivni. Naproti tomu podle 4.2.2
1+1) w+w+ w.
Ordinalni soucet tedy neni zprava distributivni.
Lemma 4.3. Je-li a < B, pak existuje praveé jeden ordindl y takovy, Ze a +y = L.
Priklad 4.1. Soucet
M¢jme dvée ordinalni Cisla @ = 4 a f = 3. Pak ordinalni soucet lze zapsat jako
({0} x4 u({1}x3) =
({0} x {0,1,2,3hH U ({1} x {0,1,2}) =
{10,0],[0,1],10,2], [0,3]} U {[1,0], [1,1], [1,2]} =

{10,0],[0,1],10,2], [0,3], 1,01, [1,1], [1,2]}
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Typem této mnoziny v lexikografickém uspofadan je ordinal 4 + 3 = 7. Pokud
ovSem budeme scitat ordinalni ¢islo @ = 1 a ordinalni ¢islo wg, oznacujici mnozinu vSech

prirozenych &isel, souget 1 + w, vypadé nasledovng
({0} x 1) U ({1} X w) =
{0} x {0 U ({1} x {0,1,2,3,..}) =
{[0,013 U {[1,0],[1,1],[1,2],[1,3], ..} =
{[0,01, 1,01, [1,1], [1,2], [1,3], ...}

Soucet wy + 1 vSak bude mit jiny vysledek. Dle 4.2.2 plati vztah 1+ w = w #
w+ 1.

({0} x wo) U ({1} x 1) =
({0} x {0,1,2,3,...h u ({1} x {0}) =
{[0,0],[0,1],[0,2],[0,3], ...} U {1,0} =
{[1,0],[0,0],[0,1],[0,2],[0,3], ... }
Priklad 4.2. Soutin
M&jme dv& ordinalni &isla @ = 4 a # = 3. Souin & - B bude vypadat nasledovné
3x4=1{0,1,2} x{0,1,2,3} =
{[0,0],10,1],[0,2],[0,3], [1,0], [1,1], [1,2], [1,3], [2,0], [2,1], [2,2], [2,3]}

Typem této mnoziny s lexikografickym uspofadanim je ¢islo 12. Vezméme ordi-

nalni Cislo wy a vynasobme ho zprava ordinalnim ¢islem a = 2.
wo X 2=1{0,123,..} x{0,1} =

{[0,0],[0,1], [1,0],[1,1],[2,0],[2,1],[3,0], [3,1], ...}
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Typem této mnoziny s lexikografickym uspofadanim je w,. Pokud ordinalni ¢islo

W, vynasobime ordinalnim ¢islem a = 2 zleva, dostaneme jiny vysledek.
2xwy=1{0,1}x{0,1,2,3,...} =
{[0,0],[0,1],[0,2],[0,3], ..., [1,0], [1,1], [1,2], [1,3], ...}

Typem této mnoziny s lexikografickym uspofadanim jiz neni w,, ale vétsi ordinal-

ni¢islo wy+ wy = 2w,
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5 KARDINALNI CiSLA

Uz od davnych dob vzniku nasi civilizace lidé poznali, zda pocet koZeSin, které na-
bizeli kupcum, je stejny (poptipadé vétsi) nez pocet pytlicku soli, které za né pozadovali.
Tito lidé nemuseli umét ani pocitat. V pfipadé neznalosti zakladnich pocti rozprostieli

kozeSiny na zem a na kazdou kozeSinu polozili jeden pytlicek soli.

Pocet prvkl néjaké mnoziny, o néjz v tomto piipad¢ jde, je nesen toliko jeji mohut-
nosti (to znamena, Ze je lhostejné, jakou povahu maji jeji prvky a v jakych vztazich jsou
zasazeny), a je tedy z dané mnoziny odecitatelny, aniz by bylo nutno (a né¢kdy dokonce
vilbec mozno) jeji prvky piepocitat. [2] Mé&me tedy mnoziny M a N, které maji stejnou

mohutnost praveé tehdy, kdyz je lze vzajemné jednoznacné na sebe zobrazit.

Odlouc¢ime-li z n¢jaké mnoziny jeji mohutnost a tuto mohutnost vylozime jako ob-
jekt, dostaneme kardindlni Cislo. Pak zdkladni pocet prvkli mnoziny, z niz jsme odloucili
mohutnost, udava kardinalni ¢islo. Takto zavedl Cantor kardinélni ¢islo taktéz pro neko-
ne¢né mnoziny.

Definice 5.1. Necht’ m oznacuje kardinalni ¢islo mnoziny M a n kardinalni ¢islo mnoziny
N. Z naseho vymezeni kardinalnich ¢isel plyne m = n pravé tehdy, kdyZ mnoZiny M, N

1ze na sebe vzajemné jednoznaéné zobrazit. [2]

Miuzeme také definovat kardinalni ¢islo m mensi nebo rovno Cislu n, tedy pokud
mnozina M ma mohutnost stejnou, jako podmnozina mnoziny N. Lze tedy vytvofit vza-

jemné jednoznacéné zobrazeni F mnoziny M do mnoZiny N.

Kardinalni ¢islo m je mensi, nez n, pokud plati, ze (m # n) A (m < n). Tzn. po-
kud mnoZiny M, N na sebe nelze vzdjemné jednoznaéné zobrazit, a zaroven lze mnozinu M

jednozna¢né zobrazit do mnoziny N.

Priklad 5.1. Méjme mnozinu M vSech sudych pfirozenych ¢isel a mnoZinu N vSech pfiro-
zenych c¢isel. Mnozina M ma stejnou mohutnost, jako mnozina N, i kdyZ by se na prvni
pohled mohlo zdat, Ze je tomu naopak. Jak je to mozné? Zobrazeni, které¢ kazdému pfiro-
zenému Cislu k ptiradi ¢islici 2k, je vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny vsech pii-

rozenych ¢isel na mnozinu v§ech sudych ptirozenych Cisel. [2]
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Nyni vSak ptejdéme do moderni matematiky s presnym vymezenim kardinalniho
Cisla.
Kardinalni ¢isla vyjadiuji mohutnost mnozin, pro které existuje dobré uspotradani.

Za ptedpokladu axiomu vybéru vyjadiuji kardinalni ¢isla mohutnosti vSech mnozin.

Véta 5.1. M¢jme tiidu vSech ordinélnich Cisel On. Pak kardinalni ¢isla jsou podtiidou On a
existuje normalni funkce alef, oznaCovana X, kterd zobrazuje On na tfidu nekoneénych

kardinalnich ¢isel.

Definice 5.2. Rekneme, Ze  je kardinalni &islo, jestlize » je ordinal, ktery nelze prosté
zobrazit na zadné mensi ordinalni ¢islo. TFidu vSech kardinalnich ¢isel ozna¢ime Cn, tedy

Cn = {x € On: (Va < »)(a # %)},

kde a je ordinalni &islo. Rekneme také, Ze kardinalni &islo » je mohutnost mnoziny x, a

piSeme |x| = x, jestliZe existuje prosté zobrazeni mnoziny x na ».[1]

Muzeme také fici, Ze kardindlni Cisla symbolizuji mohutnosti mnozin, které lze
dobfte uspotadat. Takové mnoziny, které nelze dobie usporadat, nemaji stejnou mohutnost
s zadnym kardinalnim ¢islem. Avsak i pro tyto mnoziny Ize definovat mohutnost spliujici
podminku x = y < |x| = |y|, kde x, y zna¢i mnoziny a |x|, |y| mohutnost mnozin. Jak jiz
bylo napsano v této kapitole, po piijeti axiomu vybéru Ize z principu dobrého uspotradani

rowr

ke kazdé mnoziné x ptifadit pravé jedno kardinalni ¢islo », |x| = .

Piiklad 5.2. Necht' 0 a w jsou kardindlni ¢isla. Jiz vime, Ze w znaci nekone¢nou mnozinu.

Nemuze tedy platit ekvivalence w = n pro zadné ptirozené ¢islo n < w.

Piiklad 5.3. Necht’ w € Cn. Pokud n je libovolné piirozené Cislo a zaroven plati m < n,
pak m c n. Plati také, Ze pokud existuje kone¢na mnozina, pak ma vzdy vétsi mohutnost
nez libovolnd vlastni podmnoZzina. Kone¢nd mnozZina n nemuize mit stejnou mohutnost

s vlastni podmnoZinou m. Plati tedy n € Cn.

Lemma 5.1. Kazdy ordindl ¢ < w je kardinalnim ¢islem, ale za kardinalnim ¢islem w na-

sleduje velky interval ordinalnich ¢isel, které nejsou kardinaly. [1]

Lemma 5.2. Ke kazdému kardinalu existuje vétsi kardinal. [1]
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5.1 FUNKCE X

Definice 5.3. Jednozna¢né urcenou normalni funkci, ktera zobrazuje On na tfidu vsech

nekone¢nych kardinalnich ¢isel, oznacime X (alef) a jeji hodnoty X4 oznacujeme X,.

Pokud tedy mame nekonecny kardinal &,, oznaCuje a-ty nekonecny kardinal. Pro

w = Ny, kde X, je tzv. limitni kardinal.
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6 MATEMATICKE A LOGICKE PARADOXY

Tato kapitola je zameéfena na pichled matematickych a logickych paradoxi

v matematice. Mame celkem tii druhy paradoxd, které 1ze rozd¢lit dle jejich principu.

)} Tvrzeni vypada absurdné, ale plati;
i) Tvrzeni vypadé vérohodné, ale neplati;

I1)  Vyroky vedouci ke spornym dusledkim.

6.1 TYPI.— TVRZENI PLATI, ALE JE ABSURDNI

Jak jiz nazev této podkapitoly napovida, obsahem budou paradoxy, které i ptes jejich
absurdni znéni plati. Budeme se zde moci pfesvéd¢it o rozdilnosti matematického a fyzi-
kalniho svéta (Banachtiv-Tarského paradox), ¢i o tom, ze kazda zména neznamend zménu

k lepsimu (Braesstv paradox).

6.1.1 Banachiv-Tarského paradox

Paradox Stefana Banacha' a Alfreda Tarského spatiil svétlo svéta roku 1924.
Tento zdanlivé bizarni paradox, stavici na predeslé praci Felixe Hausdorffa, ™ ukazuje, Ze
ackoliv v trojrozmérném euklidovském prostoru R3 se d4 bez potizi provozovat klasicka
stereometrie, existuji i mnoziny, jejichZ vlastnosti odporuji jakékoliv geometrické intuici.
Banachtiv-Tarského paradox (dale jen BT) je zavisly na axiomu vybéru (AC). Vysledky

BT vypadaji natolik paradoxné, Ze mnoho matematikd dovedly az k myslence, ze axiom

1 Stefan Banach se narodil 30. bfezna 1892 v Krakové v Rakousku-Uhersku, dnesnim Polsku. Zemiel 31.
srpna 1945 ve Lvové, dnesni Ukrajina. Po ukonéeni $koly v Krakové od roku 1919 piednasel na Ustavu
technologie ve Lvové, od roku 1922 prednasel na Univerzité¢ ve Lvove a v roce 1927 se stal profesorem této
univerzity. Je zakladatelem moderni funkcionalni analyzy a vyznamné pfispél k teorii topologickych vekto-
rovych prostorid. V roce 1920 axiomaticky definoval ve své disertacni praci tzv. Banachtv prostor.

12 Alfred Tarski se narodil 14. ledna 1902 ve Var3avé a zemiel 26. fijna 1983 v Berkeley v Californii, USA.
Vyznamné pfispél k rozvoji matematické logiky, teorii mnozin, teorii miry, teorii modelovani, obecné algeb-
ry a Lebesgueova integralu. Piednasel na Univerzité ve VarSaveé, na Harvarské univerzit¢ a v roce 1942 se
stal ¢lenem Kalifornské univerzity v Berkeley. Od roku 1949 uzival titul profesor matematiky. V letech 1958
— 1960 byl vyzkumnym profesorem na Millerov¢ institutu zakladniho vyzkumu ve véde.

13 Felix Hausdorff (8. listopadu 1868 — 26. ledna 1942) byl némecky matematik, ktery je povazovan za jed-
noho ze zakladatelt moderni topologie a vyznamné ptispél k rozvoji teorie mnoZin, teorie miry, teorie funkci
a funkcionalni analyzy.
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vybéru je chybny. V mnoha matematickych oborech je vSak natolik uzitecny a uzivany, ze

jej matematici ve svych vétach a diikazech Casto uzivaji.

BT je ptikladem, jak Ize z matematické discipliny teorie grup piejit do odlisného
oboru teorie miry. Paradox pracuje s velmi komplikované propletenymi a neméfitelnymi
podmnozinami (kousky) a mezi hranicemi a objemy fyzického svéta nemaji tyto podmno-

ziny ptimé protéjsky. BT neplati pro dvourozmérny prostor, pro vS§echny vyssi uz ano.

Véta 6.1. (Paradox Banachiiv-Tarského silnéjsi forma). Pro jakékoliv dvé omezené
mnoziny A, B € R3, které maji neprazdny vnitiek (tj. obsahuji jako podmnozinu né&jakou
kouli), existuje n € N, disjunktni mnoziny A4, ..., 4, a disjunktni mnoziny By, ..., B, tako-
vé,ze A=A, U ..UA,, B=B;U..UB, amnoziny 4; a B; jsou pfimo shodné (tedy 1isi
se jen posunutim a oto¢enim) pro 1 < i < n (neformalné, A lze ,roziezat” a ,,preskladat

na B) [27]

Véta 6.2. (Banachiiv-Tarského, popularni forma). Lze nalézt disjunktni rozdéleni koule
S na kone¢né mnoho ¢asti takové, ze tyto Casti 1ze pomoci operaci otoceni a posunuti pie-

skladat tak, aby utvofily dvé koule se stejnym polomérem, jako méla koule pivodni. [52]

Diikaz 6.1. M&me nekone¢nou mnoZzinu A, kterou lze rozlozit na dvé disjunktni mnoZiny
B a C. Lze pak nalézt bijektivni zobrazeni B na A a C na A. Plati, Ze kazdou mnoZinu lze

rozlozit na dvé mnoziny, které jsou stejné velkeé, jako ta ptivodni.

Uved’me piiklad z oboru pfirozenych ¢isel N. Pfirozena ¢islo N Ize rozloZit na suda

o . < o , n n+1
a licha ¢isla a nasledné vybrat bijektivni zobrazeni n — Jan—-—.

V naSem piipadé se pokouSime o obdobnou bijekci, musi se vSak jednat o preskla-
dani. Pro kazdy dilek je povolena pouze operace posouvani a otaceni. Z tohoto diivodu

bude zapotiebi vice, nez dva dilky.

Obdobn¢ provedeme rozklad tzv. volné grupy14 na dvou generatorech a, b. Hleda-

nym bijektivnim zobrazenim zde bude leva translace piislusna jednomu z generatora.

14 Je-li X podmnozina grupy F, potom F je volna grupa s bazi X, jestlize pro kazdou grupu G a kazdou funkci
f:X — G existuje pravé jeden homomorfismus ¢@: F — G roz§ifujici f.[29]
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Uvazujme mnozinu viech kone¢nych slov skladajicich se ze znaki a, a*, b, b™.
Zaved'me si také pojem redukované slovo, které neobsahuje zadnou z nasledujicich po-
sloupnosti znaki aa™, a™a, bb™, b*b. Definujme operaci nasobeni na redukovanych slo-
vech tim, ze dané znaky spojime za sebe. Pokud vznikne pii tomto spojeni slovo, které
obsahuje n&jakou z posloupnosti aa™, a™a, bb™, b™b, tak ji vynechame. Pokud je potieba,

vynechavani opakujeme, nez mame redukované nebo prazdné slovo.

Prazdné slovo w definujme jako slovo, které neobsahuje zadny znak. Pro prazdné

slovo pak bude platita*-w =a = w - a.

Mnozina redukovanych slov s takto definovanym nasobenim se nazyva nekomuta-
tivni grupa s jednotkovym prvkem w a rozumné definovanou inverzi. Tuto grupu ozna¢me

S.

Nasim dal$im krokem bude rozklad grupy Sna cCtyfi €asti. Definujme mnozinu
vSech redukovanych slov za¢inajicim na a jako mnozinu S,, obdobné definujme mnoziny
S,-1 za¢inajici znakem a~?!, S, zac¢inajici znakem b a Vv neposledni fadé S,-1 za€inajici

znakem b~ 1. Plati S = S, U S,-1 U S, U Sp-1.

Plati také analogicky vyraz S = S, UaS,-1 a S =5, U S,-1. O platnosti analogie
se 1ze jednoduse presvédcit. Mnozina S,-1 Obsahuje vSechna redukovana slova, ktera zaci-
naji znakem a~!. Pokud tuto mnoZzinu vynasobime zleva znakem a, dostaneme vSechna
redukovana slova zacinajici znaky a~1, b, b~t. Obdobné& zdiivodnime pro piipad s b. Po
zanedbani mnoziny {w} jsme rozlozili grupu S na ¢tyfi ¢tvrtiny. Pokud vynasobime libo-
volnou ¢tvrtinu vhodnym prvkem, ziskame tii Ctvrtiny grupy S. Toto zvlastni chovani na-

zyvame paradoxni rozklad.

(1

- o~ - H ™~ %,
- $| %
Py
i // 4.4" \
. s/ il s |
- 4+ ey * i !

*
5 + ¥y e 45 e T i
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Obrazek 1 — Paradoxni rozklad
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Nyni najdeme analogii volné grupy™ v prostoru, kterou bychom v roving nenalezli.

; v N -1 (1 ; - N
Namisto znaku a uvazujme oto¢eni kolem osy x 0 cos™! (5), namisto znaku a~! otoceni

-1 (1 , « -1(1 ,
kolem osy x 0 —cos™! (5), misto znaku b otoceni kolem osy z 0 cos™! (5) a misto znaku

b~ otoceni kolem osy z 0 — cos ™! G) Prazdné slovo berme jako identitu.

Z diavodu existence spocetné mnoha redukovanych slov existuje na jednotkové sfé-
fe S% € R3 pouze spocetné mnoho bodil zachovavajicich se pii rotaci. Takovouto mnoZinu
boddi budeme znacit D. M&me mnozinu S2 \ D. Tato mnoZina charakterizuje body, které
se nachdzeji na povrchu sféry a zaroven se nezachovavaji pii rotaci. Rozdélme mnozinu
S$2\ D na C&tyfi &asti, z nichz pouhym preskladanim ud&lame dvé kopie S? \ D. Nyni se
musime odkézat na axiom vybéru. Dle tohoto axiomu Ize vybrat z kazdé orbity'® dané gru-
py pravé jednoho zastupce. Mnozinu vSech zastupci zna¢me A. Oznaéme S, = S, (4),
S, = Sp(A). Pak také plati S\ D =S, US, US,-1US,-1US,. Analogicky S2\ D =
SavaS,-1 =S, UbS,-1.

o ” , - < , —1(1
Mnozina S, V sobé& navic zahrnuje vSechna otoc¢eni okolo osy x o uhel cos™? (E)
.. L C e < 1 (1
Mnozina aS,-1 zahrnuje viechna ostatni oto¢eni, tedy otogeni o -cos ™! (5) kolem osy x a

oto¢eni kolem osy z o tthel + cos™! G)

Posledni problém tkvi ve zbaveni se mnoziny D (mnozina bodl zachovavajici se pti
otoceni) a jakym zplisobem rozdéleni povrchu koule zobecnit na celou kouli. Zaméime se
nejprve na druhou ¢ast problému. Pokud bod X lezel v S,, pak zatadim do S, 1 vSechny
vnitini body, které lezi na spojnici stfedu koule a bodu X. Neodborné feceno, sféru ,,ztlus-
time*‘.

V poslednim kroku se musime zbavit nepohodIné mnoziny D a stfedu koule. Zde

nam pomuze pojem stejna rozlozZitelnost.

> Grupu G nazveme volnou, jestlize mé (alespoii jednu) volnou bazi. [58]

® Necht je dand permutace ¢ n-prvkové mmnoziny M. Pro kazdé a € M nazveme posloupnost
a, ¢(a), p?(a), 3(a), ... orbitou prvku a v permutaci ¢. Mnozinu viech navzajem riznych prvki této po-
sloupnosti znac¢ime 0;.
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Véta 6.3. Dvé mnoziny A a B nazveme stejn¢ rozlozitelné, pokud existuje rozdéleni A na
kone¢né mnoho po dvou disjunktnich ¢asti A4, A4,, ... A, a shodnosti v prostoru p4, p,, ... P
takové, ze B = p;(41) U p(43) ... pn(4,), piiCemz Easti p;(A;) jsou navzajem po dvou
disjunktni. [52]

Véta 6.4.

(i) Kruznice a kruznice bez jednoho bodu jsou stejn¢ rozlozitelné.
(ii) Povrch koule a povrch koule bez spocetné mnoha bodu jsou stejné rozlozitelné.

(iii) Koule a koule bez stfedu jsou stejné rozlozitelné.

Véta 6.4. (1) ndm ftika, ze kruznici lze ptesklddat na kruznici bez jednoho bodu,
Vv ptipad¢ (ii) lze sféru preskladat opét na sféru bez spocetné mnoha bodu a v piipadé (ii1)

1ze kouli preskladat na kouli bez stredu.

Diky (i)-(iii) si staci uvédomit fakt, ze relace stejné rozlozitelnosti je ekvivalenci. Pro-
blém preskladani koule redukujeme na pteskladani mnoziny S? \ D, tedy sféry bez spodet-
n¢ mnoha bodt, coZ jsme jiz vyiesili.

Je jasné, ze Banachtv-Tarského paradox nedava ve fyzikalnim pojeti smysl. Bylo by

vSak krasné bankovku v hodnoté 1 000 K¢ rozstfihat na nekoneéné mnoho kouska a na-

sledn¢ seskladat dvé bankovky, kazdou v hodnoté 1 000 K¢.

Po vydani BT roku 1924 nastala kontroverze mezi matematiky. Studenti se chodili ptat,
zda opravdu matematici uméji zdvojnasobit objem. V Illinois dokonce jeden ob¢an poza-

doval zékon, ktery by vyuku takovych nesmysli zakazal.

., Kazdy dobry krestan by se mél mit na pozoru pred matematiky, kteri jiz po staleti

pomahaji dablu zatemnit lidem ducha.* [K]

Svaty Augustin, 390 n. L.

6.1.2 Braessuv paradox

Steinberg a Zangwill nasli roku 1983 nutné a postacujici podminky ke vzniku

Braessova paradoxu (dale BP). Dostavame se tedy k paradoxu, ktery neni feSitelny pouze
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vV matematické sféfe, ale je také aplikovatelny v redlném Zzivote. BP je pfipisovan matema-

tikovi Dietrichu Braessovi'’ a je zaloZen na sobectvi.

M¢jme pohybujici se objekty. Tyto objekty si bez domluvy mezi sebou voli cestu
pro né nejlepsi. Pfidani cesty, ktera ma zlepsit rychlost toku, mize paradoxné zhorsit cel-

kovy vykon.

CiL

Obrazek 2 — Braesstv paradox

Ptedpokléddejme silni¢ni sit’ o celkovém poctu P = 6 000 automobilii. Automobily
se snazi cestovat ze startu do cile. Cestovni ¢as bereme v minutach. Na prvnim obrazku je
mozné vyuzit pouze dvé cesty. (S-A-C a S-B-C). Cas straveny na trase S-A-C je t; =

% + 50. Cas straveny na trase S-B-C je roven t, = % + 50. Pokud by nastala rovnovaha
poctu automobilli na danych trasach, tedy A = B = 3000, pak ob¢ cesty trvaji stejné dlou-

ho, tedy t = % + 50 = 80 minut.

" Dietrich Braess (16. ledna 1938, Hamburg) je némecky matematik zabyvajici se numerickou matematikou.
V roce 1964 ziskal doktorat na univerzit¢ v Hamburgu (teoretickd jaderna fyzika). V roce 1968 putisobil na
univerzit¢ v Miinsteru, kde se stal pozdéji profesorem. Od konce roku 1970 byl profesorem na Ruhr-
Universitdt Bochum v Bochumu. Je znamy tzv. Braessovym paradoxem uzivanym v dopravnim planovani.
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Obrazek 3 — Braesstv paradox

Pridejme vSak do silni¢ni sité tunel, kterym cesta trva zanedbatelny ¢as mensi, nez

jedna minuta. V tomto ptipad¢ tidici, diky své sobeckosti, zvoli nejprve cestu S-A, ktera
S PSR 000 . . o 5

bude v nejhors$im mozném piipad¢ trvat 61? = 60 minut, zatimco silnice S-B zabere vZdy

50 minut. Ridi¢ v misté A piejede tunelem do mista B a pokracuje do cile s maximalnim

casem % = 60 minut. Pokud kazdy fidi¢ pojede stejnou trasou, pak celkovy ¢as bude

120 minut. To je v§ak horsi vysledek, nez pavodni délka cesty 80 minut. Zadny z fidi¢t
navic nemuze ovlivnit svou situaci. Pivodni trasy S-A-C a S-B-C tak nyni trvaji 110 mi-

nut.

Obrazek 4 — Braesstiv paradox
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6.1.2.1 Piiklady ze Zivota

V Soulu bylo urychleni dopravy ve mésté¢ vidéno po odstranéni dalnice jako soucast
projektu Cheonggyecheon, jenz je projektem 8,4 kilometru dlouhého moderniho vefejného
rekreacniho parku v centru Soulu. Park vznikl na misté potoka, ktery byl vybudovan v
obdobi velkého povale¢ného rozvoje. Projekt Cheonggyecheon stal 900 000 000 dolarii a
puvodné piitahoval velkou kritiku vefejnosti. Po jeho otevieni v roce 2005 se vSak stal

mezi obyvateli a turisty velice popularni.

Obrazek 5 - Projekt Cheonggyecheon

Ve Stuttgartu se po investicich do silni¢ni sité v roce 1969 situace nezlepsila. Zlep-

Seni nastalo aZ po Caste¢ném uzavieni nové silnice.

V roce 1990 byla uzaviena na Den Zem¢ 42. ulice v New Yorku a snizilo se tim
pietizeni v této oblasti. V New Yorku vsak tato ulice nebyla jedinou. Od kvétna roku 2009
byly uzavieny ulice 42. az 47. na Broadwayi a byla pozorovana mensi hustota dopravy
V Casti mésta.

Navrhy novych cest by tak mély obsahovat nejen moderni védecké a inZenyrské
standarty, ale musi taktéz pocitat s plnym pochopenim lidského mysleni a ptihlédnout

k lidské vlastnosti — sobectvi.
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6.1.3 Simpsoniiv paradox

Simpsondv paradox je tzv. statisticky paradox. O jeho objeveni se postaral britsky

statistik Edward Hugh Simpson.*® Princip paradoxu je zaloZen na pozorovéani dvou subjek-

vvvvvv

vvvvvv

Piiklad 6.1. Martin a Vendulka studuji na dvou riznych $kolach dva rizné obory. Oba pisi
za semestr 2 testy. Martin mé¢l v prvnim piipad¢ uspésnost 40 %, ve druhém 100 %. Ven-

dulka méla v prvnim ptipadé€ uspésnost 30 %, ve druhém 80 %.

Martin Vendulka

1. test 40 % 30 %

2. test 100 % 80 %
Tabulka 1 — Simpsontiv paradox

vvvvvv

kazdy test a porovnejme jeho bodové hodnoceni.

Martin Vendulka
1. test 4/10 3/10
2. test 212 8/10
Celkem || 6/12 (50 %) || 11/20 (55 %)

Tabulka 2 — Simpsontv paradox

JelikoZ Martin v prvnim testu zodpovédé€l na 4 otdzky z 10 a ve druhém na 2 otazky
ze 2, je jeho uspésnost 6 otazek z 12, tedy presné 50 %. Vendulka sice byla procentuelné
horsi v obou testech, avSak v prvnim testu zodpoveédéla na 3 otazky z 10, ve druhém testu

na 8 otazek z 10. Jeji uspéSnost tak byla 11 otazek z 20, tedy 55 %. Z tohoto pohledu je

vvvvvv

¥ Edward Hugh Simpson (1922) je britsky statistik znamy diky tzv. Simpsonovu paradoxu.
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6.1.4 Lékarsky paradox

M¢jme pacienta, ktery ma podezieni, ze je nemocny. Pacient absolvuje test na riiz-
né nemoci, ktery mu sd¢li, Ze je skute¢né nemocny. Ve skutecnosti ale miize byt pravde-

podobnost, ze nemoc ma, mnohem mensi, nez ze nemoc nema.

Pacient, fikejme mu Tomas, jde k doktorovi zjistit, zda ma Zloutenku, ¢i ne. Podrobi se
testu, ktery je pozitivni. Tento test ma tspésnost 99,9 %. Sance, Ze se test zmylil, je 0,1 %.
Test se tedy zda byt vérohodny. Jaka je vSak pravdépodobnost, ze Tomas skutecn¢ ma
zloutenku?

- Test potvrdi 100 % ptipadil, ze nemoc ma, pokud ji skute¢né ma.

- Pokud Tomas nemoc nema, v 99,9 % je test uspesny. Pokud tedy nemoc nema, tak

v 0,1 % mu test fekne, Ze nemoc ma.

- Pokud test fekne, ze Tomas nemoc nema, tak ji uréit¢ nema.

- Pokud test fekne, ze nemoc ma, mohou nastat dvé situace. Bud’ je Tomas nemocny,

nebo zdravy.

Dalsim faktorem ovliviiujici pravdépodobnost nemoci je pocet nemocnych
v populaci.
a) Velky pocet nemocnych
M¢jme populaci H, kde 270 lidi z 9 000 ma zloutenku, tzn. 3 % lidi je infikovano.
Pokud test provedeme na vzorku 2 000 000 lidi, pak 60 000 lidi je infikovanych, zbytek je
zdravy. Test ma uspésnost 99,9 %, tedy 0,1 % neuspésnost. Test oznac¢i 1940 000 -

0,001 = 1940 lidi za nemocné, ptestoze jsou zdravi. Celkové test ozna¢i 61 940 lidi, jako
nemocné. Z tohoto mnozstvi je v§ak nemocnych pouze 60 000 lidi. Pravdépodobnost, ze

60 000
61 940

Tomas je skute¢n€ nemocny, je = 96,87 %.

b) Maly pocet nemocnych

Nyni mé&jme populaci M, kde nemoc ma pouze 0,02 %, tedy 1 z 5 000 obyvatel. Test

provedeme na stejném vzorku 2 000 000 lidi.

Z 2 000 000 lidi je jich nemocnych pouze 400, které test oznacil, ze jsou nemocni a
nemocni skute¢né jsou. Z 1 999 600 lidi, ktefi jsou zdravi, test oznaci 0,1 % jako nemocné,
1 kdyZ jsou zdravi, tzn. 1999,6 lidi. Test tedy oznaci 2399,6 lidi za nemocné. Ostatni jsou

oznaceni za zdravé a zdravymi skute¢n¢ jsou.

45



Z téchto lidi je vSak nemocnych pouze 400. Pravdépodobnost, ze Tomas skute¢né¢ ma

nemoc, je

400 . .. . , . s
T399¢ = 16,67 %. I kdyz test oznacil TomasSe, jako nemocného, ma stale vétsi

Sanci, ze je zdravy.
c) Jeden nemocny

Pievedme situaci do extrému. Méme jednoho nemocného ¢lovéka z populace
2 000 000 lidi. Test, kterym se testuje, ma uspé&sSnost 95 % v ptipadé pozitivni odpovédi.
To znamend, ze test z 1999 999 lidi oznaci 5 % za nemocné, i kdyz jsou zdravi, tj.

99999,95 lidi. Skutecné je nemocny pouze jeden ¢loveék. Pokud test ozna¢i Tomase za ne-

, VT , 1
mocného, ma Sanci, Ze je nemocny, pouze 70000095 = 0,001 %.

6.1.5 Hilbertuv hotel

Paradox znamy jako Hilbertiv hotel byl formulovan ve 20. letech 20. stoleti né-
meckym matematikem Davidem Hilbertem®®. Paradox popisuje podivuhodné vlastnosti

nekonecna a ukazuje, ze nekonecno je relativni a mize byt o riznych velikostech.

M¢jme bézny hotel se ¢tyfmi sty pokoji, které jsou vSak obsazeny. Turista dorazi
do hotelu a chce se ubytovat, je mu vsak feceno, ze hotel je plné€ obsazeny, a tak turista
zklamany odchazi. Na tomto jevu neni nic paradoxniho. Turista se vSak rozhodne zkusit
jesté jeden hotel, a to Hilbertliv. Tento hotel mé4 nekonecény pocet pokoji a rovnéz jsou
vSechny obsazeny. Turista v§ak neodchédzi smutny, jelikoz recep¢ni pokoj turistovi dé. Jak

je to mozné?

M¢jme pln€ obsazeny hotel. Pokud do plné obsazeného hotelu pfijde turista, re-
cepéni pro n¢j uvolni misto tim, ze pfesune hosta z pokoje ¢islo 1 do pokoje ¢islo 2. Pi-
vodni obyvatel pokoje Cislo 2 piejde do pokoje ¢islo 3, host z pokoje n piejde do pokoje

n + 1. Timto krokem se uvolni pokoj Cislo 1 a turista se miize nastéhovat.

19 David Hilbert (23. ledna 1862, Znamensk — 14. tinora 1943, Géttingen) byl némecky matematik. Je pova-
zovan za jednoho z nejvyznamnéjSich a nejvlivnéjSich matematikd 20. stoleti. Vystudoval gymnazium a
univerzitu v Kralovci a roce 1885 ziskal doktorat. V roce 1886 se stal docentem v Kralovci. V roce 1892 se
stal mimotadnym profesorem a v roce 1893 tadny profesorem. V roce 1895 plnil funkci vedouciho katedry
na univerzit¢ v Gottingenu. Zde ptisobil do roku 1930. V roce 1925 tézce onemocnél, ale ke své tviréi ¢in-
nosti se uz nevratil. Mél celkem 69 doktorandi.
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Staré éislo pokoje 1 \ | \ | \ | \
1 2 3 4 5

Obrazek 6 — Hilbertav hotel (n+1)

Nové Cislo pokoje

Nyni ptijdou do hotelu dva pary. Jak recepcni tento problém vyiesi, aniz by vyha-
zoval soucasné hosty z hotelu? Poprosi hosta z pokoje 1, aby se ptresunul do pokoje 3. Hos-
ta z pokoje 2 do pokoje 4 a hosta z pokoje n do pokoje n + 2. VSichni jsou ubytovani a

recepcni nemusi nikoho vyhazovat.
1 2 3 - 5

Obrazek 7 - Hilbertv hotel (n+2)

Staré cislo pokoje

Nové cislo pokoje

v o

Ve mésté, kde sidli Hilbertiv hotel, sidli jesté jeden hotel takového typu. Stane se
ale katastrofa a tento hotel shofi. Hosté jsou zachranéni, avSak nemaji kde bydlet. Majitel
shotfelého hotelu volad do druhého hotelu, zda mlze poslat nekone¢cné mnoho hosti
k ubytovani. Majitel Hilbertova hotel souhlasi. Jak v§ak ubytovat nekone¢né mnoho hosti

do plné obsazeného hotelu?

Recepcni pozada hosty hotelu, aby se premistili do pokojti se sudymi €isly. Jedna se
0 pokoje s ¢islem dvakrat vétsim, nez jejich soucasny pokoj. Tim je zajist€éna neobsazenost
pokoju s lichymi ¢isly. Tedy host z pokoje Cislo 1 ptejde do pokoje ¢islo 2, host z pokoje
¢islo 2 ptejde do pokoje ¢islo 4, host z ¢isla n prejde do pokoje Cislo 2n a tak dale. Re-
cepéni méd uvolnény pokoje s lichymi ¢isly a miize ubytovat nekonecny zastup hostli
z vyhotelého hotelu. Ty ubytuje do pokoju s lichymi ¢isly. Obecné plati, ze host, ktery byl

ve vyhotelém hotelu ubytovan v pokoji n, je nyni ubytovan v pokoji 2n — 1.
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Hotel 1 — Hilbertdv grandhotel 1 2 3 4

1 2 3 4

A

1 2 3 4 5 6 7 8

Hotel 2 - vyhorely

Obrazek 8 - Hilberttv hotel (2n-1)

Ptejdéme nyni do jesté vétsi absurdity. Piedstavme si mésto, které ma pro kazdé ce-

1¢ ¢islo jednu verzi Hilbertova hotelu. Na mésto pfijde boute a vsechny hotely jsou spale-
ny. Nastésti je v nedalekém mésté postaven zbrusu novy Hilbertiv hotel. Je mozné nasté-

hovat hosty ze znicenych hoteli do zbrusu nového?

Zpisob samoziejm¢e existuje. Recepéni na hotelu zacne rozfazovat nové hosty

podle tohoto algoritmu:

Osoba z hotelu m

F N, 2m
Osoba z pokoje n = pokoj 273

Mg¢jme naptiklad hosta, ktery bydlel v hotelu 5 a na pokoji 4. V novém hotelu bude
bydlet na pokoji 24 - 3% = 3888.

Tento algoritmus umoznuje, aby kazdy host mél sviij vlastni pokoj a Zadni dva hos-
té nebyli ptidéleni do téhoz pokoje. Je to zaruceno jedinecnosti rozkladu na prvocisla. Ten-
to algoritmus také ponechavd mnoho pokoji volnych, naptiklad pokoje 1,5,7,10,11 a mno-
ho dalSich. Na nasledujicim diagramu lze vidét, co se d&je pii pfifazovani hostl

Z jednotlivych hotelti do novych pokoj.
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Hotel #

Pokoj #

1

1 2 3 4

6 18 54 162
12 36 108 324
24 72 216 648
48 144 432 1296

Obrazek 9 - Hilbertdv hotel (2™3™)

Paradox Hilbertova hotelu 1ze pochopit na zakladé pouziti Cantorovy teorie neko-

neénych ¢isel. V bézném (konecném) hotelu s vice nez jednim pokojem je mnozstvi poko-

ju s lichymi ¢isly nizsi, nez celkovy pocet pokoji. V Hilbertové hotelu vSak pocet pokojii

s lichymi ¢isly neni niz$i, nez celkovy pocet pokoju. Plati totiz, ze kardinalni ¢islo pod-

mnoziny obsahujici pokoje s lichym ¢islem je stejné, jako kardinalni ¢islo mnoZiny vSech

pokojl. Pro spocetné mnoziny (mnoziny se stejnym kardinalnim cislem, jako cisla ptiroze-

nd), je toto kardindlni ¢islo NO.ZO

Mnozina o nekone¢né mnoha prvcich nemize byt nikdy zcela zaplnéna a vzdy lze do

ni pfidavat i po celych nekonecnech.

20 Cantor ukazal svou diagonalni metodou, Ze z kazdé mnoziny lze pfirozenym zpiisobem sestrojit jinou
(mnozinu vSech jejich podmnozin), kterd m& mohutnost opét vétsi. Vznikne tak nekonecna skala nekonec-
nych mohutnosti, kde jejich velikost je vyjadifena kardindlnim ¢islem a jejich uspofadani ¢islem ordindlnim.

[59]
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6.2 TYP Il.- VEROHODNE TVRZENI, KTERE NEPLATI

Paradoxy tohoto typu byvaji spise podvrhy, nez slozité matematické dikazy. Timto
typem paradoxl se zabyval zejména americky Sachista, Sachovy skladatel a tviirce riznych

hlavolamt a matematickych hii¢ek Samuel Loyd?'.

Nasledujici dva priklady jsou na prvni pohled rozdilné, jsou vSak zalozeny na témze
triku. U tohoto typu paradoxt jde zejména o vizualni trik a na prvni pohled nedtlezité de-

taily obrazk.

6.2.1 GET OFF THE EARTH puzzle (Samuel Loyd)

Samuel Loyd si tyto puzzle nechal patentovat roku 1896 a prodal jich za cely zivot

vice nez 10 miliont kust. Tento hlavolam tak patii k nejpopularnéjsim hlavolamum vsech

dob.

Obrazek 10 - GET OFF THE EARTH puzzle
Puzzle ukazuji ¢inské bojovniky na dvou kruhovych kartonech, z nichz vnitini kruh
je pohyblivy a vné&jsi staticky. Na obou kruzich se nachazi nekterd z ¢asti kazdého bojov-

nika (nohy, ruce, Savle, hlavy).

21 Samuel Loyd (30. ledna 1841, Filadelfie — 11. dubna 1911, New York) byl americky tvirce hlavolami,
Sachista a Sachovy skladatel. V USA patfil k silnym Sachistim. V roce 1903 vyhral 1. cenu Checkmate, kdy
dokazal zahrat mat na 3 tahy.
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Pti otaceni kruhu kazdy z dvanécti bojovnikl pieda ¢ast svého téla svému sousedo-
vi. Kazdy bojovnik dostane méné, nez dava, a tyto prebyteéné kousky tvoii nového, téinac-

tého bojovnika.

Obrazek 11 - GET OFF THE EARTH puzzle
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6.2.2 Objevujici se skritek

Obrazek obsahuje celkem Ctrnéct skiitkii. Kresbu rozdélime na tfi ¢asti. Po piesu-
nuti hornich dvou ¢asti se objevi patnacty sktitek. Po opétovném piesunuti zmizi. Jak je to

mozné?

OBJEVUJICISE| SKRITEK

Obrazek 12 — Objevujici se skiitek

Pro lepsi predstavivost je dobré se podivat na nasledujici obrazek. Na prvni pohled
pozorovatele nenapadne, ze chybéjici ¢ast kolene prvniho skfitka mlze mit za nésledek
vznik nového skiitka. Kazdy z ptivodnich ¢trnacti skiitk preda nékterou ¢ast svého téla
nasledujicimu. Kazdy skiitek dostane méné, nez dava. Prave tyto prebytecné kousky vy-

tvofi nového skiitka.
ﬁ iﬁ ﬁ . OBJEVUJICI SE SKRITEK 14
SWRATERE0 SR
- «
t - -
-

Uhtrsaaigigens

Obrazek 13 — Objevujici se skiitek
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6.3 TYP IIl.- TVRZENI VEDOUCI KE SPORNEMU ZAVERU

Dostavame se k poslednimu typu paradoxt, kde se v tvrzenich dostavame ke spor-
nému zavéru. V této podkapitole najdeme paradoxy, které mély za nasledek pad Cantorovy

teorie mnozin.

6.3.1 Cantoriiv paradox

G. Cantor narazil roku 1899 na rozpor tykajici se mohutnosti ,,mnoziny*“ vSech

mnozin. Definujme pojem ,,mnozina“ v pojeti Cantora.

Definice 6.5 Mnozinou rozumime kazdé shrnuti ur¢itych a navzajem riznych predméta m

naseho nazirani nebo mysleni (které nazyvame prvky) do jediného celku M. [3]

Véta 6.5. (Cantorova véta): Kazdd mnozina A md mensi mohutnost nez jeji potencni

mnozina P(4). [2]

Diikaz 6.2 Cantorova véta tikd, Ze pro libovolnou mnozinu m plati, ze jeji mohutnost je
mensi, nez mohutnost jeji potenéni mnoziny P(m). Plati tedy: |m| < |P(m)|. Nemuze zde
tedy existovat prosté zobrazeni P(m) do m. Dukaz Cantorovy véty provedeme ve dvou

fazich.

1. Mgjme prvek x € m, potom vsak existuje i jednoprvkova mnozina {x} € M. Z toho

jasné plyne, ze |m| < |P(m)|.

2. Druhou ¢ast diikazu provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze mohutnost mnoZiny m
je rovna mohutnosti své potenéni mnoziny: |m| = |P(m)|. Pak ovS§em eXistuje prosté zob-
razeni f:m — P(m). Definujme nyni mnozinu D = {x € m; x € f(x)}. Plati ale také, ze
D € P(m) a vezmeme-li v tivahu vlastnosti funkce f, ktera je prosta, pak existuje prave
jedno d € m takové, pro které plati, ze D = f(d). Otazkou nyni zistava, zda d € D nebo
naopak d ¢ D.

Pokud fekneme, Ze d € D, pak to viak znamena, ze d & f(d) = D. To je spor.
Pokud d ¢ D, pakd € f(d) = D. To je spor.
n

UvaZujme nyni identické zobrazeni. Pro toto zobrazeni existuje prosté zobrazeni z
P(m) do m. Mé&jme mnozinu m = {3,4}. Pak potenéni mnozina bude vypadat nasledovné:
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P(m) = {@; {3}; {4}; {3,4}}. Je-li I identické zobrazeni definované na mnozin& P(m), pak
poten¢ni mnozina potencni mnoziny se zobrazi opét sama do sebe. Oborem hodnot je tedy

P(m).

Resenim tohoto paradoxu je axiomaticka teorie mnoZin. V axiomatické teorii mno-
zin se jiz zadnym zplusobem neda provést konstrukce mnoziny m. Plati, ze soubor vSech
mnozin jiz neni mnozina, ale vlastni tfida. O poten¢ni mnozin¢ tedy nema smysl mluvit.
Cantoruv paradox tak slouzi jako dikaz toho, ze v dnesni axiomatické teorii mnozin nemda-

ze byt libovolna tfida mnozinou, ale je vlastni tfidou.

6.3.2 Russelliv paradox

Bertrand Russell v roce 1902 zpusobil zemétreseni v tehdejsi teorii mnozin. Do té
doby se objevovaly paradoxy, jako paradox Buralli-Fortiho a paradox Cantoruv. Tyto pa-
radoxy ptredpokladaly s pozd€j$im odstranénim za pomoci zpestieni diikazt nékterych vét
o ordinalnich a kardinalnich ¢islech. Vyjime¢nost Russellova paradoxu vsak byla v naleze-
ni sporu v teorii mnozin za pomoci nejelementarnéjsich prostredkii. Jadro sporu se nachazi
v nasledujici uvaze: je-li soubor vSech objektl, které maji urcitou vlastnost, mnozina, uva-
Zujme mnoZzinu vSech mnozin, které nejsou obsazeny samy v sobé& jako prvek. [1]

Diikaz 6.3. Definujme si mnozinu x = {y:y € y}. Tento zapis nam fika, ze mnozina x je
mnozina, kterd obsahuje vSechny mnoZiny, které maji tu vlastnost, Ze neobsahuji samy
sebe. Nastava otdzka, zda mnoZina x je sama svym prvkem ¢i ne. Ob¢ odpovédi nas dove-

dou ke sporu s definici mnoziny x. Rozeberme si nyni dva pfipady, které mohou nastat:

1) Pokud plati, Ze x je prvkem x (piSeme x € x), pak vSak x musi mit tu vlastnost,
ktera definuje prvky mnoziny x. To tedy znamend, Ze x nemiZe byt prvkem x (piSeme

x & x). To je spor, jelikoz plati nasledujici tvrzeni: x € x = x & x.
2) Pokud plati, ze x neni prvkem x (piSeme x & x), pak vSak x musi mit tu vlastnost,

ktera uruje prvky mnoziny x. To tedy znamena, ze x musi byt prvkem x (piSeme x € x).

To je spor, jelikoz plati nasledujici tvrzeni: x € x = x € x.
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Russelltiv paradox nam ftik4, Ze v principu Cantorovy teorie mnozin nelze sestrojit
mnozinu vSech mnozin, jelikoz rozborem jsme zjistili, ze plati nasledujici vztah: x € x ©
X & X.

]

Intuitivné zfejmymi zdkladnimi principy zaclenénymi do Cantorovy teorie mnoZzin
bylo otieseno a tento zvrat vedl k pfehodnoceni nézorti na dosavadni teorii mnozin. Brzy
po Russellové paradoxu se zacaly objevovat dals$i antinomie, jako napi. Richardiv para-
dox.

Tento paradox pomohla vyfesit, dnes nejcastéji uzivana, Zermelova-Fraenkelova
teorie mnozin. Russellové paradoxu se vyhyba pomoci axiomu regularity. Tento axiom
zakazuje mnoziny, které obsahuji samy sebe.

Russelltv paradox byl také zpopularizovan pro §irsi vefejnost jako Paradox holice.

,V jisté obci vyda starosta narizeni, podle kterého musi mistni holic¢ holit prave ty

muze, kteri se neholi sami. Ma se holi¢ holit sam? “

1. Pokud se holi¢ holi sam, tak se holit nemtize, jelikoz holi¢ holi pouze ty muze, ktefi
se sami neholi.
2. Pokud se holi¢ neholi sam, tak se holit musi, jelikoz holi¢ holi pravé ty muze, ktefi

se sami neholi.

Dalo by se fici, ze takovy holi¢ ve mésté neexistuje. V matematice vSak nelze ne-
pracovat s mnozinou, ktera spliiuje definici, jen proto, Ze vede ke spornému zavéru. Od-

mitnuti takové mnoziny znamena, ze ptislusna definice je nevyhovujici.

6.3.3 Petrohradsky paradox

V Petrohradu je kasino, které nabizi hru ,, Hod minci*. Pravidla jsou jednoducha.
Hrac¢ vstoupi do hry a obsluha zacne hdzet minci. Pokud padne panna, hra kon¢i a vyhra je
rovna 1 rublu. Pokud padne orel, hra pokracuje. Jestlize ve druhém kole padne panna, hra
kon¢i a vyhra je rovna 2 rublim. Pokud padne orel, hra pokracuje. Po zobecnéni miizeme

2k—1

vyhrat v k-tém kole, pokud padne panna, rublim. Nyni vSak nastava otazka, jaké

nastavit férové vstupné do hry.
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Aby bylo vstupné férové, mélo by se odvijet od ocekavané vyhry. V priméru mi-
7eme vyhrat 2 rubly?, tedy vstupné by mé&lo byt o néco vyssi, aby kasino vydé&lalo.

V nasledujici tabulce jsou rozepsany mozné vyhry a Sance na vyhru.

Vyhra 1 2 4 16 32

v 1 1 1 1 1 1

Sance - - — — — —
2 4 8 16 32 64

Tabulka 3 — Petrohradsky paradox

Ocekévand hodnota je stfedni hodnota, kterou vypocteme nasledovné:

Emsl4s24sattgen16+ Lol L il
] —_— —_— —_— —_— see = —— —_— —_— —_— —_— cee — — = 00
2 4 8 16 32 2 2 2 2 2 o] 2
Zde dojdeme k paradoxnimu vysledku. Oc¢ekavana stfedni hodnota vyhry je rovna
nekonecné mnoha rublim (idealizovany piipad). To ale znamena, Ze i vstup by musel byt

rovny nekone¢né mnoha rubliim, coz je nesmysl.

Je samoziejmé jasné, ze nelze hrat donekonecna a vyhrat nekonecné velkou sumu 1
za predpokladu zavedeni maximalniho poctu hodi minci. Pokud bychom zavedli strop pfi
31 hodech, vyhrali bychom 23° rubld, coZ je néco ptes miliardu. Kasino s takovou finanéni

jistinou s nejvétsi pravdépodobnosti ani neexistuje.

Je vSak naivni si myslet, ze by racionélni ¢lovek zaplatil nekone¢nou sumu. Dokon-
ce 1 lidé se schopnosti riskovat zaplati jen kone¢nou sumu a to ne vétsi, nez dvoucifernou.
Vétsina lidi dokonce ani jednocifernou. Pro¢ tomu tak je? Stfedni hodnota vyhry je zkres-
lena vidinou astronomické vyhry v mizivém poctu piipadl. Lidé racionalné premyslejici
tento fakt dobfe vyciti a nejsou ochotni pfistoupit na cenu ve vysi stiedni hodnoty vyhry

bez ohledu na subjektivni postoj k riziku.

22 Priimérna hodnota 2 rubly (pfesn& 1,83 rublu) byla zjisténa provedenim sta ndhodnych pokusi hodu minci,
a nasledném provedeni vazeného prumeéru.
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6.3.4 Richardiv paradox

Richarduv paradox, lezici na rozhrani paradoxd naivni teorie mnozin a logickych
paradoxi, byl poprvé formulovan francouzskym matematikem Julem Richardsem® v roce

1905.

Podstata paradoxu tkvi v mySlence, Ze pro vSechny mozné vlastnosti pfirozenych
¢isel, které jsou definovatelné v né¢jakém piirozeném jazyce (CesStina, némcina, rustina...)
je spocetné mnoho. To znamend, ze lze takovouto vlastnost ocislovat pfirozenymi Cisly.
Ozna¢me vlastnost B = "Byt prirozenym cislem, které nema vlastnost, jejimz je cislem
V daném ocislovani viastnosti". Takovato vlastnost je také vlastnosti pfirozenych cisel. To
znamena, ze v nasem ocislovani je ji pfifazeno n¢jaké Cislo n. Pak se vSak dostdvame do
sporu, jelikoz pokud plati, ze "n ma viastnost B" = "n nema vlastnost B". Toto tvrzeni
plati i naopak, tedy "n md viastnost B" < "n nemd vlastnost B". Resenim tohoto paradoxu

je rozliSovani jazyka na formalni a tzv. metajazyk. [47]
Uved'me si dva protiptiklady, jak 1ze pomoci slovnich utvarti a vét definovat ¢islo:

1) ,,Prvni dva Keplerovy zakony byly vydany v dile Astronomie nova roku...“ definu-
je cislo 1609.

2) ,,Prvni Kepleriiv zékon ftika, ze planety obihaji po eliptickych drahach, v jejichz
spole€ném ohnisku se nachazi Slunce.* Tento vyraz nedefinuje ¢islo.

,»M¢&me nyni pfirozené ¢islo n. Toto ¢islo nelze definovat méné, nez dvaceti slovy ces-

kého jazyka.“ (15 slov)

Reknéme, Ze Eesky jazyk ma 2 000 000 slov. Ur¢ité néktera z nich tvoii definici &isel.
Téchto slov je kone¢né mnoho. Pfirozenych cisel je vSak nekonecné. Pak tedy existuje
takové Cislo, pro které plati 15 < 20. Zde je vsak spor, jelikoz Cislo, o kterém véta mluvi,

nespliiuje podminku.
M¢jme lexikograficky uspotadand tvrzeni o €islech:

byt sudé”

23 Jules Richards (12. srpna 1862, Blet — 14. fijna 1956, Chéteauroux) byl francouzsky matematik. Ve véku
39 let ziskal doktorat na univerzit¢ v Pafizi. Pracoval zejména na zékladech matematiky a geometrie, které se
tykaly Hilberta, von Staudta a Meraye.
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,,oyt liché*
,,byt prvocislo™

Definice 6.6. Pfirozené ¢islo n nazveme Richardovské pravé tehdy, kdyz n nema vlastnost,

kterou formuluje tvrzeni na misté n v daném uspoiadani. [1]

M¢jme definovano Richardovské €islo. Toto €islo se nachazi v naSem uspotfadani a ma
né&jaké poradové Cislo X.
- Cislo X je Richardovské® = nema vlastnost, kterou formuluje tvrzeni na misté X.
Nema tedy vlastnost Richardovského cisla a také neni Richardovskym ¢islem.

- Cislo X neni Richardovské = ma vlastnost, kterou formuluje tvrzeni na misté X.
Ma tedy vlastnost Richardovského ¢isla a také je Richardovskym ¢islem.

Nastava vsak spor, kdy ¢islo X je a zaroveii neni Richardovskym.

Spor Richardova paradoxu tkvi ve smiSeni matematického tvrzeni (3 -2 = 6) a tvrzeni
0 matematice ("3-2 = 6" je matematicka rovnice) ReSeni tohoto paradoxu vychazi
z rozdéleni obecného jazyka na jazyk formalni a metajazyk. Pokud se vyhneme tomuto

prolinani pojmt, Richardiiv paradox nemize nastat.

6.3.4.1 Godelovo ocislovani

Kurt Godel® prisel s trikem, jak mluvit o &islech a zaroveii nemluvit mimo &isla. Gode-
lovo ocislovani pfifadi Godelova ¢isla kazdému tvrzeni tak, Ze 1ze zpétné dekddovat pies-
ny tvar formule.

- Prvocisly pq, p, ... se o€isluji mista vyskytu (potfadi) symboli

- Kazdy symbol dostane po fadé jedinecné ¢islo 1,2,3, ...

- Nachazi-li se na misté p; symbol, pak vytvoiime tzv. Godeluv koeficient p;.
- Godelovo cislo formule g(F) je soucin vSech Godelovych koeficientt.

24 &islo je Richardovské pravé tehdy, kdyz plati: ,,Holi¢ stiihd ty, co se sami nestiihaji.“ (Russelliv paradox)

% Kurt Godel (28. dubna 1906, Brno — 14. ledna 1978, Princeton (USA)) byl matematik rakouského pivodu,
ktery se stal jednim z nejvyznamné&jsich logikt vSech dob. V roce 1931 byl zasadni objev jeho kariéry. Ob-
jevil dvé véty pojednavajici o neuplnosti axiomatickych formalnich systéma s aritmetikou®. Tyto véty ukon-
¢ily usili matematikii plné formalizovat matematiku. Predstavil se také v oblasti fyziky, kde obohatil Einstei-
novu teorii relativity. V roce 1949 formuloval kosmologicky model vesmiru s ,, asovymi smyc¢kami*, které
umoznuji navrat do minulosti. V roce 1952 vydal ¢lanek pojednavajici Sirokou t¥idu rotujicich a rozpinajicich
se vesmiru.
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- Zisla g(F) lze jednoznacné zrekonstruovat formuli F, jelikoz rozklad ¢isla g(F)
na prvocisla je jednoznacny.

Piiklad 6.2. Mg¢&jme formuli (Vx,y)(x-y = y-x), kterd obsahuje 15 znakii = 15

prvocisel.

R <~

-

Symboly: <

PN U W R
— <l

\

Godelovo Eislo = 21 -32-53-7%-11°- 136171+ 193237 - 29° - 318 - 37° - 417 - 433 - 47°
Vysledné Godelovo ¢islo je extrémné vysoké Cislo a pro ucely této prace je nepodstat-
né jeho presné znéni. Pokud bychom Gddelovo Cislo rozlozili na prvocisla, dostali bychom

moznost zrekonstruovat formuli, a to diky jednoznacnosti rozkladu na prvocisla.

6.3.5 Buralli-Fortiho paradox

Burali-Fortiho paradox (dale jen BFP) byl publikovan C. Burali-Fortim (1861 —
1931) roku 1897 a i pies to, Ze se pfedpokladalo, Ze tento paradox bude odstranén zptesné-
nim dtkazi nékterych vét o ordinalnich Cislech, vedl ke krizi v Cantorové teorii mnozin a

naslednému nahrazeni axiomatickym systémem.

Povazujme kazdé ordinalni ¢islo za mnozinu, pro kterou je splnéna podminka dob-
rého uspotadani relace € a kazdy jeji prvek je zaroven jeji podmnozinou. Uvazujme ,,mno-
zinu“ vSech ordinalnich ¢isel On. Tato ,,mnozina* obsahuje vSechna ordindlni ¢isla. Je zde
splnéna véta ostrého dobrého uspotadani relaci € a kazdy sviij prvek, tedy ordinalni Cislo,
obsahuje 1 jako podmnozinu. Zde vSak nastava problém, jelikoz ,,mnozina” On je také or-
dinalni Cislo, které je vétsi, nez vSechna ostatni ordinalni Cisla a tedy i nez ona sama a to je

spor.

V piedeslém odstavci je uvedena ,,mnozina“ vSech ordinalnich ¢isel On. To je vSak
ve sporu s lemmou 4.1, jelikoz On neni mnozinou, ale tranzitivni tfidou. O tfidé vSech or-
dinalnich ¢isel On mizeme dokonce Fici, ze se jedna o vlastni téidu, ktera je tranzitivni a

dobie ostfe usporadanou relaci €. Diivodem, pro¢ bylo uvadéno, ze On je mnozinou, je
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fakt, ze v dob¢, kdy byla v platnosti Cantorova teorie mnozin, neexistoval pojem tfida.
V dobé publikovani BFP, tedy v roce 1897, nebyl tento paradox bran vdzné a jeho vyznam
byl zleh¢ovan z divodu, Ze se jedna o pfili§ velkou mnozinu a na rozumné velkych mnozi-
nach k paradoxu dojit nemiize. AZ pozd¢ji, zejména po paradoxech Russella a Cantora,

vedl tento vysledek k pfepracovani teorie mnozin a zavedeni axiomatické teorie.
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ZAVER

Cilem mé bakalarské prace bylo vysvétleni nékterych paradoxt, které se objevovaly v pu-
vodni, Cantorové teorii mnozin. Dale paradoxi, které jsou zajimavé z hlediska vyuzitel-
nosti v bézném zivoté.

Snazil jsem se praci psat v populariza¢ni formé¢ a ukézat, Ze matematika neni jen svétem
Cisel a vzorcu, ale je Siroce vyuzivana Vv praktickém zivoté. V tomto sméru bych chtél
zejména vyzdvihnout Braesstv paradox, nebot’ je jeho vyuziti v lidském zivoté nezanedba-
telné. Z vlastniho pozorovani jsem zjistil, Ze malokterého ¢lovéka by napadlo pro zrychleni
dopravy uzaviit silnici, a pfeci je to mozné feSeni v nékterych ptipadech dopravni infra-
struktury.

Naopak Banachtiv-Tarského paradox je pfikladem nutnosti rozliSovani matematického
svéta od svéta fyzikalniho a svym absurdnim vysledkem se stava, dle mého nazoru, nejza-
jimav¢jSim z hlediska moznosti matematiky. UZ jen samotné nasledky po zvetejnéni para-
doxu, kdy byli matematici brani za Carodéje, ktefi umi zdvojnasobit objem, jsou pro me
fascinujici.

Doufam, ze se moje bakalafska prace bude libit a pomtze k popularizaci matematiky.
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RESUME

Main point of my bachelor work was made specialized text, which deal with Paradox of set
theory. This work should popularize mathematics to wider community and show the usea-
bility in daily life. The work is devided to 6 chapters. The first chapter is focused on histo-
rical progression of mathematics. From the second to the fifth chapter the topic is mainly
focused on Zermelo—Fraenkel set theory, classes, cardinal and ordinal numbers. The last

chapter deals with paradoxes of set theory.
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