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Uvod

Reseni soustavy rovnic je jednim ze zékladnich problémi, které fesi jiz déti na
zékladnich Skolach. Samoziejmé fesi jen ty jednodussi soustavy rovnic. Postupné se
metod. Nejjednodussi soustavou rovnic je soustava linearnich rovnic, na kterych se déti
uéi tuto problematiku fesit. ReSenim soustavy rovnic je nalezeni viech neznamych, tak
aby vyhovovala v§em zadanym rovnicim.

Bakalatfska prace je koncipovana tak, ze v prvni ¢asti pfipomeneme historii,
kterd je velmi dulezita a rozséhla. V dal$i Casti se pak jiz zaneme vénovat soustave
rovnic a jejich feSeni. Nejdiive ukazeme, jak feSit soustavu rovnic pomoci riznych
metod, jako je eliminani metoda nebo aditivni metoda. S témito metodami se lidé
seznami jiz na Skole, pii feSeni jednoduchych soustav rovnic. My v nasi praci tyto
metody také vyuZijeme, ovSem pro feSeni tézSich soustav rovnic, které se objevuji
Vv matematickych olympiddach pro stfedni Skoly. Ptiklady, které v této praci uvedu,
jsou pfevazné z matematickych olympidd. Svoje hledani pfikladd z matematickych
olympiad jsem rozsifila i do jinych zemi, nezaméfovala jsem se tedy jen na
matematickou olympiddu v Ceské republice. Proto zde najdete i piiklad ze
vzdalengjSich zemi jako je naptiklad Venezuela.

Ve Ctvrté ¢asti prace sezndmime Ctenafe s pojmem Grobnerovy baze. Abychom
mohli pojem zavést, musime si pfedtim definovat nékteré pojmy, coz provedeme ve
treti ¢asti této prace, kde uvedeme 1 nékteré priklady pro lepSi pochopeni. Posledni Cast
(tedy ctvrta cast) prace je rozdélena na dvé Casti. V prvni ¢asti je definovan pojem
Grobnerovy baze a jsou zde uvedeny priklady. V druhé ¢asti je pak ukazano jak nejen
Grobnerovy baze, ale 1 napiiklad S-polynom pocitat pomoci pocitace. Ptiklady, které
budou uvedeny v praci, jsou feSeny v matematickém programu Maple 17.

Cilem prace je seznamit Ctendfe s Grobnerovymi bazemi a diky tomu dokaze
vyfesit zadanou soustavu rovnic pomoci Grébnerovych bazi nejen ru¢né, coz je velmi

Casoveé narocné, ale i pomoci pocitac¢ového programu.



1 Historie

Ve strucném tvodu se pokusim shrnout pozoruhodnou historii vyvoje algebry.
Uvidime, ze bylo tieba nashromdzdit mnoho algebraickych poznatkli, neZ mohla byt
V posledni tietiné minulého stoleti rozpracovana teorie Grobnerovych bazi.

Na vzniku algebry, ktera feSila numerické problémy pomoci operaci se symboly, mél
velkou zasluhu Al-Chvarizmi a dalsi islamsti matematikové v letech 800 — 1 000 n. 1.
Pro Evropu byl vSak velmi dilezity al-Chorezmiho algebraicky traktat, jehoz nazev se
da prelozit jako Kratké kniha o poctu pfipocitavanim a porovnavanim. Algebraicka ¢ast
tohoto traktatu byla vénovana ptredev§im linedrnim a kvadratickym rovnicim
s celoc¢iselnymi koeficienty.

Abl Abdulldh Muhammad ibn Musé al-Chorezmi al-Madzusi byl arabsky matematik.
Diky arabskym ucenctim se uchovaly starsi poznatky, v dob¢, kdy se Evropa potacela
v kulturnim upadku. Nejen Ze arabsti uCenci starS$i poznatky uchovali, ale také je
rozmnozovali. To, ze arabs§ti matematici m¢li pfistup ke starSim poznatkiim, nastalo
hlavné kvili expanzi islamu do fady oblasti. Tak mohli arabsti matematici poznat
matematiku Recka, Egypta a Mezopotamie.

Velmi dulezitou se stala otdzka feSitelnosti nejen linearni a kvadratické rovnice, ale
obecné algebraické rovnice, kterd ma tvar

X"+ a X"+ A X"+ agx™ L+ ans X+ ano X2 + ans X + a, = 0, kde ag # 0.
Linearni a kvadratickou rovnici, tj. rovnice prvniho a druhého stupné uméli fesit jiz
babylonsti matematici. Bylo to zhruba pied 4 000 lety a tak asi nikoho znas
neptekvapi, Ze misto matematické symboliky, kterou pouzivame dnes, vSe zapisovali
slovné.

Reseni linearni rovnice ax + b = 0 a kvadratické rovnice ax* + bx + ¢ = 0, v obou
piipadech a # 0, jiz bylo zndmo. Proto se zacaly objevovat snahy o nalezeni feSeni
rovnice o stupen vyssi, tedy kubické rovnice. To se povedlo az po roce 1500, kdy
v Italii profesor univerzity v Bologni Scipione del Ferro objevil metodu feSeni
kubickych rovnic. Avsak ten, kdo publikoval vzorec pro feSeni kubickych rovnic, nebyl
tento profesor ani Niccold Fontana, ktery vzorec nezavisle na profesorovi také objevil,
ale byl to Gerolamo Cardano. Jiz diive bylo znamé, jak z kubické rovnice odstranit
kvadraticky c¢len a tak se matematikové mohli zaméfit pouze na to, jak se zbavit

kubického &lenu, tedy jak vyfesit rovnici x> + ax + b = 0. Tak vznikl vzorec, ktery se



nazyva Cardanovym vzorcem, i piesto, ze metodu feSeni kubickych rovnic vynalezl

n¢kdo jiny a Cardano ji pouze vydal. Tento vzorec zni:

3 3
b b2 as b b2 a3
X = -+ -+ =+ [— == [—4+ —
2 4 27 2 4 27

Metodu pro feSeni algebraické rovnice ¢tvrtého stupné objevil Cardantv zak Ludovico

Ferrari.

Béhem nésledujicich let se pokouSeli matematici nalézt 1 metodu pro feSeni
algebraickych rovnic patého a vyssiho stupné, ktery by byl v radikalech, tak jako jsou
v radikalech rovnice pro feseni algebraické rovnice prvniho az ¢tvrtého stupné. Pojem
radikdl byl uzivdn pro pouzivani odmocnin, proto se mluvi o vyjadieni kotfent
algebraické rovnice v radikalech.

Teprve az v 19. stoleti se ukéazalo, Ze rovnice patého a vys§iho stupné nemaji feSeni
v radikalech. Diky tomuto zjisténi bylo zbyte¢né hledat obecné vzorce pro feseni téchto
rovnic. S timto objevem pfiSel norsky matematik Niels Henrik Abel. [1]

Ve dvacatém stoleti se zacaly hodné vyuzivat pocitae. Pocitace se dostaly i do
matematické oblasti, ve které dosti usnadinovaly praci. Nejen pocitace, ale 1 nékteré
druhy kalkulatori matematiktim usnadiiovaly praci.

Mohly tak byt nalezeny nékteré nové algoritmy a uziti Grobnerovych bazi a porovnani

téchto postupt s ,,lidskymi* metodami se budeme vénovat dale.



2 Lidské postupy pri reseni soustav algebraickych

rovnic

2.1 Algebraicka rovnice

Definice a véty v této kapitole jsou pievzaty z [4].

Definice 2.1.1.: Algebraicka rovnice

Bud’ n ptirozené ¢islo a

Pa(X) = aoX" + ar X" + ap X" + ag X" .. + ana X + ana X + ana X + an

je polynom stupné n s realnymi koeficienty ao, a1, ay, ... an, Kde ap# 0. Koeficient ag se
nazyva vedouci koeficient polynomu P,(x) a koeficient a, absolutni ¢len polynomu
Pn(x). Clen ag X" nazyvame vedouci ¢len polynomu Py(X). Algebraickou rovnici stupné
N rozumime rovnici tvaru

Pa(X) = 0, tj. aoX" + ax™ + apx™? + agx™ ... + anaX® + anoX° + anaX + ap = 0.

Definice 2.1.2.: Reseni algebraické rovnice
Resenim algebraické rovnice rozumime ¢&islo b, které spliiuje podminku Pn(b) = 0, tj.
po dosazeni za X spliluje rovnost

dg b" + a bn-l + a bn_2 + aj bn_3 ... T ans b3 + an-o b2 + ap3b+a,=0.

Rovnice do 4. stupné se daji fesit analyticky, naopak rovnice 5. a vySsiho stupné nemaji
obecny vzorec pro feSeni, jak jiz zaznélo V prvni kapitole. ReSeni polynomidlnich

rovnic stupn€ n > 5 je nutné hledat numericky.

Definice 2.1.3.: Soustava algebraické rovnice
Soustavou m polynomidlnich (algebraickych) rovnic o n nezndmych nad oborem
integrity I je kazda soustava, kterou Ize upravit na tvar

fi(xq, %2, ., %) =0

fo(x1, %9, X)) =0

i (x1, %5, e, x,) =0,

kde vyrazy na levych stranach jsou nenulové polynomy n neurcitych nad I.



2.2 Metody reSeni soustavy algebraickych rovnic

V této kapitole nejdiive vyjmenuji metody feSeni soustavy algebraickych rovnic a

nasledn¢ udélam nékolik priklada.

Druhy metod feseni soustavy algebraickych rovnic

a)

b)

d)

9)
h)

Elimina¢ni metoda — tUprava nékteré z rovnic, Casto kombinovana s aditivni
metodou

Metoda faktorizace — metoda, kdy upravujeme rovnici do té doby, dokud ji
nemame v sou¢inovém tvaru, kdy pak fesime piipad, aby se zdvorky rovnaly O.
Metoda nerovnosti a odhadli — metoda, kterd je zalozena na rGizném druhu
nerovnosti, pomoci kterych dojdeme k vysledku, pii feSeni soustavy
algebraickych rovnic mizeme vyuzivat naptiklad nerovnost mezi aritmetickym
a geometrickym pramérem nebo Cauchy-Schwarzovu nerovnost

Aditivni metoda — secteni nékterych nebo vSech rovnic v soustavé
algebraickych rovnic

Metoda ctverci — metoda, kde uplatiujeme doplnéni na ctverec a pak jiz
muizeme urcit feSeni

Metoda dvojmoci

Grafickd metoda

Metoda extremalniho prvku — tato metoda vyuziva maxima a minima ze vSech
prvki soustavy algebraickych rovnic

Substituéni metoda

[5]

Poznamka: Faktorizace neboli rozklad polynoml je pfi feSeni algebraické rovnice

lidskymi postupy castokrat velmi slozity. Diky vynélezu pocitac ve dvacatém stoleti

se rozklad polynomli velmi zjednodu$il. Dnes jiz existuji symbolické vypocty

realizujici kalkulatory, které dokazou nalézt faktorizaci polynomd, i dosti obtiznych.
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2.2.1 Reseni linearnich rovnic pomoci matice
Definice a véty v této podkapitole jsou pievzaty z [16].

Definice 2.2.1.1.: Matice
Ciselnou obdéInikovou matici typu (m, n) budeme rozumét obdélnikové schéma
11412 *** A1pn

A1032 *** Ap ,
. a ve kterém

A (m, n) o m-fadcich a o n-sloupcich, kter¢ je ve tvaru
Am1Am2 =" Amn

ajj jsou Cisla racionalni (realna ¢i komplexni).

Véta 2.2.1.2.: Hodnost matice
Hodnosti matice A (znac¢ime hod (A)) rozumime maximalni pocet linedrné nezavislych

radkovych vektort této matice.

Definice 2.2.1.3.: Soustava linearnich rovnic
Soustavou n linedrnich rovnic o0 m neznamych nad télesem T budeme rozumét soustavu
rovnic tvaru

A11X1 + Q12X + ot QX = Y1

Az1X1 T A%y + =+ AymXym = V2

An1X1 + ApaXp + -+ QX = Yoo
kde koeficienty a;q,a2,**, Gpm a pravé strany yy,y,, -+, Yn jsou prvky télesa T.

Maticovy zapis soustavy rovnic je A.X = y.

Nyni mame formulovany vSechny definice, které potfebujeme k vysloveni Frobeniovy

veEty a feSeni linedrnich rovnic.

Definice 2.2.1.4.: Frobeniova véta
Postacujici a nutnou podminkou pro to, aby soustava linearnich rovnic byla fesitelna je,
Ze hodnost matice soustavy hod(A) je stejna jako hodnost rozsifené matice soustavy

hod (A/3). Tedy, kdy? hod(A) = hod (A/3).
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Véta 2.2.1.5.: Resitelnost soustavy rovnic

Pokud je hodnost upravené matice (tzn. bez pravé strany) riznd od hodnosti upravené
rozsifené matice, potom soustava nema zadné feSeni (vyplyva to z Frobeniovy véty).
Je-li hodnost upravené matice stejnd jako hodnost upravené rozsifené matice a
souCasn¢ je tato hodnost rovna poctu nezndmych soustavy, pak ma soustava prave
jedno feseni.

Pokud hodnost upravené matice je stejna jako hodnost upravené rozsifené matice,

avSak mensi nez poCet neznamych soustavy, ma soustava nekonec¢né¢ mnoho feseni.

2.2.2 Priklady
Dané ptiklady jsou ziskany z [5], [8], [9], [10], [11].

Piiklad 2.2.2.1.
Zadani: V R? feste soustavu algebraickych rovnic
x2+1=2y
y? +1 = 2x.
Reeni:
V této soustave algebraické rovnice pouzijeme metodu eliminace.
x2+1=2y

2
s 7 1vr . +1 , , .
y2+1=2x vyjadiime si X = r ——a dosadime do prvni rovnice

2 +1\*
<y > > +1=2y

Tim jsme ziskali algebraickou rovnici v neznamé y.

y*+2y2 +1
4

Levou stranu pfevedeme na spole¢ného jmenovatele.

+ 1 =2y.

y*+2y2+5

" 2y.

Ted’ se zbavime zlomku a vyraz na pravé stran¢ si pfevedeme na levou stranu,

abychom na pravé strané¢ méli jenom 0.

y*+2y2 -8y +5=0.
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Dostali jsme ted” algebraickou rovnici ¢tvrtého stupné, pokusime se algebraickou
rovnici snizit o stupenl. Kdyz dosadime y = 1, zjistime, ze jedna je kofen dané rovnice.
MuZeme psat:

(y*+2y?2—-8y+5):(y—1)=y3>+y?+ 3y —5.

Tim jsme ziskali algebraickou rovnici tfetiho stupné, pokud opét zkusime dosadit
¢islo 1, zjistime, ze je opét jednim z kofentl a proto miizeme opét psat:

O +y243y—=5):(y—1)=y*+2y+5.

Dostdvame algebraickou rovnici druhého stupné, kterou feSime pomoci
diskriminantu. D = b? — 4ac = 4 — 20 = —16. Rovnice nema realné feseni, jedna se
o nerozlozitelny kvadraticky trojclen.

Rovnici y* + 2y%2 — 8y + 5 = 0 jsme postupné upravili na tvar

(y —1?%. (y? + 2y + 5) = 0, zjistili jsme, Ze rovnice ma dvojnasobny kofen a to:

y = 1. Tuto hodnotu nyni miizeme dosadit do rovnice, kde jsme si vyjadfili X.

2 2
4 2+1 = % = 1, vysledkem je obor pravdivosti P = {(1,1)}.

X =

Zkousku u tohoto ptikladu provadét nemusime, protoze jsme zde provadéli jenom

ekvivalentni upravy.

Piiklad 2.2.2.2.
Zadani tohoto piikladu jsem =ziskala ze strdnek Cceské matematické olympiddy
(olympiada pro stfedni §koly, 57. roénik — Skolni kolo kategorie A).
Zadani: V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

x?—y=2z%

y? — 7= x?

z2 —x = y2?,
Reseni:
Nejdiive seteme druhou a tieti rovnici a dostaneme y? —z + z°> — x = x> + y% a po
upravé mame rovnici (z+x).(z—x—1) = 0.
Reseni zjistime rozborem dvou piipadi.

ad z+x=0>x=—z2
Dosadime do prvni rovnice. (—z)? — y = z2
-y=0=>y=0.

Ted dosadime y = 0 do druhé rovnice. 0 — z = (—z)?

z.(z+1)=0.

13



Z této rovnice dostavame dvé slozky feSeniatoz; = 0az, = —1.
Pokud toto feSeni dosadime do rovnice x = —z, dostavame dvé slozky feSeni
x;=0ax, =1.
b) z—x—-1=0=2>z=x+1

Op¢t dosadime do prvni rovnice.
x2—y=(x+1)>
x2—y=x*+2x+1
y=—-2x—1.
Ted mizeme dosadit z a y do tieti rovnice.
(x+1)?%2—x=(—2x—-1)?
x2+2x+1—x=4x*+4x+1
—-3x2-3x=0
—3x.(x+1)=0.
Z této rovnice dostavame dvé slozky feSeniato x; = —lax, = 0.
Pokud toto feSeni dosadime do rovnice z=x+ 1 a y = —2x — 1, dostavame
dvé slozky feSeniz; = 0az, =1lay; =1lay, = —1

Zjistili jsme, Ze zadana soustava rovnic ma Ctyii feSeni a obor pravdivosti je

P ={(0,0,0),(1,0,—-1),(—1,1,0),(0,—1,1)}.

Piiklad 2.2.2.3.
Tento piiklad jsem nasla na strankach britské matematické olympiady (z roku 2013).
Zadani: V R® feste soustavu

x2—4y+7=0

y2—6z+14=0

z2—2x—7=0.

Reseni:
Nejprve si seCteme vSechny tii rovnice dohromady a dostaneme jednu rovnici ve tvaru
x2—4y+7+y?—6z+144+22-2x—-7=0
x2—2x+y>—4y+2z2—62z+14=0.
Nyni provedeme doplnéni na ¢tverec a dostaneme rovnici
(x—1)2—-1+(@y—-2)2-4+(z—-3)2-9+14=0
(x—1D*+(@y—-2)2*+(=z-3)?=0.

14



Odtud vidime, ze feSeni je ve tvaru x = 1;y = 2;z = 3, obor pravdivosti P =

{(1,2,3)}.

Piiklad 2.2.2.4.
Tento ptiklad jsem ziskala na strankach slovenské matematické olympiady (53. ro¢nik,
Skolské kolo kategorie A).
Zadani:
V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic
x2+2yz=6.(y+z—2)
y2+2zx =6.(z+x—2)
z2+2xy=6.(x+y—2).

Reseni:
Nejdiive si tuto soustavu zjednodusime a to tak, Ze a) od druhé rovnice odecteme prvni
rovnici a b) od tieti rovnice ode¢teme prvni rovnici.
a) y*+2zx—x*—-2yz=6.(z+x—-2)—6.(y +z—2)
y2 +2zx —x?> —2yz—6x+ 6y =0
y(y—2z+6)—x.(x—2z+6)=0
(y—x).(x+y—-2z+6)=0.
b) z2+2xy—x?>—-2yz=6.(x+y—2)—6.(y+2z—2)
z2+2xy —x?>—2yz—6x+62=0
z.(z—2y+6)—x.(x—2y+6)=0
(z—x).(x+z—-2y+6)=0.
Dostavame tedy ekvivalentni soustavu rovnic s ptuvodni (zadanou) soustavou rovnic
x2+2yz=6.(y+z-2)
y—x).(x+y—-2z2+6)=0
(z—x).(x+z—-2y+6)=0.
Z ekvivalentni soustavy vidime, ze feSeni zjistime rozd€lenim na Ctyfi ptipady:
1) y=x=0Az—-x=0
2) y—=x=0Ax+z—-2y+6=0
3) z—x=0Ax+y—2z+6=0
4) x+y—2z+6=0Ax+z—-2y+6=0.

Rozebereme si ted’ jednotlivé ptipady zv1ast.

15



Dy—-x=0Az—x=0
Z téchto dvou rovnosti vidime, ze y = x az = x. Platitedy x =y = z.
Dosadime do prvni rovnice x? + 2yz = 6.(y + z — 2) a dostdvame kvadratickou
rovnici.
x2+2.x.x=6.(x+x—2)
3x2—12x+12=0
3.x2—4x+4)=0
3.(x—2)2=0.
Z této rovnosti jiz vidime, ze x = 2.
Reseni: (x,y,2) = (2,2,2).
2)y—x=0Ax+z—-2y+6=0
Protoze z prvni rovnice vidime, Ze y = x, miZzeme rovnici x +z—2y+6 =0
upravit na tvar x + z — 2x + 6 = 0. Vyjadiime si z = x — 6 a dosadime do prvni
rovnice x2 + 2yz = 6.(y + z — 2)
x2+2x.(x—6)=6.(x +x—6—2)
3x2—24x+48 =0
3.x?—8x+16) =0
3.(x—4)2=0.
Z rovnosti jiz vidime, ze x = 4. Dosadime do rovnic, a tim zjistime neznamé x, y, z.
Reseni: (x,v,2) = (4,4, —2).
z—x=0Ax+y—2z+6=0
Z prvni rovnice opét vidime, ze z = x. Mizeme tedy rovnici x +y —2z+6 =0
upravit na tvar x + y — 2x + 6 = 0, odtud vyjadiime y = x — 6 a dosadime do
prvni rovnice x2 + 2yz = 6.(y + z — 2).
x>+ 2x.(x—6)=6.(x—6+x—2)
3x% —24x + 48 = 0.
Dostavame stejnou kvadratickou rovnici jako v pfedchozim ptipad€. Po vyfeseni a
dosazeni do rovnic dostdvame feSeni.
Reseni: (x,v,2) = (4,—2,4).
Nx+y—2z2+6=0Ax+z—-2y+6=0
Od prvni rovnice odecteme druhou, tj. x+y—2z4+6—x—2z+2y—6=0.
Upravime a dostaneme 3y — 3z = 0, miZzeme tedy psat y = z. Dosadime do

rovnicex +y—2z+6=20
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XxX+z—-2z2+6=0
x=z—6.
Ziskané rovnosti dosadime do prvni rovnice x% + 2yz = 6.(y + z — 2)
(z—6)2+2.2z.2=6.(z+z—2)
z?2 — 12z + 36 + 2z%> = 6z + 6z — 12
3z%2 — 24z + 48 = 0.
Tuto kvadratickou rovnici jsme uz fesili a tak vime, Ze vysledkem je dvojnasobny
kofen z = 4. Vysledek nyni dosadime do rovnosti a dostavame feSeni.
Reseni: (x,v,2) = (=2,4,4).
Zjistili jsme, Ze zadana soustava rovnic ma Ctyfi feSeni a obor pravdivosti

P={(222);(44-2),(4-2,4);(—2,44)}

Piiklad 2.2.2.5.

Tento piiklad jsem naSla na strankdch polské matematické olympiddy (56. ro¢nik —

. etapa).

Zadani: V oboru redlnych ¢isel feste soustavu
x2=yz+1
y? =zx +2
z% = xy + 4.

Reseni:
a) Prvni rovnici vynasobime Yy, druhou z a teti x a dostaneme soustavu rovnic:
x’y =y’z+y
y?z = z%x + 2z
z%x = x%y + 4x.
Nyni se¢teme vSechny rovnice dohromady a mame rovnici
xly+y?z+z:x=y?z+y+z2x + 2z + x*y + 4x
0=y+2z+ 4x.
b) Prvni rovnici vynasobime z, druhou X a tfeti y a dostaneme soustavu rovnic:
x’z=yz’+z
y2x = zx? + 2x
z%y = xy? + 4y.
Opét vSechny rovnice secteme dohromady a dostavdme rovnici

x’z+yix+ 2%y =yz° + z+ zx? + x + xy* + 4y
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0=2z+2x+4y.
Ziskali jsme nyni dvé rovnice
0=y+2z+4x
0=2z+2x+4y.
Pokud vynasobime rovnici 0 =z + 2x + 4y Ccislem -2 a ob& rovnice secteme,
dostaneme rovnost 0 = —7y a odtud vidime, ze y = 0.
Nyni mzeme dosadit do prvni rovnice x? = yz + 1:
x2=0.z+1
x2=1> x = +1.
Ted nam nic nebrani k tomu, abychom X a y dosadili do druhé rovnice y? = zx + 2
a ziskali neznamou z.
0=z+1+2.
Diky této rovnici miizeme vidét, Ze z méa dveé slozky feSeniz;:z+2 =0=>2; = -2 a
Zyi—zZ+2=0=>2, = 2.
Zadana soustava ma dv¢ feSeni.

P ={(1,0,—2); (~1,0,2)}

Piiklad 2.2.2.6.
Zadani tohoto ptikladu jsem opét ziskala na strankach polské matematické olympiady
(58. ro¢nik — 1. etapa).
Zadani: V R feste soustavu
x% + 2yz + 5x = 2
y? +2zx + 5y =2
z? + 2xy + 5z = 2.
Reseni:
Od prvni rovnice odecteme druhou rovnici a dostavame
x2+2yz+5x—y?—2zx—5y=2-2
x.(x—2z2+5)—y.(y—2z+5)=0
x—y).(y+x—-2z+5)=0.
Nyni od prvni rovnice odecteme tfeti rovnici
x24+2yz+5x—2z>—2xy—52=2-2
x.(x—2y+5)—z(z—-2y+5)=0
(x—2).(x+z—-2y+5)=0.
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Vznikla ndm nyni nova soustava rovnic, kterd je ovSem ekvivalentni se zadanou
soustavou rovnic
x% + 2yz + 5x = 2
x—y).(y+x—-2z+5)=0
(x—2).(x+z—-2y+5)=0.
Z této jednodussi soustavy vidime, ze feseni ziskame rozdélenim na Ctyii ptipady a to:
Dx—-—y=0Ax—2z=0
2)x—y=0Ax+z—-2y+5=0
x—z=0Ax+y—-2z4+5=0
x+y—2z+5=0Ax+2z—-2y+5=0
Nyni rozebereme jednotlivé ptipady zvIast.
Dx—-y=0Ax—2z=0
X=yANx=z=>x=y =2
Doplnime do prvni rovnice: x2 + 2yz + 5x = 2
3x2+5x—2=0.
Vznikla ndm kvadraticka rovnice, kterou vyfeSime pomoci diskriminantu

D =b? —4ac =52 —4.3.(-2) = 25+ 24 = 49,

ST o y : . Aty —b+VD
Z diskriminantu vidime, Ze rovnice bude mit dva rtizné redlné koteny x; = ——
-5+7 1 -b—VD _ -5-7
=-axy; = = = —2.
2.3 2a 2.3
SR 111
Dostavame feSeni: (x,y,z) = (5,5,5); (-2,-2,-2).

2)x—y=0Ax+z—-2y+5=0

Z prvni rovnice vidime, ze x =y. Dosadime do nasi druhé rovnice a dostavame:
x+2z—2x+5 =0, odtud si vyjadfime z = x — 5 a mizeme ted dosadit do prvni
rovnice x% + 2yz + 5x = 2

x?+2x(x —5) +5x =2

3x2—5x—2=0.

Vznikla nam opét kvadraticka rovnice, kterou jsme jiz vyiesili v pfedchozim ptipadé¢.

D = b? — 4ac = 5% — 4.3.(—=2) = 25 + 24 = 49,

-b++D 5+7 -b—+D 5-7 1
= =—=2ax2= = —= —-
2a 2.3 2a 2.3 3

X1
Dosadime do rovnice 2) a dostdvame feseni.
1 1 16
)

Reseni: (x,y,2) = (2,2, -3); (—5 _5,_?)_
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x—z=0 Ax+y—-2z+5=0

Z prvni rovnice opét mame x = z, a dosazenim do druhé rovnice dostavame:
x+y—2x+5=0.0dtudy = x - 5.

Dosadime-li op&t do prvni rovnice x?+ 2yz+ 5x = 2, ziskame kvadratickou
rovnici x? + 2x.(x —5) + 5x —2 =0, po tUpravé 3x?—5x—2=0. Releni jiz
zname z piedchozich ptipadi a tak jen pro pfipomenuti

D = b? — 4ac = 52 — 4.3.(—2) = 25 + 24 = 49 a dostavame dva riizné kofeny

—-b++VD _ 547 -b-VD _5-7 1 , . ;1
=—— =55 = 2 ax, = =55 =3 Dosazenim do rovnic ziskame

X1
feSeni.

Reseni: (x,v,2) = (2,—-3,2); (— %, - ?, — i)
Nx+y—2z+5=0Ax+2z—-2y+5=0

Druhou rovnici ode¢teme od prvni rovnice a dostavame rovnici z —y — 2y + 2z = 0,
po upravé mame rovnost z = y. Pokud tuto rovnost dosadime do druhé rovnice,
dostavame x + y — 2y + 5 odtud si mizeme vyjadiit x = y — 5. Dosadime-li do prvni
rovnice x? + 2yz + 5x = 2, dostdvdme rovnici:

(y—5)2+2.y.y+5.(y — 5) — 2 = 0 po upravé dojdeme opét ke kvadratické rovnici

3y? — 5y — 2 = 0, feSeni této rovnice jiz ale zname a tak miizeme psat, ze y; = 2 a

1 r . ee Ly , ,
y, = —=. Po dosazeni do rovnic zjistime neznamé x, y, z.
2 3
., 16 1 1
Reseni: (x,y,2) = (-3,2,2); (_?’_5’_§)'

Ze Ctyt ptipadi mizeme vidéet, Ze zadand soustava rovnic ma osm feseni.

111

P={(;33); -2-2,-2);22-3); (-3.—

3’3’3

)

LB (o)

Piiklad 2.2.2.7.
Zadéani tohoto piikladu jsem naSla na strankdch slovenské matematické olympiady
(konkrétné 63. rocnik, krajské kolo, kategorie B).
Zadani: V oboru realnych cisel feste soustavu
x>+ 6.(y+2z) =85
y+6.(z+x) =85
z2+6.(x +y) = 85.
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Reseni:
Pti feseni tohoto ptikladu budeme postupovat opét stejné jako v predchozim ptikladé.

a) Odecéteme druhou rovnici od prvni a ziskdme rovnici

x?+6y+6z—y?—6z—6x =85—85
x2—6x—y>+6y=0
x.(x—6)—y.(y—6)=0
x—y).(x+y—6)=0.

b) Odecteme tieti rovnice od prvni a ziskdme rovnici

x%+ 6y +6z—2z>—6x— 6y =85—85
x2—6x—224+6z=0
x.(x—6)—2z.(z—6)=0
(x—2).(x+z—-6)=0.

Vznikne ndm nova soustava rovnic, ktera je ekvivalentni s plivodni soustavou rovnic

x2+6.(y+2z)=85

(x—y).(x+y—-6)=0
(x—2z).(x+z—-6)=0.

Ze soustavy rovnic mizeme vidét, ze nam opét vzniknou CEtyfi piipady, abychom nasli

feSeni této soustavy rovnic.

Rozebereme si nyni jednotlivé ptipady zvIast.

1)

2)

x—y=0Ax+z—-6=0
Z prvni rovnice dostdvame rovnost x = y. Z druhé rovnice si vyjadiime z = 6 — x.
Nyni ob& upravené rovnice dosadime do prvni rovnice x? + 6.(y +2z) =85 a
dostavame rovnici x2 + 6. (x + 6 — x) = 85, po upravé dostavame rovnici
x% 4+ 36 = 85, kterou déle upravime na x? = 49, coz je po odmocnéni x = +7. Po
dosazeni do rovnic dostdvame dv¢ feSeni, ktera jsou ve tvaru:
(x,y,2) =(7,7,—-1); (—=7,-7,13).
x—y=0Ax—2z=0
Zprvni rovnice vyjde x =y a zdruhé rovnosti vyjde x =z =2x =y = z.
Dosadime do prvni rovnice x2+ 6.(y +z) =85 a dostdvame kvadratickou
rovnici x2 + 6. (x + x) = 85, kterou dale upravime na tvar x? + 12x — 85 = 0.
Kvadratickou rovnici vyfe§ime pomoci diskriminantu

D = b%? — 4ac = 12? — 4.1.(—85) = 144 + 340 = 484.

Dana rovnice ma dva rtizné kotfeny x4, x,.
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_ -b+VD _ -12+22 _
2 21

-b—vVD -12-22
5 a xZ = = =
2a 2.1

X1 -17.
Po dosazeni dostavame feseni: (x,y,z) = (5,5,5); (—17,—-17,—-17).
3) x—z=0Ax+y—6=0
Zprvni rovnice ndm vyjde x =z a zdruhé rovnice vyjadiime x =6 — z.
Dosadime do prvni rovnice x?+6.(y+2z) =85 a dostivime rovnici
x% 4+ 6.(6 — x + x) = 85 po upraveni mame rovnost x? = 49, kdyz odmocnime,
dostavdme nezndmou x = +7. Po dosazeni do rovnosti mame dvé feSeni:
(x,v,2) =(7,-1,7); (=7,13,-7).
4) x+y—6=0Ax+z—6=0
Odecteme-li druhou rovnici od prvni, dostavame rovnici x — z = 0, tudiz x = z.
Z druhé rovnice si vyjadiime x = 6 — z. Dosadime do prvni rovnice soustavy
x? + 6.(y + z) = 85. Vznikne ndm rovnice
(6—2)>+6.(z+2)=85
36 — 12z +z% + 6z + 6z = 85
z? =49
z=47.
Dosadime do rovnice 4) a dostavame feseni: (x,y,z) = (—1,7,7); (13,-7,—7).
Zadana soustava rovnic ma osm feSeni P = {(7,7,—-1);(-7,-7,13); (5,5,5);

(=17,-17,-17); (7,-1,7); (=7,13,=-7); (-1,7,7); (13,-7,=7)}.

Piiklad 2.2.2.8.
Tento ptiklad jsem ziskala na strankéch venezuelské matematické olympiady (z roku
2006).
Zadani: V oboru komplexnich ¢isel feste soustavu rovnic
x?+y? =20

2x + 2y + 2xy = 15.
Reseni:
Nejdiive si upravime druhou rovnici, pfevedenim 2x,2y na pravou stranu rovnice.
Dostavame rovnici 2xy = 15 — 2x — 2y. Nyni obé rovnice seteme. Vznikne nam
rovnice tvaru x? + 2xy + y% = 35 — 2x — 2y. Vidime, Ze na levé strané lze psat
x2 + 2xy + y2 = (x + y)?. Rovnici mizeme upravit na (x + y)? = 35 — 2. (x + ).
Nyni si zavedeme substituci x +y = u. Vznikla nam rovnice u? = 35 —2u. Po

pievedeni na levou stranu tak, abychom méli na pravé strané¢ 0, ndm vznikne
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kvadratickd rovnice u?+ 2u — 35 =0, kterou vyfesime pomoci diskriminantu

D = b? — 4ac = 144, nyni uréime kofeny u; = _b;;;/ﬁ = _2;12 =5u, = _bz_a\m =
~2712 — _7. Regeni soustavy rovnic si rozd&lime na dva piipady:

1) x+y=5

2) x+y=-7.

Ted’ si rozebereme jednotlivé pripady zvIast.
1) x+y=5
Vyjadiime si x = 5 — y. Dosadime do prvni rovnice x? + y? = 20 a dostdvame
rovnici (5 —y)%? + y? = 20
25— 10y + y* + y? =20
2y? =10y +5=0.

Vypoé&itame diskriminant D = 102 — 4.2.5 = 60. Dostavame dva rizné redlné

" 10+V60 _ 10+v4.15 _ 10+42V15 _ 5+V15 10-V60 _ 5-v15
koreny V= = = = Y, = = .
4 4 4 2 4 2
Dosadime do vyjadiené rovnice a dostdvame nezndmou X:
5+v15 5-V15
X1 = 5 - y Xo = 5 - >
2) x+y=-7
Vyjadiime si x = —7 —y. Dosadime do prvni rovnice x?+y%2 =20 a

dostavame rovnici (=7 — y)? + y? = 20

49+ 14y +y2+y?2—-20=0

2y% + 14y +29 = 0.

Vypocitame diskriminant D = 142 — 4.2.29 = —36. V tomto piipadé nema

soustava feSeni v redlnych ¢islech. Dostavdme dva rlizné komplexni kofeny

_ —b+iND _ —14+6i _ —7+3i _ —b-iND _ -14-6i _ -7-3i

2a a2 V2T, 4 2

Y1
Dosadime do vyjadiené rovnice a dostavame nezndmou X:

—-74+3i —-7-3i
y Xo = _7 -
2 2

x1=_7_

5+V15 5+\/ﬁ) . ( 5 _ 5-V15 5—\/ﬁ) .

2 ' 2 2 ' 2
—743i —7+3i -7-3i —7-3i
(752, 22 (75
2 2 2 2

V mé bakalarské praci jsem se zaméfila na obor redlnych cisel, ovSem nechci tGplné

Dana soustava ma Ctyfi feSeni P = {(5 -

vynechat obor komplexnich ¢isel, proto jsem zde uvedla jeden ptiklad.
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3 Elementarni teorie ideali. Déleni polynomii. Normalni

tvar polynomu. Usporadani termi.

V této kapitole uvedu nékolik definic a vét. U nékterych uvedu i nékolik ptikladi.
Definice a véty v této kapitole mi pomohou k vysvétleni Grobnerovy béze, kterou budu

definovat v dalsi kapitole. Definice a véty v této kapitole jsou pievzaty z [3], [2], [1].

Véta 3.1.: Déleni polynomu

Necht’ P(x) a Q(x) jsou dva polynomy s realnymi ¢i komplexnimi koeficienty, Q(X) je
nenulovy polynom. Pak existuji polynomy S(x) a R(x) takové, ze:

P(x) = Q(x) . S(x) + R(x).

Polynomy S(x) a R(x) jsou ur¢eny jednoznacné a bud’ je R(x) nulovy polynom nebo

stupenl polynomu R(x) je mensi nez stupeii polynomu Q(x).

Piiklad 3.1.

Zadani: Dé&lte polynom f = 6x7 + 19x* + 7 polynomem g = 3x3 + 5.

Ptepsani zadani a jeho vysledek:

—15x +7
3x3+5°

K tomuto vysledku dojdeme nasledujicim zpiisobem. Snazime se postupné zbavovat

(6x7 +19x* + 7): (3x3 +5) = 2x* + 3x +

nejvyssich mocnin, proto jako prvni vypoéteme 6x7:3x3 = 2x* a pak vynasobime
vysledek délitelem. Tedy (2x*).(3x3 4+ 5) = 6x7 + 10x*. Od naseho zadani tento
vysledek odeéteme a dostaneme 9x* + 7. Tento mnohoélen opét vydélime ¢islem 3x3
tedy 9x*:3x3 = 3x a postupujeme stejné jako v predchozim kroku az do té doby nez
dostaneme nulu nebo zbytek. V nasem piipadé se jedna o zbytek, ktery je ve tvaru
(=15x + 7).

Priklad 3.2.

V tomto ptiklad€ pouzijeme déleni polynomil dvou neurcitych.

Zadani:

Dé¢lte polynom f = 4x%y? — 3x%y + 2x — y? polynomem g = x?y + x2 + 3y.
Reseni:

(4x%y? —=3x%2y + 2x —y?): (x®y +x2 +3y) =4y — 7
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—4x2%y% — 4x%y — 12y

—7x%y —11y?% + 2x
7x*y + 7x* + 21y
7x% — 11y? + 2x + 21y.

Polynom f muizeme piepsat do tvaru:

(x%y +x% 4+ 3y).(4y — 7) + 7x? — 11y? + 2x + 21y.

Definice 3.2.: Definice termu
Necht F[x!, x2,..,x™] je okruh polynomi n neuréitych nad t&lesem F. Termem
i

(V X1, Xz, ..., X,,) Tozumime kterykoli prvek mnoziny T = {x,1x% ... x,;7; i3, i3, ..., iy, jSOU

cela nezaporna Cisla}.

Piiklad 3.3.

xtadxs, x2x,x3, x1x2x35,1 = x2x2x2 jsou termy (v x;x,x3).

Definice 3.3.: Uplné uspoiadani termd
Piipustnym uplnym usporaddnim, znaime <t, na mnozin¢ termi T nazyvame
uspotadani takové, ze pro vSechny termy s, t, U € T plati:
a) xdxd..x0=1<,t
b) Jestlize s < t, pak téZ s.u <y t.u.
Jsou rizné druhy uspotadani, uvedu zde dvé a to lexikografické uspofadani termd a

inverzni lexikografické usporadani termi podle (uplného) stupné.

Definice 3.4.: Lexikografické uspotfadani termt
(Cisté) lexikografické uspoiadani termti <, je definovano takto:
X170 <p x0txg? .. x)t, prave kdy? existuje m e N takové, Ze

im< Jma zaroven ix = jxy prok € {1, 2, ..., m-1}.

Priklad 3.4.
Zadani: Mnozinu termt {x?y?,xz,z? yz,x? y?z% x,xy} lexikograficky uspotadejte
(pokud z < y < x).

Reseni: z <; 22 <, yz <, y?2? <, x <, xz <, xy <, x? <, x%z <, x?y? <.
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Definice 3.5.: Inverzni lexikografické uspotadani termi podle (upIlného) stupné

Necht' t = xilxiz XM A u= x{lxgz .. X} jsou dva termy a deg(t) = X7, ir,
deg(u) = Y- Jjx Jejich (Gplné) stupné. Inverzni lexikografické uspoiadani terma
podle (Gplného) stupné nebo strucnéji jen usporadani termt podle (uplného) stupné je

definovano: t = xilxéz x,l{‘ <p x{lxgz x,’l" = u, pravé kdyz bud’ deg(t) < deg(u),

nebo (deg(t) = deg(u) A(3re N)(i,, > jraig =jspros =r+1,..,n).

Definice 3.6.

Necht' f € F[xq, x5, ...,x,] je polynom a <t pfipustné uspoiadani termd z mnoziny
T[x1, x5, ..., Xn]. Kazdy z monoma vyskytujicich se v polynomu f je soucinem jistého
prvku ztélesa F a jisttho termu z mnoziny T[xy,Xy,...,%X,]. Nejvétsi zterml
vyskytujicich se v polynomu f nazveme vedoucim termem polynomu f a budeme jej
znacit Itr(f). PrisluSny monom nazveme vedoucim monomem polynomu f a oznacime
Imr(f) a koeficient z télesa F v tomto monomu se vyskytujici nazveme vedoucim
koeficientem polynomu f a budeme jej znacit Icr(f). Plati tedy Im¢(f) = lcr(f). It(f).
Pokud je zifejmé, jaké pripustné usporadani termli <t je v dané situaci uzito, piSeme

prosté jen It (f), Im (f), Ic (f).

Priklad 3.5.

Zadani: Urcete vedouci term, vedouci monom a vedouci koeficient polynomu

g = 6x%y? — 2x%z + 3xy — z. Jednotlivé termy polynomu g jsou lexikograficky
uspofadané (pokud x >y > z).

Reseni: Nejvétsim termem polynomu g je term x2y2, proto je vedoucim termem.

Vedouci monom je ¢len 6x2y? a vedouci koeficient polynomu g je koeficient 6.

Definice 3.7.

Necht’ p, g jsou dva nenulové polynomy z oboru integrity Flx;, x5, ..., x,], kde F je
komutativni t&leso. Rekneme, Ze polynom p se redukuje modulo q (pii daném
pripustném usporadani termti <r), jestlize v polynomu p existuje monom m, ktery je

délitelny vedoucim monomem Im(q) polynomu g.
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Véta 3.8.

Jestlize zadny monom polynomu p neni délitelny vedoucim monomem polynomu (,
pak fikame, Ze polynom p je v normalnim tvaru vzhledem ke . Obdobn¢ fikame, Ze
polynom p je vnormalnim tvaru vzhledem k mnozin¢ Q = {q4,q5, ..., qm}, jestlize
zadny monom v polynomu p neni délitelny Zzadnym z vedoucich monomu polynomti g,

i=1,2,...,m.

Definice 3.9.

Je-li p normalni tvar polynomu f vzhledem ke Q, tj. je-li p polynom, ziskany z f
provedenim kone¢ného poctu redukci, pricemz p jiz neobsahuje zadny monom, ktery
by byl délitelny vedoucimi monomy polynomui z mnoziny Q, pak piseme p = normalf

(f, Q). Je-li specialné Q = {q} jednoprvkova mnozina, pisSeme pouze p = normalf (f, q).

Piiklad 3.6.

Zadéani: Vypoditejte normalni tvar polynomu f = 7xy? + 3xy — 6x + 6y mnoziny
G = {91, 9.}, kde g; = x*y + 2xy? — 2x + 2y a g, = 3xy — y% — 3y.

Reseni:

Polynom f budeme postupné redukovat pomoci polynomt g4, g,.

Od polynomu f odecteme %y.gz. Po dosazeni dostavame polynom

7xy? + 3xy — 6x + 6y — 7xy? + §y3 + 7y? =3xy — 6x + 6y + §y3 + 7y2.
Polynom, ktery nam vysel, si ozna¢ime jako f;. Nyni budeme od polynomu f; odecitat
polynom g,.

Po dosazeni dostavame polynom

3xy — 6x + 6y + §y3 +7y? —3xy+y2+3y=—6x+9y + §y3 + 8y2. Tento
polynom jiz nemizeme dale zjednoduSovat. Nasli jsme tedy normalni tvar polynomu f,

ktery si ozna¢ime h a mizeme psat h = normalf (f, G) = —6x + 9y + §y3 + 8y2.

Definice 3.10.
Necht’ p, g jsou dva polynomy z oboru integrity F[x;, x5, ..., X, ], na némz je zavedeno

pripustné uspofadani termti <p. S-polynomem polynomi p,  nazyvame polynom

Spoly (p, q) = lem (Imq (), Imy (q)). (lm: " <q>)'
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Kde Icm je nejmensi spoleény nasobek prvki a Imy je vedouci monom polynomu.

Priklad 3.7.
Zadani: M¢jme soustavu rovnic z prikladu 2.2.2.4., ozna¢me si polynomy
g1 =x*+2yz—6y —6z+ 12
go =2xz —6x +y* — 62+ 12
gz = 2xy — 6x — 6y + z% + 12
a vypocitejme S-polynomy téchto polynomil. Polynomy jsme si lexikograficky
uspoiadali (pokud x > y > z).
Reseni:
Uréime si nejmensi spoleény nasobek polynomt g4, g,, tj. lem(x?, 2xz) = 2x2%z.

Spoly (g1, g») = 2x?z. (% - Zgz_zx

)= 2Z.g1 — X. g5
=2z.(x* +2yz—6y+ 12— 62) —x.(2xz — 6x + y? — 62 + 12)
= 2x%z + 4yz? — 12yz — 122% + 24z — 2x?z + 6x? — xy? + 6xz — 12x
= —xy? + 6xz + 6x% — 12x + 4yz® — 12yz — 122% + 24z.
Nyni si uréime nejmensi spole¢ny nasobek polynomd g4, gs, tj. lem(x?,2xy) = 2x2y.

Spoly (g1, g3) = 2x%y. (% = 2) = 2y.9, — x.95
=2y. (x> +2yz — 6y + 12 — 62) — x. 2xz — 6x + y? — 62 + 12)
= 2x%y + 4y%z — 12y% — 12yz + 24y — 2x%y + 6x% + 6xy — xz%2 — 12x
= 6x2 + 6xy — xz> — 12x + 4y%z — 12y? — 12yz + 24y.
Jako posledni si stejnym zptasobem ur¢ime nejmensi spole¢ny ndsobek polynomu
92,93, tj. lem(2xz,2xy) = 2xyz.

Spoly (g2, 95) = 2xyz. (L - ) =y g, - z.g,

2xz 2xy
=y.(2yz—6x +y?— 6z +12) — z.(2xy — 6x — 6y + z% + 12)
= 2xyz — 6xy + y3 — 6yz + 12y — 2xyz + 6x2 + 6yz — 23 — 122

=6xz —z3— 12z — 6xy + y3 + 12y.

Priklad 3.8.

Zadani: Mé&jme soustavu rovnic z piikladu 2.2.2.6., ozna¢me si polynomy
g1 =x%+5x+2yz—2
g =2xz+y*+5y—2
gs = 2xy +2z?+5z—2
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a vypocitejme S-polynomy téchto polynomil. Polynomy jsme si lexikograficky
uspoiadali (pokud x > y > z).

Reseni:

Jako v piedchozim ptiklad¢ si nejdiive ur¢ime nejmensi spole¢ny nasobek polynomi
91, g2, 1j. lem(x?,2xz) = 2x?z.

91 _ 92
x2  2zx

Spoly (g1,92) = ZXZZ.( ) =22.0; —X. gy =
=2z (x*+5x+2yz—2)—x.(y? + 2xz+ 5y — 2) =
= 2x%z + 10xz + 4yz? — 4z — 2x%z — xy? — Sxy + 2x =
= 10xz + 4yz? — 4z — xy? — 5xy + 2x.
Nyni si uré¢ime nejmensi spoleény nasobek polynomiig,, gs, tj. lem(x?, 2xy) = 2x2y.

spoly (g1, g3) = 2x%y. (4 - 2

) =2y.01—%.g3 =
=2y. (x> +5x+2yz—2)—x.(z>+2xy + 5z —2) =
= 2x%y + 10xy + 4y?z — 4y — 2x%y — xz?> — 5xz + 2x =
= 10xy + 4y?z — 4y — xz? — 5xz + 2x.
Jako posledni si uréime S-polynom polynomi g,,g;, takze si urime nejmensi
spole¢ny nasobek polynomt g,, gs, tj. lem(2xz, 2xy) = 2xyz.

Spoly (g, gs) = 2xyz. (£ - 2

2xz ZZny) = Y927 293 =
=y.(y>+2xz+5y—2)—z.(z2+ 2xy + 5z —2) =
=2xyz +y3 +5y% — 2y — 2xyz — z3 — 5z% + 2z =

=y3+5y%2 — 2y —z3 — 522 + 2z

Piiklad 3.9.
Zadani: Méjme soustavu rovnic z ptikladu 2.2.2.3., ozna¢me si polynomy
g1 =x*—4y+7
g, =y?—6z+ 14
gs = —2x+2z>—7
a vypocitejme S-polynomy téchto polynomil. Polynomy jsme si lexikograficky
usporadali (pokud x >y > z).
Reseni:
Jako v predchozich piikladech si nejdiive ur¢ime nejmensi spoleény nasobek polynomi

g1, g2, ti- lem(x®,y?) = x?y?.
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spoly (g1, 92) = x?y?. (4 - &2

)=y%g1 —x%.g; =

=y (x?—4y+7)—x2(y?—6z+14) =
= x2y? — 4y3 + 7y? — x%y? + 6x%z — 14x? = 6x%z — 14x? — 4y3 + 7y?,
Ur¢ime si nejmensi spoleény nasobek polynomi g4, gs, tj. lem(x?, —2x) = —2x2.

Spoly (g1, 93) = —2x>. (& -5

e =20 -xe=

=-2.(x*—4y+7) —x.(—2x+2z*-7)=-2x2+8y— 14+ 2x* — z?x + Tx =
= —xz?+7x + 8y — 14.

Jako posledni si uréime S-polynom polynomi g,,g;, takZe si urime nejmensi

spole¢ny nasobek polynomil g,, g3, tj. lem(y?, —2x) = —2xy2.

Spoly (g2, g3) = —2xy? (% - £2) = ~2x9, - y?g5 =
=2x(y?—6z+14) —y?(-2x+2z*2-7) =

= —2xy% + 12xz — 28x + 2xy? — z?y? + 7y? = 12xz — 28x — z%y? + 7y2.

Priklad 3.10.
Zadéni: M¢&jme soustavu rovnic z ptikladu 2.2.2.7., ozna¢me si polynomy
g1 =x*+6y+6z—85
gz = 6x+y*+62z—85
gs = 6x + 6y + 22 — 85
a vypocitejme S-polynomy téchto polynomil. Polynomy jsme si lexikograficky
uspofadali (pokud x >y > z).
Reseni:
Spoly (g1, g2) = 6x*. (%— i_;) =6.01 —X.g2 =
=6.(x?+ 6y + 62 —85) — x.(6x + y*> + 62 — 85) =
= 6x% + 36y + 36z — 510 — 6x? — xy? — 6xz + 85x =
= —xy? — 6xy + 85x + 36y + 36z — 510.

91_ g
x2 6x

Spoly (g1, 93) = 6x2-( ) =6.01 - x93 =
=6.(x%2+ 6y + 6z —85) —x.(6x + 6y + z> — 85) =
= 6x? + 36y + 36z — 510 — 6x? — 6xy — xz? + 85x =
= —6xy — xz% + 85x + 36y + 36z — 510
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Spoly (g, g3) = 6x. (i_; - i_;) =92—93 =

=6x+y?+6z—85—(6x+ 6y +22—85)=
=6x+y%+6z—85—6x—6y—2z>+85=
=y?—6y—z%+62

Priklad 3.11.
Zadani: Vypocitejte Spoly (g1,92), Spoly (g1, 93), Spoly (g2, g3) a normélni tvary
(konkrétné normalf (Spoly (g1, 92), G), normalf (Spoly (g1,93),G), normalf (Spoly
(g2, 93), G) dané soustavy rovnic:
xt=yz+1
y2=2xz+2
z? = xy + 4.
Pouzili jsme soustavu rovnic z ptikladu 2.2.2.5.
Reseni:
Nejdiive si ozna¢ime polynomy g, = x2 —yz— 1,9, = —xz + y* — 2,
gs = —xy + z? — 4. Tyto polynomy jsme si jiz lexikograficky uspofadali (pokud
x >y > z). Mnozina G je tvotena polynomy g4, g», g3-
Nyni budeme fesit S-polynom polynomt g4, g,. Ur¢ime si nejmensi spole¢ny nasobek

lem (x2,—xz) = —x?z.

Spoly (g1, 92) = —x?z. (i_; - _J;;Z) =201 %92 =
=—z.(x2—yz—1)—x.(—xz+y?>—2)=—x*z+yz’ + z+ x*z—xy?> + 2x =
=2x +yz? +z — xy?.

Ted kdyZ znadme S-polynom polynoml g;,g, si ur¢ime normalni tvar tohoto
polynomu.

Normalf (Spoly (g1,92),G) = 2x +yz? +z—xy?> —y.gs = 2x + yz?> + z — xy? +
xy? —yz? +4y = 2x + 4y + z

Ted si vypocitame S-polynom polynomi g;, g;. Opét si ur¢ime nejmensi spolecny
nasobek lem (x?%, —xy) = —x?y.

g3

_xy) =—Y.01—X.gs =

Spoly (g1, g3) = —xy. (% -
=—y.(x?—yz—1) —x.(—xy+z2—4)=—x%’y+yz? +y+ x%y —xz? + 4x =
=y?z+y—xz%+4x.
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Kdyz zname S-polynom polynoml g;,g;, muzeme si urcit normalni tvar tohoto
polynomu.

Normalf (Spoly (g1, 95),G) = y?z+y —xz?> + 4x — z. g, =
=—xz’+4x+y*z+y+xzt—y’z+2z=
=4x+y+2z2—-2.2x+4y+z)=4x+y+2z—4x -8y — 2z = —Ty.
Posledni S-polynom, ktery nam chybi spocitat je S-polynom polynomd g,, gs. Nejprve

si uréime nejmensi spole¢ny nasobek lem (—xz, —xy) = —xyz.
= — — 92 4 93\ _ _ —
Spoly (g2, 93) = xyz.( -t _xy) =—y.g,+2.93 =

=—y.(—xz+y>—2)+z.(-xy+z2—4)=xyz—y3+ 2y —xyz+ 23 — 4z =
=—y3+2z3+2y—4z
Nyni, kdyz zname Spoly (g,,g3) nam nic nebrani k tomu, abychom vypocitali i

normalni tvar praveé vzniklého polynomu.

Normalf (Spoly (g3, 93),G) = —y3 + z3 + 2y — 4z — ;yz.gs =

2
=—y3+2y+z3—4z+y3=—y3+z3+2y—4z+y3=2y+z3—4z+;.gs=

=2y+2z3—4z—-2y=2z3-4z

Myslim si, ze jsme S-polynom dostate¢né procvicili a tak mizeme piejit na definici
Grobnerovych bazi.
Vypocet S-polynomu se da udélat i v matematickém programu, coz ukazu v kapitole

4.3., ve které vypocitam néekteré tyto priklady.
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4 Buchbergeriv algoritmus. Grobnerovy baze a jejich

uZiti pri reSeni soustav algebraickych rovnic

Veskeré definice a véty jsou prevzaty z [3], [1].

4.1 Grobnerovy baze

Uziti Grobnerovy baze je zplsob feSeni soustavy algebraickych rovnic. Pomoci této
baze muzeme soustavy upravit na jednodussi, které pak dokazeme snadno spocitat.
Mohou byt pouzity pro feSeni problém, které jsou bézné povazovany za vypocetné
tézké. Pomoci Grobnerovy baze je mozné napiiklad rozhodnout 0 feSitelnosti souboru

polynomialnich rovnic nad télesem komplexnich ¢isel.

Poznamka:
Grobnerovy baze byly zavedeny do matematiky v roce 1965. Jsou pojmenovany po
rakouském matematikovi Wolfgangu Grobnerovi. Presto je do matematiky zavedl

Bruno Buchberger, ktery je pojmenoval po svém $koliteli. [13], [14].

Abychom mohli napsat definici Grébnerovy baze, musime si jesté fici, co znamena

baze idealu.

Definice 4.1.1.: Baze idealu
Necht' | je ideal komutativniho okruhu R. Mnozina {a,,a,,:-,a,} prvki tohoto
okruhu se nazyva bazi idedlu |, jestlize i = Z}l:lajrj, kderje Rproj=1,2,..,n.

PiSeme I = (ay,a,, ..., a,).

Definice 4.1.2.: Grébnerova baze

Necht’ v oboru integrity F[x;, x5, ..., x,] je zavedeno pfipustné uspofadani <;. Baze
G =1{91,92 ', gm} idedlu | se nazyva Grobnerovou bazi, pravé kdyz normalni formy
polynomiti modulo G jsou uréeny jednoznaéné, tzn., ze V f € F[x1, x5, ..., x,] plati: je-li

g =normalf (f, G) ah = normalf (f, G), pak g = h.
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Véta 4.1.3.

Necht’ v oboru integrity F[x;, x5, x,,] je zavedeno piipustné uspofadani termi <.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

a) G =1{91,92,9m}je Grobnerovou bazi.

b) Pro vSechny prvky g idealu (G) je normalf (g, G) = 0.

c) Pro vSechny f, g € G je normalf (Spoly (f, g)) = 0.

Definice 4.1.4.
Rekneme, e Grobnerova baze G ideélu je redukovana, jestlize pro viechny polynomy
g € G je g=normalf (g,G —{g}). Dale feckneme, Z7e Grobnerova baze G je

monicka, jestlize pro v§echny g € G je Ic(g) = 1.

Priklad 4.1.1.
Zadéni: Reste soustavu rovnic v oboru realnych &isel pomoci Grobnerovy baze
x2+1=2y
y2+1=2x.
PouZijeme soustavu rovnic z piikladu 2.2.2.1. Mame mnoZinu G = {g;,9,}, kde
g1=x*-2y+1a g, =-2x+vy%?+1. Polynomy g,,g, jsou uspofddané podle
lexikografického usporadani (pokud x > y).
Reseni:
Vypocteme S-polynom polynomt g4, g,.

Spoly (g1,92) = —2x%. (% —22) = —2.(x* 2y + 1) —x.(—2x +y? + 1) =

x?  —2x
=—2x2+4y —2+2x* —xy* —x =4y —xy? —x - 2.
Nyni zjistime normalni tvar S-polynomu polynomt g4, g,.

2 _

2 1 1
4y—xy2—x—2—y7.g2=4-y—xy2—x—2+xy2—5y4—5y =
1 1 1 1 1 1 1

=4y —x—2—=yt—cy?—c. gy =4y —x—2—-y*——yi4x——yi——=
y—x SV =5y =5 ga =4y —x AP AR s S

1 5
_ a4 N2
=4y 2Y Y oo

Vznikly polynom oznac¢ime g a pfidime do mnoziny G a budeme pocitat S-polynom

polynomt g4, g3.
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1 g g
Spoly (g1, 93) = —x2.5y4. <x_;_ ?i},) =

5

1 1
A (2 _ 42 N S e
= 2y.(x 2y +1) x.(4y SV -y 2)

1 1 5 1

1 5
=y%— Ey“ —4x2%y + Exz + x2y2.

Zjistime si normalni tvar S-polynomu polynomu g4, g3, ktery ozna¢ime h = normalf
(Spoly (g1, 93), G).

y® — %y“ — 4x%y + gxz +x%y? —yt g, =y° — %y”‘ — 4x%y +§x2 + x2y? —
x2y24+2y3 —y? = yS =Syt —aaly + 2x2 + 2% — )2 + 4y. gy = y5 — 2yt -
4x2y+§x2 +2y3 —y? +4x%y — 8y + 4y = y° —%y‘* +§x2 +2y3 —9y% +
4y—§.gl =y° —%y4+§x2 + 2y3 — 9y? +4y—§x2 +5y—§=y5—%y4+

2y3 — 9y? +9y—§+2y.g3 =y5—%y4+2y3 — 9y? +9y—§+8y2 — 5y —y° —
2y3 = =2yt —y?+4y—2—g; =0.

Normalf (Spoly (gi1,93),G) =0, je tedy splnéna podminka véty 4.1.3.c) a my

nebudeme mnoZinu G rozsifovat a pfejdeme na feSeni S-polynomu polynomt g,, g3.

e N 1
Uréim si nejmensi spole¢ny nasobek lcm (—2x. > yh).

Spoly (g,, g3) = —x.y*. ( %2 _ £> =

- _14
2x zy

1 1 5
= —Ey“. (—2x+y*+1) —2x.<4y——y4—y2 ——> =

2 2
1 1
= xy* = 5y° =5yt +8xy — 5x —xy* — 2xy° =
1 1
= —5¥° =5 ¥* +8xy - 5x — 2xy?,

Nyni si vypoéitame normalni tvar, zna¢ime: normalf (Spoly (g, g3), G).

—%yf’ —%y“ + 8xy — 5x — 2xy? —y%. g, = —%y6 —%y“ + 8xy — 5x — 2xy? +
2xy? —y*—y? = —2yS —2y* —y2 £ 8xy — 5x + 4y.(g;) = —;¥° —2y* -

y? + 8xy — 5x — 8xy + 4y3 + 4y = —%y6—§y4+4y3—y2+4y—5x—§.g2 =
5

—%y6—2y4+4y3—y2+4y—5x+5x—§y2——

—_1,6_3.4 3 —
S= TRy oy HAyT + 4y
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752 _5_ 2 o __1.6_3 4 3 752 5,1 6., 4 _ 403,52 _
SY ST YRgs = oy oy Ay T Ay — oyt ooy YT Ayt oyt =
Y142 a5 _

Sy -yt -4y —5—-93=0.

Normalf (Spoly (g5, g3), G) = 0, nebudeme tedy mnozinu G roz$ifovat.

Vznikla ndm Grébnerova baze, kterou tvoii tii polynomy g, = x?+1-—2y,
g,=y*+1-2x,9, =4y — g — %y“ —y2.  Mame mnozinu G = {g,,92 g3}
Polynomy si nyni upravime podle lexikografického usporadani (pokud x > y) takto:

g, =x*=2y+1,9,=-2x+y*+1,g,= —%y‘*—yz +4y—g.

Nyni Grobnerovu bazi upravime do redukované Grobnerovy baze.

Ovéiime, zda néjaky term polynomu g, nalezi idealu (lt(G — {g,})). Vidime, Ze term
x je délitelny vedoucim termem polynomu g, a plati tedy, Ze xe ({t(G — {g1}))-
Polynom g; nepatii do redukované Grobnerovy baze, a proto jej mizeme z mnoziny G
odebrat.

Stejnym zpusobem ovéfime polynom g,. Polynom g, nalezi idealu (lt(G — {g,})),
proto tento polynom nélezi do redukované Grdobnerovy béaze. Polynom gz ovétime
stejnym zpisobem jako polynom g;, g,. Zjistime, ze polynom g; patii také do
redukované Grobnerovy baze.

Nyni méame redukovanou ale ne monickou Grébnerovu bazi, upravime tedy
redukovanou Grébnerovu bazi na monickou a redukovanou Grobnerovu bazi.

Aby Grobnerova baze byla v monickém tvaru, musime polynom g, vydélit —2,
vznikne ndm polynom x — % y? — % a polynom g5 vynasobit —2, vznikne nam polynom
y*+2y* — 8y +5.

Zadanou soustavu

x2+1=2y
y2+1=2x
mulzZeme upravit na tvar
1 1
——yZ_—_=0
*72Y 72

y*+2y2 -8y +5=0.
Z druhé rovnice si vypocitame y, které dosadime do prvni a ziskdme nezndmou x.
Usnadnime si pocitani a pouzijeme pocitac, ktery nam druhou rovnici zapiSe

Vv soucinovém tvaru pomoci pitkazu factor(y* + 2y? — 8y + 5), dostavame vysledek
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(y? + 2y +5).(y — 1)%2. Z druhého sou€inového tvaru vidime, ze y = 1. V prvnim
sou¢inovém tvaru nam vznikla kvadratickd rovnice, kterou vyfeSime pomoci
diskriminantu D = 4 — 20 = —16, rovnice nema v oboru realnych ¢isel feseni. Mame
tedy jeden vysledek y = 1, ktery dosadime do prvni rovnice a dostdvame x = 1.

Oborem pravdivosti P je mnozina {(1,1)}. Vysledek se shoduje s vysledkem, ke

kterému jsme se dostali i v prikladé 2.2.2.1.

Piiklad 4.1.2.
Zadani: Vypoctéte soustavu rovnic z prikladu 2.2.2.8. pomoci Grobnerovych bazi.
Ptipomeneme si zadanou soustavu rovnic:
x% 4+ y% =20

2x + 2y + 2xy = 15.
Reseni:
Nejprve si uréime nejmensi spoledny nasobek lem (X%, 2xy) = 2x%y.
Oznac¢ime si polynom g; = x% + y? — 20 a polynom g, = 2xy + 2x + 2y — 15. Tyto
polynomy jsou v lexikografickém uspotadani (pokud x > y). Mame tedy mnozinu G,
kterou tvoti polynomy g, g,.
Vypocitame si S-polynom polynomu g4, go.

Spoly (g1, g2) = 22%y. (% - ) = 2y.9, —x.g, =

x2  2xy
=2y.(x2+y?—20) —x.(2xy + 2x + 2y — 15) =
= 2x%y + 2y3 — 40y — 2x%y — 2x% — 2xy + 15x =

= 2y3 — 40y — 2x% — 2xy + 15x.

Ur¢ime si normalni tvar, ktery oznac¢ime h = normalf (Spoly (g1, g2), G) tak, Ze
posloupnosti nékolika redukci polynom z mnoziny G dojdeme bud k0, nebo
k polynomu, ktery jiz nejde délit zadnym z polynomii mnoziny G.

—2x% = 2xy + 15x + 2y3 — 40y + 2. g, = —2x% — 2xy + 15x + 2y3 — 40y +

2x%2 4+ 2y? — 40 = —2xy + 15x + 2y3 + 2y2 — 40y — 40 + g,. 2xy + 2x + 2y —
15) = —2xy + 15x + 2y3 + 2y2 — 40y — 40 + 2xy + 2x + 2y — 15 = 17x +

2y3 +2y? — 38y — 55 = h.

Tento polynom jiz nelze redukovat, proto si tento polynom oznacime jako polynom gs,
ktery pfidame do mnoziny G. Musime tedy vypocitat Spoly (g1, g3), Spoly (g, g3) a

normalni tvar polynomi g;, gz a normalni tvar polynomi g,, gs.
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Spoly (g1, g3) = 17x2. (% — 197‘;) =17.9, — x.g3 =
=17.(x* + y2 = 20) — x.(17x + 2y3 + 2y? — 38y — 55) =
= 17x% + 17y? — 340 — 17x? — 2xy3 — 2xy? + 38xy + 55x =

= 17y% — 340 — 2xy3 — 2xy? + 38xy + 55x.

Uréime normalni tvar h = normalf (Spoly (g4, g3), G).

—2xy3 — 2xy% + 38xy + 17y% + 55x — 340 + y2. g, = —2xy3 — 2xy? + 38xy +
17y? + 55x — 340 + 2xy? + 2y3 + 2xy3 — 15y? = 38xy + 17y? + 55x — 340 +
2y® —15y% —19.g, = 38xy + 17y? 4+ 55x — 340 + 2y3 — 15y? — 38x — 38y —
38xy + 285 = 17y? + 55x — 340 + 2y3 — 15y2 — 38x + 285 = 2y? + 2y3 +

17x — 38y —55—g; = 0.

Vyslo nam h = normalf (Spoly (g1, g3), G) = 0, takZe spliiuje podminku podle bodu c)
véty 4.1.3. Nebudeme tedy mnozinu G rozsifovat a budeme dale pokracovat v pocitani

S-polynomu polynomt g,, gs.

Spoly (g2, g3) = 34xy. (—2‘9—2 + &)

vy T 1x) = —-17.g, + 2y.g3 =
= —17.(2xy + 2x + 2y — 15) + 2y. (17x + 2y3 + 2y%? — 38y — 55) =
= —34xy — 34x — 34y + 255 + 34xy + 4y* + 4y3 — 76y% — 110y =

= —34x + 4y* + 4y3 — 76y? — 144y + 255.

Uréime normalni tvar h = normalf (Spoly (g2, g3), G).

—34x + 4y* + 4y3 — 76y? — 144y + 255 + 2. g5 = —34x + 4y* + 4y3 — 76y —
144y + 255 + 34x + 4y3 + 4y? — 76y — 110 = 4y* + 8y3 — 72y? — 220y +

145 =h

Tento polynom jiZ nelze redukovat, proto si ho oznac¢ime jako g4 a pfidame ho do
mnoziny G, ktera nyni obsahuje ¢tyfi polynomy.

Tim, Ze jsme pfidali polynom, musime spocitat S-polynomy a normadlni tvary.
Konkrétné Spoly (g1, 94), Spoly (g2, g4), Spoly (g3, g4) a normalni tvar normalf
(Spoly (g1, g4), G), normalf (Spoly (g2, g4), G), normalf (Spoly (g3, g.). G).

g1 94
x2  4y%

Spoly (g1, g4) = 4x%y*.( )=4y*. g1~ 2%, =
= 4y*. (x% + y? — 20) — x%. (4y* + 8y3 — 72y — 220y + 145) =

= 4y® — 80y* — 8x%y3 + 72x%y? 4+ 220x%y — 145x2.
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Ur¢ime si normalni tvar h = normalf (Spoly (g1, g4), G).

4y% — 80y* — 8x%y3 + 72x%y? + 220x%y — 145x? + 8y3. g, = 4y® — 80y* —
8x2y3 + 72x%y? + 220x%y — 145x% + 8x2y3 + 8y° — 160y3 = 72x%y? +
220x%y — 145x2% + 4y® — 80y* + 8y> — 160y3 — 72y2. g, = 72x%y? + 220x%y —
145x% + 4y° — 80y* + 8y° — 160y — 72x%y? — 72y* + 1440y? = 220x?%y —
145x% + 4y% — 152y* + 8y° — 160y3 + 1440y2 — 220y. g; = 220x?y — 145x2 +
4y% — 152y* + 8y° — 160y3 + 1440y? — 220x%y — 220y3 + 4400y = —145x2 +
4y% — 152y* + 8y°> — 380y3 + 1440y2 + 4400y + 145.g; = —145x? + 4y° —
152y* + 8y° — 380y3 + 1440y? + 4400y + 145x2 + 145y2 — 2900 = 4y° +

8y° — 152y* — 380y3 + 1585y2 + 4400y — 2900 — y2. g, = 4y® + 8y° —

152y* — 380y3 + 1585y + 4400y — 2900 — 4y — 8yS + 72y* + 2203 —
145y = —80y* — 160y + 1440y? + 4400y — 2900 + 20. g, = —80y* —

160y3 + 1440y? + 4400y — 2900 + 80y* + 160y3 — 1440y — 4400y + 2900 =
0.

Normalni tvar h = normalf (Spoly (g1, 94), G) = 0, proto jiz nebudeme mnozinu G
roz§ifovat a budeme pocitat S-polynom polynomi g,, g,.

SPoly (g2, ga) = 4xy*. (2 — &) = 2y°. g, = x%. g, =

2xy
=2y3.(2xy + 2x + 2y — 15) — x. (4y* + 8y3 — 72y? — 220y + 145) =

= —4xy3 — 30y3 + 72xy? + 220xy — 145x + 4y*.

Uréime si normalni tvar h = normalf (Spoly (g2, g4), G).

—4xy3 —30y3 + 72xy? + 220xy — 145x + 4y* + 2y%. g, = —4xy3 — 30y3 +
72xy? + 220xy — 145x + 4xy> + 4xy? + 4y3 — 30y? = 76xy? + 220xy —

145x + 4y* — 26y3 — 30y? — 38y. g, = 76xy? + 220xy — 145x + 4y* — 26y3 —
30y% — 76xy? — 76xy — 76y? + 570y = 144xy — 145x + 4y* — 26y3 — 106y? +
570y — 72.g, = 144xy — 145x + 4y* — 26y3 — 106y? + 570y — 144xy —

144x — 144y + 1080 = —289x + 4y* — 26y3 — 106y? + 426y + 1080 + 17. g3 =
—289x + 4y* — 26y% — 106y? + 426y + 1080 + 34y? + 34y3 + 289x — 646y —
935 = 4y* + 8y3 — 72y — 220y + 145 — g, = 0.

Normalf (Spoly (g2, g4), G) = 0, proto nebudeme mnozinu G rozsifovat.

Spoly (g3, gs) = 68xy*. (L — 22) = 4y*. g, — 17x.g, =

17x  4y*
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= 4y* (17x + 2y3 + 2y? — 38y — 55) — 17x. (4y* + 8y3 — 72y% — 220y +
145) = —136xy3 + 1224xy? + 3740xy + 8y” + 8y® — 152y° — 220y* — 2465x.

Uréime si normalni tvar h = normalf (Spoly (g3, g4), G).

—136xy3 + 1224xy? + 3740xy + 8y’ + 8y° — 152y° — 220y* — 2465x +
68y2. g, = —136xy> + 1224xy? + 3740xy + 8y’ + 8y® — 152y° — 220y* —
2465x + 136xy3 + 136xy? + 136y3 — 1020y? = 1360xy? + 3740xy — 2465x +
8y7 + 8y° — 152y° — 220y* + 136y — 1020y? — 680y. g, = 1360xy? +
3740xy — 2465x + 8y” + 8y° — 152y5 — 220y* + 136y® — 1020y? — 1360xy? —
1360xy — 1360y? + 10200y = 2380xy — 2465x + 8y’ + 8y°® — 152y° —

220y* + 136y — 2380y2 + 10200y — 1190. g, = 2380xy — 2465x + 8y7 +

8y% — 152y° — 220y* + 136y3 — 23802 + 10200y — 2380xy — 2380x —

2380y + 17850 = —4845x + 8y7 + 8y — 152y5 — 220y* + 136y3 — 2380y +
7820y + 17850 + 285. g5 = —4845x + 8y7 + 8y6 — 152y5 — 220y* + 136y3 —
2380y?% + 7820y + 17850 + 4845x + 570y3 + 570y% — 10830y — 15675 =

8y7 + 8y® — 152y5 — 220y* + 706y3 — 1810y2 — 3010y + 2175 — 2y3. g, =

8y7 + 8y6 — 152y5 — 220y* + 706y3 — 1810y — 3010y + 2175 — 8y” — 16y +
144y° + 440y* — 290y3 = —8y® — 8y° + 220y* + 416y — 1810y2 — 3010y +
2175 + 2y%. g, = —8y°® — 8y° + 220y* + 416y3 — 1810y% — 3010y + 2175 +
8y° + 16y° — 144y* — 440y3 + 290y? = 8y° + 76y* — 24y3 — 1520y? —

3010y + 2175 — 2y.g, = 8y° + 76y* — 24y3 — 1520y — 3010y + 2175 — 8y> —
16y* + 144y3 + 440y? — 290y = 60y* + 120y3 — 1080y? — 3300y + 2175 —
15.9, = 0.

Normalf (Spoly (g3, g4), G) = 0, proto nebudeme opét mnozinu G rozsifovat.

Mame mnozinu G = {g4, g2, 93, 94}, ktera je Grobnerovou bazi a tvoii je polynomy:
g1 =x%+vy%?—-20,g, =2xy + 2x + 2y — 15, g3 = 17x + 2y3 + 2y%? — 38y — 55,
ga = 4y* + 8y3 — 72y% — 220y + 145.

Asi si fikate, Ze mame zbytecné¢ mnoho polynoml. Miate pravdu. NaSe ziskana

Grobnerova baze obsahuje ,,nepotiebné* polynomy. Téchto polynomi se zbavime tak,

7e upravime Grobnerovu bazi na redukovanou Grobnerovu bazi.
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Ovétime, zda né&jaky term polynomu g, nalezi idealu (lt(G — {g,})). Vidime, Ze term
x? je délitelny vedoucim termem polynomu g5 a plati tedy, ze x%e (lt(G — {g,}))
Polynom g; nepatii do redukované Grobnerovi baze, a proto jej mizeme z mnoziny G
odebrat. Stejné ovéfime, zda néjaky term polynomu g, nalezi idealu (lt(G — {g,})).
Term x je délitelny vedoucim termem polynomu g5 a plati, ze xe ([t(G — {g,})).
Polynom g, nepatii do redukované Grobnerovi baze, a proto jej mizeme také odebrat
z mnoziny G. Stejnym zpisobem ovétime i polynomy g3 a g,. Polynomy g5 a g, patii
do redukované Grobnerovi baze.

Grobnerovu bazi nyni tvoii polynomy gz a g, a jejich ndsobky, proto danou bazi
musime dat do tzv. monické baze. Monicka baze je takova baze, kterd ma u vedouciho
termu koeficient 1.

Nyni mame redukovanou a monickou Grobnerovu bazi, ktera je jenom jedind a ma
tvar:

1, 2, 38 55
ga=x+y +—

17 177 177 17
PR 72 5 220 +145
Puvodni soustavu
x% +y%2 =20

2x + 2y +2xy =15
muzeme piepsat do tvaru
17x + 2y3 4+ 2y? — 38y —55=0
4y* + 8y3 — 72y? — 220y + 145 = 0.

Soustavu neméme v monickém tvaru zdmérn€, protoze v monickém tvaru by se Spatné
pocitala.

Danou soustavu jiz dokdzeme snadnéji vyfteSit tak, Zze si druhou rovnici upravime na
tvar (2y? + 14y + 29). (2y? — 10y + 5). Vznikly nam dvé& kvadratické rovnice, které

vyfesime pomoci diskriminantu.

D, = 14?2 — 4.29.2 = 196 — 232 = —36, rovnice nema v mnoxin& vsech redlnych
T st 1 PRV —14+6i _ —7+3i
Cisel feseni. V oboru komplexnich Cisel ma feseni a tim feSenim je y; = —— = —
qvy, — —14=6i _ —7-3i

Yo =—(— = —F—
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104+2vV15 _ 5+V15
4 T2

D, =100 — 40 = 60, rovnice ma dva razné redlné¢ kotfeny y; = a

_10-2V15 _ 515
Y2 = 2 =

Kdybychom neznamou Yy dosadili do prvni rovnice, ziskali bychom neznamou X a
zjistili bychom, Zze vysledky, které nam wvysli, se shoduji s vysledky, které jsme

vypocitali v prikladé 2.2.2.8.

Poznamka: ,,Rucni“ postup pocitani Grobnerovych bazi, jak jste si urc¢it€¢ vsimli, je
velmi zdlouhavy a casové naroc¢ny. Existuje jedno kritérium, diky kterému se nam

prace pii pocitdni normélniho tvaru dvou polynomu trochu usnadni.

Kritérium 1:

Je-li [i, j] € B takova dvojice index, Ze pro vedouci termy polynomii g;, g; € G plati

lem (lt(gi), lt(gj)) = lt(gl-).lt(gj).

kde lcm je nejmensi spole¢ny nasobek dvou polynomu a It je vedouci term polynomu,

pak je normalf (Spoly (g:, 9;), {91 9,}) = 0.

Na zakladé tohoto kritéria jsme v pfedchozim piikladé jiz nemuseli pocitat S-polynom
a normalni tvar polynomdt, kde se objevoval polynom g,. Mohli jsme si tak uSetfit

velkou Cast prace.

Véta 4.1.5.
Jestlize G, H jsou dvé redukované a monické Grobnerovy baze, pro které plati

(G) = (H), potom G = H.
Véta 4.1.6.
Necht’ je dana soustava polynomiélnich rovnic
fl (xll xZI ey xn) = 0

fz(xlleI -";xn) = O

fm(xb X2, "'1xn) = O
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a bud G =1{g4,9, -.,9s} Grobnerova baze idealu (fy, f5, ..., fin) Vv Oboru integrity
F = [xq, x5, ..., Xy ] pii jistém piipustném uspoiadani termt <. Pak soustava
91(xq, x5, e, xp) =0

g2(x1, %2, e, xp) =0

9s(x1, %2, 0, %) =0
ma stejny obor pravdivosti jakou soustava
fi(x1, %o, e, %) =0

fZ('xlr'XZﬁ -";xn) = O

fm(xb xZ; ""le) = O

Véta 4.1.7.
Necht’ je dana soustava polynomialnich rovnic
fl(xl,xZ, ,xn) == 0

fZ(x1Fx2ﬂ "-)xn) =0

fm(xll X2y e 'xn) =0
anecht G = {g4, g5, --., gs} je monicka Grobnerova baze ideélu (f;, f5, ..., fn) V ObOru
integrity F = [xq, X3, ..., X ] pfi jistém piipustném usporadani termi <;. Pak ma dana

soustava feSeni, pravé kdyZ 1 nendlezi G.

Véta4.1.8.
Necht’ je dana soustava polynomidlnich rovnic
f1 (xll XZI LLLN ] xn) = 0

fZ(x]JXZI -";xn) = O

fn (X1, X5, ey x) =0
anecht G = {g,, g5, ..., gs} je Grobnerova baze idealu (fi, f5, ..., f;n) V Oboru integrity
F = [xq, x5, ..., X, ] nad télesem F pfi jistém piipustném usporadani termi <r.
Dana soustava ma kone¢ny pocet feseni, prave tehdy kdyz Grobnerova baze G spliuje

nasledujici podminku: Pro kazdou proménnou X;, i = 1, 2, ..., n existuje v G takovy
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prvek, ze vedouci term v tomto polynomu (vzhledem K relaci termt <) je mocninou

promeénné X;.

Véta 4.1.9.
Necht soustava polynomialnich rovnic
fl (xl; X2y ees xn) =

fZ('xlr'XZﬁ -";xn) = O

fm (X1, %3, 00, %) = 0
ma konecn¢ mnoho feseni. Bud’ F algebraicky uzaviené téleso. Déle bud’ r pocet prvka
vmnoziné L téch termi z F = [xq,xy,...,X,], kterd nejsou nasobkem Zzadného
Z vedoucich termi polynoml zredukované a monické Grobnerovy baze ideédlu
(fi, f2, > fm). Potom pocet feSeni zadané soustavy v télese F, pocitanych i s jejich

nasobnosti, je roven Cislu .

4.2 Buchbergeruv algoritmus

Buchbergertv algoritmus zavedl do matematiky Bruno Buchberger. Tento algoritmus
poskytuje zpusob, jak transformovat libovolnou mnozinu polynomt na ekvivalentni

Grébnerovy baze. V této kapitole jsem Cerpala z [2], [15].

Postup pomoci Buchbergerova algoritmu:

1) Uréime S-polynom pro kazdou dvojici polynoml zadané mnoziny a nalezneme
normalni tvar S-polynomil v zadané¢ mnozing.

2) Pokud je normalni tvar roven 0, nepfidavame zadny polynom do zadané
mnoziny. Pokud je néktery normalni tvar nenulovy, ptfiddme ho do zadané
mnoziny a opakujeme stejny postup do té doby, neZ budou vSechny normalni

tvary nulové.

4.3 Vyuziti pocitacu pri vypoctu Grobnerovy baze

V této podkapitole ukazu, jak pocitat nekteré priklady z kapitoly 2.2.2. pomoci
matematického programu Maple 17.
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Piiklad 4.3.1.
Zadéni: M¢&jme soustavu rovnic z ptikladu 2.2.2.4., ozna¢me si polynomy

f=x*+2yz—6y—6z+ 12

g =2y*>+2yz—6y— 62+ 12

h =2z%+2xy — 6y — 6x + 12.
Vypocitejte S-polynomy této soustavy pomoci pocitace. S-polynomy této soustavy
rovnic jsem pocitala v ptikladé 3.7.
Reseni:
Pomoci pocitace vypocteme S-polynom polynomd f, g.
with(Groebner):
f=x*+2.y.z—6.y—6.z+ 12

fi=x?+2yz—6y—62z+ 12
g=2.xz—6.x+y*—6.z+12

g:=2xz+y*—6x—6z+12
SPolynomial(f, g,plex(x,y,2))

—xy? + 4yz? + 6x% + 6xz — 12yz — 122% — 12x + 24z.

Muzeme si zkontrolovat, ze vysledek pomoci pocitace je stejny jako vysledek, ke
kterému jsme po chvilce pocitani dosli i my.
Nyni si zkontrolujeme vypocet S-polynomu polynom f, h.
with(Groebner):
f=x>+2.y.z—6.y—6.z+ 12

fi=x%4+2yz—6y—6z+ 12
h:=2xy—6.x—6.y+2z>+12

h:=2xy + z?> — 6x — 6y + 12
SPolynomial(f, h,plex(x,y, Z))

—xz% + 4y?z + 6x? + 6xy — 12y% — 12yz — 12x + 24y.

Op¢ét vidime, Ze vysledek se shoduje s naSim vypocitanym vysledkem.
Ted nam chybi ovéfit posledni S-polynom z piikladu 3.7. a to S-polynom polynomi
g, h.
with(Groebner):
g=2xz—6.x+y*—6.z+12

g=2xz+y*>—6x—6z+12
h:=2xy—6.x—6.y+2z>+12
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h:=2xy + z?> —6x — 6y + 12
SPolynomial(g, h,plex(x,y, Z))
y3 —z3 — 6xy + 6xz + 12y — 12z.
Vysledek se opét shoduje s nasim vypocitanym vysledkem. Miizeme tedy prohlasit, ze

pii vypoctu S-polynomu jsme postupovali spravng.
Nyni si stejnym zpiisobem oveiime vysledky z piikladu 3.11.

Priklad 4.3.2.
Zadani: Pomoci pocitate vypocitejte S-polynomy a normalni tvary soustavy rovnic

z prikladu 2.2.2.5. Jednotlivé polynomy si oznacime

Reseni:
Nejprve si spocitame S-polynom polynomd f, g.
with(Groebner):
f=x?—y.z—1
f=x*—yz—1
g=-zx+y*-2
g=—xz+y*-2
SPolynomial(f, g,plex(x,y,z))
—xy? +yz? + 2x + z.
Vysledek se ndm shoduje s nasim vypocitanym vysledkem.
Nyni si oveéfime S-polynom polynomd f, h.
with(Groebner):
f=x*—y.z—1
f=x*—yz—1
h:i=—-x.y+z>—4
h:=—-xy+z?—4
SPolynomial(f, h,plex(x,y, z))
—xz?+yiz+4x +y.

Vidime, Ze vysledek se nam opét shoduje s nasSim vypoctem.
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Jako posledni nam chybi ovétit S-polynom polynomu g, h.
with(Groebner):
g=-zx+y*-2
g=-zx+y*—2
h:=—-x.y+z*—4
h:=—-xy+z*—4
SPolynomial(g, h,plex(x,y, Z))
—y3 + 23 4+ 2y — 4z.

Vysledek se nam opét shoduje s nasim vysledkem. Muzeme tedy tvrdit, Ze pii vypoctu
S-polynomti jsme postupovali spravng.
Ted si ovétime, zde pii vypoétu normalnich tvari S-polynomid jsme postupovali
spravng.
Nejprve si vypocitame normalni tvar S-polynomu polynomi f, g, zna¢ime normalf
(Spoly (£, 9), G).
with(Groebner):
F=2x+yz?+z—y%x

Fi=—xy?+yz>+2x+z
G=[x*—y.z—1,y>—x.z—2,z> —x.y — 4]

G:=[x*—yz—1,y%>—xz—2,22 —xy — 4]
NormalForm(F,G,plex(x,y,z))
2x + 4y + z.

Vidime, Ze normalni tvar vySel stejné, jako kdyZ jsme ho pocitali ,,rucné*.
Pti zaddvani do programu davame za F polynom, ktery chceme mit v normalnim tvaru,
Vv naSem pfipadé S-polynom polynomt f,g a za G dosazujeme mnozinu G, kterd
obsahuje vSechny polynomy.
NormalForm(F,G,plex(x,y,z)) je normalni tvar F z mnoziny G pii lexikografickém
uspofadani (pokud x > y > z).
Nyni si ovétime vypocet normalniho tvaru S-polynomu polynomu f, h.
with(Groebner):
F=4x—-x.2°+y+y%z

F:=—xz’+y%z+4x+y
G=[x*-y.z-1,y>—x.2z-2,2>—x.y—4,2.x+ 4.y + Z]

G:=[x*—yz—1,y>—xz—2,22 —xy —4,2x + 4y + z]
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NormalForm(F,G,plex(x,y,z))
=7y.
Vysledek se opét shoduje s nasim vysledkem. Nyni jsme museli pii zadavani mnoziny
G pridat jeden polynom. Protoze ndm normalf (Spoly (f, g), G) nevysla 0, museli jsme
tento polynom piidat do mnoziny G. Stejn¢ tak musime do mnoziny G piidat i polynom
-7y.
Jako posledni si ovéfime vypocet normalniho tvaru S-polynomu polynomt g, h.
with(Groebner):
F=—y3+2z2342.y—4.z
F:=—-y3+2z34+2y—4z
G:=[x>—y.z-1,y? —x.2z—-2,22—xy—4,2.x+4y+2-7.y]
G=[x*—-yz—1,y>—xz—2,22 —xy —4,2x + 4y + z,—7y]
NormalForm(F,G,plex(x,y,z))
z3 — 4z
Vysledek se nam shoduje s nasim vypocitanym vysledkem. Mizeme tedy prohlésit, ze i
pfi vypoctu normalnich tvard jsme postupovali spravné a mame vSechny nase vypocty

v ptikladé 3.11. zkontrolované v matematickém programu Maple 17.

Ted jsme si ukazali jak spocitat S-polynom a normalni tvar pomoci pocitace. Ukazme
si nyni, jak nalézt Grobnerovu bazi a z toho vypocitat vysledek pomoci matematického

programu.

Piiklad 4.3.3.
Zadani: Ovétime si, zda v prikladé 4.1.1. jsme nasli spravnou Grébnerovu bazi a zda 1
pomoci pocitace dojdeme ke stejnému feSeni soustavy z prikladu 2.2.2.1.
Reseni:
with(Groebner):
F=[x*?-2y+1,y>—2.x+1]
Fi=[x>-2y+1,y?—2x+1]

Basis(F, plex (x, y))

[y* +2y? —8y +5,—y? +2x — 1].
Vidime, Ze Gpravou druhé rovnice tak, ze ji vydélime 2, dostdvame stejnou Grobnerovu

bazi, ke které jsme dosli v ptikladé¢ 4.1.1. Za F dosazujeme zadanou soustavu a
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Basis(F,plex (x,y)) znamena: vypo&itej Grobnerovu bazi z F (tzn. ze zadané
soustavy) pii lexikografickém uspofadani (pokud x > y). Ptikazem solve zjistime
neznamou y:

solve(y* + 2.y —8.y +5)

-1-21,-1+2,1,1.

My pocitame jen v oboru realnych ¢isel, tzn. ze y = 1. Dosadime do druhé rovnice a
stejnym piikazem bychom dostali x = 1. ReSeni soustavy rovnic je stejné, at’ po¢itame
,lidskym® zpiisobem nebo pomoci Grobnerovych béazi s pouzitim i bez pouziti

pocitace.

Piiklad 4.3.4.
Zadani: Naleznéte Grobnerovu bazi zpiikladu 2.2.2.8. pomoci pocitacového
matematického programu.
Reseni: ReSeni provedeme v matematickém programu Maple 17.
with(Groebner):
F:=[x*+y?2-20,2.x+2.y+ 2.x.y —15]
F:=[x?+y?—20,2x+ 2y + 2xy — 15]
Basis(F, plex(x, y))
[4y* + 8y3 — 72y? — 220y + 145, 2y3 + 2y* + 17x — 38y — 55 |.
Dostali jsme Grobnerovu bazi, kterou nyni jesté vyieSime.
Pomoci matematického programu Maple 17 rozloZime prvni polynom Grébnerovy baze
tak, aby byl v sou¢inovém tvaru piikazem:
factor(4.y* + 8.y3 — 72.y% — 220.y + 145)
(2y? + 14y + 29) (2y? — 10y + 5).
Nyni zjistime nezndmou y, pouzijeme piikaz:
solve(4.y* +8.y3 — 72.y? — 220.y + 145)
7.3, 7.3,5 1
2 27 2 2'2 2

Vidime, ze dostavame stejné feSeni pomoci pocitace, jako kdyz jsme zadanou soustavu

5 1
\/1_5,§+E\/1_5.

tfesili bez jeho pomoci. Nezndmou X bychom zjistili stejnym ptikazem, pokud bychom
dosadili do rovnice 2y3 + 2y? 4+ 17x — 38y — 55 postupné ziskané y.
Ukazali jsme si tedy tii zplisoby vypoctu soustavy rovnic. Prvni zptsob bylo ,,lidské*

feSeni, druhym zpisobem je vypocet Grobnerovych bazi bez pouziti pocitace, coz je
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rozséahlejsi pocitani, ale pfi troSe trpélivosti dojdeme ke spravnému vysledku, zatimco u
,,lidského* feSeni bychom nemuseli dojit vzdy k vysledku, pokud by nas nenapadlo, jak
chytfe upravit rovnice a tietim zplisobem je vypocet Grobnerovych bazi pomoci
pocitace. Ukazali jsme vypocet v matematickém programu Maple 17, ale existuji i jiné

programy, které umi fesit Grobnerovy baze, napt. Mathematica nebo CoCoA.

Pocitacem mtizeme zjistit 1 jednotlivé kroky vypoctu Grobnerovy baze, pomoci kterych
si pak mizeme zkontrolovat naSe vypoCty pii feSeni soustavy rovnic pomoci
Grobnerovych bazi. Vypocet S-polynomu a normalniho tvaru pomoci pocitace jsme jiz
ukdzali v pfedchozich ptikladech, proto si zde jen pro pfipomenuti ukazeme nékteré
kroky vypoctu zptikladu 4.1.2. pomoci pocitace. Opét budeme pracovat
V matematickém programu Maple 17.
1) Ukéazeme nyni jak vypocitat S-polynom polynomi g, a g,.
Vypocet S-polynomu polynomu g, a g,, ozna¢imesi g; = f,g, = g.
with(Groebner):
f=x?>+y%2-20
f=x*+y%-20
g=2x+2y+2.xy—-15
g =2x+2y+2xy—15
SPolynomial(f, g,plex(x, y))
2y3 — 2x? — 2xy + 15x — 40y.
2) Ukéazeme jak vypocitat normalni tvar S-polynomu polynomi g, a g,.
Vypocet normalniho tvaru polynomt g, a g,, znac¢ime normalf (Spoly(g4, g2), G).
Oznacim si Spoly(g; a g,) = F.
with(Groebner):
F:=2vy3—2x*-2.x.y+15.x—40.y
F :=2y3 —2x% — 2xy + 15x — 40y
G:=[x>+y?—-20,2.x+ 2.y + 2.x.y — 15]
G = [x*+y? —20,2x + 2y + 2xy — 15]
NormalForm(F, G,plex (x, y))
2y3 + 2y% + 17x — 38y — 55.
Vidime, ze vysledek ndm vySel novy polynom, ktery si ozna¢ime g.

3) Ukazeme jak vypocitat normalni tvar S-polynomu polynomi g, a gs.
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Postup bude uplné stejny jako u vypoctu normalniho tvaru polynoma g; a g,. Opét si
oznac¢ime Spoly(g,, g3) = F.
with(Groebner):
F:i=-2.x.y3—2.x.y>4+38.x.y + 17.y% + 55.x — 340
F = —2xy3 — 2xy% + 38xy + 17y? + 55x — 340
G:=[x*+y?—-20,2.x+2.y+2.x.y—15,2.y3 + 2.y?> + 17.x — 38.y — 55]
G = [x*+y?—20,2x + 2y + 2xy — 15,2y3 + 2y? + 17x — 38y — 55|
NormalForm(F, G,plex (x, y))
0.
Tentokrat nam vysledek vysel 0, coz je stejny vysledek, jaky nam vysel i bez pouziti

pocitace.

Piiklad 4.3.5.

Zadéni: Naleznéte Grobnerovu bazi pomoci pocitacového programu ze zadané soustavy

X2 —y =72
y2 — 7= x?
z2 —x = y2,

Zadana soustava je feSena ,,lidskym® zpiisobem v druhé kapitole této prace.
Reseni:
Do matematického programu zadame:
with(Groebner):
Fi=[x?—y—22y2—z—x2,2% —x — y?]
Fi=[x?-22—y,—x*+y%—2z,—y% + 2% — x]
Basis(F,plex(x,y,z))
23—z 2yz+ 2> +zy? -2z —y—z,z+y +x].
Nalezli jsme Grobnerovu bazi, ptikazem solve bychom postupné zjistili nezndmé
X,Y,Z.
solve(z® — z)
0,1,-1.
Pokud bychom dosadili nezndmou z do druhé a tieti rovnice, dostali bychom neznamou

y. Pak uz bychom snadno dopocetli neznamou x.
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Zavér

Cilem mé bakalaiské prace bylo seznamit Ctenafe s pojmem Grobnerovy béze,
ukazat vypocet soustavy algebraickych rovnic ,lidskym* zptisobem, nasledné pak
vypocitat Grobnerovy baze bez pouziti pocitace a pak pfi feSeni soustavy algebraickych
rovnic pomoci Grobnerovy baze pouzit matematicky software, ktery snadno a rychle
umi Grébnerovy baze vypocitat.

V prvni Casti prace jsme si ukazali, jak feSit priklady ,,lidskym* zpGsobem, coz
olympiadach. Uvedli jsme si i n¢€kolik metod, diky kterym jsme pak byli schopni
nckteré priklady vytesit.

Ve druhé ¢asti jsme se jiz vé€novali pojmu Grobnerovy béaze. K definovani tohoto
pojmu jsme si museli nejdiive zavést pojmy uspotfadani termil, S-polynom a normalni
tvar polynomil. Ke kazdému pojmu jsme uvedli minimaln¢ jeden piiklad, diky kterym
jsme snadnéji pochopili tyto pojmy. Nasledné jsme si vyfeSili soustavy nelinearnich
rovnic pomoci Grobnerovy béaze. Zjistili jsme, Ze toto pocitani je pomémné Casové
narocné a tak jsme si ukdzali, jak dané ptiklady spocitat mnohem rychleji a téméf bez
prace pomoci matematického programu Maple 17.

Diky této praci jsem prostudovala novy zplsob feSeni soustavy algebraickych
rovnic, ktery jsem dfive neznala. Velkym pifinosem pro mé& bylo také seznadmeni
S matematickym programem Maple 17.

Praktické ukazky mnou vypocitanych piikladd vtomto programu jsou

v ptilozeném CD ve slozce Piiklady v Maplel7.
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Resumé

Aim of my bachelor’s thesis is to get familiar with the term of Groebner basis.
Showing their use and explanation at the practical examples. This work is focused on
system of algebraic equations and their ways of dealing.

In the first part my work is focused on system of algebraic equations using
“human” solution. Not everybody can solve given equation using different methods,
because this solution needs idea. Groebner basis allows to solve given system even
without the idea. Given system adjust into different system of algebraic equation. The
new system of algebraic equation contains at least one equation which has only one
unknown variable and the rest is already possible to calculate.

The second part is given to Groebner basis and their use. It is shown here how to
count Groebner basis step by step. At the end it is shown how to solve Groebner basis
using mathematic computer programme Maple 17. The examples counted in this

programme are on the added CD in the section examples in Maplel7.
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