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1 Uvop

1  Uvop

Slovo goniometrie pochazi z feckého slova gonia — thel a metro — méfit. Je to tedy oblast
matematiky, ktera se zabyva goniometrickymi funkcemi, jako je sinus, kosinus, tangens,
kotangens a jejich vyuzitim. Jeji nedilnou soucasti je oblast matematiky, ktera se nazyva -
trigonometrie (z feckého slova trigonon — trojiihelnik a metren — métit). Trigonometrie je

tedy odvétvi, které studuje vztahy tykajici se délky a thla v trojuhelniku.

Jiz prvni kmeny prvobytnych ko¢ovnych pastevci se potiebovaly orientovat pfi stéhovani
po rozlehlych stepich. Proto se zacaly pozorovat pohyby hvézd, sttidani dne a noci ¢i roénich
obdobi. Rozvoj moteplavectvi vedl k dalSimu prohlubovéni astronomickych poznatk, které
byly neobycejné dilezité. Naptiklad uz astronomové ve 3. stoleti védéli, ze délky stran
pravouhlého trojuhelniku a thly mezi t€émito stranami maji pevné vztahy. Zpocatku ndhodné,
ale pozdé&ji soustavnéjs$i pozorovani oblohy vedlo az k objeveni vlastnosti koule, kruhu a
smérovych thli. Nesmime vSak zapominat, ze pojem kruh v podob¢ hrn¢ifského kruhu nebo
kola od vozu byl mnohym narodiim znam jiz dfive. AvSak astronomicky pojem kruznice
jakozto pomyslné ¢ary, kterou ¢lov€k zacal délit na stejné Casti, sestrojovat tétivy atd., byl

nesrovnateln¢ vyznamng;jsi.

Astronomické vypocty byly brzy definovany jako goniometrické funkce, ty se dnes
vyuzivaji v aplikované matematice, zakladnich metodach matematické analyzy, jako je

Fourierova transformace, nebo vinové rovnice pomoci goniometrické funkce.

Na zaklad¢ studia rozmanité bohaté literatury vénované jednotlivym aspektim je tato

bakalafska prace rozdélena do Sesti kapitol.

Prvni kapitola popisuje historii goniometrickych funkci v prabéhu veéku. V obdobi
starovéku hovoifime o Thaletovu dikazu vét, ale nejvétSi pozornost vSak zastavaji
Ptolemaiovy vypocty délek tétiv. Zminéno je zde i jeho nejvétsi dilo Almagest spolu s
vypocétem jednotlivych délek tétiv. V druhé ¢asti této kapitoly se dozvime, jakych vysledki
V oblasti trigonometrie se dopousteli sttedovéci indicti a arabsti matematikové, ktefi stoji za
vznikem goniometrickych funkci. Ve tfeti ¢asti je zminén némecky matematik a astronom
Regiomontanus, ktery se zaslouzil o sestaveni astronomickych a trigonometrickych tabulek pro
vypocet odvésny pravouhlého sférického trojuhelniku. V zavérecné casti této kapitoly je
uvedeno, jaky pfinos m¢l odlisSny pohled na goniometrii jakozto goniometrické funkce, za ktery

vdéc¢ime Leonhardu Eulerovi, ktery této discipliné dal novodobou podobu.
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Druha kapitola se ve své prvni ¢asti vénuje méteni uhli a vztahy mezi nimi. V druhé ¢asti
najdeme definici goniometrickych funkci pomoci pravothlého trojihelnika a jednotkové

kruznice.

V tieti kapitole se zaobira ptfedevsim platnosti a dikazy vét Euklidovym a véty

Pythagorovy.

V prvni a druhé ¢asti étvrté kapitoly uvadime definici a odvozeni véty sinové a kosinové. Ve
treti Casti této kapitoly uvadime vztahy mezi goniometrickymi funkcemi stejného thlu, které

jsou piimym duasledkem Pythagorovy véty.

V prvni a druhé ¢asti ctvrté kapitoly uvadim definici a odvozeni véty sinové a kosinové.
Ve tieti Casti této kapitoly popisuji vztahy mezi goniometrickymi funkcemi stejného uhlu,
které jsou pfimym disledkem Pythagorovy véty. Nejvétsi pocet stran z této kapitoly je
vénovan goniometrickym vzorctim obecného trojuhelniku. Je zde uvedena vétSina znamych

vzorcl, at’ uz pro soucet ¢i rozdil thlu, tak pro jeho nasobek, které jsou i nazorné¢ odvozeny.

Prvni ¢ast paté kapitoly zaujimaji zakladni grafy goniometrickych funkci, které jsou ve

druhé ¢asti doplnény o tabulky jejich zdkladnich vlastnosti a 0 hodnoty pro vyznacné thly.

Kapitola Sestd je posledni casti této bakalarské prace, kterd je veénovana vyuziti
goniometrickych funkci v oblasti matematické analyzy. V této Casti je uvedeno vysokoskolské
pojeti matematické analyzy a pohled na goniometrické¢ funkce jako takové. Na nazorném
ptikladu je zde uvedeno, jak pomoci Taylorova rozvoje mocninné fady, dovedeme s piesnosti
ur¢it hodnotu sin 1°. V druhé ¢asti je pak uvedeno vyjadieni goniometrickych funkei pomoci
diferencialnich rovnic, které spliuji pocate¢ni podminky. Tieti cast je veénovana
integralnimu poctu, kdy goniometrické funkce vyuzivdme jako vhodné pomocniky pii
substituci at’ uz urcitych €1 neurcitych integrald. Posledni ¢ast této kapitoly navazuje na
problém, ktery byl vysloven v kapitole druhé. Pomoci vypocti délky rovinné kiivky se

snazime dokézat, jaké chyby se dopoustime pfi vypoctech na stfednich Skolach.
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2.1 POCATKY TRIGONOMETRIE VE STAROVEKU

Vznik fecké matematiky souvisi s legendarni postavou Thaléta z Milétu (asi 624 pt. n. L.
Milétos — okolo 548 pi. n. 1.), zakladatele prvni fecké Skoly ([1], str. 82). Thales se snazil
rozumné a logicky vysvétlil jevy, a 1 proto na matematickd tvrzeni pozadavek: nejen

vyslovit, ale i dokazat.

Obrazek 1: Thales z Milétu
Jemu se pfipisuji diikazy téchto vét:

1. primér dé€li kruh na dvé poloroviny

2. Vvrovnoramenném trojuhelniku jsou thly pfi zékladné stejné

3. vrcholové uhly jsou si rovny

4. dva trojihelniky jsou shodné, shoduji-li se stranou a ptilehlymi tthly

- (dnes tzv. véta usu)

o

uhel vepsany do ptlkruhu je pravy

Je v§ak mozné, ze Thales ,,dokazoval” véty o rovnosti ptilkruhii, hlt a ostatnich tii prvka
trojuhelnika v prvnich tfech vétach prostym piehybanim obrazki, a Ze paté véty pridal jeste

oto¢enim obrazku okolo stfedu kruznice o 180° ([1], str. 83).

Rekové v daleko vétsi mife neZ Egyptané uzivali obrazci. Za piimky uz nepovazovali
jen hranice pozemku, ale na vykresech zkoumali vlastnosti trojahelnika, thla a kruht.

V tomto zkoumani zac¢al mit dilezitou ulohu pojem podobnosti ([1], str. 83).
Thaletovi se také pfipisuji urcité znalosti astronomické. Jako snad prvy pouzil kruzitka a
uhloméru, kdyz zméftil vysku pyramidy (nebo obelisku) pomoci vrZzenych stinti pyramidy a

své vlastni postavy a stanovil zpusob, jak méfit vzdalenost lod¢ od biehu ([1], str. 83).
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Nejdilezitéjsi pro rozvoj trigonometrie v modernim slova smyslu byly prace starovékého

feckého astronoma, ktery pochazel z Nikaie v Bitynii, Hipparcha (asi 190 - 120 pt. n. I.).

Obrazek 2: Hipparchos

Hipparchos d¢lil kruznici na 360 stupnia a jeji primeér na 120 dilg; ?10 praméru pokladal za
jednotku a jeji pomoci vyjadioval délky tétiv. Casti kruznice se pak nazyvaly moiry, kdy
tficet moir vytvarelo souhvézdi. V kruhu tak bylo 12 souhvézdi, coz predstavovalo stejny
pocet jako na kruznici zvitetniku. Kazda moira (jak kruznice, tak i priméru) se délila na 60
prvych lept a ty se pak dale d€lily na 60 druhych lept. Pozdé&ji se zacalo v Alexandrii pouzivat

Sedesatinnych zlomkt nejen v astronomii a k déleni kruhu, ale i k libovolnym vypodétim
([1], str. 175).

2.1.1 PTOLEMAIOVY VYPOCTY

Klaudios Ptolemaios (asi 85 - kolem 168 n. I.) byl pozoruhodny fecky astronom, geograf

a optik, ktery sva pozorovani konal v Alexandrii (od 26. 3. 127 n. 1. — 2. 2. 141 n. |.).

Obrazek 3: Klaudios Ptolemaios
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Mezi jeho nejvétsi dilo patii ,,Matematické pojednani”, které ma pro d¢jiny astronomie
podobny vyznam jako Euklidovy ,,Zaklady” pro d€jiny matematiky. Zahy vsak toto dilo bylo
oznacovano jako ,,Velké pojednani” nebo ,,Nejvetsi pojednani” a z arabské verze této knihy
vznikl v latin¢ nazev ,,Almagest”. Celé dilo obsahuje 13 knih a je vykladem vSech

astronomickych poznatkt té doby [2].

Prva kniha ,,Almagest” za¢iné rovinnou a sférickou trigonometrii stru¢nym vykladem vét
nutnych k sestaveni tabulky tétiv (sinl) a k jejich uzivani. Ptolemaios d¢€li kruh na 360 a jeho
prumér na 120 shodnych dila (d) a vyjadiuje jejich zlomky v Sedesatkové soustavé ([1], str.
180). Tak tétiva 60° = 609,

tétiva 90°=2.60% = 7200 =80 51"10"
tétiva 120° =3 . 60% = 10 800 = 1039 55'23"
tétiva 36°=23794'55"

tétiva 72°=709323""1

Tétivy 72° a 36° ziskal Ptolemaios ,,zlatym fezem” jako strany do kruhu vepsanych
pravidelnych pétithelnikii a desetithelniki. Druhé odmocniny pak pocital metodou

postupnych odmocnin, zaloZzenou na vzorci
(a + x)?=a? + 2ax + x2.
Z téchto hodnot tak Ptolemaios ziskava dalsi na zakladé véty
(chrda)? = (chrd 180° — a)? = (pramér)?,
ktera v dnesni trigonometrii odpovida vzorci (sin a)? + (cos @)? = 1 ([1], str. 180-181).
2.2 POCATKY TRIGONOMETRIE VE STREDOVEKU
2.2.1 TRIGONOMETRIE V INDII

O dilezity rozvoj matematiky se postaraly prace indickych matematikii v oblasti
trigonometrie. Indové se opirali o prace helénistickych autorti, ale pfinesli také mnoho
nového. Nejvice ve svych pracich ¢erpali z Ptolemaiova uceni vypoctu délky tétiv kruznice.

Nejveétsi zmeénou bylo nahrazeni tétivy sinem. Sama o sob¢ se takova zména nezda pfilis

! Zde pouzivame oznadeni 1¢ = %0 d (priméru), 1 = (io)d, 1" = (io)’; v nasledujicim vykladu pak chrd

znaci délku ptislusné tétivy (chordy).
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dualezita, nebot’ tétiva oblouku ¢ se rovna dvojnasobku oblouku ¢ /2. Ve skutecnosti mél
pfechod od tétivy k polovicni tétivé dalekosahly vyznam, nebot’ umoznil ptfirozené zavést
ruzné funkce. V Indii byl poloZen zaklad trigonometrie jakozto nauky o trigonometrickych
veli¢inach, ackoliv byla pravé feSeni trojuhelniki vénovana mala pozornost ([3], str. 165-

166).

Sinus, kosinus a také sinusversus (tj. rozdil mezi polomérem a kosinem), nachizime
v anonymnich astronomickych dilech ,,Siddhantas” a také ,,Arjabhattija”, kde nazvali délku
poloviny tétivy — arddhadziva (pro veli¢inu sinus). Pozd&ji tento nazev zkratili na dZiva.
Veli¢inu kosinus Indové nazyvali kotidziva, tj. sinus zbytku (doplnék do 90°). Pozdéji, kdyz
byl tento nazev ptelozen do arabstiny jako al-tamam a ve 12. stoleti jako sinus residui. V 15.
stoleti Peurbach (1423 — 1461) a Regiomontanus (1436 — 1476) zacali pouzivat termin sinus
complimenti, tj. sinus doplitku. Z tohoto terminu vznikl zménou potadi a zkracenim cosinus,

se kterym se poprvé setkdvame v roce 1620 u anglického astronoma Edmunda Cuntera (1581

~1626) ([3], str. 166).

Slovem utkramadziva nazyvali Indové sinusversus. Ten se také ve 12. stoleti objevil u
piekladatele Gherda z Cremony (1114 — 1187), ktery pouzil pro termin sinus (aby ho odlisil
od sinusversu) nazev sinus rectus, tj. ptimy sinus a polomér kruznice nazyval sinus totus, tj.
uplny sinus. Tento posledni termin se udrzoval v evropskych dilech, které se vénovaly
trigonometrii az do FEulera. Ten svymi pracemi definitivné prosadil pro polomér

trigonometrické kruznice hodnotu r =1 ([3], str. 166).
Prvni vztahy mezi trigonometrickymi veli¢inami vyplynuly pfimo z Pythagorovy véty.

Kromé nejjednodussiho vztahu
sin®a + cos’a =1

dilezitou roli hral vzorec pro sinus poloviny thlu

. . . a . a 1-cosa
sina + sinvers?’a = (Zsz)2 ,nebo sin= = |(——).

Pouziti trigonometrie by bylo bez tabulek nemozné. Prvni tabulku sinli a sinusversu
nalézame jiz v praci ,,Arjabhattija” a ,,Strja Siddhanta”. V dile ,,Arjabhattija” je uvedeno 24
hodnot téchto obou funkci poc¢inaje thlem 3°45" = 225" a jeho celociselnymi nasobky.
Porovnanim s tabulkami od Ptolemaia miiZeme konstatovat, Ze prvni indické tabulky nebyly

tak pfesné jako ty v Ptolemaiové ,,Almagestu” ([3], str. 167).
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Charakteristickou zvlastnosti tabulek je mira trigonometrickych veli¢in. V helénistické
véde se kruznice délila na 360° a stupeil na 60°. AvSak alexandrijSti astronomové délili
pramér kruznice na 120 (tzn. polomér na 60) dilki a témito dily a jejich Sedesatinnymi
veli¢inami zlomky vyjadiovali tétivy. Indové pokladali polomér kruznice rovny 3438
minutam. Toto ¢islo je v§ak bezpochyby zaokrouhlend hodnota 3437,7..., kterou dostaneme
pro polomér z hodnoty 2mr = 21600°, pficemZz hodnota m = 3,1416 (tato hodnota je
dolozena v ,,Arjabhattija”) ([3], str. 167).

Ve 12. stoleti indicky matematik Bhaskara (1114 — 1185) ve svém dile ,,Koruna védy”
sestavil tabulku s intervalem rovnému 1° poc¢inaje sinem 1°, ktery povazoval za 60°. Tento
postup byl zalozen na vzorci pro sinus souctu nebo rozdilu, ktery lze pii libovolném

poloméru r zapsat ve tvaru

sinacos 8 + cos asin
sinfla £ B) = p - '8,

kde sin a cos oznacuji sinus a kosinus pro kruznici o poloméru r. V ptipadé poloméru r =

3438 a sin 1° = 60" Bhaskara nachazi

sin 1° _ 10 cos 1° 1

=1-—
r 573’ r 6569
(posledni hodnota dava pét spravnych desetinnych mist) a nakonec

sina + 10 cos
6569 — 573

sin(a +1°) = sina —

Tabulky vytvotené Bhaskarem, byly podstatné presnéjsi nez tabulky Arjabhattovy ([3], str.
168-169).

Indové se vénovali i nékterym praktickym vécem, jako napfiklad méfeni vySek a
vzdalenosti. Tyto pravidla byla zaloZzena na méfeni stinu svislé ty¢e — gndémonu a na
podobnosti trojihelnikl. Pocetni stranka téchto uloh pfedchéazela zavedeni funkci tangenty

a kotangenty. Jejich zavedeni se vSak setkdvame az v prvni poloving 9. stoleti u ucenct

arabského chalifatu ([3], str. 169).
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2.2.2 TRIGONOMETRIE V ISLAMSKYCH ZEMICH

Trigonometrie v islamskych zemich zaujimala dulezité misto. Spojovala tak matematiku
s hlavni ptirodni védou té doby — astronomii, dale pak s problematikou vypoctu kalendare a
s gnémonickou — védou o slune¢nich hodinach. Nez se vsak arabsti matematikové zacali
zabyvat feSenim trigonometrickych tuloh, tak se seznamovali s pracemi svych ptedchidct.
Jako zéaklad arabskych trigonometrickych znalosti tvofila dila starSich kultur - jedna z
indickych ,,Siddhantas”, Ptolemaitiv ,,Almagest” a Menelaova ,,Sférika”. Arabsti ucenci
prisp€li k rozvoji trigonometrie tim, ze zavedli nové veliiny tangens, kotangens, ale také
sekans a kosekans. Tyto veliiny se objevily v 9. stoleti v islamskych dilech v souvislosti
s tétivami a oblouky vztahujici se ke kruhu, jak tomu bylo u veli¢in sinus a kosinus ([3], str.

290-291).

Tangens, kotangens (a také sekans a kosekans) se zpocatku objevovaly nikoli jako ¢ary,
které se vztahovaly ke kruhu, ale pfi srovnani stran pravotuhlého trojuhelnika. Tyto pojmy
uz byly zndmy za Ahmada ibn Abdallaha al-Marwazima z Mesonu, které¢ho nazyvali al-
Habas$ al Hasib a jeho spole¢nikli z ,,Domu moudrosti”. Al Haba$ sestavil tabulku hodnot
S pfesnosti na vtefiny (za predpokladu, ze h = 60" = 1°). Tato tabulka, tj. tabulka hodnot

kotangent
t = h.cotg a = cotg a

dovolovala ur€ovat vysku Slunce z délky jeho stinu a naopak z vySky Slunce délku jeho
stinu. Pro vodorovny gnémon, ktery byl kolmy k vertikalni stén€, pak al-Haba$ sestavil

tabulku ,,obracenych stinti”, tj. hodnot tangent
T=htga=tga.

Ackoliv se pozd€ji misto tg a cotg pouzivalo poméru hodnot sinu a kosinu, mnozi
matematikové se radi chopili této novinky, kterd ptispéla k podstatnému zjednoduSeni

trigonometrickych vypoéta ([3], str. 292).
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2.2.3 ROzvOJ TRIGONOMETRIE V EVROPE 15. — 17. STOLETI

Vynikajicim matematikem a astronomem druhé poloviny 15. stoleti byl Johannes Miiller
z Konigsbergu u Hassfurtu (1436-1476), ktery byl spise znam podle latinského nazvu svého
rodisté, Regiomontanus ([3], str. 404).

Obrazek 4: Regiomontanus

Ve svych trigonometrickych dilech cerpal z arabské literatury, ale rovnéz cerpal i
Z Ptolemaiova ,,Almagestu”. Dllezitou tlohu v oblasti trigonometrie vSak hraly jeho vlastni
dil¢i vysledky a originalni diikazy. Regiomontanus se zabyval sestavovanim astronomickych
a trigonometrickych tabulek, ale také ptrekladal a vydaval, jak cizi, tak i vlastni prace.
V oblasti jeho praci je pro nas vSak dilezita ,,tabulka s dvojim vchodem”. Tabulka slouzila

pro vypocet odvésny a pravouhlého sfeérického trojuhelnika podle vzorce
sina = sinc.sin 4,

kde A je protilehly thel a ¢ je pfepona. Veli¢iny ¢ a A byly udavany v intervalu 1° ([3], str.
405-406).

Dalsi postavou, ktera se zaslouzila o pfetvofeni celé matematiky, a tedy i trigonometrie,
do podoby, jak ji zname dnes, byl Abraham de Moivre (1667-1754). De Moivreovy prace

byly ve své dob¢ dobie znamé a diky nim byl pfijat za ¢lena nékolika ucenych spolecnosti.

Nova vlna zajmu o de Moivreovu osobu se zdvihla ve XX. stoleti, kdy diky peclivéjsimu
¢teni jeho praci bylo prokazano, ze mu nalezi priorita v fadé vyznamnych poznatkd a

matematickych postupti do té doby obecné pri¢itanych jinym a také po nich pojmenovanych.
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Obrazek 5: Abraham de Moivre

De Moivre je dnes obecné znamy diky tomu, Ze jeho jméno nese dulezity vztah
(cosa+isina)™ = cosna + i sinna. Tento vztah ve svych pracich sice pouzival a
rozs§ifil jeho znamost, ale ve vyse uvedené formé jej vSak nikdy nenapsal. Slovni formulaci
tohoto vztahu vSak jako prvni podal Francois Viete (1540-1603) ve své praci ,,Angulares
Sectiones” z roku 1570, spocetl k nému odpovidajici tabulky pro n = 2, 3, 4, 5 a pouzival je
I v dalsich pracich. Nyn¢jsi forma vztahu i jeho dukaz jsou pfi¢itany anglickému

matematikovi a astronomovi Rogeru Cotesovi (1682-1716), exponencialni formu
e =cosa +isina,

z niz de Moivreiav vztah plyne automaticky, zavedl Leonhard Euler (1707-1783) v

»Introductio in Analysin Infinitorum” ([4], str. 7).
2.3 LEONHARD EULER A JEHO PRINOS GONIOMETRII

Leonhard Euler se narodil 15. dubna 1707 v Basileji ve Svycarsku a zemfel 18. zaii 1783

Vv Petrohradé¢ [5].

Obrazek 6: Leonhard Euler

11
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Napsal kolem 880 c¢lankd, desitky knih, tisice védeckych sdéleni ve formé dopisu.
Posunul hranice analytické geometrie a trigonometrie, kde jako prvni uvazoval o sinu,
kosinu atd. jako o funkcich, ne jako o se¢nach jako Ptolemaios. Byl to pravé L. Euler,
kterému patii vyznamny objev, ze funkce sin t, cos t a e’ spliuji v oboru komplexnich &isel

jednoduchy vztah, se kterym se mnozi z nas setkali jiz na stfedni Skole

et = cost + isint.

k
, . . . ) ;w7 ’ . z ’, ’ ,
Zvolime-li z = it, kde t je realné ¢islo a dosadime do rozvoje e” = Y., e které nam da

ek - k iy tK - (=1 my tF
it — _ _1\3 L _ L
et = s E ( 1)2(k)k!+1 E (-1 2 (k)k!-l_l
k=0 k=0,k sudé k=1,k liché
t2 t* to t3 t5 t7
=<1‘§+a‘a+“')+l (t_§+§_ﬁ+'">'

Na poslednim tadku jsou v zavorkdch Taylorovy rozvoje funkci cos t a sin t. Tim jsme
dospéli k slavné Eulerové formuli e = cost + isint. Je ziejmé, Ze plati i vzorec

e " = cost— isint, takZe po sefteni a odeteni obou rovnic dostdvame dilezité

vyjadieni funkci sinus a kosinus pomoci exponencialy
it 4 it it _ =it

cost=——— sint =
2 2i

Pro t = m nam z Eulerovy formule plyne dalsi vztah e + 1 = 0 [24].
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3 GONIOMETRICKE FUNKCE

3.1 MERENI UHLU (STUPNOVA A OBLOUKOVA MIRA)

Slovo goniometrie pochazi z fectiny a znamend meéteni uhli, slovo trigon znamena

trojuhelnik. Velikost uhlu, kterou udavame bud’ v mife obloukové, nebo v mife stupniové.

Orientovanym uhlem v roviné rozumime uspotfadanou dvojici polopiimek se spolecnym
pocatkem. Slovem usporadana dvojice minime to, ze zalezi na tom, kterou z polopiimek
bereme jako prvni (nazyvame ji pocatecnim ramenem orientovaného thlu) a kterou jako
druhou (nazyvame ji koncovym ramenem uhlu). Spole¢ny pocatek obou polopiimek se
nazyvd vrchol orientovaného uhlu. Orientovany uhel s pocatecnim ramenem VA a

koncovym VB, pak zna¢ime AVB (Obrazek 7) ([8], str. 103).

Nutné je viak je§té zavést orientaci uhlt. Uhlim, které probihanym v ,kladném® smyslu
(proti hodinovym rué¢i¢kam) pfitazujeme hodnotu kladnou, thlim probihanym ve smyslu

»Zaporném‘ hodnotu zapornou.

Obrazek 7: Jednotkova kruznice

a) Obloukova mira thlu

Sestrojme v roviné AVB kruznici k, ktera ma stied V a polomér r = 1. Této kruznici
fikdme jednotkova kruZnice se stfedem V. Jeji priseciky s polopfimkami VA, VB ozname
po fadé A, B; (Obrazek 7). Potom velikosti thlu AVB v obloukové mife nazyvame délku
toho oblouku A, B; jednotkové kruznice k, ktery lezi v thlu AVB. Pfitom jednotka délky
oblouku A, B; je dana polomérem kruznice k. Jednotkovy uhel obloukové miry se nazyva
radidn (znac¢ime rad). Radidn je uhel, ktery na jednotkové kruzZnici se sttedem ve vrcholu

uhlu vytina oblouk jednotkové délky |A; B; | = 1 ([9], str. 146).

13
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b) Stupiiova mira ahlu

Velikost uhlu AVB ve stupiiové mife nazyvame nezaporné Cislo, jez vyjadiuje, kolikrat
je thel AVB vétsi (nebo mensi) nez jeden thlovy stupen. Jednotkovy thel stupiiové miry
zvany uhlovy stupen (znac¢ime °) je uhel rovnajici se % pravého uhlu. Ve stupiiové mife se
Zasto pouziva mensich jednotek, napf. Ghlova minuta nebo thlové vtefina. Uhlova minuta
(znaCime ') je jedna Sedesatina stupné¢ a uhlova vtefina (znacime ") je jedna Sedesatina

minuty. Plati tedy 1° = 60" = 3600 ([9], str. 146).

C) Vztahy mezi velikostmi uhld

Oznacime-li ¢iselnou hodnotou x, velikost daného thlu v miie obloukové a n velikost
té¢hoz whlu v mife stupfiové. Pro plny uhel je a = 360°, coz odpovidd x = 2 (délka
jednotkové kruznice), pro piimy thel je @ = 180° neboli x = m. Obecné pak pro velikosti

uhlu a v mife obloukové a x v mife obloukové plati vztah a : x = 180° : = ([9], str. 146).

Z tohoto vztahu Ize pro danou hodnotu a vypocitat ptislusnou hodnotu x a naopak. Jako

ptiklad bych pak uvedl néjaké elementarni vztahy:

o

m
= 57°17°45", 1°=—rad

1rad = - 180

Jako ptiklad bych pak uvedl n¢kolik hodnot, které jsou ve §kolni goniometrii hodné ¢asté,

a proto je dobré si je pamatovat:

I
wl A
I

N

s
360° = 2, 180° =, 90° = > 60° 45° 30°

Il
ol S
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3.2 DEFINICE GONIOMETRICKYCH FUNKCI

Na zakladni Skole se kazdy z nés setkal s definici goniometrickych funkci pomoci
pravoithlého trojiihelnika (Obrézek 8), kde thel a € (0;2). Tuto definici bych bral jako

elementarni bod, na kterém se pii nauce o goniometrickych funkci stavi. Jednotlivé poméry

mezi stranami jsou pak definovany nasledné¢:

C

Obrazek 8: Pravouhly trojuhelnik

Sinus a je pomér protilehlé odvésny k pieponé. sina = -
Kosinus a je pomér piilehlé odvésny k pieponé. cosa = %
Tangens a je pomér protilehlé odvésny k ptilehlé odvésné. tga = % = jzz
Kotangens a je pomér pfilehlé odvésny k protilehlé odvésné. cotga = S = EZ:Z

Sekans a je pomér délky ptepony a délky odvésny ptilehlé tomuto thlu. sec @ = % =

cosa

Kosekans a je pomér délky piepony a délky odvésny protilehlé tomuto uhlu.

1

sina

c
csca =— =
a

Z definice pomoci pravouhlého trojuhelnika je jasné, Ze neni problém vypocitat jakykoliv
uhel a v intervalu < 0; g), resp. < 0;90°). Problém nastava v okamziku, kdy je zadan thel

a > 90°, napt. zjisténi hodnoty sin 120°. DneSni déti jsou na zékladnich Skolach vybaveni

kalkulackami a neni proto pro n¢ problém, zjistit tuto hodnotu. JednoduSe nat'ukaji uvedenou
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hodnotu do kalkulatoru a okamzité jim vyjde ¢islo 0,866025403. Hodnota tohoto ¢isla je
omezend moznosti zobrazovanim Cislic na displeji kalkulacky, ¢imz dochazi

k zaokrouhlovani a pfiblizné hodnot¢.

S tim, jak 1épe vypocitat a zjistit hodnoty goniometrickych funkci se setkavame az na
sttednich sSkolach, popi. gymnaziich, zavedenim jednotkové kruznice (Obrazek 9). Dle

nasledujici véty si proto zavedeme zakladni goniometrické funkce v intervalu (0; 2m).
Véta 3.2.1 (Goniometrické funkce obecného thlu a):

Necht’ a je velikost uhlu otoceni polopiimky OL do poloptimky OM, kde M je bod kruznice
se sttedem O a polomérem r = |OL| = 1 (jednotkova kruznice) ([6], str. 137).

Dle obrazku 9 plati:

0[0,0], C[l,O], B[XB, yB]: F[xFr yF]r D[xDr yD]

4
y cotg a N

<z
1 /
M K
tga
sina
a X
-1 o) cosa L

-1
Obrazek 9: Jednotkova kruznice
sina = yy,kdea €R

cosa = xy,kdea ER

tga=""% ) dea % (2k+1)°
ga=T"0 =y, kdea # (2k+ 1)
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¢ osd kde a # k
cotga = —— = vy, kde a # k.
g SIina yF

Zavedenim jednotkové kruznice se ndm oteviely moznosti pro urceni jakéhokoli uhlu
a vintervalu < 0; 2m) a jeho libovolného nasobku. S ¢im si vSak stfedoskolska goniometrie
nevi rady, je oblouk kfivky, resp. délka oblouku cel¢ kruznice. Délka kruhového oblouku

(oznacime 1) se pak pocitala podle nasledujiciho vzorce:

- 21r
~360%

kde tihel a vymezoval sttedovy uhel. S tim, jak méfit délku oblouku néjaké kiivky se

setkavame az pozd¢ji a to na vysokoskolské matematice, zavedenim integralniho poctu.

Co se vSak stane, budeme-li chtit vypocitat hodnotu funkce sin 1° s pfesnosti mensi nez
10762 Na tohle je stiedoskolska matematika kratk a s feSenim tohoto problému se Ize setkat

az po zavedeni mocninnych fad (kapitola 6.1).
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4 GONIOMETRIE PRAVOUHLEHO TROJUHELNIKU

4.1 FUNKCE OSTREHO UHLU

V predeslé kapitole jsme si definovali funkce sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans
a kosekans ostrého thlu velikosti a, kde a € (0, %)2. Zavedeni téchto funkci bylo nutné pro
feSeni pravouhlych trojuhelniki.
4.1.1 SHODNOST TROJUHELNIKU

Dva trojuhelniky 4 ABC a A A'B’C” se nazyvaji shodné trojuhelniky, jestlize je lze
premistit tak, Ze se tipIné kryji — maji shodné vSechny strany i vnitini thly. Zépisem
AABC = A A'B’C’ vyjadiujeme, ze 4 ABC je shodny s 4 A'B°C’, pticemz AB = A’B’,
B'C'= BC, A'C"= AC, ¥A"= <A, ¥B"= &« B, ¥« ("= «(C (Obrazek 10).

c

/o>

A B
Obrazek 10: Shodnost trojuhelnikl

Proto, abychom ur¢ili, zda jsou dva trojuhelniky shodné, neni nutné ovéfovat shodnosti
vSech Sesti zakladnich prvki (stran 1 thlll). Staci ovéftit, zda je splnéno nekteré z kritérii

(postacujicich podminek) podle nasledujicich vét o shodnosti trojuhelnikt ([8], str. 359):
Véta 4.1.1: Dva trojihelniky jsou shodné, jestlize se shoduji:
a) ve vSech tfech stranach (véta sss)

b) ve dvou stranach a v uhlu jimi sevieném (véta sus)

2 Tato formulace plati pro definici pomoci pravouhlého trojuhelnika
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€) ve dvou stranach a v thlu proti vétsi z nich (véta Ssu)
d) v jedné stran¢ a ve dvou thlech k ni ptilehlych (véta usu)
4.1.2 PODOBNOST TROJUHELNIKU
Dva trojuhelniky 4 ABC a A A’B°C” se nazyvaji podobné, kdyz jejich odpovidajici si
strany jsou imérné, tj. existuje takové kladné ¢islo k3, Ze plati:
A'B"= k.AB, B'C'=k.BC, A'C’' =k .AC ¢ili

AB BC AT i
AB  BC AC

Je-li k > 1, ptedstavuje podobnost zvétseni, je-li 0 < k < 1, pfedstavuje zmenseni, pro

k =1 je to shodnost. Zapisem 4 ABC ~ A A’B’C’ vyjadtujeme, ze 4 ABC a A A’B’C” jsou
podobné, piicemz A'B°= k.AB, B'C'=k.BC, A'C'=k.AC, < A" = <A, <B =
X B, «C" = «C ([8], str. 360).

Mame-li urcit, zda jsou dva trojuhelniky podobné, neni tieba ovérovat, zda vSech Sest
zakladnich prvkl (strany a vnitini hly) spliiuje podminky, které plynou z podobnosti

trojihelniki. Staci jen oveéfit splnéni nékterych kritérii vét o podobnosti trojuhelniki:
Véta 4.1.2 (Dva trojuhelniky jsou podobné):

a) shoduji-li se ve dvou uhlech (véta uu)

b) jsou-li rovny poméry* dvou stran a shodné uhly jimi seviené (véta sus)

¢) jsou-li rovny poméry* dvou stran a shodné uhly proti del3i z nich (véta

Ssu)
4.2 PYTHAGOROVA VETA

Pythagorova véta byla pojmenovana podle Pythagora ze Samu (okolo 570 pt. n. I. - 510

pt. n. 1) a popisuje vztah, ktery plati mezi délkami stran pravouhlych trojuhelnikii v roving.

Véta 4.2.1 (Pythagorova): Obsah ¢tverce sestrojeného nad preponou pravouhlého rovinného

trojuhelniku ABC je roven souctu obsahu ¢tverct nad jeho odvésnami:

a? + b? = c?

3 Cislo k nazyvame pomér podobnosti.
4 Pomérem stran trojuhelnika se rozumi podil jejich velikosti.
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4.2.1 ODVOZENIi PYTHAGOROVY VETY

O tom, jak se ptivodné Pythagorova véta dokazovala, miizeme vyslovovat jen domnénky.
Je vSak mozné, ze byla zprvu dokazana jen pro rovnoramenny pravouhly trojuhelnik, ktery

bylo mozné nachazet ve velmi starych ornamentech, ve tvaru ctvercové sit€¢ doplnéné

uhlopfickami ([1], str. 93).

V takové siti se objevuje, ze se soucet ctverci ABED a EFJH sestrojenych z odvésen
trojuhelnika DEF rovna ctverci DBFH, jehoZ strana je pfeponou tohoto trojuhelnika. Protoze

se vSechny tyto ¢tverce skladaji ze stejnych trojihelnik (Obrazek 11) ([1], str. 93).

Starovéci matematikové vSak mohli od tohoto zvlastniho ptipadu piejit k obecnému, tim
ze zkoumali ¢tverec ABCD rozdéleny na dva rtizné ¢tverce AHJE a JFCG a dva stejné
obdéIniky KIGD a HBFJ (Obrazek 12). Ctverec EKLG se rovna &tverci ABCD zmen$enému
o trojuhelniky AKE, KBL, LCG a GED, jejichz soucet se rovna obéma trojuhelnikiim.
Soucasné se soucet ¢tverci AHJE a JFCG rovna ¢tverci ABCD, od n¢hoz je odectena plocha
obou téchto obdélnikid. Tedy ¢tverec KLGE se rovna souctu ¢tverctt AHJE a JFCG ([ 1], str.
93 - 94).

D G [
G H J
E J F
D E F
L
A B C A K H B
Obrazek 11 Obrazek 12
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4.3 EUKLEIDOVY VETY

Jsou pojmenovany po znamém feckém matematikovi a geometrovi Eukleidovi (325 pf.
n. . — 260 pt. n. 1), ktery vétSinu svého Zivota stravil v Alexandrii v Egypté. Eukleidovy véty
jsou oznaceni pro geometrickd tvrzeni o vlastnostech pravouhlych trojuhelniki (Obrazek
13). Ve skutec¢nosti jsou Eukleidovy véty dvé - Eukleidova véta o vysce a Eukleidova véta

0 odvésné.

Obrazek 13: Pravouhly trojuhelnik

Véta 4.3.1 (Eukleidova véta o vysce): Obsah ¢tverce sestrojeného nad vyskou pravothlého

trojuhelniku ABC je roven obsahu obdélniku sestrojeného z obou usekt pirepony:

v? = 40

F cy G

Obrazek 14: Eukleidova véta o vysce
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Véta 4.3.2 (Eukleidova véta o odveésng): Obsah ctverce sestrojeného nad odvésnou
pravouhlého trojuhelniku ABC je roven obsahu obdélniku sestrojené¢ho z prepony a useku

piepony k této odvésné prilehlé:

a’? =c.c,
b2 =c.c,
K
L
C
a
b
VC
Cb" a Pc C,
A c B
Ca Ca
F c G

Obrazek 15: Eukleidova véta o odvésné
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5 GONIOMETRIE OBECNEHO TROJUHELNIKU

5.1 SINOVA VETA

V trigonometrické praxi patii véta sinovd mezi jedno z nejuzivanéjSich tvrzeni o
rovinnych trojihelnicich. Na rozdil od béznych goniometrickych funkci plati v
obecném trojuhelniku a udava nam vztah mezi délkami stran a ihly. Sinova véta ndm fika,
ze pomér vSech délek stran a hodnot sind jim protilehlych Ghli je v daném obecném

trojuhelniku konstantni.

Véta 5.1.1 (Sinova véta): V libovolném trojuhelniku ABC plati:

a b c . . . :
—— =——=——neboli a:b:c=sina:sinf:siny
sina sinf siny

5.1.1 ODVOZENI SINOVE VETY

Spustime-li z vrcholu C trojuhelniku ABC (Obrazek 16) na protilehlou stranu kolmici
(vysku), rozdé€li se tim trojuhelnik ve dva pravouhlé trojuhelniky 0 spolecné odvésné¢ CD

(vyice) ([11], str. 22).

Obrazek 16: Véta sinova
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Plati, ze:
CD =bsinavAACD

CD = asinp v ABCD,
pricemz a sin f = b sin a Z ¢ehoz plyne pomér:
a:b =sina:sinf
a:c =sina:siny
b:c =sinf:siny.
Tato véta ma platnost i v ptipadé, Ze by jeden z tihli byl tupy. Ze soucinu:

. . b
asin B = b sin a dostaneme —— = —
sina sinf

. . a c
asiny = csin a dostaneme — = —,
sina siny

fidems —— = 2 = <
p sina sin 8 sin

” Pomér strany ku sinusu protilehlého uhlu téhoz trojihelniku

je veli¢inou stalou.
Obrysujeme-li trojihelnik ABC (Obréazek 16) kruznici, stane se <« BAC = a obvodovym

uhlem. Narysujeme-li primér CE a spojime-li E s B, tak nam vznikne pravouhly trojuhelnik

EBC v ném, plati ¢ < BEC = %« BAC = a a pak BC = a = 2R sin a neboli — = 2R.

5.2 KOSINOVA VETA
Neboli nékdy také véta Carnotova nam pomahd vyfesit trojuhelnik, kdy mame zadany

dvé¢ strany a uhel, ktery sviraji, nebo kdyz zndme délky vSech tfi stran trojihelniku.

Véta 5.2.1 (Kosinova véta): Pro kazdy trojuhelnik ABC s vnitinimi uhly a, 5, y a

stranami a, b, c plati:

a’?=b%+c%2—-2.b.c.cosa

b? =c?+a?—2.c.a.cosf

c?=a?+b?—-2.a.b.cosy.
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5 GONIOMETRIE OBECNEHO TROJUHELNIKU

5.2.1 ODVOZENI KOSINOVE VETY

Vyskou rozdélime zakladnu trojuhelniku na dva useky (Obrazek 17), které 1ze vyjadrit

jako cosinus prilehlych ahla ([11], str. 25):

A

Obrazek 17: Kosinova véta

1. a=ccosf+bcosy ja
2. b=ccosa+acosy /b
3. c=bcosa+acosf /c

Prvni rovnici vynasobime a, druhou b, tieti ¢ a odecteme pak 2. a 3. od 1.,
a’ =a.ccosff +a.bcosy
b? = b.ccosa + a.bcosy
c?=b.ccosa+a.ccosf

dostaneme a? — b? —c? = —2b.ccosa ¢ilia? = b? +c? —2.b.c.cos .
Odecteme-li 1. a 3. od 2., dostaneme b? = ¢? + a® — 2.c.a.cos 8

1.a2.0d 3., dostaneme c? = a? + b?> — 2.a.b.cosy.

Specialnim piipadem kosinové véty je véta Pythagorova a to pokud je thel @ = 90°, pak je
cosa = 0, a zbyde a? + b? = c2.
Carnotova véta slouzi k vypocteni strany trojihelniku z druhych dvou stran a jimi
sevien¢ho uhlu, nebo k vypocteni thlu trojihelniku ze tfi stran, jestlize:
b2+c%-

cosa = Tca a velikost thlu je uréena cosinem ([11], str. 25).
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5.3 VZTAHY MEZI GONIOMETRICKYMI FUNKCEMI STEJNEHO UHLU

Véta 5.3.1:

Ozna¢ime-li na jednotkové kruznici (Obrazek 18) vzdalenost |OB| = x = cosa a

vzdalenost |OA| = y = sin a, pak nam pomoci Pythagorovy véty vznikne:

x? +y% =1, ¢imz dostdvame 1. rovnici:

cosa’ +sina?=1.

Vydélime-li 1. rovnici funkci cos a?, ziskdme tak 2. rovnici:

1

1+(tga)2=m.

Vydélime-li 1. rovnici funkei sin a?, ziskame tak 3. rovnici:

1+ (cotg @)? =

(sina)?’
g B
A
r=1
¥
i 90°
\ (@] X B } x

Obrazek 18: Jednotkova kruznice
Véta 5.3.2:

Pro odvozeni rovnic v této vété budeme opét vychazet z jednotkové kruznice (Obrazek
18) a rovnice cosa? + sina? = 1. Po ptevedeni funkce cosa@? na pravou stranu této

rovnice nam vznikne: sin a? = 1 — cos a@? a po nasledném odmocnéni:

tga 1
|sina| =+/1— (cosa)? = ltg al

J1+ (tga)? - J1+ (cotga)zl

Po prevedeni funkce sin a? na pravou stranu této rovnice nam vznikne: cos a® = 1 —

sin a? a po nasledném odmocnéni:
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1 cotg a
lcosa| = /1 - (sina)? = lcotg al

J1+ (tga)? - J1+ (cotga)?’

Vydélime-li rovnici sin a? = 1 — cos a? funkci cos a?, tak nam vznikne:

J1—(cosa)? B |sin | 1

ltgal = =

|cos af [T—(sina)? lcotgal’

VyznaCeni  absolutnich hodnot ve vét¢ 4.3.2 je nutné, nebot  napf.

sin 30° =\/1 — (cos 30°)?, ale sin270° = — \/1 — (cos 270°)2. O tom, kdy ze vzorce

|sina| = /1 — (cosa)? plyne pro uréit¢t a sina=+1—(cosa)? a kdy sina =
—+/1 — (cos a@)?, rozhodneme podle znaménka sin a Vv jednotlivych kvadrantech (Tabulka
1). Podobné postupujeme u ostatnich vzorct, kde se vyskytuji absolutni hodnoty ([10], str.
75).

5.4 GONIOMETRICKE FUNKCE SOUCTU A ROZDILU UHLU, NASOBKU A POLOVINY
UHLU
Véta5.4.1:

Pro odvozeni nasledujicich rovnic se ndm hodi znamy Euleriiv vzorec, ktery jsme si
uvedli v kapitole 1.3, e’ = cost + isint. Ted staéi jen chytie zvolit t a dostaneme

vzorec, jaky potiebujeme.
Polozime-li t = a + (3, tak dostaneme:
el@*h) = cos(a + B) + isin(a +p)
el@+h) = elaeif = (cosa + isina) (cos B + isin B) =
= cosa cos f —sinasinf + i(cosasinf + sina cos f3)
¢imz dostaneme:
cos(a + B) + isin(a + B) = cosacosf —sinasinf + i(cosasinf + sin a cos ).

Porovname-li redlnou a imaginarni cast, tak je zfejmé ze:

sin(a + ) = sina cos f§ + cos asin

cos(a + B) = cosacos 3 — sin asin .
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Nasledujici postup je podobny jako ten ptedchozi. Pokud a — B = a + (—f), tak

cos(—pB) = cos B — funkce kosinus je suda a sin(—f) = — sin S.
el@B) = pi®e=if = (cosa + isina) (cos f — isin B) =
= cosa cos f —sina sin B + i(sina cos f — cos a sin f3)
¢imz dostaneme:
cos(a —B) + isin(a — B) = cosacos B + sinasin B + i(sina cos § — cos a sin B).

Opét porovname imaginarni a realnou ¢ast:

sin(e — B) = sinacos B — cosasinf

cos(a — ) = cosacosf + sinasinf.

Pro odvozeni goniometrickych funkci souétu pro tangens a kotangens vyuzijeme vzorce,

které jsme si ted’ pravé odvodili, kdy:

sin(e + ) sinacosf +cosasinf
cos(a +B) cosacosP —sinasinf’

tg(a+p) =

Citatele a jmenovatele zlomku vydélime cos a cos B, ¢imz nam vznikne:

sinacos B + cosasinf

tg(a+ B) sinacosf +cosasinf cosacosf
a = . . = . P =
g cosacosB —sinasinf  cosacosf —sinasinf
cosacosf

sina  sinf
_cosa  cosp _ tga+ttgp
S _SinasinB - 1-tgatgp’

cosacosf

Po ptepsani levé a pravé rovnice ndm vznikne poZzadovany vzorec:

tga+tgp
tgla+p) = T_tgatgf

Podobné jako v predchozim piipadé budeme postupovat v piipadé tg(a — B), kdy:

sinfe —B) sinacospf —cosasinf

tgla —B) =

cos(d —B) cosacosf +sinasinf’
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Citatele a jmenovatele zlomku vydélime cos a cos 3, ¢imZ nam vznikne:

sinacosf —cosasinf

tgla—B) =

cosacosf +sinasinf

sinacosf —cosasinf sina _sinf

_ cos a cos B _cosa cosf _ tga—tgp
cosacosf +sinasinf 1 sinasinf  1+tgatgf’
cos acos 3 cosacosf
neboli:
tga—tgp
tgla—pf) = —————.
gla=F) l1+tgatgp

V piipadé cotg(a + ), kdy:

cos(a + ) cosacosf —sinasinf

cotg(a + B) = sin(a + )  sinacosf +cosasinf’

Citatele a jmenovatele zlomku vydélime sin a sin 8, ¢imZ ndm vznikne:

cosacosf —sinasinf

cosacosf —sinasinf sinasinf
cotg(aa + B) = — — = — ' =
sinacosf +cosasinf  sinacosf + cosasinf
sinasinf
cosacosf
_sina sinf _ cotgacotgfB—1
cosff  cosa  cotgP+cotga ’
sinf = sina
nebo také:

cotg a cot, -1
cotg(a+ B) = S 8P

cotg B+ cotgar

A Vv neposledni fad¢, pak pro cotg(a — ), kdy:

cos(a — ) cosacosf +sinasinf

cotg(a — B) = sinfa —B) ~ sinacosB —cosasinf’

Citatele a jmenovatele zlomku vydélime sin a sin 8, ¢imZ nam vznikne:

cosacosf +sinasinf

cosacosf +sinasinf sinasinf
cotg(a — B) = — — = — =
sinacosf —cosasinff sinacosf —cosasinf
sinasinf
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cosacosf
_sina sinf _ cotgacotgf+1

cosf _cosa  cotgp—cotga ’
sinff sina

+1

nebo po piepsani prvni levé strany a nové vzniklé pravé plati, Ze:

cotgacotg B+ 1

t —_ =
cotg(a— ) cotg B — cotg «

Véta 5.4.2:
Polozime-li t = 2a a podle Eulerova vzorce:
i2a

e = cos2a + isin2a

e?® = (e'*)" = (cosa + isina)? = cos?a — sin®a + 2isinacosa.

Dvé komplexni ¢isla se rovnaji prave tehdy, rovnaji-li se jejich realné a imaginarni ¢asti,

proto dostdvame rovnice:

sin 2o = 2sinacosa

cos 2a = cos? a — sin?«.

Polozime-li t = 3a a znovu pouzijeme Eulerova vzorce:

e = cos3a + isin3aq,

tak po porovnani imaginarni a realné Casti ziskame:

sin3a = 3sina — 4sind a

cos 3a = 4cos3a— 3 cosa.

Véta 5.4.3:

sin na, cos na pro pfirozené n ur¢ime z Moivreovy véty ([10], str. 75),

n
n
cosna + isinna = (cosa + isina)™ = Z (k) cos¥a(isin o)k,
k=0

n
5

n->5

n
sinna = nsina cos™ ! o — (3) sinda cos™ 3 + ( ) sina cos" > a—...

n
2

n
4

cosna = cos"a — ( ) sin®a cos"%a + ( ) sin*a cos™ 4a—. ..
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Véta 5.4.4:
Pro odvozeni nasledujiciho vzorce budeme vychazet ze vzorct, které jsme si odvodili
pted chvili, a to:
sin2a = 2sina cos a

cos 2a = cos? a — sin®a

sin 2« 2sinacosa

tg 2a = = - .
& cos2a cos?a — sina

Citatele a jmenovatele zlomku vydé&lime funkci cos?a a tim ndm vznikne:

2 sina cos a )
2 tg a
tg 20 = ZCOS & 5 = 8 .
cos?a —sina 1 —tg2a
cos?a
Po prepsani:
2tg a

tg 20 = ————

& 1 —tg%«a

Pro odvozeni vzorce pro tg 3a si nejprve vyjadiime cos 3a a sin 3a pomoci cos a a sin a:
sin3a =sin(2a + a) =sin2a cosa + cos 2a sina =
= (2sinacosa) cos a + (cos?a — sina) sina =
= 2sina cos?a + sina cos?a — sin3a = 3sina cos?a — sina.

Po ptepsani levé a pravé strany rovnice ndm vznikne:

sin3a = 3sina cos?a — sin3«a.

cos3a =cos(2a + a) =cos2acosa —sin2asina =
= (cos?a — sin’a) cos a — (2sinacosa) sina =
= cos3a — sina cos a — 2sin®a cosa = cos3a — 3sina cosa.

Po piepsani levé a pravé strany rovnice nam vznikne:

cos 3a = cos3a — 3sin®acosa.
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Poté, co jsme si piipravili rovnice cos 3a a sin 3a, tak se kone¢né¢ muzeme vrhnout na

odvozeni tg 3a:

sin3a 3sinacos’a —sina

cos3a cos3a — 3sin?acosa

Citatele a jmenovatele zlomku vydélime funkci cos3a a tim ndm vznikne:

3sinacos’a —sin®a  3sina sinda

— .3
_ cos3a _cosa _cosda _dtga—tgia
tg 3a = 3 — = — = =
cos’a — 3sin“a cos a 1_35m a 1-3tg*a
cos3a cos?a

Po piepsani levé a pravé strany rovnice nam vznikne:

Vzorec pro piirozené n funkce sinna, cos na vychazi z rovnic, které jsme si odvodili

vySe. Jedna se o tyto rovnice:

n->5

n n
sinna = nsina cos™ ! o — (3) sina cos" 3 a + (5) sin®a cos™ > q—. ..

n n
cosna = cos"a — (2) sina cos"%a + (4) sin*a cos™ *a—...

Podilem funkce sin na a funkce cos na ziskdme:

sinna  nsinacos™ ! a— (5)sin*a cos"3a + (T)sin®a cos"Ca—...

tgna = =
cosna cos™a — (3)sin?a cos™2a + (})sin*a cos"*a—...

kde postupnou tpravou dojdeme ke vzorci:

ntgoa— (§)tgda+ (Ptga—...
1 - (Ptgza+ (Ptgra— (Dtgdat...

tgno =

Véta 5.4.5:

Pro odvozeni nésledujiciho vzorce budeme postupovat podobné, jako tomu bylo pfii

odvozeni vzorce pro tg 2a. Nejprve si pfipravime, jiz zndme rovnice:
sin2a = 2sina cos a

cos 2o = cos? a — sin?a.
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Podilem funkci cos 2a a sin 2a nam vznikne:

cos2a cos’a — sin*a

cotg 2a = — = -
9 sin2a 2sinacos«a

Citatele a jmenovatele zlomku vydélime funkei sin®a:

cos’a — sin*a ,
_ Sin2a _cotga—1
cotg 2a = : =
2sinacosa 2cotg a

sin?a

Po piepsani:

cotg?a — 1
cotg 20 = ———.
2cotg a

Obdobné budeme pokracovat pro cotg 3a, kde:

sin3a = 3sina cos?a — sinda

cos 3a = cos3a — 3sin*a cosa
Podilem funkci cos 3a a sin 3a nam vznikne:

cos3a cos®a —3sin*acosa

cotg 3a = — = - - .
g sin3a 3sinacos?a — sin3a

Citatele a jmenovatele zlomku vydélime funkci sin®a:

cos3a — 3sinacosa cosa 3cosa

: . - = 3. _
cotg 3a = sind3a _ sina__sina_ _ cotg"a — 3cotga
3sina cos?a — sin3a 3cos?a 1 3cotg?a —1
sin3a sin’a

Po pfepsani levé a pravé strany rovnice:

cotga — 3cotg a

tg 3a =
cotg sa 3cotg?a — 1

Vzorec pro prirozené n funkce sin na, cos na vychazi z rovnic, které jsme si odvodili

vyse. Jedna se o tyto rovnice:

n
3

n
5

sinna =nsinacos™ la — ( )sin3a cos™ 3 + ( )sinsa cos" Sa—...

n
2

n
4

cos na =cos"a — ( )sinza cos™" %q + ( )sin4a cos"ta—...
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Podilem funkce cos na a funkce sin na ziskdme:

cos na cos™a — (})sin®a cos™ 2a + (})sin*a cos™ *a—...

cotg na =

)

sinna  nsina cos™ la — (;‘)sin3a cos™"3q + (g)sin5a cos" Sa—...

kde postupnou upravou dojdeme ke vzorci:

cotg™a — (3)cotg"2a + (})cotg™ *a—...

cotgna = ncotg"ta — (?)COWHQ + (Ysl)COtgn_sa_' -

Véta 5.4.6:

V nasledujici vété se budeme snazit dokazat, ze pro kazdé realné Cislo x plati:

a 1—cosa
=

sin
| 2

Nejprve si vyjadiime funkci cos a jako soucet polovi¢nich thll a poté pouzijeme souctové
vzZorce:

(a+a) a a | a . «a a | .«
cosa =cos|=+ =) =cos—=cos——sin=sin— = cos“ = — sin“— =
2 2 2 2 2 2 2 2

a a a
_ eim22) _cin2 S — 1 — . 2%
—(1 sin 2) sin > 1—2sin >

Nyni vezmeme prvni a posledni vyraz:
. 2 a
cosa =1—2sin 5

a nasledné vyjadiime druhou mocninu polovi¢niho thlu:

. ,a l—cosa
sin® — = ———
2 2

kde ndm po odmocnéni vznikne pozadovany vztah:

| ) a| 1—cosa
sin=| = |[———
2

2

Podobné¢ se budeme snazit dokazat, Ze pro kazdé realné Cislo x plati:

1+ cosa

|COS%| = >
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Nejprve si vyjadiime funkci cos a jako soucet polovic¢nich thli a poté pouzijeme souctoveé
vzorce:

(a_l_a) a a | a . « ,a L«
cosa =cos|=+ =) =cos—-cos——sin=sin— = cos“ = — sin“— =
2 2 2 2 2 2 2 2

a a a
_ 2  cin2 _ ) — 2_ _
= cos > (1 sin 2) = 2cos > 1.

Nyni vezmeme prvni a posledni vyraz:

,
cosa = 2 cos E—l

a nasledn¢ vyjadiime druhou mocninu polovi¢niho thlu:

,a 1+ cosa
c0S“— = ——,
2 2

kde nam po odmocnéni vznikne pozadovany vztah:

1+ cosa
|COSE| T

Poté, co jsme si odvodili vzorce pro sin a a cos a polovi¢niho thlu, tak uz nebude tézké

ptejit k odvozeni vzorcti pro polovi¢ni thly funkci tg a a cotg a.

Necht’ pro kazdé redlné ¢islo a # (2k + 1)m, kde k € Z a plati, Ze:

1—cosa
|th| ~ |1+cosa

Pro odvozeni vyjadiime funkce sinus a kosinus pomoci vzorce pro polovi¢ni thly:

L« 1—cosa
, a Sz 1—cosa
g=-=
2 cos% 1+cosa l1+cosa’

kde ndm po ptepsani vznikne poZadovany vztah:

ap 1—cosa
|th|— 1+ cosa
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Béhem tprav zlomku, ndm vzniknou vzorce, které by se ndm mohly hodit:

a 1—cosa sina
tg E: =

sina 1+cosa’

Odvozeni pro kotangens polovi¢niho tthlu bude podobné jako pro tangens polovicniho

uhlu. Opét budeme vychazet z vyjadieni funkce sinus a kosinus pro polovi¢ni tihly:

a 1+cosa
, a COSZ 1+ cosa
cotg—= =
2 sm% 1—cosa 1-cosa’

po prepsani:

1+ cosa

cot |—
| gZ 1—cosa’

Béhem uprav ndm vzniknou vzorce, které neni $patné si pamatovat:

a 14+ cosa sina
cotg Ez =

sina l—cosa’
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5.5 SOUCET, ROZDIL, SOUCIN GONIOMETRICKYCH FUNKCi, MOCNINA
GONIOMETRICKE FUNKCE
Ze souctovych vzorct Ize téz odvodit vzorce, pomoci nichz je mozno soucet nebo rozdil
sind ¢i kosinll upravit na soucin. Aplikujeme-li souctové vzorce pro argumenty y, §

a polozime-li y = #, 6= %éili a=y+6, f=y—46, dostdivame seCtenim, resp.

odectenim souctovych vzorci vzorce pro soucet a rozdil sini a kosint, kde a,f jsou

libovolna realna cisla ([8], str. 113):

Véta 5.5.1:

: . _(atB a-p (at+B a—p
sma+smﬁ—sm( > + > )+sm< > > )—
_[. a+pf a—ﬁ+ a+f . a—ﬁ]_l_

= [sin——cos—; cos ——sin—;
+[. a+pf a—p a+f . a—ﬁ]_z o a+p a—p
sin——cos — cos ——sin——| = 2 sin——cos——.
a+ a—
sina+sinf =2 sin 'B.cos F
2 2
: o <a+ﬁ+a—b’) . <a+ﬁ a—ﬁ)_
sina —sinf§ = sin > > sin|—; > =
_[_ a+p a—ﬁ_l_ a+f | a—ﬁ]
= [sin——cos—; cos ——sin—;
[_ a+pf a—pf a+pf . a—ﬁ]_z a+f . a—-p
Sin——cos— cos ——sin——| = 2 cos——sin——.
a+ a—
sina —sinf8 = 2 cos ﬁ.sin p
2 2
a+f a-—-p a+pf a-p
cosa+cosﬁ—cos( > + > )+cos< T3 )—
_[ at+tf a-f a+p . a—ﬁ]_l_
= [cos——cos — sin——sin—
+[ a+p a—,B+ o a+f o a—ﬁ]_z a+pf  a—-p
cos ——c0s — sin——sin——| =2 cos——sin——.
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a+ a—p
cosa + cosf = 2 cos .COS
2 2
_ (a+,8+a—ﬁ) <a+ﬁ a—ﬁ)_
cosa — cos f§ = cos 5 5 cos | — > =
_[ atp a-f at+f . 06—,3]
= |[cos ——cos — sin——sin—
[ atp a—B+ atp . a—ﬁ’]_ 2 i at+p . a-p
€os ——c0s — sin——sin——| = sin——.sin——.
a+p a-pf
cosa —cosf§ = —2 sin .sin
2 2
Véta 5.5.2:
sina sin sinacosf +sinfcosa sin(a+
. L LN LT B +sinBcosa _sin(a+p)
cosa cosf cosa cos 8 cosa cosf
sin(a + f)
t t =—
gattgh cosacosf
sina sinf sinacosf —sinfcosa sin(a—pf)
tga—tgp = — = =
cosa cosf cosa cos 8 cosa cos
sin(a — )
tga—tgp =——m-—
ga—tgp cosa cosfB

cosa cosfi cosasinf +cosfsina sin(f + a)

cotg a + cotg f = — — = , , = — ,
g 9k sina  sinf sina sin sina sin 8

sin(f + a)

cotg a + cotg p =
g 9k sina sin

cosa cosfi cosasinff—cosfsina sin(f — a)

cotg a —cotg f = - = =
g 9k sina sinf sina sin sina sin 8

sin(f — a)

cotg a —cotg B =
g 9k sina sin

sina cosf sinasinf +cosfcosa cos(a—f3)

tg a + cot = + = =
g 9k cosa sinf cosasinf cosasinf
cos(a — )
tga+cotgfp = cosasinf
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sina cosf sinasinf —cosfcosa cos(a+ B)
tga—cotg p = - — = - =- -
cosa sinf cosasinf cosasinf
cos(a+B)
tga—cotg f = ———
g 9k cosasinf
Véta 5.5.3:

Pro odvozeni véty 5.5.3 vyuzijeme souctové a rozdilové vzorce goniometrickych funkci

(kapitola 5.4.).

Secteme rovnici 1. a 2.:
1. sin(a+ B) + sin(a — B) sin(a + B) = sinacos B + cosasinf

2. sin(a —pB) =sinacos B —cosasinf

=2sinacosf.

Pravou stranu rovnice vydélime dvéma, takze:

sinacosf =

[sin(a — B) + sin(a + B)] .

N =

Tim jsme dosli k prvnimu vzorci pro soucin goniometrickych funkci. Ostatni vzorce

budeme odvozovat na stejném principu.
3. cos(e—pB)=cosacosB+sinasinf

4. cos(a+B) =cosacosfB —sinasinf

Odecteme rovnici 3. od 4. a poté pravou stravu vydélime dvéma:

cos(a+ B) —cos(a— B) = 2sinasinf

[cos(a — B) — cos(a + B)].

N| =

sinasinfi =

5. cos(a+ B) =cosacos P —sinasinf

6. cos(a—pB) =cosacosf +sinasinf

Secteme 5. a 6. rovnice a vydélime dvéma:

cos(a+ B) + cos(a—B) = 2cosacosf

[cos(a — B) + cos(a + B)] .

cosacosf =

N| =
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7. sin(a — B) =sinacos B —cosasinf

8. sin(a+ L) =sinacosf + cosasinf

Secteme 7. a 8. rovnice a vydélime dvéma:

sin(a — f) + sin(a + f) = 2sinacos

sinacosf = %[sin(a —B) +sin(a + B)] .

1 sinacos B + sinff cos
sina sin cos a cos cos a cos
tgatgp = p = p =— . b =

cosacosf 1 sinacos B + sinff cos
sinasinf sinasinf
sinacosfB  sinffcosa sina , sinf
_cosacosf " cosacosf _cosa  cosf tga+tgpf
~ sinacosB  sinfcosa  cosPB  cosa cotg a+ cotg fB
sinasinf =~ sinasinff sinf = sina
tga +t
tgatgp = g 9k

" cotg a + cotg

1

sinacos B + sinf cosa

cosacosf  sinasinf

sinasinf

cotg a cotgf =

sinasinff 1 " sinacosf +sinfcosa
cosacosf cosacosf
sinacosfB  sinfcosa cosf  cosa
_sinasinf " sinasinf _ sinf ' sina _ cotg a +cotg f§
- sinacosf | sinfcosa  sina  sinf  tga+tgf
cosacosfl  cosacosff cosa cosf
cotg a + cotg
cotg a cotgf =
tga+tgp
1 sinasinf + cos acosf
sin a cos cos a sin cos a sin
tg a cotgf = - p = B = — - B =
cosasinf 1 sinasinf + cos acos f§
sina cos f8 sinacos f
sinasinfi  cosacosf sina  cosf
_cosasinf " cosasinf cosa  sinff tga+cotgf
~ sinasinf | cosacosf  sinf  cosa tgpf + cotga
sinacosf ' sinacosf cosf  sina
tg a + cot
tg P + cotg «
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6 GONIOMETRICKE FUNKCE V OBORU R5

6.1 GRAFY ZAKLADNICH GONIOMETRICKYCH FUNKCI

Na nasledujicich obrazcich znaci x velikost thlu vyjadieného v obloukové mifte.

$111(Y) .

Obrazek 19: Graf funkce sin(x)

f@)

w/2

flz)=cosz

Obrazek 20: Graf funkce cos(x)

5 R - mnozina viech realnych ¢isel
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¥
tg(x)
| [ [ [ |
| [ [ [ [
[ [ [ [ [
| [ [ [ [
| [ [ [ [
I | I [ [
| [ [ [ [

t 0 } | | '
-n_L r /m I | 3g 1S4 T
= 3 | 18 I | I T
I | I | |
I | I [ [
| [ [ [ [
| [ [ [ [
I | [ [ [

[ [ [ [

Obrazek 21: Graf funkce tg(x)

Y

cotg(r)

(MES
T
e o — — o

(ME
— M4 - — — — — — — &

Obrazek 22: Graf funkce cotg(x)
6.2 ZAKLADNI VLASTNOSTI GONIOMETRICKYCH FUNKCI

Tabulka 1: Znaménka goniometrickych funkci v jednotlivych kvadrantech

Kvadrant
Funkce
| I 1l AV
sina + + _ _
cosa + — — +
tg a + _ + _
cotg a + — + —
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6 GONIOMETRICKE FUNKCE V OBORU R

Tabulka 2: Tabulka vlastnosti goniometrickych funkci®

Funkce

Vlastnos

y =sina

y =cosa

y=tga

y = cotga

Defini¢ni obor

funkce

a € (—o0,+00)

a € (—00,+00)

|

a €ER,
T
a¢(2k+1)z

|

|

a €R,
T
a¢(2k+1)5}

Sudost, lichost

néZjsouy =0

Licha funkce Sudé funkce Licha funkce Licha funkce
funkce
Co Periodicka Periodicka Periodicka Periodicka
Periodi¢nost ] _ _ _
s periodou 2km s periodou 2km s periodou km s periodou km
Intervaly, T n
y < =5+ 2km, < —1+ 2k, (=5 +km,
V nichZ je nerostouci
T 2km > T
rostouci 5 + 2km > 5 + km)
Intervaly, < ok
2 )
V nichZ je < 2km,m + 2km > neklesajici (km,m + k)
3
klesajici ST+ 2km >
Nejmensi y=—lpro y =—1pro
- neexistuje neexistuje
hodnota funkce | x = (4k — D3 x=2k-Dn
Nejvetsi y=1lpro y = 1pro
- neexistuje neexistuje
hodnota funkce | x = (4k + e x = 2km
Argumenty, pro T -
a=kn a=(2k+1)5 a=km a=(2k+1)§

6V celé tabulce je k libovolné celé &islo.
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Tabulka 3: Hodnoty goniometrickych funkci pro vyzna¢né uhly

Stupné 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150°
Radiany 0 T n T n 2 3 5
6 4 3 2 37 2" 6"
sina 0 l E E 1 E E l
2 2 2 2 2
cosa 1 ﬁ E l 0 — 1 - E — ﬁ
2 2 2 2 2
tg a 0 ﬁ 1 V3 -3 -1 _ ﬁ
3 3
cotg a V3 1 g 0 _ \/?§ -1 —/3

Stupné 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330°

Radiany T 7 5 4 3 5 7 11
671' 471 T 271 3n T 67T
1
sina 0 —= _ﬁ _ﬁ -1 _\/_§ _E S
2 2 2 2 2
1 1
cosa -1 _E _E — 0 — Q ﬁ
2 2 2 2 2
tga | 0 V3 1 V3 3| -1 | 3
3 3
Gl | 8 0 | B o a
3 3
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7 VYUZITI GONIOMETRICKYCH FUNKCi V OBLASTI MATEMATICKE

ANALYZY
7.1 VYJADRENI GONIOMETRICKYCH FUNKCI POMOCI RAD

Definice pomoci fad vychazi z toho, Ze podle Taylorovy véty’ plati:

2 @)
£ = f@+ L2 -y + LY 2@

(x —a)*+...+ (x —a)™ + Ry (%),

kde vyraz pro zbytek R(;41) lze uvést v nékolika tvarech (Langrangetiv, Cauchyiiv nebo
integralni tvar), které tu vSak nebudeme vSechny uvadét. Pro uvedeni funkci sin x, cos x je
nutné také uvést, ze tyto funkce maji derivaci vSech vyssich fadi. Potom mizeme vyuzit

Taylorova vzorce (potazmo Maclaurinova vzorce).

Proa = 0,x # 0 alibovolné n > 0 ptechazi Taylorova fada v fadu Maclaurinovu:

[ee]

0 £
=0 + L Qe LD, 25 O
Polozme nejprve f(x) = sinx, f®(x) =sinx, f'(x) = cosx, f’(x) = —sinx,
f(x) = —cosx, f®(x)=sinx, f®(x) =cosx,..;prox =0 dostivame po Fadé

hodnoty 0; 1; 0; —1; 0; 1; 0; —1; 0; 1; 0; —1; ... ([7], str. 293).

Ze vSech derivaci funkci sinx,cosx, které vypoCteme je vidét, ze vyjdou budto
+sinx nebo * cosx a jejich hodnota je nejvySe rovna ¢islu 1. Podle Langrangeova tvaru
plati, Ze:

x(n+1) } ) | (n+1)|
1
|R(n+1)| ( + 1)|f m ( x) - ( + 1)|

Volime-li specialné v Taylorové vété n sudé, n = 2m, dostdvame pro kazdé x a kazdé
celé m > 0 ([7], str. 293):

x x3 XS 2m-1

X
- _ - _1\ym-1
sinx TRRET + o ..+ (=D Zm =D + Rom+1),

I |(2m+ 1)

|R(2m+1)| = m (—o < x < +m).

7 Rada nese jméno po anglickém matematikovi Brooku Taylorovi, ktery ji publikoval v roce 1712.
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Obdobn¢ budeme postupovat i v nasledujicim ptipad¢, kdy pro kazdé x a kazdé celé

m > 0 dostaneme:

XZ x4- X6 2m
cosx =1 —E+Z—a+...+(—1)mm+R(2m+2),
|x|(2m+2)
|R(2m+2)| < m (m0 < x < +).

V neposledni fadé zde zbyva uvést dva rozvoje zdkladnich goniometrickych funkci,

kterymi jsou tg x a cotg x ([10], str. 568):

b= x 42 xS e ( Z < <n)
gx =x 3x 15x 315x > X >
tgx = S ix— gt xSy (0 <|x|<m)
co gx—x 3x 4Sx 945x x| <m).

V kapitole 2.2 jsme vyslovili myslenku, jaké by to bylo vypocitat hodnotu funkce sin 1°
s chybou mensi nez 107>, Az do ted jsme k tomu neméli pfipravené pottebné néstroje, na

které byla stiedoSkolskd matematika kratka. Na nésledujicim ptikladu si ukaZeme, jak na to.

Priklad 7.1.1: Vypodtéte sin 1° s chybou mensi nez 107>, 8

. . x x3 x5 x7 ’ 77'- 7 z Y e
Do rozvoje sinx = 3 + TR dosadime x = 180 a dostavame alternujici
T \3 T \° T\’ T \°
¥adu T (180) n (180) _ (180) n (180) _
180 3! 5! 7! 9!
T T s
180 = 0,017 453, 180331 = 8,978x107°.

Abychom uréili sin 1° s chybou mensi nez 1075, staéi se¢ist prvni dva ¢leny fady

T Vs
180 ~ 180 18033!

sin = 0,017453.

8 [15], str. 96, upraveno
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7.2 VYJADRENI GONIOMETRICKYCH FUNKCI POMOCI DIFERENCIALNICH ROVNIC

Vyjadieni goniometrickych funkci 1ze 1 pomoci diferencidlnich rovnic. Funkce sinus a

kosinus jsou vysledkem diferencialni rovnice 2. fadu a to:

y'+y=0.
U vySe zminéné rovnice jesté definujeme pocate¢ni podminky y(0) = 0ay’(0) =1,
které urcuji funkci y = sin ¢ jednoznacné.

Nejdtive si uréime charakteristickou rovnici:

ze které si ur¢ime hodnoty a; , jenz splituji danou rovnost:
@, = +i=0+1i
Fundamentalnim feSenim zadané rovnice je:
y, =e% - coslep = cos g
y, = e%? - sinlg = sin .
Obecnym fesenim tedy bude:
y =C;-cose+C,-sing.

Z pocatecnich podminek, které byly definovany na zac¢atku ndm plyne

y(0) = 0:
y=Ci-cosp+Cy-sing
0=Cy-cos0+Cy-sin0
0=C-1+C,-0->C;, =0
y'(0) =1:

y=Ci-cosp+Cy-sing
Yy =Ci " cosp—Cy-sinp+Cy -sing + Cy,-cos@
1=C{""cos0—C;-sin0+C," -sin0+C,-cos0

1=C""1-C-04+C, -0+C,- 1
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1=0-1-C-0+4C,-04+C,-1- C, = 1.

Vypoctené hodnoty konstant C; a C, dosadime do obecného feseni, z cehoz plyne:

y = sin ¢.

Pro vyjadreni funkce y = cos ¢ je tfeba zménit pocateni podminky a to:

y(0) = 0,y°(0) = 0. Pro vypocet kosinu budeme postupovat stejnym zpisobem jako
Vv predeslém piipadu. Obecné feseni bude stejné jako v ptipad¢€ y = sin ¢, a proto miizeme

rovnou prejit K:

y(0) = 1:
y=Cy-cosp+C, sing
1=C;-cos0+C;,-sin0
1=C-1+C,-0 - ;=1
y'(0) =0:

y=Cy-cosp+C,-sing
Yy =Ci cosp—Cy-sinp+Cy -sing + Cy-cos @
0=C;""cos0—=C;-sin0+C, -sin0+C,-cos0
0=C;""1-C;-0+C,-0+C,-1
0=0-1-1-0+C,-0+C,-1- C, =0.

Vypoctené hodnoty konstant C; a C, dosadime do obecného teSeni, z cehoz plyne:

Yy = C0S .
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7.3 GONIOMETRICKE SUBSTITUCE
Véta 7.3.1 (Substituce): h(x) =z

Necht f(x) ma v intervalu (a, b) tvar f(x) = g(h(x))h'(x), kde h’(x) je spojitd v (a, b)

a g(z) je spojita pro vSechna z = h(x), probiha-li x na interval (a, b) . Pak

ff(x) dx = fg(h(x))h'(x) dx = Jg(z) dz=G(z) + C,

kde ve vysledku je potieba dosadit z = h(x) .
Véta 7.3.2 (Substituce): x = ¢(2)

Necht’ f(x) je spojita v intervalu (a, b). Necht' x = ¢(z) je funkce (proménné z) rostouct,
resp. klesajici na odpovidajicim intervalu (a, ) a majici v (a, ) spojitou derivaci ¢’(z).
Necht pro z € (a,f) je a < ¢(z) < b. Oznaéme z = YP(x) funkci inverzni k funkci x =
¢(z). Pak

[rwar= [ glo@)w@dz=n@ +c,

kde ve vysledku je potfeba dosadit z = Y (x) .

Pti pouziti integrace substituci zaleZi na obratnosti a zkusenosti, abychom ptedem vid¢li,
v jaky integral pfejde substituci integral piivodni. Na ukazku si uvedeme nékolik ptikladd,
kdy pomoci substituce nahradime ¢ast funkce, funkci goniometrickou. Podrobnéji k tomuto

tématu naleznete v [10], kde je cela fada prikladii z goniometrickych funkci.
Priklad 7.3.1: VypocCtéte nasledujici integral f01 V1 —x?dx.°

n
2

j\/l—smzzcoszdz = choszlcosz dz =

X =sinz

1
j\/l—xzdx=
0

|dx =coszdz
TL' 77.' E

s
1 2

cos’z dz—jlcoszlcosz dz—J (1+cosZz)dz—J dz + Efcosszz=
0

O\Nm

. T 1n 1
[sin2z]? = 57 + = (smn —sin0) =

SRS

[e]5 +

N =
SN

® [10], str. 439, upraveno
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Priklad 7.3.2: Vypoctéte nasledujici integral f dx 10
s
2 1 1
f X d ’ x =sinz smzcosz sinzcoszd
———dx = —dz =
s V1—x2 dx = coszdzl \/1—sm2 Vcos?z
1 1 cos1 1
f sinz j‘sinzd _‘ Yy =€0Sz _ —dy fdy_
coszl cos z Z= dy = —sinzdzl y y
1

0 cos1

[In]y|1%ps1 = In|1] — In|cos 1| = —In|cos 1]
Zvlastnim pouzitim goniometrickych substituci jsou integraly, které lze pievést na
integraly z racionalné lomenych funkci. Zejména se jednd o tento typ:

f R(cos x, sinx)dx,

kde R (u, t) je racionalni funkci proménnych u a t ([13], str. 451-452).

Univerzalni substituci v tomto ptipadé integralu je nahrazeni:

. X
z=tg—,
93
ry veis X 1
z niZ plyne (pouZitim vztahu cos? = = —
1 +tg27
1-2* . 2z d 2dz
COSX = ———, sinx = ——, x = .
14 22 1 + 22 11 22

Priklad 7.3.3: Vypoctéte nasledujici integral f—l_Sinx+cosx S

5sinxcosx

X . 2z
jl—sinx+cosxd z=tgy Sinx =777
. X = 2 =
5sinx cosx _1-2z _ 2dz
Cosx =132 =11
2z 1—2?2
_J1_1+Zz+1+zz 2dz _ZJ 1-z d _Z.f dz
B 2z 1—2z> 1422 5) z(1-22%) 275 z(1+2)
1+ 221+ z2

107101, str. 438, upraveno
11113], str. 452
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X
ch 1)d-—%| Z|+c—% 92 | ckdecer
5 VA 14+2z Z_5n1+Z _5n1+tg% ’ € '

Ne vzdy se ndm, ale podaii uplatnit tuto univerzalni substituci. A tomu byva v ptipadé:

Je-li funkce R(cos x, sin x) licha vzhledem k funkci sin x, tj. plati-li R(cos x, sinx) =

—R(cos x, —sin x), |ze k racionalizaci integralu [ R(cos x, sin x) dx pouZit substituce
cos x = z. Je-li funkce R(cos x, sin x) licha vzhledem k funkci cos x, tj. plati-li

R(cos x,sinx) = —R(— cos x, sin x), lze pouzit substituce sinx = z.

Je-li funkce R(cos x, sin x) suda vzhledem k obéma funkcim tj. plati-li R(cos x, sinx) =

—R(— cos x, —sin x), 1ze pouzit substituce tg x = z ([10], str. 414).

Piiklad 7.3.4: Vypoctéte nasledujici integral fﬁdx. 12

fld_j 1 , d—| Z = COSX |_J1d_
sinx T (1—coszx)( sinx) dx = dz=—sinxdxl ~ ) z22—1%" "

—1f L ydz=21 Z_|+C—11C%x_1+deCER
2 (2—1 Z+1) R P ~2 M cosx + 1 Rae '
Priklad 7.3.5: Vypoctéte nasledujici integral [ cos®x dx 13,

zZ =sinx

f cos®x dx = f cos*x cosx dx = f(l — sin?x)? cosx dx = =
dz = cosx dx

5

z 2
=f(l—zz)zdz=f(z4—222+1)dz=g—§z3+z+C=

sin®x 2 _
z —§SLn3x+smx+C,kdeC€IR{.

S vyuzitim souctovych vzorct, pak lze u integralt typu:
f (cos mx, cos nx)dx, f (sinmx, cos nx)dx, f (sinmx, sin nx)dx,
vyuzit nasledujicich vzorci, které nam mohou pomoci k vypoctim integrala:

1
f(cos mx, cos nx)dx = Ef(cos(m +n)x + cos(m —n) x)dx,

12113], str. 453, upraveno
131101, str. 415, upraveno

51



7 VYUZITI GONIOMETRICKYCH FUNKCI V OBLASTI MATEMATICKE ANALYZY

1
f(sin mx, cos nx)dx = Ef(sin(m +n) x + sin(m — n) x)dx,

1
J.(Sin mx, cos nx)dx = Ef(_ cos(m+n) x + cos(m — n) x)dx.

Vyuziti souctovych vzorcli se ndm hodi i v nasledujicim ptipadé a to u integralii typu:
f cos?x dx, f sin®x dx,

kdy lze uvedené funkce piepsat ve tvaru:

) _1+c052x ., 1 cos2x
cosx—2 > smx—2 >

7.4 DELKA ROVINNE KRIVKY

Véta 7.4.1: Budiz f(x) spojita v intervalu (a, b). Mnozinu vSech bodu [x, y] vyhovujicich
podminkdm a < x < b, y = f(x) budeme nazyvat kiivkou a oznacime ji pro kratkost

pismenem C.
Pozn. Z analytické geometrie vime, jak pocitat délku tsecky*?,

Sestrojme libovolné rozdéleni D na intervalu {(a, b) délicimi body a < xy, < x; <...< x, <

< b (n = 1) sestrojme body

[x0, f(x0)] = Po, [x1, f(x1)] = Py, oo, [x0, f (X)) = Py

znakem K (D) zna¢me lomenou ¢aru, sestrojenou z useéek PoPq, PP, ..., Pn_1 Py,

a znakem L(D) ozna¢me délku lomené ¢ary K (D), tj. soucet délek tusecek PyPq, PP, ...,
P,_1P,. Timto zpisobem je kazdému rozdé€leni D intervalu (a, b) pfitazeno uréité kladné

gislo L(D) ([16], str. 121).

Véta 7.4.2: Budiz f (x) funkce spojita v (a, b), jez ma vlastni derivaci f"(x) ve v§ech bodech
intervalu (a, b), vyjma nejvySe v koneéném poctu bodl; v téchto vyjimeénych bodech
definujeme vyznam symbolu f’(x) jakkoliv. Necht existuje Riemanntv integral

b

f\/l + (f'(x))? dx.

a

14 Jsou-li P, = [x1,y1], P, = [X3, V-] dva body, nazyvame délkou usecky P, P, &islo
Ve —x)2 + (v, — y1)? ([16], str. 121).
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Potom kiivka C (definovana jako mnozina vSech bodt [x, y], vyhovujicich podminkam

a <x <b,y = f(x)) ma kone¢nou délku danou rovnici ([16], str. 121):

b
L(a, b,f(x)) = f\/l + (f'(x))?dx.15

V kapitole 2.2 jsme si definovali goniometrické funkce pomoci pravouhlého trojuhelnika
a jednotkové kruznice. Pokud si vzpomeneme, tak nam v ptipadé jednotkové kruznice nastal
jeden maly problém. Pokud jsme chtéli pfesné (a s uritou chybou) vypocitat délku oblouku
|, ktery jsme nanesli na kruznici, tak jsme se stiedoskolskymi znalostmi na tento piiklad byli
kratci. Proto jsme si museli pockat, az budeme mit pfipravené potiebné nastroje, jak tento
problém vyfesit. S pomoci vySe zminénych definic a vybaveni znalostmi z oblasti
integralniho a diferencialniho poctu, se pokusime na nasledujicim piikladu tento problém
vyfesit.

Priklad 7.4.1: Vypoctéte délku oblouku kiivky y = sin x na intervalu (0, %}.

Funkci y = f(x) nejdtive zderivujeme: y" = cosx, nasledné pak délku L vypocéteme

dosazenim do vzorce:

T Vs

180 180
J 1+ cos?xd j 1+ cos?x dx. 16
0 0

~ 0,024682

Vs
180

_ 17 —
f 1+ cos?x dx = V2 E(x|m) \/_E<180 2)
0

15 Z definice Véty 1 a Véty 2 je zfejmé, Ze k tomu, abychom vypoditali délku rovinné kfivky, tak
potiebujeme znalosti derivovani a integralniho poctu. Presné definice najde ¢tenai v béznych ucebnicich
integralniho a diferencialniho poctu.

16 Z uvedeného integrélu je vidét, Ze integral pro vypocet délky kiivky obsahuje odmocninu. Proto se nam i
pro jednoduché funkce stane, ze neumime ptislusny integral vypocitat. V takovém piipadé bude nutno pouzit
n¢jakou numerickou metodu nebo néktery matematicky program (napi. Derive, Maple, Mathematica).

17 E(x|m) je elipticky integral druhého druhu s parametrem m = k?. Vice informaci o této latce najdeme

v doporucené literatute [17], [18] (Kapitola XIX. Transformace a vypocet eliptickych integrald).
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Piiklad 7.4.2: Vypodtéte délku kruznice o poloméru r > 0.

Uvazujme kruznici se sttedem v po¢atku o rovnici: x2 + y? = r2, Odtud plyne:

y = *4/7% — x?, pfiCemZ x € (—r,7).

Vezmeme rovnici horni pilkruznice y = +Vr? — x2 a vypocitame jeji derivaci

y = N Problém je v tom, Ze derivace neni definovdna prox = rax = —r.
r2—x

Snadno najdeme parametrické rovnice kruznice. Z definice funkci sinus a kosinus urc¢ime
polohu libovolného bodu A = (x,y) leziciho na kruznici. Hledané parametrické rovnice
kruznice budou: x=rcost, y=rsint, kde t € (0,2m).

Me¢nime-li thel t od nuly do 27, ob&éhne bod A celou kruznici. Pro vypocet délky kruznice
pouzijeme nasledujici vétu:

Véta 7.4.3:

Necht’ je kiivka dana parametrickymi rovnicemi x = ¢@(t),y = Y(t),t € (a, B), pticemz
funkce ¢ (t) a ¥ (t) maji spojité derivace na intervalu (a, 8). Pak je délka této kiivky [25]

B
s = f VIp'®12 + [ ()12 dt.

JelikoZz @’ (t) = (rcost) = —rsint ay’(t) = (rsint)” = r cost,dostavame

21 2
s = f JI=7rsint]? + [r cos t]2 dt = f Jr2(sin%t + cos?t) dt =
0 0

2
= j rdt =r[t]3" = 2nr.
0

18125], str. 4
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Cilem mé bakalarské prace bylo seznamit ¢tenaie s pojmy goniometrie a trigonometrie.

Nasledné¢ pak ukazat, jak se v pribéhu staleti ménil pohled a ptistup na goniometrické funkce

a jaky dopad mél tento pohled na novodobou goniometrii.

V prvni ¢asti jsem se snazil ukdzat, jak pfistupovali k témto funkcim starovéci
matematikové. Jejich poznatky se staly zdrojem informaci pro dalsi generace a diky jejich

pfinosu ma goniometrie nyn¢js$i podobu.

Ve druhé ¢asti jsme si definovali goniometrické funkce pomoci pravothlého trojuhelnika.
Omezeni znalostmi ze zakladni $koly a tim, Ze nejsme schopni zjistit jakykoli hel vétsi nez
90° jsme zavedli definici pomoci jednotkové kruznice. StfedoSkolské ucivo vyrazné
pozvedlo nase védomosti, co se goniometrie jako takové tyce. Avsak pro nckteré poznatky
to bylo stale malo. Problém pfisel s tim, Ze jsme nebyli schopni pfesné zjistit velikost kiivky,
ktery ndm vytkne stfedovy uhel na libovolné kruznic o poloméru r. AZ s pomoci vyssi

matematiky jsme tento problém vyfesili v samém zavéru Sesté kapitoly.

Ve tieti ¢asti a ¢tvrté ¢asti jsme si odvodili znamé véty, ze kterych jsme poté vychazeli

pfi odvozeni vzorct pro goniometrické funkce.

V paté ¢asti jsou uvedeny zakladni goniometrické grafy a vlastnosti elementarnich funkci.
Cela tato kapitola je vedena velice okrajové, protoZze odvozeni jednotlivych vlastnosti

goniometrickych funkci by presahovalo samotny rdmec rozsahu této prace.

V posledni ¢asti jsme se snazili pohlizet na goniometrické funkce z oblasti vyssi
matematiky. Samotnd tato kapitola nam ukazala, jak se pii znalostech ze zakladnich a
stiednich Skol v oblasti matematiky dopoustime chyb a nékteré véci uvadime nepiesné. Tato
kapitola se se méla snazit tyto chyby vyvratit a za pomoci nékolika ptikladi uvést na pravou
miru.

Pti zpracovani této bakalaiské prace jsem si uvédomil, jak moc se v nynéjs$i dob¢ upustilo
od studovani goniometrickych funkci a jejich narocnosti ve Skolstvi. Jako zlaté obdobi

goniometrie povazuji zacatek 20. stoleti, kdy se nejvice ve Skolni trigonometrii vyuzivalo

feSeni pravouhlych a kosothlych trojihelnikii vypoctem 1 konstrukei. Krasnym piikladem
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tohoto obdobi je ucebnice o trigonometrii, kterou uvadim v obsahu pouzité literatury'®. Az
do 70. let minulého stoleti bylo vrcholem pfi feSeni téchto uloh pouziti logaritmického
pravitka. Avsak s nastupem moderni technologie se nahled na samotnou latku zjednodusil a
s pomoci kalkulacky jsme bez sahodlouhého premysleni schopni vypoéitat jakoukoli
hodnotu. Vyrazn¢ pokrocilejsim vypocétem je pouziti numerickych metod, anebo nekterého
z matematickych programu, jakymi jsou napt. Derive, Maple, Mathematica. Avsak tento

krok vyzaduje uz jisté znalosti v oblasti vyssi matematiky.

19 Schubert Eduard, Trigonometrie: Reseni pravouhlych a kosouhlych trojithelnikii vypoctem i konstrukei, R.

Promberger, Olomouc, 1907.
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The aim of my bachelor's thesis was to acquaint the reader with the concepts, such as
goniometry and trigonometry. Subsequently, to show how over the centuries has changed
the view and access to the trigonometric functions and how this view has had an impact on

the modern goniometry.

In developing this thesis, | realized how much nowadays abandoned the study of
trigonometric functions and their performance in education. As the golden age of goniometry
I consider beginning of the 20th century, when most in school trigonometry used the solution
of rectangular and oblique triangles calculation and construction. A beautiful example of this
period is a textbook on trigonometry, which | mentioned in the content of the literature?®.
Until the 70s of the last century was the highlight in solving these problems by using a slide

rule.

However, with the advent of modern technology preview real substance simplified by
using a calculator, we are able to think without thinking through an arbitrary value. Is
significantly more advanced calculation using numerical methods, or any of the
mathematical programs like Derive, Maple, Mathematica. However, this step does not
require a knowledge of higher mathematics.

2 Schubert Eduard, Trigonometrie: Reseni pravoiihlych a kosovihlych trojiihelnikii vypoctem i konstrukei, R.
Promberger, Olomouc, 1907.
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