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Plzeň 2014 Jǐŕı Zákoucký
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Abstract

This work deals with approach to smooth 3D surface nets in the context of biomedical
application. It looks into various reasons for the need of smoothing 3D surface models from
biomedical devices. Afterwords it describes some basic smoothing methods and points
out volume and feature preserving ones. The comparison is performed on the basis of
the implementation of chosen methods according to various points of view. Finally the
conclusion is formulated.

Abstrakt

Tato práce pojednává o vyhlazovaćıch př́ıstupech na 3D povrchových śıt́ıch v kontextu
biomedićınských aplikaćı. Zabývá se r̊uznými př́ıčinami potřeby vyhlazováńı 3D
povrchových model̊u z biomedićınských zař́ızeńı. Dále popisuje některé základńı obecné
vyhlazovaćı metody a vyzvedává ty, které zachovávaj́ı objem a charakteristické rysy
objektu (volume a feature preserving). Na základě implementace vybraných metod je
provedeno srovnáńı podle r̊uzných hledisek a formulovány závěry.
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5.2.4 L2 normálová chybová norma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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6.3.2 L2 chybová norma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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1 Úvod

3D modelováńı je již běžnou discipĺınou oboru poč́ıtačové grafiky, jej́ıž výsledky se
významně promı́taj́ı do všedńı aplikačńı praxe např́ıč mnoha obory lidské činnost́ı.
Je využ́ıváno např. pro vizualizaci nejr̊uzněǰśıch prostorových dat, pro konstruováńı
stroj́ırenských produkt̊u (CAD) či obecně pr̊umyslový design, simulováńı vědeckých
pokus̊u či k prosté zábavě ve formě poč́ıtačových her atd. Jedńım z obor̊u, ve kterých
nacháźı 3D modelováńı své opodstatněńı je i medićına či biomechanika, kde 3D modelováńı
může být významným diagnostickým nástrojem, jenž přináš́ı určité výhody, ale i úskaĺı
oproti klasickým 2D zobrazovaćım metodám.

Př́ıstup̊u k reprezentace objekt̊u v poč́ıtači existuje několik, např. reprezentace objemová,
kdy objekt neńı popsán geometricky, ale pouze jako sada vzork̊u z daných umı́stěńı
v objektu. Patrně nejrozš́ı̌reněǰśı reprezentaćı objekt̊u v poč́ıtači je však reprezentace
hraničńı, kdy objekt bývá popsán geometricky jeho povrchem. Jelikož je hraničńı
reprezentace v praxi nejčastěji použ́ıvanou a jelikož pro převod z objemové reprezentace
jsou vyvinuty př́ıslušné algoritmy, je tato práce zaměřena právě na objekty reprezentované
pomoćı tzv. povrchové śıtě (mesh).

Ve skutečném reálném světě bývaj́ı povrchy předmět̊u tvořeny nejr̊uzněji zakřivenými
plochami, které však pro poč́ıtačové zpracováńı či vizualizaci nebývaj́ı vhodné a často
ani d̊usledně technicky řešitelné zejména ve vztahu k dostupnému hardwaru. V praxi pak
bývaj́ı tyto zakřivené plochy nahrazovány množinou jednotlivých spojitých plošek. Tyto
plošky bývaj́ı nejčastěji trojúhelńıkové, a to vzhledem k jejich podpoře a optimalizaci jejich
zobrazováńı ze strany hardwaru.

Z podstaty tohoto zjednodušeńı popisu skutečného povrchu objektu pomoćı jednotlivých
plošek (trojúhelńık̊u) vyplývaj́ı nežádoućı efekty, a to mj.

”
hranatý vzhled“ namı́sto

plynulého, zkresleńı, změna objemu tělesa či obsahu povrchu. Mnoho daľśıch nežádoućıch
efekt̊u může dále plynout i ze samotné trojúhelńıkové śıtě, resp. z jej́ı kvality, která je
ovlivněna jak zdrojovými daty, které mohou být ovlivněny např. šumem, komplikovanost́ı
tvaru objektu, tak použitým algoritmem při tvorbě śıtě. Všechny tyto vlivy pak vyvolávaj́ı
potřebu, aby źıskaná trojúhelńıková śıt’ byla nějakým zp̊usobem optimalizována či
vyhlazena, odstraněny nežádoućı efekty, a přitom aby byly zachovány určité vlastnosti
objektu, jako např. zachován jeho objem, zachovány specifické rysy (např. výrazné hrany)
či prostorové vztahy. Pro tyto potřeby byla vyvinuta řada algoritmů, jejichž porovnáńı
(některých z nich) je hlavńım úkolem této práce, zejména ve vztahu k biomedićınským
aplikaćım.

V prvńı části práce bude proto nast́ıněna problematika 3D modelováńı biomedićınským dat
a některá jejich specifika. Dále bude ve stručnosti uveden přehled a popis vybraných metod
či př́ıstup̊u k vyhlazováńı trojúhelńıkových śıt́ı. Pro následné porovnáńı některých těchto
řešeńı bude nutné navrhnout vyhodnocovaćı aparát ve formě kritéríı, a to jak vizuálńıch,
tak i kvantifikovatelných, kterým je pak možné zhodnotit výsledek vyhlazováńı, zejména
pak s ohledem na dosahovanou chybu zachováńı objemu, hladkost výsledné śıtě, tvar
trojúhelńık̊u atd. Pro tato vyhodnoceńı bude navrhnut software využ́ıvaj́ıćı open-source
vizualizačńı nástroj VTK (The Visualization Toolkit), který zaintegrovává jednotlivé
metody a vyhodnocovaćı kritéria. Vyhodnoceńı pak bude provedeno na vybraných reálných
biomedićınských datech, ale i na uměle vygenerovaných objektech typu koule či krychle
s př́ıpadným uměle vyvolaným šumem.
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2 3D modelováńı v biomedićınském kontextu

Se vzr̊ustaj́ıćı kvalitou vstupńıch dat z lékařských tomografických př́ıstroj̊u jako např.
magnetická rezonance (MRI) či poč́ıtačová tomografie (CT) vzr̊ustá i poptávka po jejich
zpracováváńı a vizualizace jako trojrozměrné modely. Výstupńı data z těchto př́ıstroj̊u
představuj́ı ekvidistantńı sekvenci sńımkových řez̊u př́ıslušné oblasti lidského těla, ze
kterého pak lze sestavit př́ıslušný 3D model, který může sloužit zpravidla pro:

• diagnostiku onemocněńı

• plánováńı operačńıch zákrok̊u

• výukovou a výzkumnou činnost, atd.

V lékařstv́ı hraje správná diagnostika či správnost rozhodnut́ı např. chirurgickém postupu
velice významnou roli na výsledný dopad na zdrav́ı pacienta a jeho následnou kvalitu
života. Pro rozhodováńı obecně je vždy velice d̊uležitá úplnost a kvalita relevantńıch
podklad̊u, které mohou na rozhodnut́ı mı́t vliv. Výstupy z MRI, CT či jiných zobrazovaćıch
př́ıstroj̊u jsou v tomto směru velmi d̊uležitou součást́ı dnešńı medićıny, na jejichž základě
jsou činěna d̊uležitá lékařská rozhodnut́ı. Jejich výsledná kvalita je proto kĺıčovým
faktorem. V medićınském kontextu proto základńımi požadavky jsou:

• vysoká přesnost

• zachováńı objemu a proporćı

• zachováńı prostorových vztah̊u a závislost́ı atd.

Vysoká přesnost je spojena s faktem, že i některé velmi malé patologické anomálie mohou
být zásadńı pro celkovou diagnostiku, jako např. malé nádory apod. Rovněž tak i zachováńı
objemu, nebot’ i změněný objem skutečného orgánu může být indikátorem poruchy či
onemocněńı. Zachováńı prostorových vztah̊u a závislost́ı je nav́ıc d̊uležité např́ıklad pro
plánováńı chirurgických zákrok̊u, kdy jednotlivé orgány nejsou posuzovány samostatně,
ale je posuzována celá vyšetřovaná oblast atd.

Výrazným specifikem modelováńı biomedićınských dat je fakt, že části lidského těla, které
bývaj́ı v zájmu lékař̊u, jsou málokdy složené z př́ımých, pravoúhlých či jinak pravidelných
geometrických tvar̊u (jak tomu bývá např́ıklad u 3D model̊u z produkce CAD systémů
v aplikaćıch pr̊umyslového designu), ale jejich tvary bývaj́ı nepravidelné, organické.

Na cestě od skutečné části lidského těla až po jeho 3D model existuje mnoho potenciálńıch
negativńıch vliv̊u, které mohou zapř́ıčinit významné rozd́ıly mezi skutečnost́ı a modelem.
Zjednodušený pohled na proces, jakým je skutečnost transformována až do podoby 3D
modelu ve formě trojúhelńıkové śıtě, je znázorněn na Obrázku 1.

Prakticky v každé fázi źıskáńı 3D modelu mohou vznikat vznikat nežádoućı jevy, jako např.
chyběj́ıćı části, přidané falešné části, schodovitost śıtě, terasovitost, d́ıry atd. Vzhledem
k tomuto faktu jsou v jednotlivých fáźıch aplikovány r̊uzné techniky, které maj́ı vzniklé
nepř́ıznivé jevy eliminovat nebo alespoň potlačit (žluté části Obrázku 1). Techniky
jednotlivých úprav ale mohou mı́t svá úskaĺı, nebot’ odstraněńım jednoho nežádoućıho
jevu mohou zp̊usobit nežádoućı jev jiný, nebo při špatném použit́ı těchto technik může
dokonce doj́ıt namı́sto potlačeńı naopak ke zvýrazněńı nežádoućıho jevu. To vše je nav́ıc
ovlivněno i př́ıslušnou fáźı zpracováńı, nebot’ nežádoućı jevy, které vznikly v počátečńıch
fáźıch procesu, přecházej́ı i do fáźı následuj́ıćıch, kde může být jejich daľśım zpracováńım
negativńı efekt dále multiplikován.
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Obrázek 1: Proces vytvořeńı 3D modelu

Jelikož jedńım z ćıl̊u technik úprav p̊uvodńıch dat v jednotlivých fáźıch zpracováńı (mezi
něž patř́ı i vyhlazováńı, viz fáze

”
Povrchová śıt’“ v Obrázku 1) je eliminace těchto

nežádoućıch jev̊u, je d̊uležitá i analýza př́ıčin jejich vzniku, resp. charakter těchto jev̊u.
Při porovnáńı vyhlazovaćıch algoritmů pak může být kladen d̊uraz právě na specificky
identifikované negativńı jevy. Tuto problematiku zmiňuj́ı ve svém porovnáńı podrobněji
např. [BHP06], kteř́ı rozeb́ıraj́ı zdroje jednotlivých nežádoućıch artefakt̊u vzhledem k fázi
skenováńı, segmentace a extrakce śıtě, a jejichž závěry jsou ve stručnosti rozebrány
v následuj́ıćıch podkapitolách.

2.1 Fáze skenováńı

Fáze skenováńı záviśı na zvolené technice sńımkováńı, např. často použ́ıvanými jsou CT
či MRI, ale i jiné druhy tomografie (PET, SPECT...). Tyto techniky vytvářej́ı sadu
ekvidistantńıch obrazových řez̊u. Velkou roli na úroveň podrobnosti má pak rozlǐseńı
źıskaných dat. Technika řez̊u však zp̊usobuje, že vzdálenost jednotlivých řez̊u (tzn. rozlǐseńı
v ose z) je obecně větš́ı, než vzdálenosti jednotlivých vzork̊u uvnitř jednoho řezu (tzn.
rozlǐseńı v osách x a y), a tud́ıž pro účely modelováńı je méně informaćı podél osy z.
[BHP06] uvád́ı př́ıklad běžného rozlǐseńı źıskaných dat cca od 128x128x64 do 512x512x400.

CT je zástupce radiologických technik, kdy okolo pacienta ob́ıhá zdroj rentgenového zářeńı,
které procháźı pacientem. Pr̊uchodnost paprsku jednotlivými druhy tkáńı je rozd́ılná a jej́ı
intenzita je pak následně změřena na detektorech. Z detektor̊u je následně źıskáván signál,
který je převzorkován do hodnot vhodných pro zpracováńı. Limituj́ıćım faktorem tohoto
zp̊usobu vyšetřeńı je škodlivost rentgenového zářeńı, kterému je pacient vystaven, a to i
v dávkách větš́ıch než při běžném rentgenovém vyšetřeńı [WIKICT].

MRI je založena na vlastnostech jádra atomů jednotlivých tkáńı. Vystaveńı magnetickým
poĺım je vyvolána změna magnetického momentu v jednotlivých atomech. Výsledný signál
je pak sńımán jako velikost elektrického napět́ı, které se indukuje v indukčńıch ćıvkách
v bĺızkosti rotuj́ıćıho magnetického momentu [WIKIMRI]. Tato metoda je d́ıky absenci
rentgenového zářeńı př́ıznivěǰśı pro pacienty, avšak má i svá omezeńı např. v podobě
kovových předmět̊u v těle pacienta, a také doba poř́ızeńı jednotlivých sńımk̊u.

[BHP06] identifikuj́ı jako typické nežádoućı projevy ve fázi skenováńı:

• obrazový šum

• pohybové artefakty

• signálové artefakty

• partial volume efect
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Obrazovým šumem jsou myšleny nedokonalosti źıskaných dat v d̊usledku náročnosti
technologického řešeńı př́ıstroj̊u (citlivost detektor̊u) či omezeńıch daných zdravotńımi
restrikcemi (množstv́ı zářeńı) atd.

Pohybové artefakty souvisej́ı se zmiňovanou dobou sńımáńı, kdy v pr̊uběhu sńımáńı může
docházet ke změnám, resp. k pohyb̊um jednotlivých tkáńı, např. v d̊usledku dýcháńı,
tlukotu srdce, pohybu střevńıch kliček, či pohybu pacienta, které mohou nežádoućım
zp̊usobem ovlivnit źıskaná data.

Signálové artefakty jsou zp̊usobeny nedokonalost́ı či omezeńımi dané technologie, např.
chybové zobrazeńı mı́st s kovovými implantáty, odst́ıněńı odraz̊u rentgenového zářeńı atd.

Tzv. partial volume efect se projevuje častěji při nižš́ıch rozlǐseńıch obrazu, a to v d̊usledku
toho, že jeden pixel (resp. voxel) má sd́ılet současně několik hodnot (např. v jednom voxelu
maj́ı být dva typy tkáńı). To pak ovlivńı výslednou hodnotu pixelu (voxelu) a t́ım také
hranice objektu detekované ve fázi segmentace.

Vliv některých jev̊u zde popsaných lze eliminovat ještě v př́ıpravné části před začátkem
samotného skenováńı nebo př́ımo při ńı. Např. správné uložeńı pacienta a jeho poučeńı,
č́ımž jsou alespoň částečně redukovány pohybové a signálové artefakty (viz operace

”
Př́ıprava ke skenováńı“ v Obrázku 1). Odstraněńı partial volume efektu se věnuj́ı některé

pokročilé specializované algoritmy, např [PVE92] (viz operace
”
Úprava raw dat“ v Obrázku

1).

2.2 Fáze segmentace

Segmentace je t́ım procesem, ve kterém se z jednotlivých vzork̊u vstupńıch dat detekuj́ı
jednotlivé objekty. Jednotlivý vzorek je pak klasifikován jako součást některého objektu
s pomoćı r̊uzných klasifikačńıch technik (např. prahováńı).

[BHP06] identifikuj́ı jako typické nežádoućı projevy ve fázi segmentace:

• blokové artefakty

• schodovité artefakty

• d́ıry

• roztřepené okraje

• oddělené části

• falešně připojené části

Tyto vznikaj́ı v d̊usledku jednoznačnosti přǐrazeńı každého pixelu/voxelu k objektu.

Blokové a schodovité artefakty se projevuj́ı např. v d̊usledku možné vzájemné
nekonzistentnosti jednotlivých řez̊u.

Jak již bylo zmı́něno dř́ıve, negativńı vlivy, které nebyly v předchoźı fázi eliminovány,
pak následně ovlivňuj́ı i tuto fázi. V d̊usledku chyb zanesených ve fázi sńımáńı jsou pak
ovlivněny hodnoty jednotlivých pixel̊u/voxel̊u, a segmentačńı algoritmus je tud́ıž může
nesprávně klasifikovat, v d̊usledku čehož se projev́ı výše vyjmenované jevy.

2.3 Fáze extrakce povrchové śıtě

Na vytvořeńı povrchové śıtě z objemových dat existuj́ı všeobecně známé základńı algoritmy
jako např. marching cube či marching tetrahedra popř. jiné v́ıce sofistikované metody.
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[BHP06] identifikuj́ı jako typické nežádoućı projevy ve fázi extrakce śıtě:

• velké množstv́ı trojúhelńık̊u, které plynou z použitého extrahovaćıho algoritmu

• podlouhlost trojúhelńık̊u, plynoućı z rozd́ılné vzdálenosti rozlǐseńı ve směru osy z

• nepoměr velikosti trojúhelńık̊u k d̊uležitým rys̊um povrchu

Na odstraněńı či zmı́rněńı zde zmı́něných jev̊u jsou vyv́ıjeny r̊uzné optimalizačńı techniky
pro zlepšeńı kvality povrchové śıtě s ohledem na r̊uzná kritéria (viz operace Úprava
povrchové śıtě v Obrázku 1). K těmto technikám patř́ı i r̊uzné vyhlazovaćı techniky, které
budou rozebrány v následuj́ıćı části.

Vstupem pro algoritmus extrakce povrchové śıtě jsou segmentovaná data. V př́ıpadě, že
segmentovaná data trṕı výše zmı́něnými artefakty, algoritmus je zpracuje, jako by to byla
žádoućı data, tzn. že do výsledné śıtě budou promı́tnuty i negativńı vlivy z předchoźıch
fáźı se všemi d̊usledky.

3 Vybrané základńı vyhlazovaćı techniky a př́ıstupy

Obecně se dá ř́ıci, že vyhlazovaćı techniky usiluj́ı o potlačeńı šumu a osamocených fluktuaćı
ve vstupńıch datech. Pro účely této práce jsou za data uvažována data o prostorové mř́ıžce
3D modelu objektu. Při vyhlazováńı tak docháźı k přemı́stěńı jednotlivého vrcholu v mř́ıžce
do jiného umı́stěńı, tak, aby se v́ıce vyvážil vztah mezi t́ımto vrcholem a jeho okoĺım.
Jednotlivé př́ıstupy se pak zaob́ıraj́ı volbou délky a př́ıhodného směru pohybu, volbou
př́ıhodného okoĺı bodu, volbou počtu současně přemist’ovaných bod̊u atd., ve vztahu
k zadaným požadavk̊um na vyhlazovaćı efekt (např. zachováńı hran, rys̊u, objemu atd.).
Mnohé techniky usměrňuj́ı vztah mezi bodem a jeho okoĺım postupným upřesňováńım až
do požadované úrovně vyhlazeńı, některé se naopak snaž́ı přij́ıt k výsledku najednou dle
zadaných parametr̊u. Tento př́ıstup vycháźı zejména ze snahy ušetřit potřebný výpočetńı
čas, který plyne z násobného prováděńı jednotlivých vyhlazovaćıch krok̊u – iteraćı. Z toho
pohledu se nab́ıźı i základńı členěńı jednotlivých technik na:

• iteračńı vyhlazovaćı techniky

• neiteračńı vyhlazovaćı techniky

Některé techniky se ve svém d̊usledku vzájemně velmi podobaj́ı, ale d́ıky odlǐsnému
př́ıstupu s sebou přinášej́ı př́ıpadný daľśı nástrojový aparát pro následná rozš́ı̌reńı
těchto technik. Některé techniky jsou zase sṕı̌se jen optimalizaćı pro dosahováńı lepš́ıch
výpočetńıch čas̊u.

Před popisem jednotlivých vybraných technik je zapotřeb́ı zmı́nit ještě zp̊usob popisu
povrchových śıt́ı ve vztahu k výpočt̊um jednotlivých algoritmů.

Povrchová śıt’ je chápána jako souvislý graf G = {V,E}, kde V je množina vrchol̊u
V = (v1,v2...,vn)T a E je množina hran E = (e1, e2..., en)T. Vrchol vi je reprezentován
jako trojrozměrný vektor prostorových souřadnic, avšak jelikož některé algoritmy pracuj́ı
v jednotlivých směrech nezávisle, bývá proto někdy vrchol ve výpočtech představován
hodnotou pouze jedné jeho složky a značen vi. Ve značeńı některých algoritmů bývá občas
vrchol v přeznačen jako x, zejména v souvislosti s pohledem na vrcholy jako na hodnoty
diskrétńıho signálu. Okoĺım indexu vrcholu vi v grafu G je nazývána množina i∗ složená
z index̊u j spojených s i hranou, tzn. i∗ = {j : (i, j) ∈ E}; jestliže index j patř́ı do okoĺı,
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ř́ıkáme, že j je soused i. Takto definované okoĺı je často označováno jako tzv. 1st order
okoĺı a představuje tedy nejbližš́ı př́ımé okoĺı. Některé algoritmy poč́ıtaj́ı i s rozš́ı̌reńım
okoĺı ještě o daľśı úroveň, tedy že do něj zahrnou i okoĺı vrchol̊u z okoĺı, tzv. 2nd order
okoĺı, viz Obrázek 2.

Obrázek 2: 1st oder (červené) a 2nd order okoĺı (modré+červené). Zdroj [BHP06]

Bez přidaných specifických požadavk̊u lze graf povrchové śıtě brát jako neorientovaný graf,
tzn. že je-li i sousedem j, tak j je také sousedem i. Avšak transformaćı grafu a hran do
orientované podoby lze dosáhnout zaj́ımavých efekt̊u zejména v okrajových částech śıtě či
v situaćıch, kdy pohyb vrcholu neńı žádoućı např. kv̊uli zachováńı žádaného rysu objektu
nebo vněǰśıho obrysu objektu. Dı́ky jednostranné vazbě se tak tento vrchol může pod́ılet
na výpočtu pohybu ostatńıch vrchol̊u z okoĺı (je jejich sousedem), ale výpočet vlastńıho
posunu je eliminován v d̊usledku absence relevantńıho okoĺı.

3.1 Iteračńı vyhlazovaćı techniky

Iteračńı vyhlazovaćı techniky pracuj́ı tak, že celkový výsledný efekt se neprojev́ı ihned,
ale vyhlazovaćı efekt se bude prohlubovat t́ım, že proces bude aplikován opakovaně na
postupně vyhlazovaná data.

3.1.1 Laplaciánské vyhlazováńı – základńı varianta

Ve vyhlazováńı jednorozměrných statistických dat je jednou z často použ́ıvaných metod
metoda klouzavých pr̊uměr̊u či metoda vážených klouzavých pr̊uměr̊u, jejichž ćılem je
podchytit základńı trend řady a eliminovat rušivé odchylky od tohoto trendu. Metoda
pracuje na principu pr̊uměrováńı okolńıch hodnot upravované hodnoty. Laplaciánské
vyhlazováńı pracuje analogicky i pro prostorová data, kdy výsledná nová pozice
upravovaného vrcholu je dána jako lineárńı kombinaćı pozic všech vrchol̊u z okoĺı. Tento
př́ıstup je jednoduchý a intuitivńı a vede k tomu, že výsledný vrchol je přesunován směrem
k centroidu daného okoĺı.

Výsledný posun vrcholu vi je pak výsledkem aplikováńı Laplacian operátoru (nazývaný
též Umbrella operator), který je definován jako pr̊uměr nad celým okoĺım daného vrcholu:

∆vi =
1

n

∑
j∈i∗

vj − vi (1)

kde n je počet vrchol̊u. Výsledná nová pozice vrcholu vi pak je:

v′i = vi + ∆vi (2)
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Obrázek 3: Pohyb vrcholu (∆vi) při laplaciánském vyhlazováńı s uniformńımi vahami
(červený) a úhlovými vahami (zelený). Zdroj [NEAL06]

resp. po dosazeńı z rovnice (1):

v′i = vi +
1

n

∑
j∈i∗

vj − vi (3)

Graficky je tento zp̊usob znázorněn na Obrázku 3 (červený posun). Tato technika
produkuje výrazné vyhlazeńı již po málo iteračńıch kroćıch, avšak jej́ım výsledkem je
výrazné smršt’ováńı povrchu modelu.

3.1.2 Laplaciánské vyhlazováńı – vážené varianty

Jelikož v d̊usledku plného promı́tnut́ı se celého okoĺı do výsledného pohybu vrcholu docháźı
v základńı nejjednodušš́ı variantně laplaciánského vyhlazováńı k podstatnému smrštěńı
povrchu modelu, obsahuj́ı některé techniky ve své konstrukci i daľśı parametr. Jeho úkolem
je vybraným zp̊usobem zredukovat vliv jednotlivých vrchol̊u z okoĺı. Daľśı parametr tedy
představuje váhu, s jakou se má vliv jednotlivých okolńıch vrchol̊u projevit.

Výsledný posun vrcholu vi je pak výsledkem aplikováńı Laplacian operátoru, který je
definován jako vážený pr̊uměr nad celým okoĺım daného vrcholu [TAU00]:

∆vi =
∑
j∈i∗

wij(vj − vi) nebo maticově ∆v = −KV (4)

kde wij je př́ıslušné váhové ohodnoceńı vztahu vi a vj , K = (I−W), kde I je jednotková
matice. Pro platnost zápisu z rovnice (4) jsou jako váhy wij z matice W brány kladná
č́ısla, která splňuj́ı podmı́nku váženého pr̊uměrováńı, kdy∑

j∈i∗
wij = 1 (5)

Po dosazeńı do výrazu (1) tak dostáváme:

v′i = vi +
∑
j∈i∗

wij(vj − vi) (6)

Z odlǐsné konstrukce těchto vah jsou pak často odvozeny jednotlivé modifikované techniky
pro vyhlazováńı. Př́ıkladem jsou např. uniformńı váhy, váhy dle délky hrany, váhy dle
plochy tvořených trojúhelńık̊u či např. váhy dle tvaru trojúhelńık̊u (resp. jejich úhl̊u).

Uniformńı váhy jsou konstantńı pro všechny vrcholy a tud́ıž jsou rovny 1/n, kde n
je počet vrchol̊u v okoĺı. Použit́ım uniformńıch vah tedy dostáváme základńı variantu
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laplaciánského vyhlazováńı viz 3.1.1. Jak poznamenává [TAU00], konstantńı váhy
v podstatě nerozlǐsuj́ı mezi r̊uzně vzdálenými sousedy z okoĺı, a jsou proto vhodné pro
použit́ı v śıt́ıch s trojúhelńıky s podobně dlouhými stranami a úhly (v opačném př́ıpadě
docháźı k nepřirozenému zkresleńı).

Toto omezeńı je řešeno např. zohledněńım délek jednotlivých hran v jednotlivých
koeficientech. Jako koeficienty poměrové k délce př́ıslušné hrany zmiňuje [TAU00] např.
Fujiwarovy váhy. Jejich použit́ım pak vyhlazovaćı proces prob́ıhá směrem k postupnému
poměrovému srovnáváńı délek jednotlivých hran (tzv. scale-dependent umbrella operator).
Váhy jsou tedy konstruovány ve smyslu [TAU95]:

wij =
‖vi − vj‖−1∑

h∈i∗(‖vi − vh‖−1)
(7)

Pro zahrnut́ı vlivu r̊uznorodosti hranami sv́ıraných úhl̊u, namı́sto vlivu délky hran,
jsou zmiňovány i Desbrunovy váhy (úhlové, kotangentové). Výsledkem jejich použit́ı
je pak tendence k lepš́ı aproximaci zachováńı parametr̊u pr̊uběhu zakřiveńı v̊uči okoĺı
(eliminace tangentové složky posunu - hodnota zakřiveńı se sice změńı, ale je zachován
jeho charakter), přičemž avšak neodstraňuje nepravidelnost śıtě (mesh irregularity). Váhy
jsou pak konstruovány ve smyslu [TAU95]:

wij =
cotαij + cotβij∑

h∈i∗(cotαih+ cotβih)
(8)

kde αij a βij jsou úhly protilehlé k hraně e = (i, j) sd́ılené oběma trojúhelńıky (viz
Obrázek 3). Operátor s takto konstruovanými vahami bývá též označován jako

”
curvature

operator“ či
”
curvature flow method“ [DES99].

Daľśı často použ́ıvané váhy vycházej́ı z tzv. gaussovské funkce, jej́ıž tvar umožňuje
dát výrazně větš́ı váhu bližš́ım soused̊um a naopak (tzv. gaussovské vyhlazováńı).
Normalizované váhy pak maj́ı tvar:

wij =
e
−‖vi−vj‖

2

2σ2∑
h∈i∗

(
e
−‖vi−vh‖

2

2σ2

) (9)

kde parametr σ určuje š́ı̌rku hlavńı části gaussovské funkce, a t́ım tud́ıž i práh vzdálenosti,
kdy vliv soused̊u bude považován za významný.

Obecně vzato, všechny výše zmiňované neuniformńı váhy jsou závislé na poloze vrcholu,
a tud́ıž se jejich hodnoty mezi jednotlivými iteracemi měńı. Z tohoto d̊uvodu je pro
dosažeńı plného požadovaného efektu žádoućı váhy mezi iteracemi přepoč́ıtávat, č́ımž však
adekvátně vzr̊ustá výpočetńı náročnost.

3.1.3 Bilaterálńı vyhlazováńı

Bilaterálńı vyhlazováńı (Bilateral mesh denoising) je metoda inspirovaná podobnými
postupy už́ıvanými pro odšumováńı 2D obrazu. Touto metodou se zabývá např. [FLEIS03].
Zat́ımco při váženém laplaciánském vyhlazováńı zohledňuj́ı váhy pouze prostorové
hledisko, bilaterálńı vyhlazováńı přidává ještě hledisko druhé, tzv. podobnostńı, jehož
úkolem je zachováváńı rys̊u objektu.

Při převodu na 3D povrchové śıtě pak [FLEIS03] využ́ıvá i tu vlastnost, že hodnoty
povrchové śıtě lze rozložit na normálovou (geometrická informace o tvaru) a tangentovou
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komponentu (parametrická informace). Vrcholy śıtě jsou pak v rámci vyhlazovaćıho
procesu posouvány ve směru normály.

Hlavńı myšlenka vycháźı z toho, že vrcholy zašuměné povrchové śıtě nelež́ı přesně v mı́stě,
které bylo na ideálńım nezašuměném povrchu, ale jsou od něj vzdáleny o nějakou hodnotu
(dále výšku). Úkolem algoritmu je posunout vrcholy tak, aby byly co nejbĺıže k ideálńımu
povrchu. K tomu je třeba určit směr a vzdálenost posunu. Směr je určen normálou
k ideálńımu povrchu v nejbližš́ım bodě od posunovaného bodu. Jelikož však ideálńı povrch
je neznámý, je nahrazen aproximaćı - normálou v daném bodě vyhlazované povrchové śıtě.
Nová poloha bodu pak vyháźı ze vztahu:

v′i = vi + di · ni (10)

kde vi je daný vrchol, ni normála k povrchu vyhlazované śıtě v měněném vrcholu vi

a di je filtračńı parametr udávaj́ıćı śılu posunu (vzdálenost). Konstrukce tohoto filtračńıho
parametru, resp. délky posunu, vycháźı z konstrukce obdobného filtru pro odšumováńı 2D
obrazu. Ten zohledňuje dvě základńı kritéria:

• prostorové (spatial, closeness)

• podobnostńı (similarity, influence)

Prostorové kritérium je zohledněno vzdálenostńı váhou v̊uči sousedńım vrchol̊um, kdy
bližš́ım vrchol̊um ze sousedstv́ı je přǐrazena vyšš́ı váha, kdežto vliv nejvzdáleněǰśıch je
postupně potlačen. Konstrukce této váhové funkce vycháźı z gaussovské funkce a má tvar
[FLEIS03]:

Wc(x) = e
−x2

2σ2c (11)

kde x představuje 3D euklidovskou vzdálenost ‖vi − vj‖ posunovaného bodu vi a daného
bodu ze sousedstv́ı vj a σc je volitelný parametr pro ovládáńı rozsahu sousedstv́ı
s podstatným vlivem na posun (tzv. mesh radius), přičemž rozsah sousedstv́ı je omezen
vztahem ‖vi − vj‖ < ρ = [2σc], kde j ∈ i∗. Ze zvoleného menš́ıho σc tedy vyplývá menš́ı
rozsah relevantńıho sousedstv́ı i∗, č́ımž se i sńıž́ı počet výpočetńıch krok̊u ve vzorci (13),
a t́ım i nutný výpočetńı čas v jedné iteraci. Pro výsledný efekt je pak však třeba v́ıce
iteraćı. Naopak při př́ılǐs velkém σc je zapotřeb́ı k výslednému efektu sice menš́ı počet
iteraćı, avšak některé drobněǰśı rysy (např. hrany, rohy) nebudou pak zachovány a budou
také vyhlazeny.

Podobnostńı kritérium je dáno daľśı váhovou funkćı, která v př́ıpadě 2D obrazu má za
úkol penalizovat velké rozd́ıly v intenzitě pixelu (zohledňuje v́ıce podobné pixely, hodnoty
s výraznými změnami jsou pak váženy ńıže). Velké rozd́ıly v intenzitách jsou považovány
za rysy objektu (např. hrany) a aplikováńım této váhové funkce tak dojde ke sńıžeńı vlivu
tohoto vrcholu na celkovém výpočtu, a tud́ıž rysy z̊ustanou zachovány. V př́ıpadě 3D
povrchové śıtě jsou intenzity nahrazeny výškami (vzdálenostmi) mezi body ze sousedstv́ı
vj∈i∗ a tečnou rovinou ve sledovaném bodě vi.

Podobnostńı váhová funkce rovněž vycháźı z gaussovské funkce a má tvar [FLEIS03]:

Ws(x) = e
−x2

2σ2s (12)

kde však x představuje vzdálenost daného bodu vj∈i∗ k tečné rovině posouvaného bodu
vi (resp. jeho projekćı na tuto rovinu), tzn. výšku hj . Parametr σs představuje volitelný
parametr, tzv. smooth point, který ovlivňuje, jak budou jednotlivé výšky penalizovány
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vzhledem ke své velikosti (
”
práh podobnosti“). Kontroluje se j́ım tedy velikost rys̊u, které

z̊ustanou zachovány. Doporučovanou volbou je hodnota standardńı odchylky hodnot výšek.

Kombinaćı obou dvou kritéríı, dosazeńım proměnných a normalizaćı pak vzniká výsledný
vztah pro výpočet parametru di:

di =

∑
j∈i∗Wc(‖vi − vj‖) ·Ws(|hj |) · hj∑

j∈i∗Wc(‖vi − vj‖) ·Ws(|hj |)
(13)

Normálu ni do vzorce (10) poč́ıtá [FLEIS03] jako vážený pr̊uměr normál všech trojúhelńık̊u
(váhy dle plochy trojúhelńık̊u) pouze z 1st order okoĺı, aby zabránil tzv.

”
oversmoothing“,

který by např. u velmi ostrých hran mohl při použit́ı širš́ıho okoĺı nastat. Použit́ı širš́ıho
okoĺı doporučuje na velmi zašuměná data, kde hroźı, že použit́ı pouze 1st order okoĺı by
mohlo významně zkreslit výpočet normál.

Popis algoritmu v pseudokódu lze nalézt např. v [FLEIS03]. Algoritmus je ćılen jako
algoritmus zachovávaj́ıćı rysy modelu, avšak neřeš́ı problém smršt’ováńı. [FLEIS03] také
upozorňuje na problém, kdy se vzr̊ustaj́ıćım počtem iteraćı v kombinaci s výrazně
nepravidelnou povrchovou śıt́ı s ostrými úhly může docházet k překř́ıžeńı vrchol̊u.
Algoritmus je tedy vhodný sṕı̌se na pravidelné śıtě (což je častý př́ıpad u śıt́ı ze skenovaćıch
zař́ızeńı).

3.1.4 Normálové vyhlazováńı

Normálové vektory na povrchu śıtě maj́ı veliký geometrický význam ve vztahu
k modelovanému objektu a z hlediska normálového vyhlazováńı dokonce vyšš́ı, než význam
pozice vrchol̊u, jako je tomu v př́ıpadě klasických vyhlazovaćıch metod. Jak uvád́ı [LEE05],

”
hladký povrch může být popsán jako takový povrch, který má plynule se měńıćı normály,

zat́ımco rysy, jako např. hrany a rohy, se jev́ı jako nespojitosti mezi normálami.“

Základńı princip normálového vyhlazováńı tedy spoč́ıvá ve
”
vyhlazeńı“ př́ılǐsných odchylek

normálových vektor̊u a následném odvozeńı nových pozic jednotlivých vrchol̊u povrchové
śıtě.

Pro
”
vyhlazeńı“ normálových vektor̊u lze využ́ıt r̊uzné metody, např. základńı či vážené

pr̊uměrováńı, bilaterálńı vyhlazováńı atd. viz např. [BEOH03], [SRML07], [LEE05].

Jednu z metod popisuje např. [BEOH03], který použ́ıvá pr̊uměrováńı normál vážené dle
plochy sousedńıch trojúhelńık̊u. Při výpočtu nepracuje [BEOH03] s jednotlivými vrcholy,
ale př́ımo s celými trojúhelńıky povrchové śıtě. Nová vyhlazená normála n′i trojúhelńıku i
pak vycháźı ze vztahu:

n′i =
∑
j∈i∗

Aj · nj (14)

kde sousedstv́ı i∗ se vztahuje nikoliv k bodu, nýbrž k trojúhelńıku i, a tud́ıž Aj představuje
plochu trojúhelńıku j soused́ıćıho s upravovaným trojúhelńıkem i a nj představuje jeho
normálu. Pro daľśı výpočty se pak nově vzniklé vyhlazené normály normuj́ı na jednotkovou
délku n′j → n′j.

Jiný zp̊usob zp̊usob normálového vyhlazováńı popisuje např. [LEE05], který pro

”
vyhlazeńı“ normálových vektor̊u využ́ıvá modifikaci bilaterálńıho filtru zmiňovaného

v kapitole o bilaterálńım vyhlazováńı (3.1.3), jenž metodě dodává vlastnost zachováváńı
rys̊u modelu (feature preserving). Pro nové umı́stěńı jednotlivých vrchol̊u pak následně
využ́ıvá metod nejmenš́ı kvadratické chyby (LSE) obdobně jako [BEOH03].

Při konstrukci bilaterálńıho filtru pracuje [LEE05] obdobně jako [BEOH03] s celými
trojúhelńıky povrchové śıtě, kde bod ci představuje těžǐstě (centroid) trojúhelńıku i
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a vektor ni jemu př́ıslušný jednotkový normálový vektor. Pro výsledný nový
”
vyhlazený“

normálový vektor n′i pak [LEE05] vycháźı ze vztahu:

n′i =

∑
j∈i∗Wc(‖cj − ci‖) ·Ws(dij) · nj∑

j∈i∗Wc(‖cj − ci‖) ·Ws(dij)
(15)

kde pro váhové funkce Wc a Ws plat́ı stejné základńı vztahy jaké byly popsány v kapitole
o bilaterálńım vyhlazováńı (3.1.3), tj. vztahy z rovnice (11) a (12). Proměnou dosazovanou
do funkce Wc je zde však, namı́sto 3D euklidovské vzdálenosti vrchol̊u, vzdálenost mezi
těžǐsti c jednotlivých trojúhelńık̊u. Úloha této váhové funkce je rovněž obdobná, a to
ovlivňovat rozsah relevantńıho sousedńıho okoĺı, tj. dávat větš́ı váhu bližš́ım a menš́ı
váhu vzdáleněǰśım trojúhelńık̊um ze sousedstv́ı. Do funkce Ws je jako proměnná, namı́sto
vzdálenost́ı sousedńıch bod̊u a tečné roviny, dosazován parametr dij , který představuje
promı́tnut́ı rozd́ılového vektoru jednotkových normál ni a nj na normálu ni, tj. je dán
skalárńım součinem:

dij = ni · (ni − nj) (16)

Tato konstrukce Ws(dij) zajǐst’uje, že ve výpočtu vyhlazené normály je potlačen vliv velmi
odlǐsných normálových vektor̊u, které jsou charakteristické např. pro rysy objektu (hrany,
rohy), které je žádoućı nevyhlazovat.

Popisovaná metoda patř́ı mezi iteračńı metody, tzn. že
”
vyhlazeńı normál“ prob́ıhá

v jednotlivých iteraćıch až do dosažeńı požadovaného efektu. Jelikož jsou však do vztah̊u
(15) a (16) dosazovány vždy jednotkové vektory, je třeba výsledný normálový vektor nj

mezi jednotlivými iteracemi normalizovat na jednotkovou délku n′j → n′j.

Po vyhlazeńı normál jednotlivých trojúhelńık̊u povrchové śıtě je jako následuj́ıćı krok nutné
stanovit odpov́ıdaj́ıćı nové pozice vrchol̊u. Jelikož normálový vektor je v̊uči trojúhelńıku
kolmý, mělo by i pro hrany nově zformovaných trojúhelńık̊u platit, že jejich promı́tnut́ı na
vyhlazený normálový vektor by nemělo mı́t žádnou délku, resp. by mělo být nulové. Mělo
by tedy platit: 

n′i · (vj − vi) = 0

n′i · (vk − vj) = 0

n′i · (vi − vk) = 0

(17)

Jelikož jsou však jednotlivé vrcholy sd́ıleny v́ıce trojúhelńıky a vztah (17) muśı platit
pro každý trojúhelńık, [LEE05] upozorňuje na neexistenci řešeńı pro obecné povrchové
śıtě. Z toho d̊uvodu využ́ıvá přibližné řešeńı s nejmenš́ı chybou (minimalizuje nejmenš́ı
kvadratickou chybou). Pro výsledné nové umı́stěńı vrchol̊u v′i existuje několik vyjádřeńı a
př́ıstup̊u, viz [SRML07]. [LEE05] např. uvád́ı vztah:

v′i = vi + λ
∑
j∈i∗

∑
f∈Fij

nf · nT
f (vj − vi) (18)

kde Fij představuje množinu trojúhelńık̊u f přiléhaj́ıćıch k hraně {i, j} a λ je doplňkový
parametr ovlivňuj́ıćı velikost iteračńıho kroku.

3.1.5 Signálový př́ıstup k vyhlazováńı

V [TAU95] či [TAU00] je představen odlǐsný př́ıstup k vyhlazováńı a pohledu na data,
i když s ńım lze dosáhnout vztah̊u analogických k výše představeným technikám.

Při zpracováváńı 1D či 2D dat, např. pro potřeby zpracováńı obrázk̊u, ekonomických
predikćı či fyzikálńıch měřeńı, je zcela běžné přistupovat k dat̊um jako k diskrétńımu
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signálu, na jehož zpracováńı je využ́ıvána frekvenčńı analýza, kde základńım nástrojem
je Fourierova transformace. Ta je založena na skutečnosti, že každý signál jde rozložit
a vyjádřit s pomoćı harmonických signál̊u. Výrazné změny ve vstupńım signálu, které
často představuj́ı šum, odpov́ıdaj́ı signálu o vysoké frekvenci. Je-li k dispozici rozklad
signálu do frekvenčńı oblasti, nab́ıźı se jako řešeńı pro potlačeńı nežádoućıho šumu tyto
vysokofrekvenčńı prvky rozloženého signálu eliminovat či zcela vypustit a ze zbylého zpětně
složit vyhlazený signál nový.

Tento př́ıstup aplikuje např. [TAU95], [TAU96], [TAU00] i na 3D povrchovou śıt’, kdy na
vrcholy śıtě nahĺıž́ı jako na hodnoty diskrétńıho signálu. [TAU95][TAU96][TAU00] využ́ıvá
toho, že

”
výpočet diskrétńı Fourierovy transformace je ekvivalentńı rozkladu signálu jako

lineárńı kombinaci vlastńıch vektor̊u Laplacian operátoru“. Pro rozklad využ́ıvá Laplacian
operátor viz rovnice (4). Výsledný rozklad takto pojatého signálu x, s využit́ım vlastnost́ı
matice K a jej́ıch vlastńıch vektor̊u, má pak podobu:

x =
n∑

i=1

ξiui (19)

kde u jsou př́ıslušné vlastńı vektory k matici K, a kde koeficienty ξ představuj́ı diskrétńı
Fourierovu transformaci x. Jak uvád́ı [TAU00], vlastńı vektory lze chápat jako přirozené
vibračńı módy a jim př́ıslušná vlastńı č́ısla (odpov́ıdaj́ıćı prvky z K) jako přirozené
frekvence. Proto se při filtrováńı signálu zaměřuje právě na tyto hodnoty. Nicméně
d̊usledná aplikace tohoto postupu je výpočetně nepřijatelná, což vede k představeńı
přibližných metod pomoćı r̊uzných tzv. low-pass filtr̊u. Ty jsou založeny na tzv. transferové
funkci f(k) s následuj́ıćım vztahem pro výpočet přibližné aproximace:

x′ = f(K)x =
n∑

i=1

f(ki)ξiui (20)

Ideálńı transferová funkce f(k) by měla mı́t ostře schod’ovitý charakter, kdy pro ńızké
frekvence by měla hodnoty 1 (tzn. pro daľśı výpočty by z̊ustaly tyto frekvence zachovány),
a pro vysoké frekvence by měla hodnoty 0, č́ımž by tyto byly eliminovány (viz Obrázek
4 vlevo). Na návrhu takovéto funkce, s ohledem na použitelnost ve výpočtech, jsou pak
založeny daľśı vyhlazovaćı techniky a jejich modifikace.

Obrázek 4: Ideálńı filtr a λ− µ filtr po několika iteraćıch. Zdroj [TAU96]

Algoritmus λ− µ. Na základě výše zmı́něného př́ıstupu navrhl [TAU95] vlastńı filtr,
resp. transferovou funkci a souvisej́ıćı dvoustupňový algoritmus, který je zároveň př́ıznivý
vzhledem ke k nechtěnému smršt’ováńı povrchu. Transferová funkce má tvar:

f(k) = (1− λk)(1− µk) (21)
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kde λ je kladné č́ıslo a µ je takové č́ıslo, že plat́ı µ < −λ < 0. Pro zjǐstěńı filtračńıho
prahu kPB (pass-band freqency) je d̊uležitá hranice f(k) = 1. Důsledkem je vztah pro jeho
stanoveńı:

kPB =
1

λ
+

1

µ
> 0 (22)

Z pr̊uběhu grafu takto nastavené transferové funkce je vidět alespoň přibližná podoba
s ideálńı schodovitou transferovou funkćı, viz Obrázek 4. Tato se ještě v́ıce přibližuje se
vzr̊ustaj́ıćım počtem iteraćı.

Oblast s ńızkými frekvencemi je zde zachycena jako oblast mezi 0 a kPB. Tyto frekvenčńı
členy se do výsledných hodnot přenesou plně, kdežto hodnoty vysokofrekvenčńıch člen̊u
nikoliv (ideálně) nebo jen v omezeném rozsahu daném strmost́ı transferové funkce.
Parametr kPB tedy určuje hranici, které frekvence jsou považovány za ńızké a které
za vysoké. Tento parametr je uživatelsky nastavitelný a má vliv na śılu finálńıho
vyhlazovaćıho efektu.

[TAU96] také poukazuje, že dle rovnice (19) lze k výslednému kPB dospět s mnoha zp̊usoby
nastaveńı parametr̊u λ a µ. Č́ım vyšš́ı jsou tyto parametry, t́ım strměǰśı tvar filtr má (a
t́ım méně iteraćı je zapotřeb́ı k dosažeńı požadovaného tvaru filtru než u nižš́ıch hodnot
parametr̊u), avšak např. [TAU96] upozorňuje na hrozbu nestability takovýchto filtr̊u, kdy
pro vysoké parametry se transferová funkce od určité hodnoty přestane bĺıžit k 0, nýbrž
začne strmě nabývat nežádoućıch hodnot. Pro základńı použit́ı např. [TAU95] doporučuje
nastaveńı parametru kPB v intervalu 0, 01 − 0, 1 a pro nastaveńı λ a µ využ́ıvá vztahu
f(1) = f(−2), který již pro malý počet iteraćı zaručuje stabilńı pr̊uběh filtru a zároveň
jsou hodnoty parametr̊u dostatečně vysoké pro zajǐstěńı uspokojivé strmosti transferové
funkce.

Algoritmicky je postup rozdělen do dvou fáźı, kdy nejprve je proveden vyhlazovaćı krok
(1−λk) a vzápět́ı na to korekčńı (protipohyb) krok (1−µk). Popis algoritmu v pseudokódu
lze nalézt např. v [TAU95].

Geometricky se dá na λ−µ algoritmus a na jeho transferovou funkci nahĺıžet také tak, že
prvńı jeho část samostatně představuje směr pohybu ve stylu laplaceánského vyhlazováńı
s př́ıslušným scale faktorem λ. Druhá jeho část je podobné konstrukce, avšak s opačným
znaménkem daného charakterem faktoru µ, a tud́ıž dojde ke korekci směru pohybu směrem
zpět a výsledné zkresleńı, resp. smrštěńı, neńı výrazné.

Transferová funkce opět využ́ıvá matici K spolutvořenou z matice př́ıslušných vah, avšak
tyto váhy nejsou specifikovány. Tento algoritmus tud́ıž nab́ıźı daľśı možné kombinace svého
nastaveńı s r̊uznými typy vah (při dodržeńı charakteru matice K, kdy 0 < k∈K < 2), např.
z rovnic (7) či (8).

Taubin FIR Filter. Ve snaze o optimalizaci vyhlazovaćıho procesu se nab́ıźı zkoumáńı
širokého spektra funkćı s charakterem low-pass filtru, kdy je snaha se tomu ideálńımu
co nejbĺıže přibĺıžit. Po algoritmu s využit́ım λ − µ filtru zkoumá dále [TAU96]
využit́ı vyjádřeńı polynomiálńı transferové funkce pomoćı Chebyshevovo polynomů. Takto
navržená transferová funkce má pak tvar:

fN (k) =
θPB

π
· T0

(
1− k

2

)
+

N∑
n=1

2 sin(nθPB)

nπ
· Tn

(
1− k

2

)
(23)

kde N je počet iteraćı a θPB odpov́ıdá vztahu:

kPB = 2 · (1− cos(θPB)) (24)
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a Tn(w) je n-tý Chebyshev̊uv polynom definovaný jako:

Tn(w) =


1 pro n = 0
w pro n = 1
2 · w · Tn−1(w)− Tn−2(w) pro n > 1

(25)

Protože takto navržená funkce má před i po hlavńı strmé fázi poklesu ještě nezanedbatelné

”
výkyvy“ (tzv. Gibbs̊uv fenomén), využ́ıvá [TAU96] techniky použ́ıvané pro tvorbu FIR

filtr̊u, tzv.
”
windowing“. Ten spoč́ıvá v aplikováńı speciálńı funkce (tzv. okno), jej́ımž

úkolem je hodnoty v dané části tzv. okna zvýraznit a v jiných částech potlačit. Těchto

”
okenńıch“ funkćı existuje celá řada dle zp̊usobu využit́ı. Pro výše zmı́něnou transferovou

funkci uvažuje [TAU96] př́ıpady těchto
”
okenńıch funkćı“:

wn =


1.0 Rectangular
0.5 + 0.5 cos(nπ/(N + 1)) Hanning
0.54 + 0.46 cos(nπ/(N + 1)) Hamming
0.42 + 0.5 cos(nπ/(N + 1)) + 0.08 cos(2nπ/(N + 1)) Blackman

(26)

Návrh transferové funkce dle vztahu (23) dále trṕı rovněž nedostatkem spoč́ıvaj́ıćım
ve velice úzkém pass-band regionu [0, kPB], který by splňoval požadavky f(k) ≥ 1
(v celém pass-band regionu by fN (k) měla být co nejbĺıže hodnotě 1), přičemž využit́ım
zmiňovaných

”
oken“ se tento problém ještě prohlubuje. Jako řešeńı [TAU96] doplňuje

ještě daľśı parametr σ, který zajǐst’uje rozš́ı̌reńı
”
hlavńı vlny“ transferové funkce tak,

aby transferová funkce v pass-band oblasti co nejv́ıce vyhovovala požadavk̊um. Problém
však spoč́ıvá ve stanoveńı samotného parametru σ, který je třeba stanovit numericky
maximalizaćı f(kPB) za podmı́nky |f(k)| < 1 pro kPB < k ≤ 2, resp. řešeńım fN (kPB) =
1.

Výsledná transferová funkce využ́ıvaj́ıćı
”
okna“ a parametr σ má pak podobu:

fN (k) = w0 ·
(θPB + σ)

π
· T0

(
1− k

2

)
+ wn ·

N∑
n=1

2 sin(n(θPB + σ))

nπ
· Tn

(
1− k

2

)
(27)

Porovnáńı transferových funkćı bez použit́ı okna, s použit́ım okna, s použit́ım okna včetně
parametru σ a transferovou funkćı λ − µ stejného řádu (N = 20) ukazuje Obrázek 5. Na
něm je vidět žádaný strměǰśı pokles transferové funkce oproti λ − µ transferové funkci
i zmiňovaná problematika úzkého hlavńıho vrcholu funkce, kdy bez použit́ı parametru σ
(σ = 0.00) funkce významně klesá již v pass-band oblasti, ve které je žádoućı aby byla
stále co nejbĺıže hodnotě 1. Stanovená transferová funkce se pak použ́ıvá dle rovnice (20).
Popis celého algoritmu v pseudokódu lze nalézt např. v [TAU96].

3.2 Neiteračńı vyhlazovaćı techniky

Při použit́ı iteračńıch technik pro vyhlazováńı je výsledného efektu dosahováno postupně
během opětovného několikanásobného aplikováńı techniky na předchoźı výsledek. To sebou
nutně nese také patřičný nár̊ust potřebného výpočetńıho času. Tento nedostatek se snaž́ı
eliminovat techniky neiteračńı, kdy požadovaného vyhlazovaćıho efektu je dosaženo hned
při jediném aplikováńı vyhlazovaćıho procesu.

3.2.1 Bilaterálńı vyhlazováńı - neiteračńı verze

Jednu z technik neiteračńıho vyhlazováńı povrchové trojúhelńıkové śıtě představuje
technika představená v [JODD03]. Tato technika se řad́ı mezi techniky bilaterálńıho
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Obrázek 5: Porovnáńı r̊uzně konstruovaných transferových funkci fN (k) stejného řádu
(N = 20). Zdroj: vlastńı výpočty

vyhlazováńı jako např. technika uvedená v části 3.1.3. Tyto techniky jsou velmi podobné
a maj́ı stejné teoretické východisko v odšumováńı 2D obrazu. Technika viz 3.1.3 je však
v principu iterativńı (byt’ iteraćı je zapotřeb́ı pouze malé množstv́ı), kdežto technika
představená v [JODD03] je již v návrhu konstruována jako pouze jednopr̊uchodová.

Aby bylo již při jediném pr̊uchodu dosaženo požadovaného efektu, muśı technika obsahovat
sofistikované nástroje, jež urč́ı novou polohu bodu ve vyhlazené povrchové śıti. [JODD03]
stav́ı na využit́ı:

• robustńı statistiky ve formě gaussovské funkce

• lokálńıho prediktoru povrchu vycházej́ıćıho z pr̊umětu zkoumaného bodu do tečných
rovin svého sousedstv́ı.

S pomoćı gaussovské funkce W (x) = e
−x2
2σ2 je ve výpočtu věrněji ohodnocen vliv

bĺızkých a vzdálených sousedńıch vrchol̊u na novou pozici zkoumaného vrcholu, zejména
v porovnáńı s lineárńımi či kvadratickými funkcemi (nejmenš́ı čtverce). Je j́ı využ́ıváno jak
pro stanoveńı prostorových vah Wc, tak i pro stanoveńı účinnostńıch (influence) vah Ws.
Jejich význam, použit́ı a nastaveńı parametr̊u σ má stejný význam jako u iteračńı metody
bilaterálńıho vyhlazováńı v části 3.1.3.

Výsledná nová pozice vrcholu je pak poč́ıtána jako vážený pr̊uměr všech svých prediktor̊u.
Váhy pak, jako u iterativńı verze bilaterálńıho vyhlazováńı, zohledňuj́ı dvě hlediska -
prostorové a účinnostńı (influence, similarity).

Prostorové váhy Wc maj́ı opět stejný význam jako v části 3.1.3, kde vzdáleným vrchol̊um
ze sousedstv́ı přǐrazuj́ı podstatně menš́ı váhy, než vrchol̊um z těsné bĺızkosti. Účinnostńı
váhy Ws maj́ı však konstrukci proměnné odlǐsnou. Zat́ımco v části 3.1.3 jsou do ńı
dosazovány výšky poč́ıtané jako pr̊uměty sousedńıch vrchol̊u na tečnou rovinu zkoumaného
bodu, v př́ıpadě techniky dle [JODD03] jsou dosazovány výšky vycházej́ıćı z pr̊umětu
zkoumaného bodu do tečných rovin svého sousedstv́ı (viz Obrázek 6). Efektem je pak
omezeńı vlivu vrchol̊u s velkou vzdálenost́ı mezi zkoumaným bodem p a jeho prediktorem
Πq(p) , které signalizuj́ı možnou hranici d̊uležitých rys̊u (např. hran, roh̊u).
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Obrázek 6: Prediktor Πq(p) - pr̊umět bodu p na tečnou rovinu q. Zdroj: [JODD03]

Výsledný vzorec z [JODD03] po dosazeńı a sjednoceńı značeńı proměnných má pak tvar:

v′i =

∑
j∈i∗Aj ·Wc(‖cj − vi‖) ·Ws(‖Πj(vi)− vi‖) ·Πj(vi)∑

j∈i∗Aj ·Wc(‖cj − vi‖) ·Ws(‖Πj(vi)− vi‖)
(28)

kde Aj je dodatková váha dle plochy trojúhelńıku qj , ‖cj − vi‖ je euklidovská vzdálenost
mezi zkoumaným vrcholem vi a centroidem cj sousedńıho trojúhelńıku qj , prediktor Πj(vi)
je pr̊umět vrcholu vi na tečnou rovinu trojúhelńıku qj a Wc a Ws jsou váhové funkce
zmiňované výše.

V [JODD03] je dále upozorňováno na př́ıpady velmi zašuměných normál, které pak mohou
výrazně ovlivnit kvalitu prediktor̊u, které z normál (resp. jimi určených tečných rovin)
vycházej́ı. Jako řešeńı navrhuje [JODD03] před samotným výpočtem vyhladit normály
samostatně na bázi základńıho laplaciánského vyhlazováńı (avšak bez přemı́stěńı vrchol̊u)
a teprve poté použ́ıt výše zmiňovanou techniku.

3.2.2 Globálńı laplaciánské vyhlazováńı (GLS)

Při laplaciánském vyhlazováńı z části 3.1.2 docháźı k lokálńımu aplikováńı př́ıslušného
Laplacian operátoru na jednotlivé vrcholy a následně se celý proces iterativně opakuje
až do dosažeńı požadovaného efektu. Globálńı laplaciánské vyhlazováńı však pohĺıž́ı na
vyhlazovaćı proces jako na celistvou operaci nad celou povrchovou śıt́ı. Touto technikou
se zabývá např. [LIU05], [LIU07] či [NEAL06]. Přistupuj́ı k vyhlazováńı jako k hledáńı
aproximovaného povrchu minimalizaćı celkové energie přesunu.

Laplacian operátor ∆vi je v [NEAL06] i [LIU07] vyjádřen obdobně jako v rovnici 4, tzn.

∆vi =
∑
j∈i∗

wij(vj − vi) = {
∑
j∈i∗

wijvj} − vi, nebo maticově ∆v = LV (29)

kde V je vektor s hodnotami jednotlivých vrchol̊u V = [v1, v2, ...vn]T a L je matice
s př́ıslušnými váhami taková, že

Lij =


−1 pro i = j
wij pro j ∈ i∗
0 jinak

(30)

Rovněž r̊uzné druhy vah zmiňovaných např. v části 3.1.2 jsou poplatné i pro GLS.
[NEAL06] uvád́ı vhodnost r̊uzných druh̊u vah z hlediska ćılového efektu, kdy pro
účely vyhlazováńı využ́ıvá nejčastěji váhy kotangentové, při jejichž použit́ı, jak uvád́ı
[NEAL06], představuje laplacian operátor dobrou aproximaci normál povrchu. Kromě nich
využ́ıvá i váhy založené na hodnotě pr̊uměrného zakřiveńı povrchu v daném bodě, které
z kotangentových vah vycházej́ı.
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Výše zmı́něné vztahy jsou vždy vyjádřeny pro jednu dimenzi prostoru, resp. při výpočtu
jsou souřadnice pro osy x, y, z každého vrcholu poč́ıtány zvlášt’.

Základńı myšlenka pro využit́ı globálńı techniky minimalizuj́ıćı energii vycháźı
z pozorováńı, že u vyhlazených (nezašuměných) povrch̊u dosahuje velikost Laplacian
operátoru velmi ńızkých hodnot ([NEAL06]). To vede ke vztahu, že v ideálńım př́ıpadě
vyhlazeného povrchu by mělo platit:

∆vi = 0, resp. globálně nad všemi vrcholy ∆v′ = LV′ = 0 (31)

Z tohoto vztahu je pak formulován minimalizačńı problém, jehož řešeńım je nová
optimalizovaná povrchová śıt’. Jeho tvar je:

min

‖LV′‖2 +
∑
k∈C

w2
k|v′k − vk|

2

 (32)

kde v′ jsou vrcholy na budoućı nové vyhlazené povrchové śıti, C je podmnožina vrchol̊u
C ⊂ V určená pro ukotveńı (z d̊uvodu zabráněńı deformaci a vyhlazeńı rys̊u v mı́stě tohoto
vrcholu) a wk je váhové ohodnoceńı. Vrcholy s omezuj́ıćımi podmı́nkami zabraňuj́ı v daném
vrcholu nežádoućımu pohybu, a t́ım chráńı např. rysy modelu či omezuj́ı př́ılǐsné nežádoućı
smrštěńı.

Prvńı část minimalizovaného výrazu tedy představuje velikost chyby Laplacian operátoru,
druhá část pak představuje velikost chyby ukotveńı (omezeńı u rys̊u charakteristického
vrcholu). [NEAL06] i [LIU07] pak ukazuj́ı, že tuto úlohu lze doplnit ještě o daľśı
minimalizaci daľśıch omezeńı s ohledem na požadované vlastnosti śıtě.

[NEAL06] i [LIU07] pak řeš́ı úlohu ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u, což vede na
řešeńı systému lineárńıch rovnic AX′ = b, resp. konkrétně po dosazeńı za A a b:[

L
Im×m|0

]
V′ =

[
0

V(1...m)

]
(33)

kde Im×m|0 je speciálńı podmatice s jednotkovými prvky na pozićıch toho vrcholu, kterého
se týká omezuj́ıćı podmı́nka, V(1...m) jsou hodnoty odpov́ıdaj́ıćıch vrchol̊u a L je váhová
matice viz vztah (30).

Jelikož výše zmı́něné vztahy jsou vždy brány jen z pozice jedné dimenze prostoru, při
finálńım výpočtu je třeba je zahrnout všechny. [LIU07] pak uspořádává celý systém
následovně:  Ax 0 0

0 Ay 0
0 0 Az


 V′x

V′y
V′z

 =

 bx

by

bz

 (34)

kdy obsahy matic Ax,y,z a vektoru bx,y,z odpov́ıdaj́ı obsahu př́ıslušných prvk̊u ze vztahu
(33).

Následně je pak nutné celý systém lineárńıch rovnic vyřešit, a źıskat tak nové rozmı́stěńı
vrchol̊u. Z hlediska výpočetńıho času pak velmi zálež́ı, jaký numerický aparát je pro
výpočet použit, zejména s ohledem na značnou ř́ıdkost matice L. Tato optimalizace však
přesahuje rámec této práce.

Výše zmiňované vrcholy s omezuj́ıćımi podmı́nkami však tvoř́ı jen podmnožinu z celkového
počtu vrchol̊u a typicky jsou určovány interaktivně uživatelem, což však neńı vždy vhodné,
či v̊ubec možné. Tuto nevýhodu řeš́ı [NEAL06] tak, že omezuj́ıćı podmı́nky jsou aplikovány
na úplně všechny vrcholy s t́ım, že do těchto podmı́nek jsou zabudovány váhová ohodnoceńı
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jejich vlivu, tzv. pozičńı WP a laplaciánské váhy WL. Modifikovaná rovnice (33) má pak
tvar: [

WLL
WP

]
V′ =

[
0

WPV′

]
(35)

Pro výsledný efekt je pak d̊uležitá správná volba výše zmı́něných vah WP a WL, kdy,
jak uvád́ı [NEAL06], ”větš́ı hodnoty vah WP posiluj́ı pozičńı omezeńı, a proto zachovávaj́ı
originálńı geometrii, což může být užitečné v oblastech s vysokým zakřiveńım a ostrými
rysy”. Váhy WL pak slouž́ı k zd̊urazněńı nebo potlačeńı vlivu L, a může tak být využito
k pośıleńı zachováńı charakteristických rys̊u. [NEAL06] pak dále diskutuje r̊uzné možnosti
při volbě obou vah, kdy u pozičńıch vah WP uvažuje např. o pevných konstantńıch vahách
či o r̊uzných funkćıch vycházej́ıćı z hodnot pr̊uměrného zakřiveńı, či o využ́ıváńı gaussovské
funkce u vah WL. Pro objekty s plynulými změnami hodnot pr̊uměrného zakřiveńı
(typicky př́ırodńı a oblé objekty, jejichž výskyt je v medićınském kontextu převažuj́ıćı) pak
doporučuje pro váhy WP využit́ı normalizované kumulativńı funkce hodnot pr̊uměrného
zakřiveńı (cumulative densiti function - cdf), což vede mj. k dobrému zachováńı detail̊u
v oblastech s vysokými hodnotami zakřiveńı.

3.2.3 Vyhlazováńı zjemňováńım povrchové śıtě

Předchoźı techniky spoč́ıvaly v manipulaci s vrcholy povrchové śıtě v rozsahu, jak je
obsahuje zdrojový model. Je-li však hustota vrchol̊u povrchové śıtě ńızká, zmiňované
techniky nemuśı být dostatečně účinné. Řešeńım proto bývá daľśı zjemněńı povrchové
śıtě přidáńım vrchol̊u a rozděleńım stávaj́ıćıch ploch, ze kterých je povrchový model
tvořen, na v́ıce menš́ıch. Při tomto procesu jsou využ́ıvány nejr̊uzněǰśı algoritmy snaž́ıćı se
zároveň o optimalizaci nově vzniklých ploch (typicky trojúhelńık̊u) podle zadaných kritéríı,
tzv.

”
fairing“ (minimalizace př́ılǐs ostrých úhl̊u, rovnostrannost trojúhelńık̊u, zachováńı

pr̊uběhu zakřiveńı atd.). Vyhlazovaćı efekt pak může být zp̊usoben:

• samostatným vyhlazovaćım krokem aplikovaným na novou śıt’ za použit́ı některé
z předchoźıch vyhlazovaćıch metod,

• zakomponováńım do samotného zjemňovaćıho algoritmu, např. formou omezuj́ıćıch
podmı́nek, např. zohledněńım parametr̊u zakřiveńı v daných vrcholech apod.

Těchto algoritmů existuje celá řada a jsou mimo rozsah této práce. Ne vždy je však
žádoućı, aby výstupńı povrchová śıt’ měla výrazně vyšš́ı počet vrchol̊u a trojúhelńık̊u,
např. z d̊uvodu náročnosti následného zpracováńı. Z tohoto pohledu hybridńı př́ıstup je
zmı́něn např. v [XXWT06], kde vstupńı povrchová śıt’ je adaptivně zjemněna (na základě
detekce hran a rys̊u), tato pak následně vyhlazena př́ıslušným vyhlazovaćım algoritmem
a v posledńım kroku je nakonec zpětně obnoveno rozlǐseńı śıtě na p̊uvodńı rozsah.

4 Doplňkové techniky pro zachováńı objemu

Vyhlazovaćı metody zmı́něné v kapitole 3 primárně nećıĺı na zachováváńı objemu. Jako
doplněk k těmto klasickým vyhlazovaćım metodám existuj́ı techniky, které p̊uvodńı dokáž́ı
zachovat či obnovit.
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4.1 Inflatačńı metoda

Inflatačńı metoda je z těch, které objem obnovuj́ı dodatečně poté, co je aplikováno základńı
vyhlazováńı. Jej́ı popis zmiňuje např.[DES99]. Princip spoč́ıvá v tom, že každý bod je
posunut ve svých souřadnićıch oproti vybranému bodu (počátek souřadného systému,
centroid atd.) dle jednotného koeficientu. Koeficient vycháźı z poměru objemů před a
po aplikaci vyhlazeńı, konkrétně je dán vztahem [DES99]:

β = 3

√
objempred

objempo
(36)

Pro zamezeńı změny pozice tělesa v prostoru je posun vrcholu v typicky vztahován
centroidu tělesa c. Výsledná nová pozice vrcholu je potom dána:

v′ = β(v − c) + c (37)

T́ımto zp̊usobem dojde k ”nafouknut́ı”objemu v požadovaném poměru. Jelikož se posunut́ı
týká všech bod̊u stejně, jsou v př́ıslušném poměru vyzdviženy i hodnoty př́ıpadného šumu
(jsou ześıleny všechny frekvence signálu). Proto je vhodné co nejv́ıce šumových frekvenćı
eliminovat ještě před aplikaćı této techniky.

4.2 Single-point relaxačńı metoda

Technikami zachováńı objemu se zaob́ırá např. i [KUPR01]. Princip této metody spoč́ıvá
v korekci vyhlazovaćıho kroku v normálovém směru a př́ıslušné velikosti. Tzn., že zvolený
vyhlazovaćı operátor ∆vvyhl je nav́ıc korigován daľśım vektorem s normálovým směrem
a velikost́ı h.

Přidáńı korekce je nezávislé na použité vyhlazovaćı technice, pro korekci je d̊uležitý pouze
vektor ∆v daný př́ıslušným vyhlazovaćım algoritmem a normálový vektor nevyhlazené
śıtě n v daném bodě.

Výsledný operátor posunu ∆vfinal(tedy nejen laplacian operátor) je konstruován ve smyslu
[KUPR01] jako:

∆vfinal = ∆vvyhl + hn (38)

Aby z̊ustal dodržen objem, odvozuje [KUPR01] pro korekčńı krok hn výsledný vztah:

hn = −(∆vvyhl · n)n (39)

Významným nedostatkem této metody je však právě korekčńı směr, nebot’ v jeho směru
k vyhlazeńı nedojde. Daľśı problém nastává v situaćıch s velmi protich̊udnými charakterem
zakřiveńı mezi sousedńımi vrcholy. [KUPR01] tento jev ilustruje na 2D př́ıkladu
hvězdicového útvaru, kdy je tento algoritmus z pohledu vyhlazováńı v normálovém směru
zcela neúčinný.

4.3 Single-edge relaxačńı metoda

Vzhledem k nedostatk̊um singl-point metody (viz 4.2) představuje [KUPR01] techniku,
u které se korekčńı krok změny objemu nestanovuje při pohybu jednoho bodu, nýbrž dvou
sousedńıch. Uvolněna k pohybu je tedy celá jedna hrana. Při výpočtu korekčńıho kroku je
nutné zohlednit to, že na změnu objemu nemá vliv jen bod samotný, ale i ten druhý.
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Základńı vztah pro výpočet ∆vfinal, kdy k základńımu vyhlazovaćımu kroku je přičten
krok korekčńı v normálovém směru z̊ustává stejný jako v rovnici (38). Změněny o společnou
výšku h však muśı být oba body. [KUPR01] pak odvozuje konečné vztahy pro výpočet h
a n jako:

h = −∆v1vyhl ·A1 + ∆v2vyhl ·A2 + ∆v2vyhl ·E× v1vyhl

n · (A1 + A2 + E× (∆v1vyhl −∆v2vyhl))
(40)

a

n =
A1 + A2 + E× (∆v1vyhl −∆v2vyhl)

‖A1 + A2 + E× (∆v1vyhl −∆v2vyhl)‖
(41)

kde Ai =
∑

j∈i∗ e
(j)
i ×e

(j+1)
i , i = 1, 2, kde e

(j)
i je hranový vektor z vrcholu vi do sousedńıho

vrcholu vj a kde E = e
(n2)
2 − e

(2)
2 = e

(2)
1 − e

(n1)
1 .

T́ımto dojde k přizp̊usobeńı délky hrany x1x2 tak, aby objem z̊ustal zachován.

4.4 Objemové omezeńı minimalizačńıch rovnic u globálńıch technik

U globálńıch vyhlazovaćıch metod založených na minimalizačńı úloze změny celkové
energie lze zachováńı objemu řešit t́ım, že do minimalizačńı rovnice (viz vztah (32)) je
přidána podmı́nka, aby výsledná změna objemu byla nulová. Podmı́nka je do rovnice
zařazena jako tzv. hard constraint, tj. taková, která muśı být vždy splněna přesně.

Podmı́nkou tedy je, aby objem změněné śıtě byl shodný s objemem śıtě p̊uvodńı. Vyjádřeno
vzorcem [HUANG]: 1

6

∑
Tijk

(vi × vj) · vk

− V0 = 0 (42)

kde Tijk je množina všech trojúhelńık̊u śıtě s vrcholy vi, vj, vk a V0 je objem p̊uvodńı śıtě.

Problémem při přidáńı této podmı́nky je, že neńı lineárńı a pro řešeńı soustavy rovnic je
pak zapotřeb́ı sofistikovaného př́ıstupu (linearizace, Lagrangeovi multiplikátory).

5 Zp̊usob porovnáváńı vybraných vyhlazovaćıch metod

Aby mohlo doj́ıt k porovnáńı několika odlǐsných vyhlazovaćıch technik, je nutné stanovit
jednoznačná kritéria a zp̊usoby hodnoceńı. Pro jednoznačné posouzeńı vyhlazovaćı metody
neexistuje žádný univerzálńı ukazatel a rovněž data, na která jsou metody aplikovány, jsou
r̊uzného charakteru. Pro výsledek porovnáńı je tud́ıž d̊uležitá volba:

• vhodných referenčńıch model̊u povrchových śıt́ı

• vhodných hodnot́ıćıch kritéríı a porovnávaćıch metrik.

5.1 Volba referenčńıch 3D model̊u

Referenčńı modely muśı být vyb́ırány tak, aby splňovaly všechny požadované parametry
a podmı́nky. Pro účely porovnáváńı je vhodné mı́t k dispozici takové, u kterých můžeme
ověřit přesné výsledky např. analytickým výpočtem či laboratorńım měřeńım. Zároveň
je vhodné ověřit techniky na reálných datech, tzn. na modelech, na kterých by vybrané
techniky měly být využity v aplikačńı praxi. Jakožto reálné referenčńı modely by pak tyto
měly obsahovat typické nežádoućı jevy (špatný tvar trojúhelńık̊u, šum, d́ıry atd.).
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Pro volbu model̊u v obou skupinách je d̊uležitá i podmı́nka, že 3D povrchová śıt’ muśı být
uzavřená, resp. mı́t uzavřený objem. Ten je pak možné snadno a přesně spoč́ıtat pomoćı
dostupných algoritmů (viz část 5.2.2).

5.2 Hodnot́ıćı kritéria pro porovnáváńı

Vyhodnoceńı úspěšnosti jednotlivých vyhlazovaćıch technik neńı př́ımočaré, nebot’
neexistuje jednoznačný univerzálńı ukazatel či metrika, která by vypov́ıdala o kvalitě
dané metody. Na úspěšnost vyhlazovaćıch technik lze nahĺıžet z r̊uzných úhl̊u pohledu
s ohledem na účel a zp̊usob jejich daľśıho zpracováńı. Pro některé aplikace je zásadńı kvalita
výsledných trojúhelńık̊u, pro jiné zachováńı detail̊u, objemu či pouze jen akceptovatelná
vizuálńı stránka.

V principu se předpokládá, že pokud si jsou dvě vyhlazovaćı metody v některém ohledu ve
výsledćıch velice bĺızké, neznamená to zcela odlǐsné výsledky z pohledu kritéria jiného.
Zejména s iteračńımi metodami (ale i neiteračńımi s volitelnými parametry) je dále
spojen problém jejich konvergence s rostoućım počtem iteraćı, resp. s problémem tzv.
oversmoothingu, kdy je model vyhlazen v́ıce, než je žádoućı stav. Definice žádoućıho
stavu (tzv. ”stop” kritérium) rovněž neńı jednoznačně stanovena a bývá často určována
subjektivně vizuálně, či kvantifikována s pomoćı některé vybrané metriky (či několika
metrik), v závislosti na účelu využit́ı.

Pro účely této práce je jako základńı ”stop” kritérium zvoleno hledisko vizuálńı. Dále je
také zapotřeb́ı dbát, aby nedošlo k velkému objemovému zkresleńı, aby z̊ustaly zachovány
relevantńı detaily a rysy, ale zároveň aby došlo k zahlazeńı nežádoućıch jev̊u vzniklých při
procesu źıskáńı modelu. Hledisko zachováńı charakteristických rys̊u a podstatných detail̊u
(hran, roh̊u atd.), stejně tak jako hledisko zachováńı objemu (a proporćı), je tedy z hlediska
biomedićınského použit́ı rovněž významné.

5.2.1 Vizuálńı hodnoceńı

Ačkoliv se v př́ıpadě vizuálńıho posouzeńı jedná o hledisko uživatelsky subjektivńı, jedná
se o hledisko kĺıčové. Mohou totiž nastat př́ıpady, kdy např. metoda může zašuměnou
krychli vyhladit do podoby ideálńı koule s dobrou kvalitou trojúhelńık̊u, přičemž objem
z̊ustane plně zachován. Transformace z krychle na kouli však neńı přijatelný výsledek, což
však jiné dále uvedené nesubjektivńı ukazatele neodhaĺı.

Při porovnáváńı jednotlivých vyhlazovaćıch př́ıstup̊u slouž́ı vizuálńı posouzeńı výsledku
zejména k určeńı takových nastaveńı jednotlivých metod (počet iteraćı, volba parametr̊u
atd.), které produkuj́ı výsledky, jenž jsou z hlediska daľśıho použit́ı a zkoumáńı
akceptovatelné. Vizuálńı posouzeńı tedy slouž́ı k základńı uživatelské eliminaci př́ıpad̊u
nedostatečného či naopak nadměrného vyhlazeńı. Lidské vizuálńı vńımáńı 3D tvar̊u má
však svá omezeńı, kdy dva modely mohou být vizuálně hodnoceny obdobně, avšak
ostatńı jejich parametry mohou být diametrálně odlǐsné (objem, kvalita trojúhelńık̊u atd.).
A k následnému rozsouzeńı pak slouž́ı daľśı objektivńı ukazatele (viz následuj́ıćı kapitoly).

Významný nedostatek vizuálńıho př́ıstupu spoč́ıvá v subjektivitě posuzovatele. Je
proto nanejvýš žádoućı, aby si osoba posuzovatele byla vědoma r̊uzných možnost́ı
výskytu nedostatk̊u, uměla je rozpoznat, popř. předv́ıdat a soustředit se na oblasti
s nejpravděpodobněǰśım mı́stem jejich vzniku.
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5.2.2 Metrika změny celkového objemu tělesa

Mnohé výzkumy v oblasti vyhlazovaćıch algoritmů se soustřed’uj́ı zejména na schopnost
algoritmu detekovat a zachovat hrany, rohy a jiné charakteristické rysy modelu. Mnohem
menš́ı pozornost se pak soustřed’uje na zachováńı objemu výsledného vyhlazeného modelu,
k jehož změnám v d̊usledku jejich aplikováńı docháźı. V kontextu biomedićınských aplikaćı
se však jedná o nezanedbatelný aspekt, nebot’ velikost modelovaného orgánu bývá, např.
z hlediska diagnostiky, často zásadńı (jedńım z př́ıznak̊u nemoci, klasifikace nádor̊u,
zachováńı prostorových vztah̊u atd.). Vzhledem k tomu představuje parametr zachováváńı
objemu primárńı oblast zájmu při porovnáváńı jednotlivých algoritmů v následuj́ıćıch
kapitolách.

Problémem porovnáváńı změn objemu vyhlazovaných povrchových śıt́ı je stanoveńı
zdrojového referenčńıho objemu, který by ideálně měl odpov́ıdat reálnému objektu. Již
samotná reprezentace trojúhelńıkovou śıt́ı představuje pouze aproximaci povrchu, a tedy
i jej́ı objem je v̊uči reálnému objemu (či analyticky spoč́ıtanému) zpravidla odlǐsný.
U reálných model̊u źıskaných např. ze CT či MRI neńı ideálńı analyticky vypoč́ıtaný
objem zjistitelný a źıskaná trojúhelńıková śıt’ má zase ve svém objemu započ́ıtány
i vlivy šumu a jiných nežádoućıch jev̊u. Je-li jako zdrojový referenčńı objem zvolen
objem p̊uvodńı nevyhlazené trojúhelńıkové śıtě, neńı proto účelné požadovat od ideálńıho
algoritmu striktně zachováńı přesné hodnoty objemu jako u zdrojového referenčńıho
modelu. Přes všechny tyto nedostatky je dále jako referenčńı objem uvažován objem
p̊uvodńı nevyhlazené trojúhelńıkové śıtě.

Pro výpočet základńıho objemu trojúhelńıkové śıtě lze použ́ıt vzorec [VOLU]:

Objem =
1

6

∑
f∈F

((vf2y− vf1y)(vf3z− vf1z)− (vf2z− vf1z)(vi3y− vf1y)) · (vf1x + vf2x + vf3x)

(43)

Při tomto zp̊usobu je objem poč́ıtán jako součet objemů čtyřstěn̊u tvořených vrcholy
př́ıslušných trojúhelńık̊u a referenčńım bodem (zde bod 0). Tento zp̊usob výpočtu však
nepoč́ıtá s t́ım, že některé trojúhelńıky se mohou prot́ınat a kř́ıžit. V takovém př́ıpadě
je výpočet objemu zkreslen o tyto protnuté části objemu, které jsou započteny násobně.
Tento problém nenastává při zp̊usobu výpočtu založeném na diskrétńı formě divergenčńıho
teorému tak, jak je naimplementován v rámci nástroje VTK. Porovnáńı těchto dvou
zp̊usob̊u výpočtu pak nav́ıc slouž́ı jako pomocný indikátor existence nežádoućıch kř́ıžených
trojúhelńık̊u.

Pomoćı výše zmı́něných výpočt̊u je zjǐst’ován objem uzavřené trojúhelńıkové śıtě v jeho
absolutńıch hodnotách. Pro zajǐstěńı vzájemné souměřitelnosti r̊uzných referenčńıch
model̊u a technik je žádoućı použit́ı ukazatel̊u změny objemu v procentuálńım vyjádřeńı
dle vzorce (

objempo

objempred
) · 100.

5.2.3 L2 chybová norma

Při vyhlazováńı docháźı ke změnám dané povrchové śıtě. Pro účely numerického porovnáńı
p̊uvodńı a nově vzniklé je často použ́ıván ukazatel pr̊uměrné L2 chyby. Ta vypov́ıdá
o pr̊uměrné vzdálenosti vyhlazené śıtě od té p̊uvodńı. [METRO] či [BEOH03] jej stanovuj́ı
jako:

Ev =

√√√√ 1

3AM ′

∑
v′
i
∈M ′

Ai∗ · dist(v′i,M)2 (44)
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kde M a M ′ představuj́ı p̊uvodńı a vyhlazenou trojúhelńıkovou śıt’, Ai∗ je plocha všech
trojúhelńık̊u přiléhaj́ıćıch k vrcholu vi a dist(v′i,M) představuje nejkratš́ı vzdálenost mezi
vrcholem v′i z vyhlazené śıtě a trojúhelńıkem z p̊uvodńı śıtě, který je vrcholu v′i nejbĺıže.

Prosté změřeńı vzdálenost́ı mezi odpov́ıdaj́ıćımi si p̊uvodńımi a novými vrcholy nelze
použ́ıt, protože např. lež́ı-li vrcholy na jedné rovinné ploše, může vlivem vyhlazovaćıho
posunu doj́ıt k významným změnám v jejich pozićıch, přestože tuto plochu neopustily.
Ukazatel vzdálenost́ı změn polohy by tud́ıž nabýval nezanedbatelných hodnot, aniž by se
změnila podstata předmětu, kterou tyto vrcholy reprezentuj́ı (stále stejná plocha, jen jinak
rozmı́stěné vrcholy). Z tohoto d̊uvodu se použ́ıvá vzdálenost mezi vrcholem vyhlazené śıtě
a nejbližš́ım trojúhelńıkem śıtě p̊uvodńı (viz vztah (44)).

Podstatou vyhlazováńı je pozměněńı povrchové śıtě tak, aby byl odstraněn šum, artefakty
či jiné nežádoućı jevy, ale aby zároveň nedošlo k př́ılǐsné deformaci podstaty daného
modelu. K určité odchylce vzdálenosti (chybě) tedy přirozeně docháźı a při ideálńım
vyhlazeńı by měla být úměrná velikosti odbouraného šumu. Rostoućı tempo zvětšováńı
pr̊uměrné chyby (ve vztahu k počtu iteraćı či parametrickým krok̊um u neiteračńıch metod)
naznačuje, že vyhlazený model se č́ım dál t́ım v́ıce vzdaluje své předloze, a je to tedy signál
k posouzeńı, zda již nedocháźı k tzv. oversmoothingu, tedy př́ılǐsnému vyhlazeńı. [BEOH03]
např. využ́ıvá tento ukazatel (okamžik kdy je jeho př́ır̊ustková hodnota mezi jednotlivými
iteracemi minimálńı) jako jedno ze ”stop”kritéríı pro stanoveńı optimálńı úrovně vyhlazeńı.

Při využit́ı ukazatele L2 pr̊uměrné chyby je vždy nutné zohlednit, že jeho hodnoty jsou
závislé na velikosti, resp. měř́ıtku daného 3D modelu.

5.2.4 L2 normálová chybová norma

Jako daľśı nástroj pro porovnáńı výsledk̊u vyhlazovaćıho procesu využ́ıvá [BEOH03] tzv.
L2 normálovou chybu. Ta se, narozd́ıl od základńıho ukazatele L2 chyby, nevztahuje
k pozićım jednotlivých vrchol̊u, nýbrž ukazuje, jak se změnilo normálové pole jednotlivých
trojúhelńık̊u.

Pro určeńı L2 normálové chyby využ́ıvaj́ı [BEOH03] vztah:

En =

√√√√ 1

AM ′

∑
t′∈M ′

At′ · |nt − nt′ |2 (45)

kde M a M ′ představuj́ı p̊uvodńı a vyhlazenou trojúhelńıkovou śıt’, At′ je plocha
trojúhelńıku t′ a nt je jednotkový normálový vektor k trojúhelńıku t. Trojúhelńık t
je pak takový trojúhelńık p̊uvodńı nevyhlazené trojúhelńıkové śıtě, který je nejbĺıže
k trojúhelńıku t′ z vyhlazené śıtě.

Vypov́ıdaćı hodnota je obdobná jako u L2 chyby (viz 5.2.3) s t́ım rozd́ılem, že, jak uvád́ı
[BEOH03], ”je citlivá k degradaci śıtě v oblasti s ostrými rysy a ve velmi zakřivených
oblastech”. Narozd́ıl od L2 chyby neńı jeho hodnota závislá na velikosti, resp. měř́ıtku
daného modelu.

5.2.5 Hodnota zakřiveńı

Vyhlazovaćı algoritmy obecně otupuj́ı zakřivené oblasti trojúhelńıkové śıtě, avšak některé
z nich tento efekt u vybraných vrchol̊u potlačuj́ı, např. z d̊uvodu zachováńı ostrých
hran či rys̊u. Postupným vyhlazováńım má tedy hodnota pr̊uměrného zakřiveńı klesat.
Charakteristické rysy a hrany jsou tedy klasifikovány jako oblasti s vysokou hodnotou
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ukazatele zakřiveńı a je záležitost́ı algoritmu, zda či jak z̊ustanou zachovány. Jako nástroj
pro posouzeńı tohoto aspektu může sloužit např. transformace jednotlivých hodnot do
histogramu, ze kterého je zřejmé, zda s postupnými vyhlazovaćımi kroky plynule klesá
zakřiveńı u všech vrchol̊u rovnoměrně, či naopak vznikne ostrá hranice, od které si část
vrchol̊u ponechá svá zakřiveńı (nebo bude klesat pomaleji), zat́ımco u ostatńıch dojde
k jeho plynulému poklesu. Histogram však neudává, ve kterých oblastech se dané druhy
vrchol̊u nacháźı (např. pro posouzeńı, zda se jedná opravdu o vrcholy v oblasti s ostrými
hranami či rysy). Toto může být řešeno např. pomoćı barevného namapováńı hodnot
zakřiveńı na daný 3D model.

Celková hodnota zakřiveńı v daném bodě se odv́ıj́ı od hodnot zakřiveńı v tzv. hlavńıch
(”principal”) směrech. U hodnoty zakřiveńı jsou nejčastěji uvažovány dva typy ukazatel̊u
zakřiveńı - pr̊uměrný (H) a Gaussovský (K). Pr̊uměrný vyjadřuje pr̊uměrnou hodnotu
zakřiveńı v jednotlivých směrech. Hodnoty bĺızké nule pak představuj́ı žádné zakřiveńı,
tzn. body v rovině, hodnoty bĺızké nekonečn̊um naopak extrémńı zakřiveńı. Gaussovský
je pak dán součinem hodnot v jednotlivých hlavńıch směrech. Znaménka pak určuj́ı
charakter zakřiveńı (eliptický, hyperbolický či parabolický bod). Pro účely porovnáváńı
vyhlazovaćıch technik je d̊uležitá informace o velikosti zakřiveńı, namı́sto charakteru
zakřiveńı, a proto je pro účely této práce volen ukazatel pr̊uměrného zakřiveńı.

Pro stanoveńı č́ıselné hodnoty zakřiveńı existuj́ı r̊uzné výpočetńı metody, např. proložeńı
povrchu plochou (paraboloid fitting), jej́ıž parametry zakřiveńı jsou známé, využit́ı Gauss-
Bonnet teorému, Taubinova metoda atd. Bližš́ı popis a porovnáńı r̊uzných metod lze nalézt
např. v [MASORI07]. Vztah pro výpočet pr̊uměrného zakřiveńı ve vrcholu vi dle Gauss-
Bonnet schématu uvád́ı [MASORI07] jako:

Hi =
1
4

∑
j∈i∗ ‖eij‖βj
1
3Ai∗

(46)

kde ‖eij‖ představuje délku hrany eij , βj je úhel, který sv́ıraj́ı normály obou trojúhelńık̊u
přiléhaj́ıćıch k hraně eij a Ai∗ je plocha všech trojúhelńık̊u přiléhaj́ıćıch k vrcholu vi.

5.2.6 Kvalita trojúhelńık̊u

Při zpracováńı 3D povrchových śıt́ı hraje významnou roli i tzv. kvalita povrchové śıtě,
resp. kvalita trojúhelńık̊u, ze kterých se skládá. Např. př́ılǐs úzké a dlouhé trojúhelńıky
mohou být limituj́ıćı z hlediska přesnosti výpočt̊u a použitelnosti některých algoritmů.
Žádoućım stavem je tud́ıž stav co nejbližš́ı parametr̊um rovnostranného trojúhelńıku.
Ačkoliv zlepšováńı kvality trojúhelńık̊u neńı primárńım ćılem vyhlazovaćıch metod, jejich
použit́ı aspekt kvality povrchové śıtě ovlivňuje, a proto je toto hledisko zohledněno
i v následuj́ıćım porovnáváńı vyhlazovaćıch technik.

K posuzováńı z tohoto hlediska je možné použ́ıt několik př́ıstup̊u a ukazatel̊u. Může j́ım
být např. histogram hodnot jednotlivých úhl̊u, kdy však z údaje o jednom úhlu neplynou
informace o těch ostatńıch, a posouzeńı celkové kvality trojúhelńıku je tud́ıž problematické.
Daľśımi možnými ukazateli jsou např. poměrové ukazatele nejdeľśı ku nejkratš́ı straně
či součet druhých mocnin délek stran ku obsahu trojúhelńıku atd. Kromě celkových
(pr̊uměrných) ukazatel̊u je d̊uležité sledovat i jejich minimálńı a maximálńı hodnoty, nebot’
i několik málo nekvalitńıch trojúhelńık̊u v jinak kvalitńı śıti může být z hlediska aplikace
daľśıch algoritmů významně limituj́ıćı.

Pro celkové posouzeńı kvality trojúhelńıku použ́ıvá např. [NEAL06] ukazatel tzv. radius
ratio, jež vyjadřuje vztah:

q = 2 · rv
ro

(47)
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kde rv je poloměr kružnice trojúhelńıku vepsané a ro je poloměr kružnice opsané. Z běžných
vzorc̊u pro jejich výpočet lze odvodit, že pro rovnostranný trojúhelńık je poloměr kružnice
opsané dvojnásobný poloměru kružnice vepsané. Naproti tomu u velmi úzkých a dlouhých
trojúhelńık̊u s velmi ostrými úhly je tento poměr značný, a tedy v převrácené hodnotě
velmi bĺızký nule. Vztah (47) tedy mapuje ukazatel na interval 〈0, 1〉, kdy hodnota 1
představuje dobře tvarovaný trojúhelńık a 0 nevyhovuj́ıćı, degenerovaný trojúhelńık.

5.2.7 Výpočetńı čas

Ačkoliv primárńım hlediskem při výběru vyhlazovaćı metody bývá hledisko kvalitativńı,
v r̊uzných typech aplikaćı může být kladen i d̊uraz na rychlost použitého algoritmu (např.
interaktivńı aplikace), resp. na čas potřebný pro dosažeńı požadované úrovně vyhlazeńı.

Při porovnáváńı jednotlivých vyhlazovaćıch technik je však výpočetńı čas pro účely této
práce brán pouze jako pomocný či orientačńı ukazatel, nebot’ použité vyhlazovaćı filtry,
kromě základńıho algoritmu, zahrnuj́ı ještě daľśı režii d̊uležitou např. pro univerzálnost
tř́ıdy, zapnut́ı či vypnut́ı doplňkových funkćı, ošetřeńı regulérnosti vstupńıch dat (ošetřeńı
druhu vstupńıch dat, převod na striktně trojúhelńıkovou śıt’, vyloučeńı neplatných prvk̊u,
vytvořeńı vazeb a struktur potřebných pro daľśı výpočet atd.). Tato režie je nezanedbatelná
a pro každý filtr rozd́ılná v závislosti na jeho implementaci. Filtry vybrané pro porovnáváńı
jsou použité z části z VTK (např. vtkWindowedSincPolyDataFilter), z poskytnutých
implementaćı třet́ıch stran (vtkOptimizePolydata) či je použita implementace vlastńı.
Výsledek vyhodnoceńı jednotlivých metod v programové smyčce může být rovněž ovlivněn
např. memory managementem operačńıho systému a je rovněž závislý na použitém
hardwaru.

6 Implementace s využit́ım VTK

Pro účely porovnáńı jednotlivých vyhlazovaćıch metod, vygenerováńı grafických výstup̊u
a zápisu výstupńıch dat pro jednotlivé provedené př́ıpady jsou vytvořeny dva podp̊urné
softwarové nástroje.

Prvńı nástroj slouž́ı k hromadnému vygenerováńı dat k dané vyhlazovaćı technice. Na
vstupńı model je ve smyčce aplikováno vyhlazováńı s nastavenými parametry (počet
iteraćı) a vypočteny požadované metriky. V každém pr̊uchodu smyčkou jsou výsledky
z metrik zapsány do logovaćıho souboru a zároveň je vygenerován obrazový výstup
do formátu PNG. Tento obrázkový soubor pak obsahuje výstupńı údaje z jednotlivých
metrik a obrazy samotného vyhlazeného 3D modelu. Výstupem z programu je pak řada
obrázk̊u, která při procházeńı plynule zobrazuje vývoj vyhlazováńı dle postupných iteraćı
(u iteračńıch metod). Každý obrázek je tedy možné kdykoliv porovnávat s ostatńımi a
sledovat mezńı vlivy mezi jednotlivými po sobě jdoućımi obrázky.

Druhý nástroj slouž́ı k jednorázovému zobrazeńı konkrétńıho zkoumaného př́ıpadu na
obrazovku s možnost́ı interaktivńıho prohĺıžeńı a bližš́ıho zkoumáńı (např. přibĺıžeńı,
natočeńı atd.). Za běhu programu je tedy k dispozici interaktivńı okno, po skončeńı
programu je vygenerován textový logovaćı soubor a obrazový výstup obdobně jako
u prvńıho nástroje.

Primárńım programovaćım jazykem je jazyk C++, a to zejména kv̊uli snadné použitelnosti
s nástroji VTK.

Implementace obou nástroj̊u je založena na využit́ı volně dostupných nástroj̊u VTK ”The
Visualization Toolkit”. Správná instalace VTK je základńım předpokladem pro práci se
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zdrojovými kódy přiloženými v rámci elektronických př́ıloh.

6.1 VTK - The Visualization Toolkit

VTK (The Visualization Toolkit) je multiplatformńı, ”open-source, zdarma dostupný
softwarový systém pro 3D poč́ıtačovou grafiku, zpracováńı obrazu a vizualizaci.”[VTK].
Skládá se z rozsáhlé knihovny tř́ıd s jednotlivými algoritmy pro 3D vizualizaci a zpracováńı
obrazu a souvisej́ıćıch nástroj̊u.

Základńı vizualizačńı schéma VTK je založeno na principu tzv. rour, kde figuruj́ı datové
objekty a procesńı objekty (filtry), které jsou pospojovány tak, aby výstup(y) z jednoho
je vstupem do daľśıho (či daľśıch).

Např́ıklad v základńı podobě mohou být źıskaná tzv. polydata obsahuj́ıćı údaje 3D modelu
předána do r̊uzných procesńıch filtr̊u (vyhlazeńı, decimace atd.). Následně polydata či
přefiltrovaná polydata vstupuj́ı do tzv. mapperu, jenž rozkládá polygonálńı data na
grafická primitiva k daľśımu zobrazeńı. Z mapperu jsou pak data předána do tzv. actoru,
který organizuje vykreslováńı grafických primitiv źıskaných z mapperu (např. barvy,
pr̊uhlednosti atd.). Dále data přeb́ırá tzv. renderer, který se stará o samotné vykresleńı
s ohledem na viewport. Všechny renderery jsou pak součást́ı okna, o jehož ovládáńı a
reakce se může starat tzv. interactor nebo může být vyexportován pomoćı nějakého tzv.
outputwriteru.

Pro vyhlazováńı obsahuje VTK dvě samostatné knihovńı tř́ıdy:
vtkSmoothPolyDataFilter a vtkWindowedSincPolyDataFilter. Prvńı z nich
implementuje klasické nevážené laplaciánské vyhlazováńı, umožňuje fixaci hraničńıch
bod̊u neuzavřených śıt́ı a zachováńı charakteristických rys̊u a hran, vycházej́ıćı z prahováńı
úhl̊u sevřených hranami. Druhá implementuje Taubin̊uv FIR filtr s Hammingovo okenńı
funkćı.

6.2 Základńı vizualizačńı roura

Oproti výše zmı́něnému př́ıkladu základńı vizualizačńı roury jsou v rouře použité v obou
nástroj́ıch zapojeny filtry pro výpočet všech metrik, dále samostatné prvky potřebné pro
vyobrazeńı grafových a textových informaćı ve výsledném obrazu apod.

Velmi zjednodušené schéma základńı roury použité v podp̊urných nástroj́ıch zobrazuje
Obrázek 7.

Ze vstupńıho souboru ve formátu .vtk jsou pomoćı vtkPolyDataReader načtena zdrojová
data s 3D povrchovou śıt́ı. Tato data jsou postoupena do př́ıslušného vyhlazovaćıho
filtru (dle vybrané metody), přičemž před vstupem do filtru a při výstupu z filtru
je měřen spotřebovaný čas. Z výstupu vyhlazovaćıho filtru jsou data dále předávána
postupně do filtr̊u implementuj́ıćıch jednotlivé metriky (mujVtkVolumeComputer,
mujVtkL2ErorMetrix, mujVtkL2ErorNormMetrix, vtkCurvatures). Vypočtené výsledky
metrik jsou po výpočtu zaznamenány do textového .log souboru a zároveň předány
př́ıslušnému vtkTextActoru a vtkRendereru (vtkChartXY, vtkContextActoru a
vtkRendereru v př́ıpadě grafu). Hlavńı vstupńı polydata do filtr̊u s metrikami jsou
po výpočtu předávána v nezměněné formě (popř. doplněná o doplňuj́ıćı datová pole)
na výstup, odkud vstupuj́ı do vtkMapperu a z něj pak do vtkActor. Dále data
přeb́ırá vtkRenderer. Všechny vtkRenderery jsou pak součást́ı okna (vtkRenderWindow).
O ”screenshot”okna se stará vtkWindowToImageFilter společně s př́ıslušným writerem
(např. vtkPNGWriter).
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Obrázek 7: Schéma základńı vizualizačńı pipeline testovaćıho programu. Zdroj: vlastńı

Výsledkem pr̊uchodu rourou je tedy jeden textový a jeden obrázkový soubor. Textový
soubor obsahuje údaje o použité vyhlazovaćı technice, o vstupńım 3D modelu a výsledky
jednotlivých metrik. Obrázkový soubor obsahuje údaje o použité vyhlazovaćı technice,
o vstupńım 3D modelu, výsledky jednotlivých metrik, grafy četnost́ı z jednotlivých metrik,
jeden obraz vyhlazeného 3D modelu (”flat shaded”), daľśı tři obrazy vyhlazeného modelu
s barevně namapovanými hodnotami vybraných metrik.

V prvńım nástroji, který slouž́ı k hromadnému generováńı dat o vyhlazovaných modelech,
je výše popsaná roura (viz Obrázek 7) od okamžiku načteńı vstupńıch dat opakována ve
smyčce. Počet pr̊uchod̊u smyčkou pak záviśı na nastavených parametrech vyhlazovaćıho
algoritmu, typicky na zvoleném počtu iteraćı. Druhý nástroj vizualizačńı rouru neopakuje,
ale slouž́ı k jednorázovému zobrazeńı konkrétńıho zkoumaného př́ıpadu na obrazovku
s možnost́ı interaktivńıho prohĺıžeńı a bližš́ıho zkoumáńı (např. přibĺıžeńı, natočeńı atd.).
Vizualizačńı roura popsaná výše je zde doplněna o vtkRenderWindowInteractor, který
drž́ı okno zobrazené na obrazovce a monitoruje události myši či klávesnice a zajǐst’uje
odpov́ıdaj́ıćı reakci modelu.

6.3 Implementace jednotlivých hodnot́ıćıch metrik a vyhlazovaćıch filtr̊u

6.3.1 Metrika změny celkového objemu tělesa

V rámci obou podp̊urných nástroj̊u je metrika změny objemu reprezentována nově
vytvořenou tř́ıdou mujVtkVolumeComputer. Ta představuje procesńı filtr, jenž zpracuje
vstupńı vtkPolyData a v nezměněné podobě je předá na výstup. Během toho jsou
vypočteny požadované údaje o objemu, které jsou poté dostupné přes funkce getobjem()

resp. getmassVolume(). Funkce getmassVolume() využ́ıvá pro výpočet objemu tř́ıdu
z knihovny vtk vtkMassProperties a jej́ı funkci GetVolume() a funkce getobjem()

využ́ıvá pro výpočet objemu vzorec dle [VOLU], tzn. dle vztahu (43):

6.3.2 L2 chybová norma

Metrika L2 pr̊uměrné chyby je reprezentována nově vytvořenou tř́ıdou
mujVtkL2ErorMetrix. Ta představuje procesńı filtr, jenž zpracuje vstupńı vtkPolyData
a v nezměněné podobě je předá na výstup, doplněné o pole s hodnotami k jednotlivým
vrchol̊um. Během toho jsou vypočteny požadované hodnoty L2 pr̊uměrné chyby
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v jednotlivých vrcholech i celkový ukazatel. Celkový ukazatel je poté dostupný přes funkce
getmeanL2errorW(), pole hodnot pro jednotlivé vrcholy je pak přidáno do výstupńıch
dat, odkud jsou pak využity k barevnému mapováńı a tvorbě grafu.

Pro výpočet je použit vztah viz (44). Pro hledáńı nejbližš́ıho bodu z referenčńı śıtě je
využito tř́ıdy z knihovny vtk vtkCellLocator.

6.3.3 L2 normálová chybová norma

Metrika L2 pr̊uměrné normálové chyby je reprezentována nově vytvořenou tř́ıdou
mujVtkL2ErorMetrix. Tato je obdobná jako v 6.3.2, kdy výpočet se však ř́ıd́ı
vztahem viz (45). Pojem ”trojúhelńık nejbližš́ı k trojúhelńıku”je zde chápán ve smyslu
minimálńı vzdálenosti centroid̊u dvou trojúhelńık̊u. Pro vyhledáńı nejbližš́ıho trojúhelńıku
z referenčńı śıtě je využito tř́ıdy z knihovny vtk vtkPointLocator.

6.3.4 Metrika zakřiveńı

K výpočtu metriky zakřiveńı je využito tř́ıdy vtkCurvatures dostupné v rámci nástroj̊u
VTK. Ten je implementován v souladu se vztahem (46). Po pr̊uchodu t́ımto filtrem je do
vstupńıch dat přidáno pole s hodnotami zakřiveńı v konkrétńıch bodech. Odtud jsou pak
využity k výpočtu pr̊uměrné hodnoty, k barevnému mapováńı a k tvorbě grafu.

6.3.5 Kvalita trojúhelńık̊u

Údaje o kvalitě trojúhelńık̊u poskytuje nově vytvořená tř́ıda mujVtkTriQuality. Ta
představuje procesńı filtr, jenž zpracuje vstupńı vtkPolyData a v nezměněné podobě
je předá na výstup, doplněné o pole ukazatel̊u vypočtených dle vztahu (47) pro
každý trojúhelńık. Takto dostupné údaje pak slouž́ı k tvorbě grafu četnost́ı. Údaje
o minimálńı, maximálńı či pr̊uměrné hodnotě lze źıskat přes funkce GetworstQuality() ,
GetbestQuality() a GetmeanQuality()

6.3.6 Výpočetńı čas

V rámci podp̊urných nástroj̊u je měřeńı času implementováno tak, že po nastaveńı
parametr̊u daného vyhlazovaćıho filtru, avšak před vyvoláńım spuštěńı jeho hlavńı funkce
(tj. např. před požadavkem na výstup, který spust́ı vykonáńı filtru), je zaznamenán údaj
o aktuálńım čase a vyvoláno vynucené spuštěńı pomoćı funkce Update(). Následně je opět
zjǐstěn údaj o aktuálńım čase, který se pak odečte od času zaznamenaného před spuštěńım
filtru.

6.3.7 Vyhlazovaćı filtry

Pro laplaciánské vyhlazováńı byla vytvořena nová tř́ıda, která oproti základńı
implementaci dostupné ve VTK obsahuje př́ıpadný výpočet kotangentových vah (viz 3.1.2),
inflatačńı metodu (viz 4.1) a single-point relaxačńı metodu (4.2). Tato implementace je
tud́ıž ve výsledku časově náročněǰśı než optimalizovaná základńı metoda z VTK. Obecně
se z výkonnostńıch d̊uvod̊u někdy využ́ıvá triku, že se váhy, jejichž velikost se odv́ıj́ı od
pozice vrchol̊u, nepřepoč́ıtávaj́ı po každé iteraci. Tato implementace však kotangentové
váhy přepoč́ıtává vždy, normálové vektory pro singl-point relaxačńı metodu tohoto triku
využ́ıvaj́ı, a proto neńı zachováńı objemu vždy zcela úplné.
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Kromě vestavěńı inflatačńı metody př́ımo do vyhlazovaćıho filtru, byla tato metoda
implementována i jako samostatná tř́ıda - filtr dle konvenćı VTK, který je možno zapojit do
běžné kterékoliv vizualizačńı roury, za podmı́nky nastaveńı hlavńıho a vedleǰśıho vstupu.

Pro Taubin FIR filtr je využita tř́ıda dostupná z VTK vtkWindowedSincPolyDataFilter,
která využ́ıvá Hammingovo okenńı funkci (viz vztah (26)). Pass-Band region je pevně
nastaven na doporučovanou hodnotu k = 0.1.

7 Vyhodnoceńı jednotlivých technik

Hlavńım úkolem této práce bylo porovnáńı vyhlazovaćıch technik s ohledem na zachováváńı
objemu. Vyhlazovaćı techniky primárně zachováńı objemu negarantuj́ı, a proto, jak je
uvedeno v kapitole 4, pro zachováńı objemu existuj́ı i doplňkové techniky k základńım
vyhlazovaćım technikám. Pro co nejvýrazněǰśı zviditelněńı účinnosti těchto metod byla
jako základńı vyhlazovaćı technika, se kterou jsou tyto doplňky zkombinovány, zvolena
technika neváženého laplaciánského vyhlazováńı. U toho je obecně známo, že pokles
objemu při vyhlazováńı je velmi výrazný. Do porovnáńı byla ještě zařazena metoda Taubin
FIR filtru.

Výběr použitých vyhlazovaćıch technik je tedy:

• nevážené laplaciánské vyhlazováńı

• nevážené laplaciánské vyhlazováńı s korekćı inflatačńı metodou

• nevážené laplaciánské vyhlazováńı s korekćı single-point relaxačńı metodou

• ”implicit fairing”- kotangentové laplaciánské vyhlazováńı

• ”implicit fairing”- kotangentové laplaciánské vyhlazováńı s korekćı inflatačńı metodou

• ”implicit fairing”- kotangentové laplaciánské vyhlazováńı s korekćı single-point
relaxačńı metodou

• Taubin FIR filtr

• Taubin FIR filtr s korekćı inflatačńı metodou

Pro zjemněńı kroku mezi jednotlivými iteracemi u laplaciánského vyhlazováńı a u metody
”implicit fairing” byly hodnoty laplacian operátoru upraveny o α koeficient 0.5.

V aplikačńı praxi, kdy je zapotřeb́ı, aby byla možnost větš́ı uživatelské regulace mı́ry
vyhlazováńı, se zpravidla použ́ıvá koeficient α ještě mnohem menš́ı, kdy však cenou je
vyšš́ı počet nutných iteraćı. Pro účely této práce vyšš́ı koeficient volen z d̊uvodu lepš́ı
sledovatelnosti změn mezi jednotlivými iteracemi.

Pro účely porovnáváńı byly jako referenčńı modely zvoleny dvě skupiny 3D objekt̊u. Prvńı
skupina referenčńıch model̊u je, jak je již zmı́něno v zadáńı práce, ze skupiny základńıch
geometrických těles, tedy uměle vygenerované kouli a krychli s uměle zaneseným šumem
do části jejich povrchu. Tyto modely jsou zvoleny zejména proto, že jejich ideálńı konečná
vyhlazená podoba je předem známa, a to včetně analytických řešeńı jejich vlastnost́ı,
zejména pak objemu. Model krychle pak nav́ıc obsahuje viditelné ostré hrany, na nichž je
zřetelná účinnost jednotlivých metod v oblasti zachováváńı rys̊u (feature preserving).

Druhou skupinu referenčńıch model̊u tvoř́ı modely źıskané z reálných biomedićınských
dat. Tyto jsou zvoleny tak, aby obsahovaly typické nežádoućı jevy spojené se źıskáńım dat
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a vytvořeńım modelu, jako např. ostré úzké trojúhelńıky, šum, d́ıry, schodovité artefakty
atd., a zároveň aby obsahovaly jak velké plochy s ńızkým zakřiveńım, tak i mı́sta s vysokou
hodnotou zakřiveńı či charakteristickými rysy (hranami, kouty apod.). Pro tyto účely je
zvolen model pánevńı kosti a kus šlachy, viz Obrázek 8. Oba trṕı vysokou úrovńı drobného
povrchové šumu i špatnou kvalitou některých trojúhelńık̊u.

Obrázek 8: Zvolené referenčńı modely - koule, krychle, pánevńı kost, lebečńı kosti. Zdroj:
vstupńı modely

K výpočt̊um byla použita sestava s procesorem Intel Core2 Duo 2,4 GHz, 3Gb DDRII800
RAM, 750GB SATAII HDD, AMD Radeon HD6570 a operačńı systém Windows 8.1 Pro
64bit.

Veškeré obrazové výstupy generované pomocnými programy a datové řady jsou z d̊uvodu
jejich množstv́ı zařazeny do př́ıloh pouze v elektronické formě.

7.1 Vyhodnoceńı - Laplaciánské vyhlazováńı s uniformńımi vahami

Z hlediska vizuálńıho posouzeńı lze konstatovat, že tato metoda dosahuje poměrně
silného vyhlazovaćıho efektu, kdy však vyhlazeńı prob́ıhá ve všech oblastech rovnoměrně,
bez ohledu na charakteristické rysy a hrany. Největš́ı povrchový šum je zcela potlačen již
po několika málo iteraćıch (cca 10, při α = 0.5) a hrany jsou otupeny či potlačeny velmi
intenzivně. To lze pozorovat na všech zkoumaných modelech.

Při cca 25 iteraćıch je již model krychle velmi zakulacen, model pánve má silně potlačenou
kloubńı jamku a stydká a sedaćı kost je na konćıch velmi zeslabena a otvor celkově zvětšen,
viz Obrázek 9 .

Inflatačńı metoda vyhlazeńı z vizuálńıho hlediska neovlivnila. Naproti tomu single-point
relaxačńı metoda má po vizuálńı stránce efekt nevýrazný, nebot’ obecně je tato metoda
slabá v normálovém směru.

Z pohledu zachováńı objemu je obecně známo, že nevážená varianta laplaciánského
vyhlazováńı trṕı smršt’ovaćım efektem. Toto potvrzuj́ı i naměřená data, viz Obrázek 10.
Největš́ı pokles nastal u modelu pánve, dále u krychle, koule a šlachy. Smrštěńı je výrazné,
a má téměř lineárńı pr̊uběh. Vzhledem k vizuálńımu porovnáńı, kdy přijatelných výsledk̊u
bylo dosaženo cca v rozmeźı 8-20 iteraćı, dosahuje smrštěńı až k hodnotám 82% p̊uvodńı
velikosti. Inflatačńı metoda je pak plně navraćı na p̊uvodńı velikost.

Na kvalitu trojúhelńık̊u má laplaciánské vyhlazováńı pozitivńı vliv, kdy pr̊uměrný
ukazatel rostl. V počátečńıch iteraćıch, které jsou nejrelevantněǰśı, došlo k relativně
rychlému nár̊ustu tempa zvýšeńı kvality, které se se zvyšuj́ıćım se počtem iteraćı
zmı́rňovalo. Výjimkou byl model šlachy. Přidáńı inflatačńı techniky k samotnému
vyhlazováńı nemá na kvalitu žádný dopad, obě křivky jsou shodné. Relaxačńı metoda
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Obrázek 9: Vizuálńı porovnáńı vyhlazených model̊u krychle a pánve. Vlevo nevyhlazené
modely, uprostřed po 26 iteraćıch, vpravo po 26 iteraćıch a singl-point relaxačńı metodě.
Zdroj: programové výstupy.

má slabý vyhlazovaćı účinek, avšak ve všech př́ıpadech lepš́ı vliv na kvalitu trojúhelńık̊u.
Viz obrázek 11.

Vlivem vyhlazováńı docháźı ke vzniku ”chyby” , která vypov́ıdá, jak moc je nová vyhlazená
śıt’ vzdálená od té p̊uvodńı. Zaj́ımavý je jak pr̊uměrný ukazatel L2 error, tak i i rozložeńı
této chyby v prostoru. Pr̊uměrný ukazatel u všech model̊u byl vyšš́ı u vyhlazeńı bez korekce
objemu, zejména t́ım, jak se vlivem smršt’ováńı vzdaloval od svého p̊uvodńıho vzoru. Při
pohledu na rozložeńı v prostoru lze pak pozorovat, která mı́sta byla vyhlazeńım nejv́ıce
zasažena, viz Obrázek 12.

V plochých částech je chyba na velkém regionu malá, v kontrastu s vysokými hodnotami
u hran a roh̊u. U inflatačńı metody lze pozorovat zvýšený nár̊ust chyby v plochých částech
oproti metodě bez objemové korekce. Je to dáno redistribućı objemu, kdy objem ztracený
při zaobleńı hran a roh̊u je rozprostřen mezi všechny vrcholy, tedy i ty uprostřed ploch.
Př́ımé srovnáńı mezi jednotlivými modely neńı možné, nebot’ ukazatel je měř́ıtkově závislý
v̊uči modelu.

7.2 Vyhodnoceńı - Implicit fairing

Jedná se o vážené laplaciánské vyhlazováńı s kotangentovými vahami. I zde byl pro
zjemněńı kroku mezi jednotlivými iteracemi byl laplacian operátor upraven o α koeficient
0.5.

Po vizuálńı stránce je v prvńıch iteračńıch kroćıch vyhlazovaćı efekt velmi výrazný a
i na tak typických hranách, jaké má např. krychle, se zač́ınaj́ı hrany viditelně zaoblovat.
Nicméně oproti základńı nevážené variantě laplaciánského vyhlazováńı nejsou změny
v oblasti těchto rys̊u tak velké. V cca 10 iteraci, kdy v nevážené variantě již zanesený
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Obrázek 10: Graf vývoje objemu v závislosti na iteraci pro laplaciánské vyhlazováńı. V0
jsou bez korekce, V1 a V2 jsou s aplikovanou korekćı. Zdroj: programové výstupy.

šum viditelný v̊ubec nebyl, při použit́ı této metody ještě slabé známky viditelné jsou. Při
eliminaci výrazného šumu (ve smyslu výrazná anomálie, než okolńı šum) je viditelné, jak
je tento eliminován podstatně méně než okolńı, méně výrazný šum. Ukázka viz Obrázek
13. Práh použitelnosti této metody z hlediska zachováńı rys̊u je po vizuálńı stránce jistě
vyšš́ı.

Výše zmı́něné je viditelné i na ostatńıch modelech. Na modelu pánve, v iteraci, kdy
laplaciánské vyhlazováńı je již výrazně nedostatečné (např. výše zmiňovaných 25 iteraćı),
implicit fairing poskytuje znatelně v́ıce detail̊u, hloubka kloubńı jamky neńı tolik
zahlazena, jej́ı okraj je stále zřetelný, sedaćı kost neńı tolik ztenčena, otvor neńı tolik
zvětšen a stydký hrbol z̊ustává výrazný. I s přibývaj́ıćım počtem iteraćı tyto výrazné
charakteristiky z̊ustávaj́ı v̊uči okoĺı výrazné, viz např. výrazný výčnělek na Obrázku č.
13, je stále př́ıtomen i po mnoho daľśıch iteraćı. Na modelu úponu docháźı k postupnému
vyhlazeńı velkých ploch, zat́ımco ostrý hřbet z̊ustává stále viditelný. Obecně při tomto
nastaveńı je přijatelná hodnota vyhlazeńı mezi 10-15 iteraćı.

Při zachováváńı objemu inflatačńı metodou opět neńı pozorován významný vizuálńı
rozd́ıl oproti vyhlazeńı bez zachováńı objemu. Single-point relaxačńı metody je
naopak vizuálně zcela bez účinku v celém spektru iteraćı. To je dáno t́ım, že při
použit́ı kotangentových vah je eliminována tangentová složka posunu a korekčńı krok
v normálovém směru jej eliminuje zpět.

Z hlediska zachováńı objemu trṕı i implicit fairing efektem ztráty objemu. Pokles má téměř
lineárńı charakter a dosahuje vysokých hodnot. Z naměřených hodnot lze vypozorovat, že
tento pokles je však vždy menš́ı, než u neváženého laplaciánského vyhlazováńı (porovnáńı
viz Obrázek 19).

Z použit́ı kotangentových vah obecně nevyplývá zlepšeńı kvality trojúhelńık̊u, což
potvrzuj́ı i výsledná data, viz Obrázek 15. Naopak ve většině př́ıpad̊u, s výjimkou krychle,
došlo k poklesu. I zde inflatačńı metoda na kvalitu trojúhelńık̊u nemá vliv a křivky se
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Obrázek 11: Graf vývoje pr̊uměrné kvality trojúhelńık̊u v závislosti na iteraci pro
laplaciánské vyhlazováńı. V0 jsou bez korekce, V1 a V2 jsou s aplikovanou korekćı. Zdroj:
programové výstupy.

překrývaj́ı a při použit́ı relaxačńı metody jsou hodnoty vždy vyšš́ı.

Pro metriku L2 error u implicit fairing metody jsou hodnoty obecně nižš́ı, než
u laplaciánského vyhlazováńı. Nicméně stejně jako u laplaciánského vyhlazováńı,
s rostoućım počtem iteraćı velikost chyby roste od určité iterace prakticky lineárně. Stejně
jako u laplaciánského vyhlazováńı, roste chyba při aplikaci inflatačńı techniky i na mı́stech,
které základńı algoritmus nepostihne.

7.3 Vyhodnoceńı - Taubin FIR filter

Porovnatelnost s ohledem na počet iteraćı je zde omezena, nebot’ tato metoda má odlǐsné
parametry nastaveńı. U laplaciánských byla velikost vyhlazovaćı kroku ovlivněna α, kdežto
zde se nastavuje práh tzv. pass-band regionu (kPB), který byl pro testováńı nastaven dle
obecných doporučeńı na hodnotu kPB = 0.1.

Po vizuálńı stránce je velikost efektu v porovnáńı s dř́ıve zmiňovanými metodami
celkově menš́ı. Nejsilněǰśıho efektu je dosaženo v cca prvńıch 15 iteraćıch, po nichž už
je př́ınos dodatečných iteraćı minimálńı. Algoritmus se snaž́ı odfiltrovávat jen vysoké
frekvence šumu a ńızké, odpov́ıdaj́ıćı možným charakteristickým rys̊um, zachovává. Na
modelu krychle je i při vyšš́ım počtu iteraćı patrný základńı tvarový charakter krychle
(byt’ se značně zakulacenými hranami) oproti předchoźım zmiňovaným metodám, které
maj́ı tendenci přeměny do tvaru koule. Vyhlazeńı modelu úponu je dostatečné, v celém
zkoumaném rozsahu iteraćı z̊ustal celý ostrý hřbet v podélné rovině ostrý, otupěny byly
jen drobné jeho otřepky.

Na modelu pánve je však možné naj́ıt nejedno mı́sto, kdy zachováńı rys̊u je neopodstatněné
a ku škodě věci. Na obrázku jsou vyznačena mı́sta lemuj́ıćı kloubńı jamku, které filtr
nevyhladil, naopak v̊uči okoĺı zvýraznil. Obdobně je zde vyznačen i hřbet boltcovité plochy
s výrazným špičatým výběžkem, který má být ve skutečnosti plynulý (viz Obrázek 16).
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Obrázek 12: Krychle vyhlazená laplaciánským vyhlazováńım o 20 iteraćıch. Vlevo bez
objemové korekce, vpravo s inflatačńı metodou. Barva namapována dle L2 error. Zdroj:
programové výstupy.

Obrázek 13: Výřez z obrázku koule vyhlazené pomoćı implicit fairing metody (vlevo)
a základńıho laplaciánského vyhlazováńı (vpravo) po 10 iteraćıch. Zdroj: programové
výstupy.

Aplikace inflatačńı techniky zachováńı objemu neměla po vizuálńı stránce na vyhlazený
model žádný vliv.

Taubin FIR filter dosahuje velmi dobrých hodnot pro zachováńı objemu i bez
doplňkových technik. Jeho hodnoty osciluj́ı podél 100% hranice v celém zkoumaném
rozsahu iteraćı pouze v úzkém rozpět́ı hodnot. Viz Obrázek 17.

V prvńıch několika iteraćıch má použit́ı Taubin FIR filtru výrazný vliv na zlepšeńı
pr̊uměrné kvality trojúhelńık̊u. Od cca sedmé iterace se však kvalita ve všech př́ıpadech
ustálila. Celkově tak po aplikaci filtru došlo ve všech př́ıpadech ke zlepšeńı. Aplikováńı
inflatačńı techniky opět nemá na kvalitu trojúhelńık̊u vliv a křivky v grafu se tud́ıž
překrývaj́ı.

U Taubin FIR filtru byly hodnoty L2 error u všech zkoumaných model̊u nejnižš́ı. Jej́ı
pr̊uměrný charakter odpov́ıdá oscilaci objemu kolem stoprocentńı hodnoty.

7.4 Shrnut́ı vzájemného porovnáńı

Při zkoumáńı vizuálńıho hlediska lze konstatovat, že základńı laplaciánské vyhlazováńı
neńı př́ılǐs vhodné, velmi brzo vyhlazuje i d̊uležité části, hrany a charakteristické rysy.
Taubin FIR Filtr vyhlazuje dostatečně s ohledem na zachováńı rys̊u, avšak lze nalézt
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Obrázek 14: Graf vývoje objemu v závislosti na iteraci pro implicit fairing techniku. V0
jsou bez korekce, V1 a V2 jsou s aplikovanou korekćı. Zdroj: programové výstupy.

př́ıpady, kdy některé nedokonalosti jsou namı́sto vyhlazeńı zvýrazněny. Z vizuálńıho
hlediska lze uspokojivých výsledk̊u dosáhnout pomoćı implicit fairing metody, avšak je
zapotřeb́ı pečlivá volba počtu iteraćı.

Jak laplaciánské vyhlazováńı, tak implicit fairing metoda dle očekáváńı selhává ve smyslu
zachováńı objemu, kdy objem téměř lineárně klesá v závislosti na počtu iteraćı a je
třeba je doplnit korekčńımi mechanismy. Inflatačńı technika ve všech zkoumaných situaćıch
podávala dobré výsledky. Graf závislosti objemu na počtu iteraćı zobrazuje Obrázek 19.

Ze źıskaných dat se nár̊ust kvality trojúhelńık̊u vždy projevil při použit́ı Taubin FIR
filtru. Naproti tomu u implicit fairing metody neńı tento aspekt jednoznačný, nebot’ ve
většině př́ıpad̊u došlo k poklesu pr̊uměrné kvality. Použit́ı inflatačńı techniky ve všech
př́ıpadech nemělo na kvalitu trojúhelńık̊u žádný dopad, zat́ımco single-point relaxačńı
metoda dosáhle ve všech sledovaných př́ıpadech lepš́ıch hodnot, než samotné vyhlazeńı.
Jako př́ıklad pro Obrázek 20 slouž́ı model koule.
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Obrázek 15: Graf vývoje pr̊uměrné kvality trojúhelńık̊u v závislosti na iteraci pro implicit
fairing techniku. V0 jsou bez korekce, V1 a V2 jsou s aplikovanou korekćı. Zdroj:
programové výstupy.

Obrázek 16: Výřez z obrázku pánevńı kosti v oblasti jamky kyčelńıho kloubu. Vlevo
implicit fairing (10 iteraćı), vpravo Taubin FIR Filtr (20 iteraćı). Zdroj: programové
výstupy.
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Obrázek 17: Graf vývoje objemu v závislosti na iteraci pro Taubin FIR filtr. V0 jsou bez
korekce, V1 a V2 jsou s aplikovanou korekćı. Zdroj: programové výstupy.

Obrázek 18: Graf vývoje pr̊uměrné kvality trojúhelńık̊u v závislosti na iteraci pro Taubin
FIR filtr. V0 jsou bez korekce, V1 a V2 jsou s aplikovanou korekćı. Zdroj: programové
výstupy.
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Obrázek 19: Graf vývoje objemu v závislosti na iteraci mezi jednotlivými technikami bez
korekce objemu. U=nevážené laplaciánské vyhlazováńı, C=Implicit fairing, F=FIR filter.
Zdroj: programové výstupy.

Obrázek 20: Graf vývoje pr̊uměrné kvality trojúhelńık̊u na modelu koule v závislosti na
iteraci mezi jednotlivými technikami. U=nevážené laplaciánské vyhlazováńı, C=Implicit
fairing, F=FIR filter. Zdroj: programové výstupy.
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Z pohledu metriky L2 error dosahuje nejpř́ıznivěǰśıch hodnot Taubin FIR filter, u nějž
pr̊uměrná hodnota osciluje obdobně jako hodnota objemu. Největši chybou je zat́ıženo
základńı laplaciánské vyhlazováńı. Inflatačńı metodou docházelo k poklesu hodnot L2

error, avšak změny se projevovaly plošně i v mı́stech, kde by neměly (např. prohnut́ı
roviny), viz např. Obrázek 12. Názorné porovnáńı metod na př́ıkladu modelu úponu
vyjadřuje Obrázek 21.

Obrázek 21: Graf vývoje pr̊uměrné L2 error na modelu úponu v závislosti na iteraci
mezi jednotlivými technikami. U=nevážené laplaciánské vyhlazováńı, C=Implicit fairing,
F=FIR filter, V0 jsou bez korekce, V1 a V2 jsou s aplikovanou korekćı. Zdroj: programové
výstupy.

Srovnáńı výpočetńıho času je v této práci obt́ıžné, nebot’ použité metody maj́ı odlǐsné
zp̊usoby implementace či jsou z odlǐsných zdroj̊u. Vytvořené implementace nebyly, narozd́ıl
od převzatých knihovńıch funkćı, nijak optimalizovány. Ve výsledku pak jsou mezi
jednotlivými výpočty řádové rozd́ıly, kdy např. převzatý Taubin FIR filtr má desetinovou
potřebu výpočetńıho času a implicit fairing, při kterém jsou v každé iteraci kotangentové
váhy přepoč́ıtávány, má ještě o to v́ıce. Posuzováńı výpočetńı náročnosti touto cestou tud́ıž
nemá dostatečnou vypov́ıdaćı hodnotu pro formulaci závěru.

8 Závěr

Tato práce se zabývala porovnáńım vyhlazovaćıch př́ıstup̊u se zaměřeńım na zachováńı
objemu, zejména v kontextu biomedićınských aplikaćı.

Byly rozebrány potřeby, které vedou k d̊uležitosti vyhlazovaćıch technik obecně i
v medićınském kontextu a rozebrány př́ıčiny vzniku nežádoućıch jev̊u objevuj́ıćıch se na
r̊uzných stupńıch zpracováńı źıskaných dat.

Dále byly sumarizovány základńı teoretické poznatky o běžně použ́ıvaných základńıch
vyhlazovaćıch metodách, jako je např́ıklad základńı i r̊uzně vážené laplaciánské
vyhlazováńı, normálové vyhlazováńı, bilaterálńı vyhlazováńı a jejich neiteračńı verze.

Posléze byly uvedeny r̊uzné zp̊usoby pro hodnoceńı vyhlazovaćıch algoritmů a definovány
jednotlivé hodnot́ıćı metriky. Následně byly představeny softwarové nástroje vytvořené
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pro generováńı potřebných výstupńıch dat a velmi stručný popis jejich implementace. Do
výběru metod byla zařazena metoda laplaciánského vyhlazováńı s uniformńımi vahami,
implicit fairing metoda a Taubin FIR filtr s Hammingovo okenńı funkćı.

Na základě vygenerovaných vstupńıch podklad̊u bylo provedeno porovnáńı výsledk̊u
v členěńı dle jednotlivých vyhlazovaćıch metod a hodnot́ıćıch kritéríı. Na závěr bylo
provedeno shrnut́ı např́ıč jednotlivými technikami.

Pro účely vyhlazováńı ve všech sledovaných aspektech dosahovalo základńı laplaciánské
vyhlazováńı dle očekáváńı nejhorš́ıch hodnot. Z hlediska zachováńı detail̊u při správném
nastaveńı počtu iteraćı dosahuje dostatečných hodnot implicit fairing metoda. Taubin
FIR filtr rovněž poskytuje akceptovatelné výsledky a je jednoznačně nejv́ıce př́ıznivý
v otázce zachováńı objemu, kdy i bez korekčńıch metod objem osciloval kolem žádané
hodnoty. FIR filtr rovněž dosahoval zlepšeńı v oblasti kvality trojúhelńık̊u. Jako dodatečná
technika pro zachováńı objemu se byla bezproblémová inflatačńı technika. Porovnáńı
z hlediska výpočetńıho času neńı uvedeno vzhledem k rozd́ılnému charakteru a optimalizaci
jednotlivých implementaćı vyhlazovaćıch metod ve VTK.

Závěrem lze dodat, že vyhlazovaćıch technik a hodnot́ıćıch kritéríı existuje velké množstv́ı a
tato práce se zabývala pouze zlomkem z nich. Z̊ustává tak otevřeno široké pole p̊usobnosti
k daľśımu porovnáváńı a praćı podobného charakteru.
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