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Uvod

Obsah této diplomové prace navazuje na obsah maldsldé prace, v niz jsem se
zabyval popisem zé&kladnich sum&h technik, které vSak nebyly deny ke stanoveni
hodnoty daného kokieého sotitu, v jehoz sumandu figuruji kombi#rd ¢isla. Proto jsem se

rozhodl prostudovat gkteré zgisoby, jimiz je mozno wovat hodnoty dchto konénych

s

sowtd. Slozigjdi patetni operace provadim v prosti Wolfram Mathematic®® a

Maple 14° . Praci jsem radenil do pti kapitol a jejich obsah je nasleduijici.

V prvni kapitole uvadim rgkteré moznosti stanoveni hodnoty danéha:sobéznym
zpasobem, tj. zpisobem, v 8BmZ nedominuje vyptetni technika, ale pouze lidské avahy.
Jednd se o vyuziti kombigrich ¢isel, binomické #ty, vhodnych Uprav sumandu, vyuZiti
diferencialniho nebo integralnihodto.

Druha kapitola podava popis Gosperova sum@no algoritmu. Tento algoritmus
nebyl prioritré vytvoiren pro stanoveni hodnoty sbw, v rimz figuruji kombinani ¢isla, ale
je nezbytnym nastrojem pro praci Zeilbergerova algoritmu (viceém nize v tomto textu).
Z tohoto divodu byl Gospeiv algoritmus do této praceizaen.

Treti kapitola obsahuje zfsoby feSeni ®kterych linearnich rekurentnich rovnic.
Rekurentni rovnice je vysledkem prace stnieh algoritndi, které jsou popsany w@vrté a
paté kapitole této prace. Z tohotoigdtodu je nezbytné zabyvat se takovou rovnici, rigbp
ieSeni (spokné s paatenimi podminkami) utuje hodnotu sattu, ktery je hledanémito
algoritmy.

Ctvrta kapitola popisuje metodu Sestry Mary Celine Fasenmyeroat®, metoda
slouzi ke stanoveni hodnoty stw, jehoZz sumand je tzw:ddré hypergeometrickycoz
znamena, zeipdstavuje satin, jehoZ¢initelé jsou kombin&ni ¢isla, polynom a vyrax®,
kde x je predem zvoleno. Metoda je @lralgoritmizovatelna, byla autorkou vyttema jiz
vroce 1945, vyuziti vSak naSla az okolik desitek let pozgi, nicmére vytvoreni této
metody poskytlo zaklad pro vytkéni dalSich sungaich algoritn.

Pata kapitola podava popis Zeilbergerova algoritmu, ktera jeétakzyvana metodou
Creative telescopingJedna se o surra algoritmus, ktery je inspirovan metodou Sestry
Mary Celine Fasenmyerové a vyuziva pofitdposperova algoritmu. Diky tomu je prace
algoritmu Creative telescoping rychlejSi a efek§jgh nez metoda Sestry Mary Celine
Fasenmyerové. Zeilbergar algoritmus roviZz pracuje se sumou, jejiz sumandrgre

hypergeometricky



1 Prace se sumami bez uziti gdace
Tato kapitola je&erpana z literatury [1], [2], [3] a [4].
1.1 Od polynomu ke kombin&nim ¢ishim

Uvodem nejprve poznamenejme, Zze prace s korabima &isly v paitatové sumaci
piedstavuje zavaznou problematiku. Je-li samotnym asul@m kombingi ¢islo, pog.
sowin kombina&nich ¢isel, algoritmy, kterymi se budeme zabyvatéinaté a paté kapitole
zapracuji tak, Ze nejprve vygitaji jisté podily danych kombidaich ¢isel. Tim dojde
k eliminaci kombinaé¢nich ¢isel a nadale algoritmy pracuji molynomy, resp. racionalnimi
funkcemi. To nds samgm¢ mize vést k mySlence, Ze pro stroj je mnohem vyl&in
pracovat s polynomy.

Budeme-li vSak usilovat o nalezeni hodnoty danélumeiného sottu, jehoz
sumandem j@olynom daného stuphnON a budeme-li zarovechtit pracovabez pomoci
pocitace, zjistime, Ze pechod od polynomu ke kombid@mu cislu neni nikterak zvlast
komplikovany a Ze navic tentargghod se ukazuje byt vyhodnym (neni-li ovSem stupe
polynomu giliS vysoky). Nyni se zabyvejme pravtimto pgistupem. Nejprve je pigba
vyslovit zndmou kombinatorickou identitu.

(Véta 1.1.1) (prevzata z [4])

. . . . . (n n n+1
Pro v8echna cela nezapoxiigla n, k; kde n > k, plati: (kj +[ J —( j

k+1) | k+1)’
Diikaz:
Pro pravou stranu rovnosti vyse plati
(n+1j: (n+)!  _ (n+Dhnl  _ n+1(nj
k+1) (n-KI(k+D)! (n-RI(k+) k  k1lk)’

pro levou stranu dostavame

n n n n! n nl
+ = + = + =
(kj (k+1j [kj (n—-k-1)!(k+1)! (kj (- k-D!(k+rD) K
(N, n I (n=K! (M, M(n- B kD! _
k) (n-K!'K (n-k-D!I( k+1) (K K)( - k1)I( k1)

(M), n-k_(n [é“n—kj: Nk+l+n-k_(n)n+l
k k) k+1 |k K+1 k K+1 K/ kK+1'

Tuto Wtu pouZijeme v &kolika nasledujicichifkladech.




(Piiklad 1.1.1)

Stanovme hodnotu sei Y, (=1+ 2k).
k=1

Ziejme plati: é(—l’f 2k)=- 1+ 2; k=-n+ 2% K.

k=1
Stredem naseho zajmu bude tedy hodnotét&@ K. Nyni se nabizi dva #pobyieseni:
k=1

Prvni zpisoh

Ozn&me S, =) k a piSme
k=1

S, =1+2+3+ .4+ (- 20 (=Lt r (a.1.2).
Nyni <itance pravé strany rovnodfi.1.1) zapiSme tak, ze prvnintisancem bude nyni
posledni, druhymidposledni, atd. Nasletiobdrzime

S =t (n-)+(n-2)+ ..+ 3+ 2+ ] 1.1.2).
Seateme-li ok& rovnosti(1.1.1) a (1.1.2), obdrzime vztah

2S = (n+t1)+ (nt D+ (n+ D)+ .+ (nt I (nk I (r 1 (21.1.3).

Prava strana rovnosl.1.1) obsahuje pravn itandl, prava strana rovnos(l.l.2) také
obsahujen itandi. Proto tedy i prava strana rovnosf{ll.1.3) obsahujen itanai a je
mozné psat

(n+1)n (n+1)n

, heboli Zn: k=

k=1

2S, = (n+1)naodtudS, =

, a tudiz bude platit

Zn:(—1+ 2k):—Zn:1+ zzn:k:—n+ ZZH: k=-n+ ﬂ%lm: n(it- + 1F A,
k=1 k=1 k=1 k=1

Poznamenejme, Zefipomto postupu jsmetbec nevyuzili kombinénich ¢isel. Bylo vSak
vhodné tento zjsob zde uvést, protoze stejnou mySlenku postupijeone v giklade
1.2.2).

Druhy zpisoh

A 1 2 3 4 n oo (1 2
Plati: Zk:1+ 2+ 3+ 4+ +n=| |+| |+ |+ |+ .+ . Jelikoz = . lze
=} 1 1 1 1 1 1 2

. 2 2) (3) (4 n . ,
rovnez psatZk:( j+[ j+( j+( j+...+( j Nyni podle ¥ty 1.1.1s&teme prvni d¥
e~ 2) (1) \1) |1 1

2) (2 3
kombin&ni cisla, dostavame soet S, =(2j+[1j:(2j. Souet S, ziskame fictenim
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3) (3 4
dalSiho ¢lenu posloupnosti, @b pouzijeme ¥tu 1.1.1, dostavamesS, =(2j+(1] :(Zj .

Zcela analogicky postupujeme az k poslednéleau posloupnosti — nakonec obdrzime
(M) (M) n+1
=27 2 )

no (n+l)  (n+1)! _(n+Dn n B :
Jetedyék—( ) j_(n—l)!Z!_ 5 aprotoé(—1+2k)——n+(n+1)n— It

(Piiklad 1.1.2)

Stanovme hodnotu séiw " (k +2)(k +1)k.
k=1

Sumand nejprve zapiSme jako podil ,faktorialovyobéana®, tj.
(k+2)(k+Dk(k-1)!  (k+2)!

k+2)(k+1)k= :
( Jk+1) (k=1)! (k=1)!
I I k+2
Nyni podl'lm vyjadiime kombinanim cislem, tj.M:B! . Dale je mozno
(k=1)! (k-1)! 3

n n (k+2 3) (4) (5 6
psat ;(k+2)(k+1)k:;3( ; j=6{[3j+(3j+[3)+[:;+---+(n+31 . Postupujme

o o 3 4 _ n (k+2
analogicky jako v fedchozim piklads — jelikoz 3171 4 , prepisme soget 3! 3 do
k=1

Zn:3'k+2_6 4+4+5+ 6++n+ ) ) g
tvaru 2> 3 4 3 3 3" 3 . Déle budeme a postupi itat
vSechnyleny posloupnosti (¢ujici zadanou sumu) s vyuzivanirty1.1.1

) _4+4_5 _5+5_6 S_n+2+n+2_n+3
Plat' %_ 4 3 - 4]’ 83_ 4 3 - 4l h — 4 3 - 4 .

_ (h+3)! _1
T (n-1'4! 4

Je tedyY (k+2)(k+Dk= 6(”Z3j (n+ 3)(n+ 2)(n+ D).

(Piiklad 1.1.3)

Stanovme hodnotu s Y k(5k - 2).

k=1
Opet jsme vedeni ktomu, abychom sumand zapsali jistiembina&nim cislem.
V piedchozim pikladé byla situace jednodusSi — na vyraz reprezentigiohand, tj.

(k+2)(k+1)k, jsme mohli nahlizet jako na vyrazepdstavujici satin nékolika po sob

7



jdoucich pirozenych¢isel (konkrétg tii). Praw diky tomu, Zze sumand byl v onom tvaru
vyjadien, jsme jej mohli ihned zapsat ve tvaru podilutdekli a nasledé kombina&nim

¢islem. Nyni je situace komplikovgsi — sumandk(5k—2) bude nejprve pétba upravit.

Plati: k(5k-2)=5k*— 2k= 5K — k- k= 5k(k- 1} 3}. Dale je mozZno pro nazornost

konstatovat, 28" k(5k-2)=>"[5k(k- 1)+ 3{= 2 k(k- 1+ 3  k Stedem naseho zajmu
k=1 k=1 k=1 k=1

je tedy souet 52 k(k—=1), neba@ hodnotu soé&tu Zk jsme jiz nalezli v giklack 1.1.1.a

k=1 k=1

navic je vSeobe&enama.

- -2 | k
Déale tedy piSme k(k—1)=k(k Dk=2)!__ K —2!(2j , nhasleda dostavame

(k-2)!  (k-2)!

n k 1 2 3) (4 n .
522! =1 + + + + ..+ . Jak nyni pstupovat ktomuto satu?
= 2 2 2 2 2

1
Drobny problém zfisobuje prvni &tanec, tj.¢islo (2} Podle BZné definice kombinaiho

¢isla totoc¢islo neméa smysl, protoze definice klade podminkuk, zde vSak mamen=1 a

k = 2. Kombinani ¢islo (2) tedy neni definovano, proto nezbyva nic jiného, neZzovat

e 552() (2o (] e st (23] o s
5;21[3:10{@}@{2}+[Zﬂ Nyni vyuZijeme ¥tu 1.1.1, ziskavamesS, =
() (T SRS zavrom sna

nalezneme hodnotu hledaného&au

Zn_:k(Sk—Z): 52 K (k- 1)+ 32 k= 1{”;1} ”“;1)”:_; o+ D@ 1

Postup vySe uvedeny (tj.igthod od polynomu ke kombirdmu ¢islu), zejme
muzeme uplatnit véch situacich, v nichz sumand je polynom stupfl N . Postup ma vSak

nevyhodu spéivajici vtom, Ze srostoucim stupn polynomu roste obtiznost v Upgav

sumandu. Pokud bychom élitstanovit nap. hodnotu so&tu Z(k6 +2k>+3k* - kK’ + 2k2),

k=1



je mozno postupovat tak, Ze nejprve vhddpravime vyrazyk?, k®, k*, k®, k® do takovych
tvar, ze kterych nasledmovede cestarpmo k samotnym kombiaim ¢islam. Plati:
1) k? = k[k=(k-1+1)k= K k=1)+ K
2) k=K% = K K-1+1)= K K-1)+ k= (k1) K k 1+ |,
Kk =(k'-K)+ K= K( K-+ K= KK K-1)+ K= kk2-2)( k1 k
=k(k+2)(K-1)- 2k(K -1+ K= (k+ 2)(kt Dk(k 1y 2(k Dk(k 1¥ %
Podle bodul) mazeme nyni psak* = (k+ 2)(k+1)k(k—1)- 2(k+ Dk(k 1+ k(k 13 |
A K =KK = KK-1+1)= KK-D)+ k= KR-D(k+1+ k& Kk 1) k ki ) *
=k(k® -1)(K* - 4+ 4)+ k(K- 1)+ k= k(K- 1)(K—- 4 4k(K- 1y Kk- ¥ k
=k(k® -1)(K* - 4)+ 5k(K - 1+ k= (k+ 2)(k+ Dk(k 1)(k 2} 5(k Dk(k ¥ .
5) k® = (K®— k%) + K* = K} KR-1)+ K= ( K-16+ 16)(K- I K=
= (k*-16)(K2 - 1)+ 16(> - DF k*= (- 4)(C+ (K- 1F 166- B K=
= (k? - 4)(K? —1)k(k+ 3- 3)+ 4K (K- 1) 16(K- 1¥ 16@- B K=
= (k® —4)(k* —Dk(k+ 3)- 3k(K - 4)(K- 1+ 4k(k 2 2)(R- ¥ K=
= (K2 - 4)(K2 - )k(k+ 3)— 3k(K - 4)(R- 13+ 4k(k 2)(R- 1¥ 8k(k- B K=
=(k+3)(k+ 2)(k+ Dk(k-1)(k= 2)- 3(k+ 2)(kt Dk(k L(k 2y
+ 4(k + Dk (k- 1)(k— 21+ 8(k+ Dk (k- D K.
Nakonec s vyuzitim vy3e uvedenéhizeme dosadit z&*:
k® = (k+3)(k+ 2)(k+ 1) k(k-= 1)(k= 2)- 3(k+ 2)(k- Dk(k 1)(k 2%
+ 4k + Dk (k- (k- 2)+ 8(k+ Dk(k- I (k 2)(k Lk(k 1y 2(k Lk(k B
+ k(k=1)+ k.
Nyni vyuZijeme vztahy uvedené v odstavcic) az 5) vySe kvyjadeni vyrad

k%, k3, k*, k*, k® pomoci kombinénichgisel. Ziskavame vztahy

k2= k(k-1)+ k=<K DK=2)1, K ___ K, H :2!m+m (1.1.4),
k-2)!  (k-1! (k-2)' (k-)! “12) (1
K = (k+1)k(k=1)+ k= (k+Dk(k=1)(k=2)! K zg(k+1j+(kj (L.15)
(k-2)! T k-1)! 3 ) |1

4 i (k+2)!_ f(k+D! K s
k* = (k+2)(k+1)k(k-1)- 2(k+ Dk(k ¥ k(k 1) ’F(k 1 k=2) (k-2 (kD)



el

5 _ e (k+2)!, (k+D! K _
€ = (k+ 2)(kr (k== 2)¢ S(ke D(he D e~ & e

k+2 k+1) (K
=5!( : j+5[3!( ) j+(lj (1.1.7),

K = (k+3)(k+ 2)(k+ 1)k(k- 1)(k- 2 3(kr 2)(k- Dk(k D(k 2 4(k Dk(k Dk 2

+8(k + Dk (k- 1)+ (k+ 2)(k+ Dk(k- 1 2(k- Dk(k ¥ k(k B k

_(k*3)! (k42! (kD! (kD! (k2 (kD) Rk
T (k=-3)! T(k-3)! (k=3)! (k-2)! (k-2)! (k-2)! (k-2)! (k1!

e R SRR R

(1.1.8).

Nyni je ve pipraveno k nalezeni hodnoty gou Y” (k° +2k® + 3k* - k*+ 2k?) . Snadno v3ak
k=1
nahlédneme, Ze bychom zabrali mnoho mista v t&astup by samdejme¢ byl analogicky

postupu uzitého vijkladech vySe. Nalezme proto hodnotu sétu 22 k> v nasledujicim
k=1

prikladé a z&jemci o toto témaignechme hledani hodndt k°, 3> k*, -> k* a 2> k.
k=1

k=1 k=1 k=1

(Piiklad 1.1.4)

Hledame hodnotu sétu 2" k®. S vyuZitim vztahyl.1.8) Ize psét:

k=1

2§k5:2i5(k;2} 2kzzlszs(k;1j+ 2;(3: 24(%”1( k;2j+ Bi( k;1j+ Z(

k=1 k1 k1

il

) 5 n(k+2 ,
a) Nejprve stanovme hodnotu sou 240 | .t Plati:
k=1

n(k+2 3) (4 (5 (6 k+ K+
240y =24 + [+ [+ |+ F = 24 + ]+ & ,
=\ 5 5 (5 |5 (5 5 5
. e 5 6 e "
piepiSeme prvnicstanec do tvarLE j = (6) a dale uzitim &ty 1.1.1obdrzime:

5
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(e (e af{e - (TS

Jetedy240§(k;2j= 240{”2:)’]: 24@7(51”;;)6' %m A+ D+ M- - -

k+1
b) Dale stanovme hodnotu Sﬂ)UGOZ( j Plati:

PRt (B ELP Fa O3 L (FRPAR S
|

4
piepiSeme prvnictanec do tvar{ j (4 a dale uzitim §ty 1.1.10bdrZzime:

(G R (A

0 (k+1 2
JetedyGO;( ; ]= 6({”2 ]: 603(%:2 0+ 2)0+ 1po-1

n (k
¢) Nakonec stanovme hodnotu émQZ(J. Plati:

LA 1] s 3]
o5 33 (- (-7

Zavérem shitme, Ze platiZZn: k> = (n+1)n[% (n+ 3)(n+ 2)(n- 1)(n- 2}!—5—2S (n+ 2)(n- Dy i

k=1

1.2 Uziti binomické &ty

(Véta 1.2.1) (Binomicka véta) (prevzata z [4])
Pro vSechna reélndsla a, b, vSechnanON a kON, plati

n— n n n -1 n 2 n 1 n - C n k
(a+b) —(Oja +(1ja b+(2j d" 6+...+(n_1j aly {nj B_;(kj &

Dikaz (matematickou indukci):

Owetime rovnost pro nejmensfipustnénON, jim je n=1:

(a+ b)lziﬁj ag :(cl)j a+Gj b= at L

11



Indukénim predpokladem bude rovnosat= m a tedy

(a+b)" = i(?ja”*kbk.

k=0

Nasleduje indukni krok — rovnost vySe vynasobme vyrazéat b) , dostavame

(a+bh™ = i(?ja“kbk( at h= Zm:(r;j a™ kbk+i[ rkrj a" .

k=0 k=0

Pro nazornost nyni rozepiSme ziskan& slymy (vySe vpravo) a ozérae je A, B:

A=Zm:(mjam+l‘kbk= mj a”“tf’{mj a”‘6+( n] dtB+...+

o\ K 0 1 2

A M ja3bm‘2+[ m jaztj“{mjalb“
m-2 m-1 m

B=i(mja’"‘kb"*l= mj am6+(nj a’“lﬂ( nj anip+...+
o\l K 0 1 2

A M jazb’“‘1+[ mjalU“{mjaOU“”
m-2 m-1 m

Nyni s&teme sumyA, B tak, Ze druhglen sumyA se&teme s prvninglenem sumyB, tieti

¢len sumyA s druhymélenem sumyB, ..., posledntlen sumyA se&teme s pedposlednim

n n n+1
élenem sumyB, pricemz budeme vyuzivattu (1.1.1), tj. identitu + = :
¢ ¥, pic Y @104 (kj (k+1j (k+1j

(a+b)m+1=[mj amtp + [m+1j a”‘ti+[rm1j d‘*16+...+( mkl) étﬁ‘}( rj anm’
0 1 2 m m

m m+1 m m+1
Jelikoz| _ |a™W° = a™'p’ a také|  |a’b™' = a’b™*, je mozné satet sum
0 0 m m+1

@ m+l
A, B, neboli vyraz(a+hb)™*, zapsat ve tvarga+b)™" =Z( . ja”“‘kb", ¢imz je dikaz
k=0
hotov.
O
Jaky m& pro nas vyznam binomickéta; hovdime-li o konénych sodtech? Je
zrejmé, ze dosadime-li za b jistacisla, obdrzime dany soet. Asi nejznar§Sim pikladem

je volbaa=b=1, ktera pak popisuje rovncﬁ;‘t:(gj{ﬂt.&(:j:Z(D. Zajimavou
k=0

volbou jsou takéislaa=1, b= 2. Po jejich dosazeni do binomické&y obdrzime

12



ool

My samozejmé nebudeme pouze experimentovatigy a, b, ale budeme se snazit

¢asto dany saiet upravit tak, abychom mohli na zakiaoinomické ¥ty urcit jeho hodnotu.
JesSt nez zanemeieSit prvni Ulohu, ipomaime znamou kombinatorickou identitu — tu
rovreéz v prvni tloze vyuzijeme.

(Véta 1.2.2) (prevzata z [4])

n n
Pro vSechna cela nezapoxisla n, k; kde n > k, plati: (kj = (n— kj .
Diikaz: " n "
- \n-k kl(n k)I k

(Piiklad 1.2.1)

Stanovme hodnotu séw S = Z(Zk 1)( j Nabizeji se dva ZgobyieSeni.

k=0

Prvni zpisob:

n n n n n A
S:—(Oj+1(lj+3[2j+ .t (20— S{n— 2j+ (2 SEn_ Jj+ (- Jénj (1.2.1)

S vyuzitim ¥ty 1.2.2prepiSeme vySe uvedeny setS:

S:—(njﬂ( n ]+3( n j+...+ (2n- 5{ nj+ (2 3{ nj+ (2 JErj 1.2.2)
n n-1 n-2 2 1 0

Nyni pouzijeme stejnou myslenku, kterou jsme powzZgiiklad (1.1.1) — zanénime pdadi
itandi ve vztahyl.2.2) tak, Zze prvni &tanec se stane poslednim, druledposlednim,

atd., tim ziskame vztafi.2.3).

S:(2n—1)(8]+(2n— 3{2]+ 2n- 5{2} + %n_nz} En?J—U‘j (1.2.3)

Dale rovnosti(1.2.1) a (1.2.3) s&teme, dostaneme

2s=| 2o A - {0 | oocd- a0 d Ao £

Odtud je #ejmé, Ze

13



Druhy zpisob:

Zadany sotet nejprve upravme’ (2 - 1)[ j 2, k( Ej —Z[ Ej k k( D 7
k=0 0

k=0 k=0 k=

=]

n n(n-1)! n (n-1)!  _ &(n-1)
Da'eb“dep'a“tzk(k] L oD B i kD 1(k—1j_

k=0 k=1 k=1

(
n—l n-— 1 4 . .
=n 0 = n[2"™". Poznamenejme, Ze hodnota &au

nn-1 =(n-1 : i e -
Z(k—l)’ resp. soétu Z( " j vyplynula z binomické &ty tim, ze jsme volilia=b=1 a

k=1 k=0

index n jsme v binomické &é sniZili 01. To znamena, Ze jsme ji mohli zapsat ve tvaru

tin-1
(a+ b)”‘1:2( " ]a”"“lbk. Je tedy mozZno postupovat analogicky mapsituaci, v niz

k=0

n(fn-2
bychom ngli stanovit hodnotu saiiu Z(k—zj' V tom pipad bychom v binomické &té

n=2

sniziliindex un o 2 a oggt volili a=b=1. Této analogie vyuzijeme v nasledujicihikfade.

(Piiklad 1.2.2)

n n
Stanovme hodnotu sdtul Zkg(k).
k=0

V piedchozim pikladé bylo naSi strategii eliminovat , kterym bylo kombinéni cislo
nasobeno. Poté jsme obdrzeli podil faktdridtery bylo ihned mozno zapsat komhinam

gislem. V této Uloze budeme postupovat obdobilem tedy bude eliminovadt®. Provedeme

nasledujici tpravy sumandu:

K3 _ 13 n! _ K B n _
k] (n—K'KKk-1)(k-2)(k-3)! (k-D(k-2) (r B!( k3)!

_K2-3k+2+3k-2 n! _{ 3k- 2 } n! _
= E =1+ B =
k?-3k+2  (n-K)!(k-3)! (k=D(k=2)| (n- RI( k 3)!
_ k-1+1 2 o n _
- (k-1)(k-2) (k-D(k-2)| (- K)!(k3)!"
=_]_+ 3 + 1 j|[‘, n' =
k-2 (k-1)(k-2)| (n- K)!(k-3)!
:n(n—l)(n—2)(n—3)!+ 3n(n-1)(n- 2)! N n( i 1)!

n—KI(k=3)1 (- R k=2)( k=3)! (- K( k1) k2)( k3)!

14



=n(n-1)(n- 2)@:;] +3n(n- 1{E: §j+ r[E: ﬂ

Proto Ize psat

Loa(N) N[N nn-1)
ék (kj—n(n 1)(n Z)é(k_ ]+3n(n—1)2(k Zj rz(k—lj_
=n(n—1)(n—2)n§(n;3j+3n(n—1)2( 2] ril(n;lj

k=0
UZijeme-li binomickou ¥tu, dostavame
n n
Zk{kj =n(n-1)(n-2)2"°+ 3n(n- 0272+ M2,
k=0
coz po drobnych Upravach dava

Zkﬂ') = 2" ?(n+ 3).
k=0

n n
Zawrem dodejme, Ze obdobnymigmbem Ize nalézt hodnotu stw Zkz(kj.
k=0

Nasledujici piklad 1.2.3 neni obtizné&esit, festo vSak jej zde udane, protoZe jeho

reSeni vyuzijeme vijkladechl.2.4a1.2.5

(Piiklad 1.2.3)

Stanovme hodnotu sdtul z

n
kok+1 k

n+1
Pripomaime, ze v dkazu ¥ty 1.1.1 jsme obdrzeli rovnosﬁ%(kJ:(

. Tuto nyni
k+1j y

n n
vyuzijeme. Hledejme tedy hodnotu stu (n+1)zki+1(kj. Snadno nahlédneme, Ze plati

k=0
Zn:n_"'l Zn+1 nl Z n+1 n+1 + n+1 ++ n+1 :21+1_1.
= k+1\ k) =k+1 (n KK =S k+1) |{ 1 2 n
51 (n)_ 2"
Tadnusi platit) —— = :
P ;kﬂ(kj n+1

15



(Priklad 1.2.4)
Stanovme hodnotu sdtul z :
“+2lk

S vyuzitim gikladu 1.2.3 miZzeme ziskat dondnku, Ze cesta keSeni povede stanovenim

n n n+1
hodnoty sotitu 212 . Analogii vztahu 3 M = je vztah
—=k+2 k+1( k k+1

1 2
n+2fnel)_[n+ (1.2.4),
k+2{ k+1 k+2

ktery vyuzijeme (lze jej snadno &Wt). Nejprve upravme sumand s vyuzitigtyw1.1.1 Plati:

1(m__ 2 (m, 1 (n)__1(n)__1(ml) 1(n

k+2 k) k+2\ k) k+2 k+1) k+2 k+1) k+ 2A k+1) k+ A ke1)’
n 1 (n+1 n1 n

A proto Ize psat .

P P ;k 2(} kz;)k+2(k+1j kzz;)k+2(k+lj

n+1
a) Nyni stanovme hodnotu séiu z k+2( j pomoci sumyz E:i(kﬂj
k=0

n+2(n+1 n+2 n+ 2
Pro tuto sumu bude s vyuzitim vztafiu2.4) platit = +
y w2.4)p ;k 2(k+1j Z:‘,(k+2j [ 2 j

() H °
+ +...+ + + - - =2"“-1-(n+2). V dasledku
3 n+2 0 1 0 1

1 (n+1j 22 —1- n+ 2)

toho obdr2|mez 1 0

o k+2

n
b) Dale stanovme hodnotu siu Z
—k+2\k+1)

Plati S —— " =3 Y Mo a2 "] "y LN 7 pikadu
=k+2\k+1) 2(1) 3\ 2 n+1n/, nt2n+tl & k+1Kk

n n +1_ n n +1 _ _ +1
1.2.3 vime, 2ezi( j:2” 1 a protozi( jzz“ 1 271 27— 2n

= k+1lk n+1 = k+1 k n+l 0+1 n+1
Shiime, Ze Zn:—l " —Zn:_l n+1 _Zn: 1(n)\_27-¥@+2) 2°-2n
’ ~k+2\ k) “k+2\k+1l) < k+ 2| k+1 n+ 2 n+ 1

n *
Po drobnych dpravach nakonec dostaneﬁ 1 ( j:% Zawrem jest
n n
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poznamenejme, Ze tentdildad IzeteSit obdobnym zjsobem jako fiklad 1.2.2 tj. strategii

by v tom gipact byla eliminace V)'/raZHk_:::—z :

(Piiklad 1.2.5)

n k+1 n
Stanovme hodnotu sdtul Z 2 .
— k+1\ k

. . , L ok NELN
Postupujme tak, Ze nejprve nalezneme hodnotustisod, 2" 1k_+( J Podle vztahu
k=1

1l k
+1 n n +1 n +1
n+lfm_fn je mozno psétZZ“ln—Jrl " =) 2" " ;o Y2 A
k+1{ k k+1 = k+1l k) = k+1 = k+1
n+1 n+1 n+1 n+1 M1 n+
=2’ +2° +2 +..4 27 + 2 + 27 . Nyni uzitim
2 3 4 n-1 n n+
n n n n+1 n+1 n+1 n+1
vztahu = dostaneme 22"*1 =22 + 2 + 2 + .+
k n-k ~ k+1 n-1 n-2 n-3

n+1 n+1 n+1
+2”‘1( 5 j+ 2”( L j+ 2”*1( 0 j Zvysenim indexun v binomické ¥t¢ o 1 a volbou

+1 +1 +1 + 1
a=2,b=1 obdrzime sotet 3.'“1:2“”(n j+2”(n1 j+...+ 2(n j+ 2(” j

+
0 n-2 n-1
n+1 n+1 n n+1l n+1 n+1
+2! +2° a proto plati ) 2 =3"m-2 A =3
n n+1 — k+1 n n+1
n n
—2(n+1)-1=> " n+1( j Tudiz platiy_
k=1

0, 2 (n)_3"-2n-3
k+1{ k ~K+1(k n+l1

Zajimavou technikou hledani hodnot kéngch sodta (v nichz figuruje kombinéni
¢islo) je také zfisob, ktery vyuziva derivovani, resp. integrovamchinika spéiva v tom, ze
volime vhodnaa, b, ktera dosadime do binomickéty, a z ni ziskany vztah derivujeme,
pop. integrujeme (dle péeby). Tato technika je uvedena v [3] a nyni ji gpué k vyfeSeni
prikladia 1.2.6a1.2.7.

(Priklad 1.2.6)
n n

V piiklade 1.2.1jsme hledali hodnotu sétw Z(Zk_l)(k]' Zvolime-lia=1, b= ¥, kde x
k=0

ma nyni vyznam pro#mné, vzorec uvedeny v binomické& bude mit podobu
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n

Z(E] B¢ = (1+X3)".

k=0

k=0

n(n
Ok strany této rovnosti nyni derivujeme, dostévéE%kJkaz"‘l = n(l+ X)"'2x, ale vyraz

n

Z( jEkaZk‘1 je jeSt potteba upravit do takového tvaru, ktery bude obsahayahz

k=0

Zn:(Zk—l)[Ej. PiZme Zn:(kj(Zk 1+ 1)t = Z[ j(Zk 1)< 1+Z( ijk‘ . Je tedy

k=0

Z( j(Zk )33 1+2( sz" '= n(1+ ¥)"2x. Nyni zvolime vhodné, musi byt takové,

k=0

abychom nalezli hodnotu hledaného &au Je jim samadejmé x=1. Po jeho dosazeni

ziskévémezn:HEj(Zk—l)} +2'=nP'[Ra odtudzn:(lr:j(Zk -)=2"(n-1).

k=0

(Piiklad 1.2.7)

n n
V piiklad 1.2.4jsme hledali hodnotu sétw zi :
= k+2\k
Polozmea=1, b= x a dosd@’me je do vzorce uvedeného v binomickéyObdrzime vztah
n(n n(n
Z(ij" =1+ x)", ktery jeS¢ vynasobme vyrazem, ftj. Z(ijk*l = x(1+ X)". Nyni ok
k=0 k=0

strany integrujeme.

k+2

n(n NN\ x
Pro levou stranu pla ( jx"*ldx= [ j +C.
tjé k kZ::‘) K)k+2 G

Pri integraci pravé strany pouzijmeétu per parte(derivujme x a integrujme(1+x)").

n+l n+2
Dostévémej X1+ x)" dx= x(1+ )" (@A+X)
n+l  (n+2)(n+1)

+ C.

n+l n2
A proto lze psatz X (1+ A G +C. Dale je pateba nalézt hodnotu
k k+2 n+1 (n+ 2)(n+ 1)

n+2 n+2
konstantyC . PoloZime-lix=0, obdrzime0= S +C, odtudC -2 :
(n+2)(n+1) (n+2)(n+1)
n+1 nt2 n+ 2
Lze tedy psatz x“ PN W 2 . Nakonec volmex=1
k k+2 n+l1  (n+2)(n+1) (m+ 2)(n+ 1)

18



a dostavame hledanou hodnotuduuZ(kj

1

1 2n+l ~ 2n+2 2‘r+ 2

+ , CO
k+2 n+1 (n+2)(n+1) (m+ 2)(n+ 1)

n2"+1

po drobnych Gpravach da\E(kj

k+2 (n+2)(n+1)°
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2 Gospefiv algoritmus

Lzetici, Ze Gospéiv algoritmus je znamy ve dvou verzich. O té preninfozno déist
se v [11], nebo ndpvV [8]. S druhou verzi je mozno seznamit se peastictvimcetby [5]
nebo [6] a pré¥ tuto verzi vyuziva Zeilbergév algoritmus. Jim se budeme zabyvat v paté
kapitole, proto se nyni zabyvejme touto verzi. @uspalgoritmus nachazi uplatni nag.
v situaci, v niZz chceme stanovit hodnotu koré&ho (pop. nekonéného) sotitu, jehoz
sumandem je nédp polynom daného stupn(nebo jeho fevracena hodnota), racionalni
funkce, vyraz reprezentujici geometrickou poslogbnapod. Gospéy algoritmus nebyl
vSak prioritré vytvoren pro ty sotty, které obsahuji kombigai ¢isla, &koli nékteré takove

souty urcit dovede, viz [5], str. 74.

2.1 Kdo je R. William Gosper?

R. William Gosper, Jr., nar. 1943, viz obr. 1, gewasnym
matematikem a programatorem, pochazi¢stan Pennsauken v New
Jersey. On a Richard Greenblatt jsou povazovaniatdadatele
prvnich pditacovych komunit. William Gosper je chloubou
spole&nosti Lisp community kterd se zabyva programovanim. Je
znamy diky praci, ve které se zabyval reprezent@inychdisel a

rovnez také vytvaéenim algoritmu, ktery je poém pojmenovan. Jim

vytvoreny algoritmus je v knize nesouci ndzev A=B @emajednim

obr. 1
z péti zakladnich. Vroce 1961 @al studovat na univerzit MIT (Massachusettsky

technologicky institut) matematicky obor a ziskault vroce 1965. HRspél k rozvoji
pocitatového programiMacsymaV roce 1970 seifpsthoval do Kalifornie, kde po dobiii t
let prednaSel na Stanfordské univetzia pomahal Donaldovi Knuthovi (vyznamny
programétor) pséat druhy dil knihfhe Art Of Computer ProgrammingWV. Gosper
samozejm¢ také pispival do jinych publikaci, jejichz seznam nalenee na adrese
<http://gosper.org/bill.html>. Tam ideme také nalézt dalSi informace o tomto matemwtiko
a programatorovi. Od roku 1970 pracuje pro firrkgrox PARC Symbolics Wolfram
ResearchThe Lawrence Livermore Laboratorg Macsyma Inc

Cerpano z [9] a [12].
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2.2 Jak pracuje algoritmus

Uvodem poznamenejme, céedstavuje pojemhypergeometricka posloupnodta je

v publikaci [8] definovana nésledo¥n

(Definice 2.2.1)

Posloupnos{ an} ::1 nazveméypergeometrickopraw tehdy, kdyz pro vSechndipzenan

Ize podil dvou nasledujiciatleni posloupnosti vyjaiit ve tvaru-2n_ :ﬂ, kdeu(n), v(n)
G W

jsou polynomy.

Nasledujici text j€erpan z [5] a [6].

n—-1
Smyslem algoritmu je nalézt hodnotu surss,yy:Ztk. Nasi snahou je tuto sumu
k=0

zapsat sottem hypergeometrické posloupnosti a reélné kongtadviisime najit takovou

hypergeometrickou posloupnozt, pro kterou platiz,,, — z, = t,. Pokud existuje takova,,

fekneme, Ze, je gosperovskydtatelnd Gosper summab)eV takovém pipadt bude platit:

=

n-1 n—

$=> 4= (3. 3)=(2= +( 7z F+.+(,z ,z)= ,z . kde gz je redna
konstanta.

. L . t . . , L
M¢jme racionalni funkcr (n) ::—“. Ukazme, zeti je racionalni funkce.
E S S
tn 21— 4 @_1
z,

Vidime, 2eti je raciondlni funkce, proto lze ps%[t: y(n). Dosazenimy(n)t do vztahu

n n

z,,— z =1t obdrzimet y(n+1)—t y(nN=1t, a vy&lenim obou stran této rovnosti

t
vyrazemt, dostétvélme'%—+l y(n+1)— y(n =1, nebolir(n)y(n+1)— y(n =1.

n

Predpokladejme, Ze

) s A D)

= 2.2.1),
t, b dn (224)
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kde a(n), b(n) a c(n) jsou polynomy, pro & plati

D(a(n), (m+ h)=1, vhe N, (2.2.2)
Gospetiv algoritmus pichéazi se zajimavym vysledkem
b(n—1
v =200y (2.2.3)
c(n)

kde x(n) je neznama racionalni funkce pré&mmé n. Nyni odvodime podminku, kterou musi

sphiovat polynomx(n). Ze vztahu(2.2.3) plyne, Zeb(n) = ygnjj; d n+1) . Dosazenim
x(n
a(n) X(n+1)

takovéhob(n) do vztahu(2.2.1) obdrzimer(n) = a takovér(n) dosa’me do

c(n) y(n+1)
vztahu r(n)y(n+1)— y(n=1. Po vynasobeni obou stran polynomesfn) obdrzime
a(nNXn+1)— Y€ n= ¢ N cozs vyuzitim vztah2.2.3) dava
a(n)-x(n+1)— A n-1)- Xn= ¢ N (2.2.4).

(Véta 2.2.1)
Necht’ a(n), b(n), c(n) jsou polynomy pronmné n sphujici podminku(2.2.2). Pokud

x(n) je racionalni funkce pro&nné n sphujici podminku(2.2.4), potomx(n) je polynom

promEnnén.
0
Dukaz je mozno nalézt v [5] na str. 76.fi Pleho provadni vyplyne rovnost
_b(n-1)

X(N 1, kterd je pro nas velmitteZita, je totiz zasrecnym vystupem algoritmu

c(n)
a spolén¢ s paatesni podminkou utuje hodnotu hledaného sftu. Nyni si ukazme, coétht
t

1 7 10 e £y
g(n)

v pifpads, v nismZ je naru$ena podmink&.2.2). Neclt r(n)= n

n

g(n) jsou monické nesodthé polynomy a Z je konstanta. Ozkane
R(W:=res( f(n g A N . Utvorme mnozinu S={h, h, .., K} , kde N>0 ,

0<h <h,<..<Nh,,jejiz prvky jsou nezaporne a celé nulové bodypoiu R(h).

1) Ozna&me p,:= f(n), q,:=a(n.

2) Proj=1, 2, ..,.N ozn&me:
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s, (0= D( p(0 g.(nr ),

=5
)
q;(n) =S (n-h)’
a(n:=Z- p(n,
b(n) = q,(n,
N R
c(n) zljlj $(n=)

Takto pedefinované polynomy vySe uvedenym postupem molyoypduzity v nasledujici

VEte.

(Véta 2.2.2)
Necht K je tleso areK[n] nenulova racionalni funkce. Potom existuji polyyom
a, b, ce K[n| takoveé, Zeb, c jsou monické a plati:

a(n dnt)

"= "o

kde
1) D(a(n), b(n+ H)=1, pro viechna nezaporna a chla
2) D(a(n), c(n)=1,
3) D(b(n), c(n+1)=1.

0
VySe uvedené fedefinovani polynotin a(n) , b(n) a c(n) bylo demonstrovano preciznim

popisem. Postupipdefinovani Ize vSak podat i jinym (mozna nazim) popisem. Ten je

t
nasledujici. Vypsteme podiI;—“. Tento podil pepiSeme do tvaru‘i%, kde f(n) a
g(n

n

g(n) jsou nesoutiné a monické polynomy. Déle nalezneme nulové bpalynomu f (n).
Dejme tomu, Ze nalézame nulové bagy n,, ..., n. € R, kder € N. Definujeme polynom
R(h) jako sowin polynomi g(n+Hh-on+ H-... d p+ h. Nyni hledame nezaporné,

celé, nulové body polynomR(h). Neclt h.,, je nejmensi z takovych nalezenych nulovych
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bodi. Dale je& definujeme polynonu(n):= D( f(n), g(n+ b)) a nyni jiz gistoupime
k predefinovani polynoriin a(n), b(n) a c(n):

YR 1 (0 B SR () N VU NP
a(n) = Zu(n) , b(n) = ih-h )’ cn=un-h. ) Un h,—D ... § rI).
Nyni dokorteme popis Gosperova algoritmu.

n—1
Pfipomaime, Ze chceme nalézt hodnotu suEytk . Ozn&imet, :=t, a vypateme podil
k=p

t

. a4 o 1 a(n) o+l
il ZapiSeme tento podil jakgdt=—-~-.—=——  kde D(a(n), b(n+ H)=1, pro
3 p podil jake =4 5 " an (a(n), b(n+ h) p

vSechnahe N, . Dale hledame stupeneznamého polynomu(n) . Tento stupg urcime

algoritmicky, postup je nasledujici a naleznemev jg].

Pripad (1):
Je-Ist(a( )= st f i) nebolc(a(n))= Ic(b(1), potom
st(q(n)= st ¢ N—max( st &), $t b)),
kde(a(n)) je vedouci koeficient polynoma(n) .
Pripad (2):

Je-Bt(a(n)= st It i) a zarova Ic(a(n))= Ic(b(n), potom

ozngme s:= Ic(b(n) a dale pipad (2) délime na dalsi dvaifpady (2A), (2B).

Pripad (2A):
st((n)=st ¢m— st &))+1
nebo
Pripad (2B):
st(x(1)) = sid ml))_&j”)),

kde slc(&(1) je druhy vedouci koeficient polynoma(n) .

Poznamenejme, Ze pokud nastafipam (2), miZe se stat, Ze obdipady (2A), (2B) budou
uspsné. Tim ziskame dvmoznosti volby stuph polynomu x(n) . Po nalezeni stugn

polynomu x(n) klademe poZadavek, Ze x(n) musi sphovat podminku
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a(n)- X(n+1)— K n=1)- X n= ¢ N, jak jiz bylo vySe zmiéno. Dosazenim polynomx(n)
do této podminky nalezneme nezndmé koeficielﬁty}im:O tohoto polynomu, kde

St(x(r)): . To provedeme metodou néiych koeficienti. Dale nalezneme posloupnost

b(n—1)

n-1 , .
, ktera spluje rovnostz =——*
{z.},, piuj z, 0

XNt . Ztéto rovnosti ufime pacateni

n—1
podminku p . Nakonec obdrzimeg, = z,— p=>_ .

n=p

2.3 Hiklady

(Piiklad 2.3.1)

n-1
Stanovme satet Z 1 .
1 K(k+1)

1 t n
. Vypoiteme podil- =———_ Ozn&me a(n):= n, b(n):= n+2,
n(n+1) yp P t, n+2 () ()

c(n):=1. Prowiime, zdaD(a(n), b(n+ H)=1, vhe N, . To pedstavujeiesit rovnici

Ozn@&met, =

1 0

res,(n m+ h+-2)=0. Dostavameres, (n n+ mz):‘l "

‘: h+ 2. Rovnice ma

jediny karen h=—-2, ten neni nezaporny. Algoritmus bude nadéle praicoyvyse

zavedenymi polynomya(n) , b(n) a c(n) , protoZze jsou splmy vSechny ii podminky
uvedené ve s 2.2.2 . plati D(n, n+ h+2) =1 pro vechna nezaporna céia D(n, 1) =1
a také D(n+2, )=1. Déle se pokusime &t stupg neznamého polynomw(n) .
Zjistujeme, zest(a(n)= st f f)=1 a Ic(a(n))=Ic(k(N)=1, to znamena, Ze nastava
piipad (2). Bude tedy pdtba zabyvat se ¢ma gipady (2A), (2B). Ozn&me s:=1. Pro
piipad (2A) dostavamest(X )= st ¢ f)— st &))+1=0-1+1= C. Naproti tomu

piipad (2B) dava st(x(n)= sIq if ml))—wzl— 0=1. Vptipak (2A) je

polynom x(n) nultého stup® tj. x(n)= ¢ . Po dosazeni takovéhr(n) do podminky
a(n)- x(n+1)— (=1 X n= ¢ n zjiStujeme, Zex(n)=-1. V pripact (2B) je polynom

x(n) prvniho stups, tj. x(n) = ¢ + ¢ n. Po dosazeni takovehdn) do téZze podminky @p
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zjistujeme, zex(n) =—1. Nyni mizeme dosadit do vzorce = b(n—1)

XN t,. Dostavame

c(n)
n+1 1 n-1
:_(_ 1) . Piipomaime, Ze hledame hodnotu surE a proto
n(n+1) n 1 K(k+1)
b(0) 2 (el AVA
pocateni  podminkou bude z =——= oD X1 )tl_—(— )—:— . Nakonec ziskdvame
1 1 -1
sz (=1 D" J ted :
=5 3= D= yzk(k+1) n

(Priklad 2.3.2)

n-1
Stanovme satet Z k3.

k=1

c t n+1)*
Oznaime-li t :=n?, bude platlt;—“:#
n

n

. Ozn&me a(n):=1, b(n):=1 ac(n):=r’

Pri takto zvolenych polynomecha(n) , b(n) a c(n) je okamzi¢ ziejmé, Ze
D(a(n), b(r+ H)=1, vhe N,. Tim je splgna prvni podminkadty 2.2.2 Déle je splina
druhd podminka tétoéty, tj. D(l, n3): 1 a rovrez i treti podminka, tj.D (1, (n+1)3) =1
Poznamenejme, ze kdybychom vol#i(n):=(n+1)°, b(n):=r a ¢(n):=1, nasleda
bychom museli V§islit jisty determinant Sestého stupnPoté bychom této determinant
poloZili roven nule, coZ by nas vediesit jistou polynomialni rovnici proémné h. Bohuzel

tato rovnice ma jediny devitinasobnyika h=1. V takovém pipadt bychom takto zavedené

polynomy a(n), b(n) a c(n) museli gedefinovat. Z tohotoifkladu plyne uzZiténé rada — po

. ot . . . .
vypocteni podllu:—+1 se vzdy snazme polynom(n) volit tak, aby nebyl konstantni a

n

monicky (samoiejmeé takovou moznost nemusime mit vzdy). Nyni s&mea zEt k vypcitu.

Algoritmus tedy bude pracovat s polynoragn) =1, b(n) =1 a c(n) = r*. Pokusime se tit
stupéi neznamého polynomux(n) . Zjistuieme, Zze st(an)=stifH=0 a
Ic(a(n)=Ic(k())=1, to znamena, Ze nastavéipad (2). Bude tedy pdeba zabyvat se
obéma pipady (2A) , (2B) . Ozn&me s=1 . Pro gipad (2A) dostavame

st((n)=st ¢M— st &)y)+1=3-0+1=4 . Naproti tomu pipad (2B) dava
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st(x(n)= sIq If ml))—wz 0—%: 0. V piipadt (2A) je polynomx(n) &tvrtého

stuprg, tj. x(nN=¢+GmM g+ ¢nA+ ¢h. Po dosazeni takovéhr(n) do podminky
a(n)- x(n+1)— K n=1)- X n= ¢ »a naslednych Upravach obdrzime rovnost
—n’+¢+¢+2n6+ g+3ng+3A ¢+ ¢+ 4 ngt6 h g4 ng=0.

Dale porovname koeficienty nezapornych celych moogznamén:

n’ — 1 ¢-=

n’: 8+ 6=

n Z+ 3+ 4= (

n: ¢+¢+ ¢+ g=0
Tato soustava ma keny ¢, =0, CZZ%, c3:—% a c4:%. Nalézame tedy polynom
x(n):%(nz—er’Jr rf‘):%z(n—l)z. Dosadime-li jej do vzorcezn:b(CrE;)l)ﬂrM,

2
obdrzime z, = nT(n—l)2 . Stanovme p&ateeni podminku z, = % X1t =0. Nakonec

n—1 2
nalézame hodnotu sumg,=>» K= z— ;:%( n-1)> . Zawrem bychom je&t mgli
k=1

vySetit piipad (2B). Lze vibec tento fipad pouZzit? Ve vySe uvedeném jsme jiz zjistilivZze
pripact (2B) je polynomx(n) nultého stup& tj. x(n)= ¢ . Takovy polynom dosadime do
podminky a(n)- x(n+1)— k(n-1)- X )= ¢ »n . Obdrzime ¢,—c,— =0 . P snaze

porovnat koeficienty u nezname zjistujeme pron®, zel= 0. Odtud je vidt, Ze gipad
(2B) selhal.

(Piiklad 2.3.3)

n—1
Stanovme satet ;.
' (k+1)(k+4)
t
Ozna&ime-li t, ::;, bude platit”—”:w. Zde neni jinA moZnost
(n+1)(n+ 4) t,  (n+2)(n+5)

nez volita(n) = (n+1)(n+ 4), b(n) = (n+2)(n+5), c(n):=1. Ihned je vidt, ze i takto
zavedenych polynomech je spiha druha podminkaéty 2.2.2 tj. plati D(a(n), c(n)) =1,
rovréz je spléna i feti podminka tétodty, tj. plati D(b(n), o(n+ 1)) =1. Zbyva proviit, zda
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je splrtna i prvni podminka, tj. zda existuje takoécN, , pro které plati
D(a(n), b(n+ 1)=1. Pisme
res, (&, K+ D)= reg h+5 w4, (n R+7(n F1Q=
:re§1(nz+5n+4, f+ n2h 7+ A+ 7hH 1():

1 5 4 0 1 5 4 0

0 1 5 4 o 1 5 4 |

1 2h+7 H+7h+10 0 | |0 2+ 2 H+ ™+ 6 0o |

0 1 h+ 7 W+ 7h+ 1 0 1 h+ 7 H+ Ht |6

:1h2+7h+6 0 (L_5‘2h+2 0 J+4{zq+2 h + Th+ T:
2h+7 H + 7h+1 1 h?>+7h+1 1 h+ 7

= (2 +7Th+10)(F + 7h+ 6)- 5(F+ 7h+ 10w 23 B (& 2)& B h- & |

Po Upravach obdrzimeres, (& D, Hn+ B)=( Rr2)( k1F ( B 4) . PoloZime-li tento
determinant roven nule, obdrzimei&oy 2,—1,—4. Proto existuje jistéh, které naruSuje
prvni podminku ¥ty 2.2.2 je jim h* =2 . Polynomya(n), b(n) a c(n) budeme muset

piedefinovat. Nasledujici fpdefinovani je zarowe ukazkou, Ze jsme s rezultantem vySe

nemuseli pracovat, pouze jsme jehaiiglenim obdrzeli informaci, Ze je naruSena prvni

podminka ¥ty 2.2.2 Kompletni postup ifgdefinovani je nasledujici. Mame poéltﬂl zapsat

n

f(n)

ve tvaruZT, kde Z je konstanta a polynomy(n), g(n) jsou monické a nesosité.
g(n

Oznagme z:=1, f(n)=(mn+)(n+4), g(n):=(n+2)(n+5) . Poznamenejme, ze
g(n+ h=(n+ h+2)(m+ ht+5). Nulové body polynomuf (n) jsoun=—-1, n,=—4 a
proto zavedeme polynomy

g(n +h:=o-1+ h=(-1+ h+ 2) 1+ h+ 5)= (h- (K 4,

g(n, + h) = o(-4+ H=(-4+ ht 2)-4+ ht 5= (hr 2)(k 1.
Dale definujeme polynom

R(D:=dn+ H d o+ h=(hk2)( FI°( b4

Nulové body polynomwR(h) jsouh =—4, h,=—1 ah,=2. Jelikoz nas zajimaji pouze

nezaporné a celé nulové body, aama h,,, '=2. Dale oznéme:
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u(n:=D(f(n, o(n+ B))= O f(n, dA2)= D(rD(A4), (r H(a )= a
f(n) _ (n+1)(n+4) _

a(n) = Zu(n) = i a n+1,
B—_90 __dn _(nm2(ms) o
u(n—h,,) dn-2) -2

o) =un-h)- Un- h,—D= (A2 ¢ARDY=(2)(#?3)
Tento giklad nadalefreSme v prosedi Wolfram Mathematic® ® a tim zarové ukazeme
navod, kterym by bylo moznteSit obtizgjsi priklady. Definujme vyraz, a vysSe uvedené

polynomy a(n), b(n) ac(n):

1
(n+1) (n+4)

In[i}= €[n ] :

2= a[n ] := (o +1)

2= b[n ] := {(m + 5)

inf4l= c[n ] := {(n+2) (n+3)

Dale se pokusime tit stupei neznamého polynomu(n) , proto definujme:
In[fl= 2t[a[n]] := Exponent [Expand[a[n]], n]
InEl:= 2t [b[n]] = Exponent [Expand[b[n]], n]
In[7l= lef[a[n]] = Coefficient[Expand[a[n]], n, st[a[n]l]]

Infg= le[b[n]] = Coefficient [Expand [b[n]], n, st[b[n]]l]

Inf2= {st[a[n]], st[b[n]], lc[a[n]], le[b[n]]}

:-t:5:= :lf lr J-ur l:‘

Vidime, Zest(?a( r)) = s(_b m) - |«§_a )1): I<:_b )j —1, tedy nastavaifpad (2). Proto jedt
nadefinujme:

In[i0}= =t[e[n]] := Exponent[Expand[c[n]], nl

In[11]:= 8 i= 1le[k[n]]
Prowtime, zda bude mozné pouZitgad (2A):

In[12]= 2t[c[n]] - =t[a[n]] +1

Out[12}= 2

Predpokladejme tedy, Ze polynorgin) je druhého stugn Takovy polynom nyni definujeme:
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in12)= x[n ] := Sum|[e; #n”, {i, 0, 2}]
In[14]:= x[n]
Oulfid}= Cp + T oy + 0° G
Polynom x(n) dosadime do podminka(n) x(n+1)— K n—1) X n— ¢ i

In[15]= a[n] «xX[n+ 1] -b[n-1] «x[n] - c[n]

- ;-

Outfif — (2 +mn) (F+n) - ({4+n) (cp+ncy+n°cp) +

(1sn) [eg+(1l2sn)eop=(l=n}ie:
[ ) o+ | ey = | ) z )

Metodou neufitych koeficienfi stanovime koeficienty,, ¢, ac,.

CoefficientList[%, n]

Out[tEl [-B-3cp+Cy1+Cpy -2y +30Cy, -1l-0cz}
In[iT]}= Map[Egqmal[&, 0] &, %]
outftTlE [-6-3cp+cy+Cp =0, -5-2Cc1+3c; =0, -1l-0c;==0}

Reseni = Solve[%, {cp, o1, ©211]

EX
=)
n

P 11 -
Dut[i8= s4icp = -—, Oy = -4, cz = -1;::
3 J

Je tedyc, :—1—; , ¢, =—4 ac,=—1. Definujeme posloupnos{zn}:;lp , ktera spiuje

rovnostz, :%x(rﬂ]:

b[o-1]
In[15]= 2[0n ] i= —— xX[n] =«t[m]
- cl[n]

Vysledeks, otekavame ve tvars, = z,— z, proto piSme:

In[20= Together[z[n] - z[11]1]

{ 2 3 2 2
outf20l= |18 op-1lnop-6n " op-N op-6y +13nogy -6 oy -0 oy —

z 3 o s R L .
6c:-llne:+18n cz-n ez J (29 (1) (2+n) {(3+n))

Dosadime nalezené koeficienty, ¢, ac,:

In[21]= Together[% /. Reseni]

r -54-m=+42nf+130°

P 36 (1-m) (2-m) (3-1) ]
n-1 -V 2 3
Je tedyz ! S4—n+4om +13n . Zawrem bychom jest mohli provest

L (K+1)(k+4) 36(6+1h+ 6P+ )

zkouSku, zda jsme pdali spravi:
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1

In[22):= 5o | ——
o [{k+1} (k+4)

ok, 1, 11_1}]

-54 -n=+42n°+13n°
36 (l+m) (2+n) (3 +n)

(Piiklad 2.3.4)

V priklade 1.1.2 podkapitolyl.1 jsme hledali hodnotu soétw Zn:(k+2)(k+1)k. Stanovme ji
k=1

: L +
nyni Gosperovym algoritmem. Ozmae t :=(n+2)(n+1)n, dostavamet"—*lzn—3 .
n

Definujme polynomyf(n):=n+3, g(n):=n. Je tedyZ=1. Nulovym bodem polynomu
f(n) je n=-3 a proto dale ozmae R(h):=g(R+ H= d-3+ = 3. Nezapornym
nulovym bodem polynomuR(h) je h=3, proto ozn&me h ,, =3. Je&t je poteba zavést
nasledujici polynomy:

u(n):=D( f(n, o(m+ h,))= O (N, dA-3)= D A3 A 3= B!

f(n) n+3 _1

uin) n+3 7

B(r) = o _ on _n_,

un-h,) dn-3) n
c(n):=un- ho) dn-h,—D @r h—2)= 0R3) (A2) A= (D 2.

a(n) =Z

Algoritmus tedy bude pracovat s polynoragn) =1, b(n) =1 a c(n) = n( n+1)( n+ 2). Nyni
uréime stupgé polynomu x(n) . ZjiStujeme, Ze st(_a( r)) = s(_hé DI) =0 a
Ic(a(n)) = IC(E( r)) =1, to znamena, Ze nastavpad (2). Déle pro pipad (2A) dostavame
st(X(n)= s(_ct Ul)— s(t_(‘sl)j+1: 3— 0+ 1= 4. V pripact (2A) je polynomx(n) &tvrtého
stuprg, tj. x(nN=¢+¢mM g+ gA+ ¢h. Po dosazeni takovéhr(n) do podminky

a(n)- X n+1)— B n-1)- X )= ¢ i a naslednych Gpravach obdrzime rovnost

-2n-3° -+ ¢+ g+ 2ng+ g+ 3ng+ 3h gt pr 4 ng6 ng 4°n,e0 . Porovname

koeficienty nezapornych celych mocnin neznamé
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n’: -1+ ¢=0
n’: -3 8+ 6=
n: -2+, + X[+ 4,=0
"t  g+G+ g+ =0
, 1 1 1 1 -
Tato soustava ma keny Cl:_E’ CZ:_Z' c3:E a 04:2. Nalézame polynom
3 _—
x(n):n—+i—1——n. Ten dosadime do vzorcezn:b(n 1)x(rM , dostavame
4 2 4 2 c(n)

z(n = X r). Dale stanovime gatecni podminkuz = ((O)) X1t =0 a nasled& nalézame
c(d

1(k+2)(k+1)k 72-7~=

k=1

3

|\>|3w

. A proto Z (k+2)(k+Dk=

i n_n,
4 4 2

LS il n,
4 2 2 4

+(n+2)(n+1)n:%fn(1+ n)(2+ n)(3+ n). Tim je dloha vieSena. Z&rem dodejme, Ze

situace, které nastavaly v tomtdikbadé, jsou podobnéétn, které by nastaly ip ieSeni

ostatnich fgikladd, jimiz jsme se zabyvali v podkapitolel

Gospetiv algoritmus nebyl vytvien k ugeni hodnot sum, ve kterych figuruji

, C o o m . . . “ . L
kombin&ni c¢isla, nap. Z(k neni gosperovskycfatelna. Je vSak zajimavé, ze hap
k=0
n-1

m
Z(—l)k(kj jiz gosperovsky &tatelna je. PDrobna znégna sumandu zafrinila dspech
k=

algoritmu‘ piSe se v [5].

(Piiklad 2.3.5)

n-1 m
Stanovme satet)  (-1)¢ ( kj :
k=0

m —
Ozname t, ::(—1)”(nJ . Dostavame podilt't‘—*lzun Ozn&me a(n):=n-1r ,

n

b(n):= n+1 a c(n):=1. Tyto polynomy je mozno nadale pouZzivat, protolzti p

res,(a(n, A+ H)=res( R m A hl):‘i h_T]l: f1+ mO0- H-1
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Daéle zji¥ujeme, zest(a(n)= st § f)=1 alc(a(n))=Ic(KH)=1, to znamena, Ze nastava
piipad (2) . Pripad (2A) dava st(X)= st ¢ )— st @)+1=0-1+1=C, proto

ziskavame polynom x(n) =g a po jeho dosazeni do podminky
a(n)- x(n+1)— -1 Xn= ¢ n a drobnych dpravach zjigjeme, iecoz—% a tedy

x(n) = —%. Dosadime-lix(n) do vzorcez, = % XN t, obdrzimez, = _%(_1)n [r:] .

m

n-1
Ziskavame p&ateini podminkuz, =0 a hodnotu hledaného stu Z(_l)k(k
k=0

n m Ly . . oy . ; o
:——(—1)”[ . Zawkrem poznamenejme, Ze zdeiZe byt navozen pocit, zdailec
m n

n—m
—

posloupnostz, je hypergeometricka. Je skemé hypergeometricka, totiz D'aﬁ;;?l =

VSechny sumy, jimiz jsme se zabyvali v podkapitbl2 jsou gosperovsky né&satelné, coz
se da snadno ¢kit. Zawrem dodejme, Ze obecnéiginy nedsgchu algoritmu g pokusu

stanoveni hodnoty daného stwjsou ti:

1) MuZe nastat situace, v niz poétﬁi neni raciondlni funkci proinné n.

2) Muze se stat, Zze soustava linearnich rovnic scrtgom koeficienty ¢, kdei N,

neméareseni.

3) Muze nastat situace, v niz je nalezen zaporny stpplynomu x(n) .
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3 Homogenni linearni rekurentni rovnicek — tého

ifadu s konstantnimi koeficienty

Tato kapitola je&erpana ze zdrdj[13] a [14]. Symbolika je upravena pro faiyctvrté a

paté kapitoly této prace.

3.1 Rekurentni rovnice a jejireseni
(Definice 3.1.1)

Homogenni linearni rekurentni rovnike- téhc fadu s konstantnimi koeficienty je zapis

a,f(n+K+af(nt k-1)+ a f(n k2)+.+ af{d=0 & 4 (3.1.1),

kde k >1 je pevre zvolené pirozenécislo, a,, a, ...,8, jsou realn&isla aa, = 0.

Rovnici (3.1.1) prislusi charakteristicka rovnice

N +a\ T+ a\+..+3=0 (3.1.2).
0
(Definice 3.1.2)
Resenim rovnicg3.1.1) je kterakoli posloupnost z posloupno$tf,, } = ., {y,,} .. ..., ktera
po dosazeni zd (n) sphuje rovnost(3.1.1).
0

Postup pi feSeni homogennich linearnich rekurentnich roknictéhc fadu s konstantnimi
koeficienty je velice podobny postupu, ktery se Zwa k vyeSeni homogennich linearnich
diferencialnich rovnick —téhc fadu s konstantnimi koeficienty. Nyni ufme jednoduchy
piiklad rovnice, ktera spuje definici3.1.1a kdek =1. Poznamenejme, Ze je-li rekurentni

rovnice prvnihaadu, neni pgeba pouzivat charakteristickou rovnici.

3.2 Homogenni linearni rekurentni rovniceprvniho Fadu

(Priklad 3.2.1)
Nalezréme vSechn&eSeni rovnicef (n+1) = 2f (n) s pa&ateni podminkouf (1) = 1.
Zrejme plati:
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fe) =201

fo-1= 2% o 2
f(é) — 2 f.(2
f) =2 f @

Patet rovnosti vyseini (n—1). Jestlize tyto rovnosti mezi sebou vynasobimetah@sne
vztah f(n) f(n-1)0.0f 3)f (2)= 27 f (— Df (— 2)J.00f (2)f (1, po Upra¥ obdrzime
f(n)=2""f(1). Jelikoz f (1) =1, plati f(n)=2"". Snadno nahlédneme, Ze pokud bychom
v rovnosti f(n+1)= 2f (n) ¢islo 2 nahradili nenulovym¢islem A, tj. feSili bychom
rekurentni rovnicif (n+1)= A f (n) s pa&ate&ni podminkouf (1), dostali bychonreSeni ve
tvaru f(n)=\""f().

V nasledujicich dvou fikladech uvéme rovnice, které nevyhovuji definidi.l.1 Bude se
jednat o homogenni rekurentni rovnice prvnitedu s polynomialnimi koeficienty.

S takovymi rovnicemi se také setkame ¥ip@ové sumaci. PostuigSeni takovych rovnic je
zcela analogicky postupu uvedenén¥gdthozim gklade.

(Priklad 3.2.2)
Nalezreme vSechnd&esSeni rovnicef (n+1)= (n+1)- f (n) s p&ateni podminkouf (1) = 1.
Ziejme plati
foxnfeo-1
fo—1=6-1f - 2
fo-2=0-2)f -3

f3 = B8 (2)
f(2 = 2 @
Rovnosti vySe vynasobme, tj.
fnNf(n-)f(n—-2)-... FRF2=fDDf (- 2) ... T 2f ®n 6 D 2)..3 2,
po Upra¥ obdrzimef(n)= f(1)-n!=nl.

(Piiklad 3.2.3)

Nalezreme vSechnaireSeni rovnice(n+3)f(n+1)= (n+ 2)f(n) s pa&ate&ni podminkou

f(1):£. Z této rovnice plyne rovnost(n) :M f(n—1). Dale piSme
4 (n+2)
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n+1 .
f —fOo-1
0):n+2 -1

n
fo—D=——1 -2
O-D=rm -2

f 2):”7_11* i 3)

4

f(3 = =f @
3
f( = A

Vynasobenim rovnosti vySe dostavame

n+1 n n-1 4 3
f(n)f(n=1)-... f(f (2)= . . a——f -1 .. f (2 (,
(n) f(n-1) ()()n+2n+1n 54(n ) (2¥ (
3 3 )
coz po Upray dava f(n)=——f(Q) = . Tim je uUloha vieSena. V pdtacové
po Up (n) —y @ 20+ 2) j e pd

sumaci, konkréta pti studiu Zeilbergerova algoritmu, se setkame gnistztahem — ten {p

této pilezitosti) odva’'me v nasledujicimifklade.

(Piiklad 3.2.4)

Nalezreme vSechna&eSeni rovniceg,(n)- f(nN+ a(n- f( M-1) =0 s gedepsanou hodnotou
f(0) , kde a,(n), a(n jsou polynomy libovolnych kladnych stiWp Rovnici
a,(n)- f(N+ a(n- f( M-1) =0 zapiSme nasledo¥n

a,(n—1)- f(n—)+ g(n-1) f(nN= 0.

Déle plati rovnosti:

) S LU

a,(n—-1)
—3,(n—2) ‘
fho1e—2\N79 ¢ 0 5
06— 1= a(n—2) 60— 2
—3,()
f(2) = “HY ¢ g
(2) 2 (1) (
f) = 3¢ (¢
@ 20 ¢

Patet rovnosti vyséini n. Vynasobime-li je mezi sebou, dostaneme:
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&(n-1) &(n-2) 3(0)
f(n)f(n-1)-... f(Qf Q)= €1 a2l - 1F 60— 2) o (@I (C
(M f(n=1)-... fQF D= (1) a(n-2) " a() 0= 2F 0— 2) .f @ (

1
Upravou rovnosti vyse dostavaresenif (n) = (—1)" f (0 H—()

3.3 Homogenni linearni rekurentni rovnicedruhého a tiretihofadu

Pri feSeni takovych rovnic jiz budeme vyuZivat charagtiekou rovnici (3.1.2). Kazdy
koren charakteristické rovnic€3.1.2) prispéje do obecnéhdeSeni rovnice(3.1.1) praw
tolika posloupnostmi, kolik¢ini jeho nasobnost. Plati, Zze geti nasobnosti Kem

charakteristické rovnic€3.1.2) je roven stupni rovnic€3.1.1). Ma-li koren \, nasobnosk,
prislusné posloupnosti budou nasleduijici:
A, pron>n,.
n\', pron>n,.
n’\', pron>n,.

n“™\', pron>n,.

Ma-li charakteristicka rovnice jestdalSi kdeny \,, A, .. kterym g¥islusi nasobnosti

K,, ks, ..., k, tyto ka'eny gispivaji analogicky jako ken )\,. Fripady, ve kterych k@ny
AL A, - A jSOU komplexni, se nezabyvejme. Soedine se na rovnice konstantnimi

koeficienty — ¥tSinu takovych rovnic Ize @pteSit jednoduse.

(Priklad 3.3.1)

Nalezreme vSechnaesSeni rovnicef (n+2)=5f (n+ 1)— 6f (n) s p&ate&nimi podminkami
f (0)= 2, f(1)=8. Této rovnici pislusi charakteristicka rovnice” —5\ 4+ 6= 0, jejiZ levou
stranu rozlozime v sdéin linearnich faktak: (A —2)(A—3)= 0. Vidime, Ze charakteristicka
rovnice ma dvaizné realné kieny \, =2, A\, =3, a proto obecn#&sSeni rekurentni rovnice
ocekavame ve tvard (n) = C\' + C,\) neboli f (n)=C2"+ C,3", kdeC,, C, jsou realné
konstanty. Tyto konstanty nyni dime pomoci p&atenich podminek — to nas vedesit

nasledujici soustavu rovnic:
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2=C,-2+C,-@ (pron=0)

8=C,-2+C,-3  (pron=1)
Kofeny této soustavy jsouC,=-2 , C,=4 . Proto obecné feSeni rovnice
f(n+2)=5f(n+1)-6f(n) je f(n)=-2.22+43 , po drobné Uprav méame
f(n)=-2""44.3'. Tim je zadana rovnice igSena. Poznamenejme, Ze vySe uvedena

soustava linearnich rovnic je nehomogenni — obeeato pokud by takova soustakeseni

nentla, neexistovalo by ZadréSeni pislusné rekurentni rovnice. Z&em dodejme, Ze jsme
nalezli d¥ posloupnostiy,, =—2-2", y,, =4-3', takové, ze ob po dosazeni z& (n)

sphiuji rovnost f (n+2)=5f (n+ 1)— 6f (n) — viz definice3.1.2a3.1.1

(Priklad 3.3.2)
Nalezrtme  vSechna f{eSeni  rovnice f(n+3)=-6f(n+ 2)—12f (h+ 1) 8f f

s paate&nimi  podminkami f(0)=1, f@Q=2, f(2)=4 . Této rovnici pislusi
charakteristicka rovnice\* +6\* 412\ + 8= C, kterou Ize upravit na tvag\ +2)*=0.
Vidime, ze charakteristicka rovnice ma jeden redinjnasobny kten A, =\, =\,=-2, a
proto obecné&esSeni rekurentni rovnicecekavame ve tvardf (n) = C\' + C,m) + C,ri\],
neboli f(n)=C(-2)"+C,n-2)"+ Cri(-2), kde C,, C, a C, jsou redlné konstanty.
Tyto konstanty nyni @ime pomoci peateinich podminek — to nas vedesit nasledujici

soustavu rovnic:

1=C,-(-2) (pron=0)
2=C-(-2)+C,- -2/ + C;- (- 2f (pran=1)
4=C (-2 +C, 2 2y +C- 2- ¢ 2] (pron=2)

Kofeny této soustavy jsouC,=1, C,=—-4 a C,=2 . Obecné feSeni rovnice

f(n+3)=—6f (n+ 2)— 12f (+ 1) 8f (1 jetedy f(n)=(-2)"—4n- (—2)"+ 27 ( 2.

(PFiklad 3.3.3)
Nalezreme  vSechna f{eSeni  rovnice f(n+3)—3f(n+ 2)= 24f (h+ 1) 80f 6

s paatenimi podminkami f(0)=-2, f(1)=-6, f(2)=2. Této rovnici pislusi
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charakteristicka rovnice\® —3\?— 24\ + 80= C. Z algebry vime, Ze keny této rovnice

mohou byt dlitelé absolutnih@lenu této rovnice. ichazi tedy v Uvahu keny +1, + 2, ...
Ziejm¢ +1 ani +2 nejsou keéeny této rovnice. Otestujemeikoy +3, + 4, ... ProA=3
mame—27— 27— 72+ 8G= (aprol=-3 je —27— 27+ 72+ 8CG= ( AZteprve pi \=4
zjistujeme, Ze 64— 48— 96+ 80= (, ozn@me )\ =4 . Polynom )\°—3)\*— 24\ + 80
vydélime polynomem A—4 a obdrzime polynom \>—X—20 . Je tedy

A°—3\2— 24\ + 80
A—4

A2-X-20 a tudiz A*—3\2—24\+80= p— 4f A+ 5

Charakteristicka rovnicé\ +5)(\ — 4y = 0 m& jeden dvojnasobny realnyikn )\, =\, = 4

a jeden jednonasobny (jednoduchy) realnjeko\, = —5, a proto obecnéeSeni rekurentni
rovnice a@ekavame ve tvaru f(n)=CA\ +CA+ Cn\}] neboli
f(n)=C/(-5)"+ C, 4"+ C4", kdeC,, C, a C, jsou realné konstanty. Tyto konstanty nyni

urc¢ime pomoci peateinich podminek — to nas vetksSit nasledujici soustavu rovnic:

—2=C,-(-5°+C,- & (pro=0)
—6=C,- (-5} +C,-4+C,-1 4 (pron=1)
2=C,-(-5¢+C,-#+C,-2 4  (pron=2)

Koreny této soustavy jsomlzg : CZ:—2—90 a C,=1. Obecne ifeSeni rovnice

f(n+3)—3f (n+ 2)= 24f (h+ 1)} 80f f je tedyf(n):é(—S)”—Z—;4”+n4”.

V pocitacové sumaci se bohuzel setkdvame i s linearnimiregknimi rovnicemi takovychto
fada spolynomialnimi koeficienty — tyto jiz nelze wgSit tak snadno a tato problematika je

z¢asti viFeSendPetkovSekovyralgoritmem.
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4 Metoda Sestry Mary Celine Fasenmyer
4.1 Kdo byla Sister Mary Celine Fasenmyer?

Mary Celine Fasenmyer (1906 — 1996), viz obr. 2labgmerick&
matemaitka. V cdtstvi navStvovala timskokatolickou Skolu St
Joseph's Academy Titusville meéste severozapadni Pennsylvanie. Na
této Skole Mary ukazala svmatematicky talent, ale v roce 1923, kdy
absolvovala studium, nefta moznost pokrgovat ve studiu na Zzadné

univerzi€. Proto zé&ala vywovat a v téta@innosti setrvala nasledujicich

deset let. V roce 1926 byla zaloZzena SKoédholic Mercyhurst College

obr. 2
v pennsylvanském &st Erie, na niz Mary Fasenmyer v témZe roagaleastudovat a v ramci

studia vstoupila ddédu Sister Of Mercyv roce 1933. Tentdgad nel bohaty program ve
vzklavani, také socialni a zdravotni programy pro ne@mad pro starSi lidi nebo dsié ckti.
Sestra Celine byla vramci svého studia poslanaomat na St Justin's High Schoo¥
Pittsburghu. Pozgi absolvovala naUniversity of Pittsburgh— nejprve absolvovala
magisterské studium, jeji hlavni specializace byktematika a vedlejSi specializace fyzika.
V roce 1937 ji byl uden titul. Na této Skole v letech 1942 — 1946 Jefiskala doktorat.
Studovala pod vedenim Earla Rainvilla, ktery ji nyvaby se zabyvala kombinatorickymi
problémy, které souvisi s hypergeometrickyiradami. Bi sepisovani své doktorské prace
sestavila algoritmus, ktery umiafie nalézt rekurentni vztahy mezintito radami. Sestra
Celine sepsala pouze dvmatematické prace. Prvni nesla naz8eme generalized
hypergeometric polynomialga byla publikovana v roce 1947. V této praci zbyvala
nekterymi speciélnimi typy hypergeometrickych polyngnjako jsou nap Legendréyv,
Jacobiiv, Batemanv, aj. Druhd prace nesla ndz@n Recurrence Relationktera byla
publikovana v roce 1949. Obsahuje algoritmy, kt#gevila lEhem sepisovani své doktorské
prace a které podrobrv této praci rozebirala. Tato prace vSak v tehdépie nevzbudila
piilis velky zajem. Poziji se Sestra Mary vratila 2p na Mercyhurst Collegedo Erie, kde
pusobila jako profesorka matematiky mnoho let. Pohoda do dchodu Zila v katolickém
domow dichodd vtémZze mistt. Matematikou se jiz nadale nezabyvala. Vyznamhgeji
piinosu v matematice poznalaigmgost v roce 1960, kdy Earl Rainville vydal kniSpecial
functions ve které prezentoval teorie Sestry Mary (kapitbdly 18). V roce 1974 si Doron
Zeilberger u¢domil vyznam jeji teorie a pouZil jeji metodu k @akvani kombinatorickych
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identit. Pozdji Doron Zeilberger spola¢ s Herbertem Wilfem jeji teorii rozvinuli — takovou
dnes zndme pod nazveMzZ — Theory
Text a obr. 2 bylgerpany z [18].
4.2 Jak pracuje algoritmus
Nasledujici text byterpan z [5], [16] a [17].
Je dana sumaf (n)=) F(nK) . Predpokladejme, zeF(n, k) je dvojnasobe

(n+1, k)  F(n, k+1) musi byt
F(n, k) = F(n, k)

L . F
hypergeometricka— to znamena, Ze oba podiky

racionalnimi funkcemi wn a k. Chceme najit rekurentni vyj@ehi pro sumuf(n), ale
nejprve budeme hledat rekurentni vy sumandd=(n, K) ve tvaru
iiq,j(n)d%m @1).
=0 =0 ,
DalSi pabeh algoritmu udavaji nasledujici kroky:
1) Volime zkuSebni hodnoty =J =1.
2) Predpokladame, Ze rekurentni vyjédi je ve tvaru4.2.1), kdea ;(n) jsou neznamé
polynomy, které se pokusime stanovit.
3) Vyraz (4.2.1) upravime tak, aby neobsahoval Zadné faktoridlyn Tjistime, zda

odity F(*+1 k) F(n, k+1)
PO =m0 TFm K

predstavuji racionalni funkce prénrmychn, K.

4) Zlomky na levé strahrovnosti(4.2.1) prevedeme na spajeého jmenovatele étatel

pievedeme do takového tvaru, aby neznamé koeficieafy, a,,, ..., ay; ;
A0 Qg -8y 5§ 9,84, ..., @, zavisely pouze na pramnén, nikoli nak.

5) Resime homogenni soustavu 0 neznamy&fy, g, - gy ; &1 os 11s vy
a4, 8, ..., §,. Pokud soustava ma pouze triviatageni, vracime se do bodu 1) a
aspai jedno z&isel |, J zvySime. Poté se pokusime body 2) — 5) zopakdvaddi-li
se nalézt netrividlnireSeni, dosadime tyto koeficienty do vzta@u2.1). Poté

vypustime volnou progmnouk a najdeme rekurentni vyjgehi pro f(n).

JesSt nez algoritmus vyzkouSime ndildadech, vypéteme si (pro praktické ¢égly) sumu

uvedenou ve vztahu4.2.1) pro hodnoty | =J =1 . Poznamenejme, Ze veuichozich
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kapitolach jsme se doposud setkali pouze se zép’ree’maruzak . Co tedy znamena nap

k=p

2 3
symbol > > a ; ? Plati nasledujici konvence:

i=0 j=1

ZZa,J :(ao,1+ 9, t ao,3)+(a1,1+ a, 5t a12+( a,t+ a,% az),:

i=0 j=1

Podle této konvence bude platit:

F(n+j, k+i) _ F(n+1,k), F(n, k+ 1), Fnt 1 k+ 1
;JZOa (N———>"— F(n k) ao(N+ g (N—— R ad f— —— R m—F(n 9

Z estetickych dvoda se v literatie ¢asto pouZzivaji pismena latinské abecedy misto sifmbo
a ; - Drzme se této zvyklosti a ozimae:

ao(N):=a(n, a,(N:=0n, ayn:=dn, a,n:=dn.
Spojenim krok 2) a 3) ziskavame rovnost

F(n+1, k) F(n, k+1) F(nt 1, k+ 1)
F(n, k) 4o F(n, k) s F(n K

kde a(n), b(n), c(n), d(n) jsou (prozatim) neznamé polynomy pamé n.

a(n)+b(n =0 (4.2.2),

V tomto okamziku by jiz nebylo vhodné hditoobecrg o krocich 4) a 5) a proto rgd

vyieSme ®jaky piiklad, v tmz uplatnime postugrnvSechny kroky.

(Piiklad 4.2.1)

n+k
Stanovme so&etZ( ‘ jZ"‘.

Volime zkuSebni hodnoty=J =1. Tim tedy pedpokladame, ze rekurentni vyfadi je ve
tvaru
F(n+1, k) F(n, k+ 1) F(n+ 1, k+ 1)
— -t r)— dp———7—-0
F(n, k) F(n, k) F(n K

kde a(n), b(n), c(n), d(n) jsou neznamé funkce prémmeén.

a(n)+hb(n

k=0

+ Kk +k
Ozname F(n,k)::(nk jz-k, f(n)::z(”k jZ"‘,kdenDNo.
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V naSem pipact bude platit:

n+k+

k+1

k+1
F(n+1, k):(n+k+ jzk, F(n, k+1):( )

1 +k+2
jz“, F(n+1, k+ 1):(n j gkt

Oweiime, zdaF (n, k) je dvojnasob& hypergeometricka:

F(n+1, k): (n+ k+ 1)!E:2‘kD n K _ nt k+1
F(n, k) (n+1)k! (n+ K127 n-1
F(n, k+l): (n+ k+1)![2‘k‘1D n K _1.nt k1
F(n, k) n!( k+1)! (n+ R127F 27 k1

F(n, k) je dvojnasob&hypergeometricka, protoZze oba podily jsou racioinfainkce vn, K .
Abychom mohli dosadit do vztahu ziskaného volbboud =1, tj. do vztahu(4.2.2), jes&
vypocteme podil

F(n+1, k+1)_  (n+ k+ 2)! g nk 1D(n+ kt 2)( n+ krl)_

F(n, k) (n+1)!(k+1)! (n+ RI27% 27 (nmrD)(k+ 1)
Po dosazeni obdrzime:
n+k+1 1 n+k+1 1 _(nt k+ 2)(n+ k+ 1)
S T O ey

Sitance na levé stramovnosti fevedeme na spaleeho jmenovatele:

2a(m)Hn+1)(n+ K+ 20 ke (ke D (M kDAL @ (0 Kk 2)(4n D).
(n+1)(k+1) B

Aby zapis byl pehledrjsi, polynomya(n), b(n), c(n), d(n) nadale zapisujme pouze
symbolicky a, b, c, d.
Budeme tedyesit rovnost
an+)(n+ K+2b(m+ k) (kr D+ @ kD(r 1+ da k 2) (A k1= (.
Po roznasobeni zavorek obdrzime:

2ank+ 2ak+ 2ant 2a+ 2bnk 2bk+ 4 bk 2 bn 2b ta
+cnk+2cn+ ck+ o dhA+2 dnk3 dA dk-3 dk2 & O

Nyni je zapatebi upravit levou stranu tak, alay b, c, dzavisely pouze na prafmnén,
nikoli na k:
K°[ a(2n+ 2)+ b(2n+ 2+ c(n+ 1j + d(A+ 3 2)+
+k'[a(2n+2)+ b(2n+ 4)+ o(n+ 1+ d(2r 3)+
+k2(2b+d)=0

Nezndméa, b, c, d nalezneméeSenim nésledujici homogenni soustavy:
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(2n+2)a+ (2n+ 2)b+ (n+ 1F o (A + 3nk 2)d= (
(2n+2)a+ (2n+ 4)b+ (+ D)c+ (2n+ 3)d = (
0% + d =
Poznamenejme, Ze tato soustava ma netrivi@géni, nehd potet neznamych ievysuje

pocet rovnic. Pro jeji zjednoduSeni vyuzijme Gausselminatni metodu maticoveho pu:

2n+2 2n+2 (n+1f rf+ 3+ 2+ 2 2+ 2 @ D A+ F
2n+2 2n+4 n+1 an+ 3 |~ 0 2 -rf-n-A-nmn 1~
0 2 0 1 0 2 0 1
2n+2 2n+2 (n+1f t+ 3+ 2% 2 2 2 @ 0 A+ F#
~ 0 0 -n°-n -n“-n |~| O 0 1 1
0 2 0 1 0 2 0 1

ZjednoduSena soustava bude mit tedy tvar:

(2n+2)a+ (2n+ 2)b+ (n+ 1F o+ (A + 3nr 2)cE C
c +d=
(04 +d=
Resenim soustavy j@=0, 2b=c, c=—d.

Podle vztahu, ktery jsme ziskali volbdu=J =1, bude platit
%F(n+1, K)+ cF(n, k+ 1) cF(n 1, k F

neboli
F(n+1, k)+ 2F (n, k+ 1 2F (n+ 1, k+ 1F
ProtoZe k je tzv. voln& prorénnd, lze psat:
f(n+1)+2f (n)- 2f (n+1)= C,
po Upra¥ mame
2f (n)= f(n+1).
Stanovime p&ateini podminku, volmen=1:
F(1)= ki;[lt :

Zbyva rekurentni rovnicR f (n) = f (n+1) vyteSit. Plati nasledujici rovnosti:

Z":[Cl) 2+

2}21—1—1—1— z
1 = =
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fa) =201
f 1= 2 o— 2
ffi— 2= 2f o— 3)

f3) = 2 (2
Q= 2@

Patet rovnosti je roverin—1). Vynadsobeniméchto rovnosti dostaneme
f(n) f(n-1) f(n-2)0.0f 3)f (2)= 27 f (- Df (- 20.0f (2 (4,
a tudiz plati
f(n=2""f@Q)=2""[= 2.
(Priklad 4.2.2)

n n
Stanovme satet Zlez(kj . Tento jsme hledali vifkladk 1.2.4prvni kapitoly.
k=0

Opet volime nejnizsi zkuSebni hodnoty=J =1. Fipomaime, Ze tim tedy igdpokladame,
Ze rekurentni vyjaeni bude ve tvaru

F(n+1, k) 0 F(n, k+1) rd F(n+ 1, k+ 1)

LA =T F(n, K F(n K

kde a(n), b(n), c(n), d(n) jsou neznamé polynomy prémmeé n.

Ozname F(n, k) = " 12( j Zki(nj kdenON,. V tom gipadt bude platit:
k=0
! |
F(n+l1, k)= (n+1)' , F(n, k+1)= ki )
(k+2)(n—-k+1)!k! (k+3)(n— k-1)!(k+1)!
!
F(n+1, K + 1): (n+1).

(k+3)(n— K)!(k+1)!
Dale vyp@teme podily

F(n+1, k) _ n+1 F(n, k+1)= (k+ 2)(n— K) F(n+1, k+1) _ (k+ 2)(n+ 1)
F(n, k) n-k+1’ F(nk)  (k+3)(k+1) ' F(n, k) (k+3)(k+1)’

Odtud plyne, ZeF(n, k) je dvojnasob& hypergeometrickd a proto algoritmusiie
pokratovat. Nyni dosadime do vztahu ziskaného volbew =1, tj. do vztahu(4.2.2), a
piitom jiz pouzijme zjednoduSenou symboliku pro nemégpolynomya, b, c, d:

n+l | (k+2)(n-k),  (k+ 2)(n+1)_
n-k+1  (k+3)(k+1)  (k+ 3)(k+ 1)

a+b

Po rékolika Upravach této rovnosti dostaneme:
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-3a-3b-2d- ak- 4bk+ 2ck- dk 3ak- bk Cék dk &k &3 am b2 <
—-4dn- 4akn- 4bknt 3cka ak n Bk+2 ékan dk-2 ©n2 dn Eékn dkn =0

Levou stranu vySe uvedené rovnosti upravime tak; apb, c, d zavisely pouze na
promEnné n, nikoli nak:

k°[ a(=3-3n)+ b(-3~ 3n)+ ct-2n- 2A J dE2-4 r-2 f)]+
+k*[ a(~1-4n)+ b(-4~ 4n)+ c(2+ 3n- A }+ d(En’ )+
+k*[a(3- M+ b(-1- N+ d-1+ 2+ dlI+ ]+
+k*[a-c|=0
Odtud jiz ziskavdme homogenni soustavu:
a(-3-3n)+b(-3-3n)+ c2n- 23 )+ dE 2 4 2h F C
a(-1-4n)+ b(=4- 4n)+ c(2+ 3n- A ¥ dx A) 0

a(3-n) +b(-1-n) +tc+ ) +d(@*n) =C
a -C

Nyni je zapatebi owfit, zda tato soustava ma kréntrividlniho reSeni navic ireSeni
netrivialni. JelikoZ jeji vieSeni by mohlo bytifliS pracné, oreSeni pozadejme pivacovy
programWolfram Mathematice® ©:

1= Solve[{a (-3-3n) +b (-3-3n) +c(-2n-2n’) +d (-2-4n-20°) =0,

a(-1-4n) +b(-4-4n)+c (2+3n-n') +d (1-0) =0,
(2-n)+b(-1-ny+c{-1+2n)+d{(1l+n) =0, a—c=[]], {a, b

i

>, ¢, d}]

Cutfi= {{a=+0, b-=0, c=+0, d-=0}}

Vidime, Ze soustava o neznamyahb, ¢, d ma pouze trivialnieSeni. Proto bude geba
aspa jedno zisel I, J zvySit a cely postup opakovat. Volmé& =1, J*=2. Tim tedy

predpokladame, ze rekurentni vyiadi sumandl=(n, k) budeme hledat ve tvaru

PIPICHGJERCAR TS )

i=0 j=0 F(n7 k)
neboli:
(n,k+1) F(n +1, k) F(n+ 1, k+ 1)
ao,o(n)+ ao1(n)d:|:(7k) 2( r) F(n k) 310( DE’W"'
+a,(n )i(n +2, k GF(n+ 2, k+ 1):0
F(n, k) %2 F(n,k)

Vidime, Ze poet neznamych vzrostl — nasledujicicptmi operace bychom bez uzZiti¢gace

provadli piilis dlouho, proto fiklad dalefeSme v progedi Wolfram Mathematice® © .
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Vyuzijme pikazi pouzitych v [16]. Nejprve i@zn&me neznamé (abychom se Iépe
orientovali v symbolech, které budou nasledovat):

Qo(N:=2a a,(N=h a,(nN=¢ a(d= d a( h= e g JF
Definujme funkciF(n, Kk):

1
Infi}= F[lon , kK ] := «Binomial[no, k]
- k+2

Vypocétéme @islusné podily (volbd* =1, J* =2) a vysledek rovnou upravme:
F[n, k+1] Fln+1, k] Fln+1, k+1]
+ O + = +
Fln, k] Fn, k] Fln, k]

Fln+ 2, k] Fln+2, k+1]
* + g% ]
Fln, k] Fln, k]

In[Zl:= FonctionExpand [a + b

=

o di{2+k) (1=+mn) e{l+-mn) (2+mn
T AT T L k) 3.k -2-k-n) (-l-k-n)
biZ2Z+k) (-k+n c{l+mn) giZ2+k){l+mn) (2+n
1-k) (3-k  1-k-n (l1-k) {(3-k) (1-k-n

Vyraz prevel’me na spokného jmenovatele a zobrazgitatel vzniklého zlomku:

In[2l:= Humerator [Together[%] ]

Ol fa-6oc-4d-fe-8g-ak-4bk-5ck-4dk-Bek-Taki-4bk -
ek dk -2ek -2gki-aki-bk -cki-dk -aki-bk'-2an-
4bn+9cn+10dn+9%en+légn+6akn-10bkn+9ckn-5S5dkn+
12ekn-2gkn-Sakn-ckn-3dkn-3ekn-3gkin-2akin-
3bkn-ckinsdkn-3an‘-6bnf-3cnf-gdnf-s3en® 1000’
4akn-3bkn‘-4ckni-d4ekn®-3gknf-oak - 3bknt.ckin-

2dinf e cgfnfozbntizdnt i 2ot cpent cdrent s gt

Utvoiime si seznam, jehoZ po €gdouci prvky budou f@dstavovat po s@éljdouci nasobky
K°, K, K2, k%

In[4]= CoefficientLi=t[%, k]

Out[4]= -:Ea—Ec—&d—Ee—ag—gan—&bn—gcn—lﬂdn—Qen—lﬁgn—
3.3:12—6]:::12—3cnz—adnz—Sen:—lOgnz—Ebna—2dnﬂ—zgng,
-a-4b+5c-4d+8e+0an-10bn+8%cn-5dn+12en-+
2gn—&a:12—3]:::12—4:::12—&&:12—313:12—]::‘13—dna—gna,
—'?a—&]::—zc—d—zE—Eg—5a:1—cn—Sdn—Sen—Sgn—anz—Sbnz—

cnz—Zdnz—enz—gnz, a+b-c+sd-2an+-3bn-cn-+dn, a-bl

VSechny tyto prvky poloZzme rovny nule (tim definag @gisluSnou soustavu rovnic):
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In5= Map [Equal[#, 0] &, %]

Out]5}= -:Ea—Ec—ﬁd—Ee—%g—9.3:1—4]:::1—an—lﬂdn—gen—lﬁgn—Sanz—
Ebn-3cnfsfdn®s3en®s10gnf<2bnfs2dnf2gnt =0,
-a-4b+5c-4d+8e+0an-10bn+%cn-5S5dn-+lZ2en+-2gn-+
4a:12—Ebnz—écnz—aenz—ﬁgnz—hna—dna—gna =0,
-Ta+4b-2c-d+2e-2g-San-cn-3dn-+-3en-
Sgn—anz—ﬂbnz—cnz—zdnz—ena—g:‘ﬁ::ﬂ,

a+b-c+d-2an+-3bn-cn+dn-=0, a—]::::CI}

Soustavu rovnic MgSime:
In[El:= Solvel[%, {a, b, c, d, e, g}l
N a{3+mn) ai{s+2n) ai{-4-njy3y

Qutfl : «b—=a, c—=» - sy das—-——m—, 220, g-—= -
LL lsn l:mn l+m

Vidime, Ze plati:
a=b, b=h C:_m, d:_a(LG)’ & 0, g:_m
1+n 1+n 1+n
Podle vztahu, ktery jsme ziskali volbot=1, J* =2, bude platit
a+aF(n, k+1) a(m3)F(n+1, K) a2nr 5)F(r 1, k 11 amn HFH 2, k 1)0
F(n, k) (n+DF(n, k) (e DF(n K (rDF(n K '
po Upra¥

(n+)F(n, k)+ (n+)F(n, k+ 1y (it 3)F(nt 1, k¥ (2 S)F(r 1, k B
+(n+4)F(n+ 2, k+ 1)= 0.

Vypusgnim volné prominné k dostavame
(n+1)f(n)+(n+1) f(n)— (n+ 3) f(n+ 1)- (2n+ 5) f(n+ 1 (n+ 4) f(+ 2F

Urcime paateeni podminky:

& 1 (0)_1(0) 1 < 1 (1) _ 1(1) 11 5
f(")‘ém(k]“z(o]“z' f(l)‘ém(k]‘z(o]*a[lj‘%-

Rekurentni rovnice je druhélié@du, homogenni, ale bohuzel s polynomialnimi koefity.
Pozadejme deSeni opt programWolfram Mathematice® ©.
In[7]):= RSDlVE[
{{11+1} fin]+(n+1) fn]l -(n+3) fn+1] - (2n+5) f[n+1] +

1 5
(n+4) f[n+2] =0, £[0] = =, F[1] = —}, f[n], 11]
2 6

Tt 1+24"n 4,
Out[ T <<f_:'.|._ A —
(A 2_3:-1_:-1‘;4

1+ 2"n no 1 (n
Plati tedy f (n) = = )
ytm n*+3n+ 2 é k+ Z(kj
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Tento giklad by nas mohl vést k polozeni otazky: Jak nigkova |, J, pro kterd ma
piislusnd soustava rovnic netrivialidSeni, coz zatil existenci netrividlniho rekurentniho

vyjadieni proF(n, k)? Odpo¥d se pokusme nalézt v [5] na str. 64 a v [17].

4.3 Teoreticky zaklad algoritmu

(Definice 4.3.1) (prevzata z [17])
Rikame, zeF(n, k) je radre hypergeometrickgestlize niize byt zapsana ve tvaru

M;

(an+hk+ o)t
F(n, k)= P(n KEF Ox (4.3,
|‘] (Un+yk+ w)!
kde
1) x je neutité,
2) P je polynom,
3) a, B, y, vy jsou specificka celdisla, tj. takov&isla, ktera nezavisi na nebok
nebo na jinych parametrech,
4) M, a M, jsou specificka nezaporna ce¢isla.
O
(Véta 4.3.1) (Sister Celine Fasenmyer, 1945) (prevzata z [17])

Jestlize F(n, K) je radre hypergeometricka potom existuji kladna cel&isla |,J a
polynomy a (n) proi=0, ... ] ; j=0, .. J, (kdel neboJ je nenulové a asfiojeden
z polynont a ;(n) je nenulovy) tak, ze

J

2. 2.8, (NF(n-j k-1)=0 43.2),

|
i=0 j=0

kde

I=> |+ v '=1+st(P)+J{Zlqhzmq—l} (4.3.3)

0
Nejprve poznamenejme, Ze fildadechd.2.], 4.2.2jsme pouzivali vztah

49



L F(n+j, k+i) _
2,23,y O

piicemz \ta 4.3.1 nam iika, abychom pouzili vztal§4.3.2). Nedopustili jsme se zadné
chyby, protozg(4.3.2) je popis rekurentniho vyjéeni. Kdybychom pouzivali vztafd.3.2),

v zawrech gikladi bychom dosgi ke stejnym vysledi&km. Nyni se vSak zabyvejme vztahem
(4.3.3). Ten nam garantuje, ze pro jidtad existuje soustava, ktera ma netriviatageni.
Uziti tohoto vztahu vSak nemusi byt vZzdy praktickégtoze nalezenéisla |, J mohou byt

dost vysoka, viz nasleduijictiglad.

(Piiklad 4.3.1)

2

n
Pro F(n, k)= [k podle vztali (4.3.3) nalezéme |, J takova, aby fisluSna soustava dia

| |
netrivialnireseni. Pismé&(n, k)= — . ™ A dale podle(4.3.1) zji&ujeme, Ze
(N—K'K (n— R K
(an+hk+ g)! (ant hk- 9!

F(n, k)=

Ut vkt wi(un- vk W (yn yk W pua vk W
kde

a=1b=0¢=0;a=10b=0c=0,
u=1Lv=-1Lw=0u,=0v,=1w=0,
u=1v=-1Lw==Cu=0,v,=1w=_0

Dale je P(n, K)=1, x=1. A vyuzitim vztahu(4.3.3) dostavame:

2 4
2= ol Solvl=0+4=4
s=1 s=1

| =1+st(1)+ 4{22:|as|+i|us|}]}= I+ OF 4(2 2 IF 1

s=1

Nalezen&gisla | =13,J = 4 jsou [iliS vysoka. Kdybychom hledali rekurentni vyjédi

sumy zn:
k=0

uzitym v pikladech4.2.1a 4.2.2 mozna, Ze bychonsekali na vysledek dkolik sekundci

2
n
k] pro hodnotyl =13,J = 4 programemWolfram Mathematicia postupem

minut (samoejmeé zalezi na hardwarovém vybaveni stroje). Muselhloye totiz pracovat se
sedmdesati neznamymi a t&nfpopr. praw) se sedmdesati rovnicemitgtava otazkou, zda
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existuje rekurentni vyjd@ni pro F(n, k) pii né¢jakych nizSichl,J . Lze samoiejme

postupovat podle krak1l) az 5) uvedenych na &ku této kapitoly, tj. z&dt zkuSebnimi
hodnotamil =J =1. Pro tyto hodnoty bychom zjistili, ze algoritmwsneuspsny. ZvySime
tedy aspa jedno z¢isel |, J , to znamena, Ze ziskdvameédmoznosti, tj. otestovat
algoritmus prol =1,J =2 aprol =2,J =1. V obou takovych fipadech by algoritmus byl
opét neuspsny. Az teprve P hodnotachl =J =2 bychom dosahli dsghu. V takovém

piipack jistd soustava ma netrivialieSeni. Stejnd situace by nastafad dedani sodtu

n

2

k=0

2n+1
Zkil} . Teprve pi hodnotachl =J =2 bude algoritmus uggny.
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5 Zeilbergeniv algoritmus
5.1 Kdo je Doron Zeilberger?

Doron Zeilberger (viz obr. 3), nar. 1950
v Haifé, je izraelsky matematik. Je znamy
diky svym zésluham v kombinatorice.
V souwasnosti je ve funkci Board of
Governors ProfessanaRutgerské Univerzit
v New Jersey. V roce 1976 ziskal doktorat na
Weizmann Institute of Scienp®d vedenim

Harryho Dyma. D. Zeilbergerc¢inil mnoho

dulezitych @inosi do oblasti kombinatoriky,

obr.3

zejménahypergeometrickou sumaeig-adami V roce 1998 spot@¢ s Herbertem
Wilfem obdrZel oceéni Leroy P. Steele Prized spolénostiAmerican Mathematical Society
za vypracovanWZ-Theory ktera se stala revoluci na pblypergeometrickycliad. V roce
2004 obdrzel Eulerovu medaili — od té doby je @pwan jako nistr v pouzivani ptacu a
algoritmiz  k tomu, aby matematika byla rychld a efektivni/ roce 2011 spota¢
s Manuelem Kauersem a Christophem Koutschanem dbkéz, ktera je v kombinatorice
ozn&ovana jakay-TSPP conjectutela byla uvedena jiz v roce 1983 Georgem Andrewaem
Davidem P. Robbinsem. Dale je nutné poznamenat; rbee 1997 spotm¢ s Herbertem
Wilfem a Marko PetkovSekem napsal knikaB. Autori se v ni zabyvaji hypergeometrickou
sumaci, v knize je ipdstaveno & zakladnich algoritiin (Metoda Sestry Celingsospefiv
algoritmus Zeilbergeriv algoritmus WZ — teorie PetkovSekv algoritmug. Zeilbergerovym
algoritmem ktery autor nazvallhe Method Of Creative Telescopinge budeme zabyvat
v této kapitole. Tato metoda byla autorettedgstavena v roce 1991. D. Zeilberger je také
znamy pro své nazoryoginiong, Iéperteceno ¢lanky, ve kterych piSe o svych piwmstich.
Téch je v sodasnosti stoiicet . Mezi nejznamyjSi pati nagiklad:
»Lidé, kt&i veri, Ze aplikovana matematika je Spatna, jsou Spatttematikové
,Hadejte, co! Programovani je jg&abavidjSi nez dokazovani, a co je jesilezit]si, ze
dava mnoho fehledu a porozudmi.”
,Porad, jako za starychasi, tabule mluvf
Tento text bykerpan z [20] a [21], obrazekevzat z [22].
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5.2 Zeilbergeriv algoritmus (Creative Telescoping) - uvod
Nasledujici text j€erpan z [5], [19] a [7].

(Véta5.2.1) Zeilbergetiv teorém (pievzat z [5])

Nech F(n, k) je radre hypergeometrickd Potom F zarwiuje existenci netrivialniho

rekurentniho vyjaieni, které je ve tvaru

i;aj(n) F(n+ j, Kk=Gn k+1)—- Gn K (5.2.1),

=

kdeM je racionalni funkce n, k. O
F(n, k)

Dtikaz je uveden v [5] na str. 105. Nyni je vhodnéstivé&sledujici poznamku. Dejme tomu,

Ze algoritmus P hledani hodnoty sumZ:k F(n, k) je usgsny, a tedy nalézame rekurentni

vyjadieni pro F(n, k) ve tvaru(5.2.1). Jestlize ob strany rovnosti(5.2.1) s&teme pes

vSechna cel&, pro levou stranu bude platit

ji Zaj(n) F(nt ], k):Z g(n f(m ) (5.2.2),

pro pravou stranu potom

i [G(n, k+1)— G(n, K=

:.O:rc;(n,— 1)— G(n— 2)+ G(n,0)- G(n— Lt (5.2.3),
1GM,1)-GM,0t G(n,2)- G .=

J
a proto > a(n) f(n+ )=0 (5.2.4).
j=0
Z tohoto divodu je Zeilbergeriv algoritmus také ozn&ovan metodouCreative

TelescopingDale jeSt rozeberme fdpady pro jistal .

1) Jestlize jsme nalezli rekurentni vyfa@di pro F(n, k) jiz pti J=1, ziskavame
rekurentni vyjageni pro f (n), které je ve tvaru
a,(n) f(n)+ a(n f(n+1)=0 (5.2.5),
kde a,(n), a(n) jsou polynomy. Potom bychom mohli hledany &tunalézt

vyeSenim rovnic€5.2.5), coz &tSinou nebyva filis slozité, anebo vyuzit vztahu

f(n) = f(O)ﬁ%ﬂi), pro f(0)= 0 (5.2.6).
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2) Jestlize jsme nalezli rekurentni vyjédi pro F(n, k) pii J>1 a zéarove
a,, &, ..., jsou konstanty, potom rekurentni rovnici pfqn) vyreSime uzitim

piislusné charakteristické rovnice.

3) Jestlize jsme nalezli rekurentni vyfé@di pro F(n, k) pii J>1 a zarove
a,(n), a(n), ..., (n) jsou polynomy, Ize v této situaci pouPiketkovsekv algoritmus

k nalezenid&chto polynoni.

5.3 Jak pracuje algoritmus

Kdybychom ngli prab¢h algoritmu popsat pouzekolika slovy,fekli bychom, Ze se
jedna o aplikaci metodySister Celine Fasenmyena Gospefiv algoritmus Nyni vSak

podejme podrob#jSi popis.
J

Ozname to=> a(nF(n+ j K (5.3.2),
j=0

J

> a (N F(n+ j, k+1)

definujme podil b = (5.3.2).
t .
“ a; (N F(n+ j, k)

o

e

J

i
o

Vztah (5.3.2) zapiSme nasledujicim @pobem:

iaj(n) F(n+ j, k+1)

tm: : F(n, k+1) ‘F(n, k4 1) (5.3.3)
Yoo SSamFne g TR
BT
F(n, k+1)

Poznamenejme, ze funkc+3W je racionalni vn, k - to znamena, Ze ji wieme

piepsat do tvaru

F(n, k+1): r(n, k)

(5.3.4),
F(n, k) rL(n, k)
kde r,(n, k), r,(n, k) jsou polynomy.
Daéle také poznamenejme, Ze funkg%m’Tk)k) je takeé racionalni n, k - to znamena, Ze ji
n— )

muzeme pepsat do tvaru

54



F(n, k) _ s(n K

= (5.3.5),
F(n—-1, k) s(n K
kdes(n K, s,(n k) jsou polynomy.
Nyni bychom podi% mohli zapsat nasledo¥n
n,
F(n+ j, k)
SR L 53
F(n, k) 3

_ _F(+j, k) F(+j-1k) F@+2k)F(n+l, k)_ﬁ F(n+ j—i, k)
T F(n+j-1 k) Fn+j—2,k) " F(h+L k) F@®M k) 13 F(n+ j—1 k)

Dale podil% piepiSme pomoci polynoins (n K), s,(n K):
n,
F(n+ j, k)
S S N L 5.3.
F(n, k) 3

_s(nt+j K s(m =1L K s(n-2 K s(ntl, k):ﬁ s i K
s(n+j Kk s(m 1, K s(n+2 k) s(m1 K 5 s(r- 1K

Nyni miZzeme podl’lt;—+l v podolg (5.3.3) také zapsat pomoci polyndns (n k), s,(n K):
k

ia.(n)jil s(n+ j—i, k+1)

b, = 0 S(n+ j—i, k+1) r(n, k)
S N & E TN BN (6:3.8)
i—o s (nt j—1i, k)
Vztah (5.3.8) lze jeS¢ zapsat nasledo¥n
J j-1 J J
YoaM[[s(nt j—i krD[[s(rr =ikt rmn K]]s(n+ j—i k)
= = ! : =0 (5.3.9).

iaj(n)hﬁ(w =i k)ﬂ s(nt iR LM K[[s(n i k+1)

j=0 i=0

RlcHD) j_oa,-(n)ilj! s(n+ - kH)H s(n - i k1)

R(K) Zaj(n)lj s(n j— i k)H s( i K

j=0
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‘) r,(n, k)illsz(nJr j— i, k)

s(k)

r,(n, k)_]i[sz(nJr j— i, k+ 1).

A nyni jiz mame zjednoduSeny vyraz pro poté%ill:
k

o r(k) R(k+1)
t. (K R(K

Dulezité je poznamenat, ze koeficienty, ..., a, ..., Se objevi pouze v polynomech

(5.3.10).

P,(k) a B, (k+1). Podle ¥ty 5.3.1 (Theorem 5.3.) uvedené v [5] na str. 82, neboli podle
véty 2.2.2uvedené v druhé kapitole této prace, lze p 0 zapsat ve tvaru
S

rk) _ B(k) RB(k+1)

= (5.3.11),
s(k B(KW HH

kde D(P,(k), R(k+ H)=1,V heN,.
Dale vztah(5.3.10) mizeme zapsat pomoci vztalb.3.11) ve tvaru

ter _ R(Q R(KFDR(k+1) 5.3.12)

. R RKWRK
kde D(P,(k), R(k+ H)=1V heN,.
Jestlize oznéime
P(k)= R(K (B, P(k+1) = B (k+1) R(k+ 1), nasleds obdrzime

. Rk MK

kde oggt plati, Ze D(R,(k), R(k+ h)=1,V heN,.

Pomoci pislusného rezultantu nasledmiazeme zjistit, zda existujpe N, které naruSuje

podminku D(P,(k), B(k+ h)=1. Pokud takovén existuje, provedeme nasledujici. Podil

t . . Ly
% prepiSeme do tvaruZ%, kde f (k) a g(k) jsou nesoutiné a monické polynomy a
k

Z je konstanta. Dale nalezneme nulové body polyndrtk) . Dejme tomu, Ze nalézame
nulové bodyk, , k,, ..., k. € R, kde r eN . Definujeme polynomR(h) jako souin

polynomi g(k +h- o k+ B-... d k+ h. Nyni hledame nezaporné celé nulové body
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polynomu R(h). Neclt h_.. je nejmensi z takovych nalezenych nulovychibddale jesk
definujeme polynormu(k) = D( f(K), g(k+ h,in)) a nyni definujeme polynomf,(k), B (k)
a P(k):

LG N1 e b e n
i PR Gy PO W ) ke =D (e D)

Poté bychom afi pomoci pislusného rezultantu ¢&kili, zda takto pedefinované polynomy

budeme moci pouzit kdalSim vyiém. Pokud by stale nebyla spira podminka

P(K) =

D(P,(k), B(k+ N)=1,VheN,, proces pedefinovani (vySe) bychom zopakovali. Déle

uréime stupé neznadmeého polynomi(Kk) .

Pripad (2) :
Je-li st(R(K)= st B §) nebolc(P,(k))= Ic(R(K), potom
st(b(K)= s{ R B)-max st A §, R K,
kde Ic(P,(K)) je vedouci koeficient polynomg, (k).
Pripad (2) :

Je-li st(B(K)= s{ X §) a zarove Ic(R,(k))=Ic(B(K), potom
dostavame dalSi dvdipady:
(2A)  st(b(R)=s{ R §)— st R K+1
nebo

(28) st(b(K)= si{ & H))__S'C(E(k»,

kde slc( B(k—1)) je druhy vedouci koeficient polynonsic( B(k—1)) a kdes= Ic(B(K).

Dale se pokusimiesit Gosperovo polynomiélni rekurentni vyjéuli

R(K)-b(k+1)— B(k-1)- {R= R § (5.3.14),
kde b(k) je neznadmy polynom. PokudigluSna soustava rovnic nef@geni, cely algoritmus
opakujeme se zvySenyéislem J .
Pri procesu hledani polynomib(k) sowasreé nalézame polynomwy,(n), a(n), ..., a (n).
Zawrem je je& mozné nalézt funkoi(n, k), pro kterou plati

G(n, k):% (K (5.3.15)
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5.4 Hiklady

(Piiklad 5.4.1)

n(2n+1
Stanovme satet

2k+1)

k=0
n(2n+1
Ozname f(n) = E[Zkil] , azvolmeJ =1.

k=0

2n+1

. Lt
Nejprve vyp@teme pOdll% :
k

2n+1 2n+
2k+3 K+

ST e Y %t il
b =5 : %lok+3 % ket &K+ 2k+1

< S (2041  (:n+3 2n+3
,Z_;a"F(nH’ ) a°[2k+1]+ai[2k+j [2k+1]
2n+1
o
@2n—2k—1)(n—k) _ (n+1)(2n+ 3)
_ 7 (k+D)(+3) (k+ D(2k+ 3)_
ora (D)

(2n— 2k+ 1)(n— k+ 1)
8 (2n—2k—1(n— K)+ a(n+-)(2n- 3) (2n—2k+1)(n— k+-1)
a,(2n— 2k+ 1)(n— k+ )+ a(nk D@2n+- 3) (k- 1)(2k- 3)

kde
s(K) = k+ 1)(X+ 3)
rk) = (— X+ 1o— k+ 1)
PR(kK= g(@2n 2k+ I)(n- k+ IH a(m+ DA 3
B (k+1)= g (2n— 2k- (- K+ a(n-1)(2H 3)

Podil % |ze podle vztahy5.3.11) zapsat nasledo¥n
S

rk) _ B(k) B(k+1)

.V naSem fipad ozna&me P,(k) =1 a tudiZzP(k+1)=1, a tedy
s R(KR HR ' '

rkk) _ (2n—2k+1)(n—k+1) 1
s(k (k+1)(2k+ 3) 1
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Dale podle (5.3.12) ozn&me PB,(k):=1 a podle (5.3.13) ozn&me P(k):= B(K (R a
ihned dostavame:

P(k) =[a(2n— 2k+ 1)(n- k+ D+ a(m D2A- J)
P(k+1)=[a(2n— 2k—1)(n— K+ a(nA- )2 3) 1

Méli  bychom owiit, zda D(R,(K), B(k+ B)=1VheN, , kde B, (k)= r(k)
P,(k+ h) = g k+ h. BohuZzel v¢islenim rezultantu
res (2K + (—4n-3)k+ 21+ 3n+ 1, 2R+ (4h 5)k- 2h+ 5h |

bychom zjistili, Ze tento rezultantgrstavuje polynondtvrtého stups v pronmenné h. UzZiti
Sylvesterova kritéria by nas vedlo k tomu, abychi@sili polynomialni rovniciétvrtého
stupré — proto radji tuto operaci penechme pgtadi:
In[1]:= Solve[
Resultant[2k®+ (-4n-3)k+2n"+3n+1,
2k’ + (4h+5)k+2h° +5h+3, k| =0, 1]

Neexistuje tedy takov@ 0N, které by narusovalo podmink(P,(k), B(k+ H)=1. Nyni
bychom chili vySetit rovnost (5.3.14), tj. B,(K)b(k+1)— B(k-1){ R= K B, kde b(k) je
neznamy polynom. Rovno$b.3.14) bude mit v naSemifpads podobu

(2n— 2k+ 1)(n— k+ Db(k+ 1) k2k+ D(k= ar 2k )(r k 1} ,a(a @A

Upravme polynomyP,(k), B(k), P(K tak, abychom mohli @it stupei polynomub(Kk):
P,(K) = 2K + (—4n— 3)k+ 2rf + 3n+ ],
P,(k) = 2K + 5k+ 3,
P(ky=28 K +(—3a—4ank-2Ra+ 2ha+r 3na- 5na 38 .
Zjistujeme, zest(B(K)= s{ X )= st P ¥=2, to znamena, Ze nastafigad (2A) a
tedy platist(b(K)= s{ R §)— st B ¥+1=1. Tudiz polynomb(k) je prvniho stup
tedy b(k) = ¢ + G k. Nyni v8echny fislusné polynomy dosadime do vztatu3.14)a po
roznasobeni zavorek #gvedeni vSechttandi na levou stranu dostaneme:
—a,+3ka,— 2K a—3ng+ 4kng—2ha 3a 5na 2nag £ 4 ke
3ng, —4kng + 2 g+ ¢— 2kg— 2k - 3ne kne 4%k pe 2°n€ 2 knee |
Dale porovname koeficienty u nezapornych mocniméeek :
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k?: —2a—2g— 4ng -0

k': 3+ 4ng— 4¢— 4ng— 26— ngt 2h g =0

k°: —ag-—3ng—2rfg—3a—5na 2h a+ g+ 3ngt 2 e & 3ne 2°ne O
Odtud ziskavame homogenni soustavu linearnich cavneznamycla,, a, ¢, G:

®  ac2 o2z 4) = C

2 a3+ 4) +GE4-4n) +¢{2-n+2r°)=0

B aGCE3-2 )} a3 5 A rg@ W H)c@ 3 Dy

Z prvni rovnice plyne, ze, =—c(2n+1). Takové a, dosa’'me do druhé rovnice a po

Gpravach dostaneme = ?n+ 4 . Ozn&ime-li ¢, :=4n+ 4, ¢,==—6n° —11n— 5,
¢, —6n"—-1In-5

dosazenim takovych,, c,, ¢ do feti rovnice po Upravach obdrzime, &e= 2n* + 3n+ 1.
Nakonec dosazenim = 4n-+ 4 do prvni rovnice zjifujeme, zea, = —(4n+ 4)(2n+ 1). Zde

poznamenejme, Zaikec nezalezi na tom, jak si neznamé zavedeme,gindge, Ze vyhovuji
rovnosti (5.3.14). Nalezené polynomw,(n), a(n) dosadime do vztah(b.2.4), dostavame,
Ze
—(4n+ 4)(2n+ DF (n,k)+ (2rF + 3+ DF (+ Lk)= ¢
a jelikoz k je volna proninnd, lze psét
—(4n+ 4)(2n+ Df (n)+ (27 + 3+ Df (- = ¢

coZ po Uprav dava f(n+1)= 4f (n). Odtud je jiZ vidt, Ze plati nasledujici rovnosti.

fo) =461

fo—1= 4 60— 2

f— 2= 4 6— 3)

fo— 3= 4f — 4

f2 = 4@
f@Q = 4 (0
Pcatet #chto rovnosttini n. VSechny tyto rovnosti mezi sebou vynasobime,atwshe vztah
f(n)f(n-1) f(n-2)0.0f(2)f Q)= 4 f (- Df (+ 2p.0f @F (C
ktery Ize jeSt upravit na tvarf (n) = 4" [If (0). Zbyva je& dosadit psatesni podminku f (0).

Tu zjistime velmi snadno:

[2-0+1 & (2n+1) o
f(O)—;[ZKJrl]—[J]j—l.Atedyplatlf(n)_;(2k+lj_4 [0f (0)= 4' = 4.
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Zawrem dodejme, Ze k nalezeni hodnoty sumfn) jsme mohli rovez vyuzit vztahu
(5.2.6). Fripomeime, Ze vtomto ifklad® jsme zjistili, Ze D(P,(k), B(k+ h)=1 pro
vSechna nezaporna cetdsla h. Co kdyby takova situace nenastala? Bylo by vhodné
polynomy P(k), B(K), B(K predefinovat nebo rag zkusit nalézt netrivialni rekurentni
vyjadieni proF(n, k) pfi ngjakém J >1? Samoejm¢ bude vyhod¥Si takové polynomy

predefinovat, protoze zvySetisla J vede k nutnostieSit soustavu, jejiz wgSeni by bylo

viv s

(Piiklad 5.4.2)

n

4
n .
Nalezreme Zeilbergerovo rekurentni vyjahi pro f(n), kde f(n) :Z[k] . Ulohu feSme

k=0
v prostedi Wolfram Mathematic®® , protoze pislusné operace budou n&m®si. Volme

J=1, tim tedy pedpoklddame rekurentni vyj&hi pro F(n, k) ve tvaru

1 4
t, ::ZajF(m— L Kl=aF(n K+ aH 1 K. Ozngme F(n, k) ::[:] . Vypocteme
j=0

ot . .
podil % a vysledek rovnou upravime:
k

Infi}= t[k ] t=5mm[a;«F[n+3, k], {3, 0, 1}]:

F[n , k ] :=Binomial[n, k]*

In[2]= Simplify[Together[FuonctionExpand[t[k+ 1] Ft[k]1]111

(1-k+n)* [(k-n)%ag+ (1+n)*a|

Dut{Z]= :
(1-k)* [(1-k-n)tap- (1-n)'a,

Ozname P,(k) = (1+Kk)*, B(K = (1-k+n)*, PK):= Q- k+n)*a,+ 1+n)*a:
Inf2:= Ps[k 1 := (1+x)*
4= Pa[k ] := (L-k+n)*
InEl= P[k 1 :=(L-k+n)*ag+ (1+n)ta

Owtime, Ze tyto polynomy spliji podminkuD (P, (k), B(k+ H)=1, V he N :
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In[gl:= Solve[Resultant[P;[k], P:[k+h], k] =

I
=]
=

st

ouffi= {{h=-2_-n), {h--2_nl, (h=-2_-n), {hs_-2_n},
fths-2-n}, {h+-2-n}, {ha-2-n}, {h--2-n},
fths-2-mn), (h=-2_-n), (hs-2_n), (h=-2_mnl,

(hs-2-n)}, {(h+-2-n}, (ha-2-n), (h=-2-n}}

Dale ugime stup& neznamého polynomii(k) :

]
i
il

st[P;[k]] :=Exponent [Expand [F> [k]], k]

]
1
il

[#= st[P3[k]] :=Exponent [Expand [P;[k]], k]

5
]
i

1c[P;[k]] := Coefficient [Expand[P:[k]], k, st[B:[k]]]

]
il

le[Pz[k]] :

Coefficient [Expand [Pz [k]], k, st[P:[k]]]

In[11= {st[Pz[k]], st[P:[k]], lo[Fz[k]], Lle[P3[k]]}

ou{11= {4, 4, 1, 1}
Zjistujeme, zest(B(K)=4= st B(R), Ic(R,(K))=1=Ic(RB(k)), to znamena, Ze nastal
piipad (2A) proto jest definujeme stupepolynomuP(k) :

In[72l= st[P[k]] := Exponent[Expand [P[k]], k]

Nyni jiz mizeme wit stuper polynomub(k) dle gisluSného vzorce:

Inf13p= st[P[k]] - st[P2[k]l] +1

out[13}= 1
Polynomb(k) je tedy prvniho stugn Polynom takového stupmadefinujeme v obecném
vyjadieni:

inf14)= bk ] :=Smm[e;xk*, {i, 0, 1}]; b[k]

Cut[14]= £p + Ky
Tento polynom dosadime do podminRyk) b( k+1)— B(k—1)(R— R B:

In[15}= Pa[k] ab[k+1] - P3s[k-1] ab[k] - P[k]

!

oufisiE —(l-ken)tay- (lemita -k (gpkey) = (1-k=njticp=(1+k) o)

Dale porovname koeficienty u nezapornych celychmironeznamé :
In[18]= CogfficientList[%, k]

Ourt{ 16 -:—a,:—&na,:—Enzag—&nﬂag—ngag— :jl—nj"’ai—c,:—&nc,:—ﬁnzc.:—&nac.:—
:1'!::.:—c1—&:1::1—6:12::1—&:13::1—:1'!::1, &ﬂf—lzﬂﬂf—lzﬂzﬂf—
4:13af—4::.:—12ncf—_’LEnzcg—4:13cg—Bcl—ancl—Enzcl—n"cl,

—Eﬂf—12:I.EE—E:I.:ﬂf—ECE—12:I.CE—E:I.:CE—ZC]_—E:I.EC]_—'&HQC]_,

4ayp+-4nay-4cop-4ngp+2cy+-8nocy - 6n“ oy, —8p-3cp-4nop
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In[171= Map [Equal[#, 0] &, %]

u_tj'T.--—ag—4nag—5n‘ac—4naac—nqac—::1—n:'ga1—c|;—4:1c|;—
z 3 4 z 2 F
En " cp+-4n op+n opey 4N 6N o +4n oy - oy =0,
- o E 1 - o £
4gp-+l2nagp+12na;+4n°a-49cp-12ngp-12n° op -
3 z 4
4n"ocp-3op-Bnop-6n" o +nN oy =

r

- z - z - z 3
-—8ap-lZ2nagy-6n“ay+6cp+1l2ngp=6n g2y -—6n" oy -4mn o =0,

d4gp-4nay -4y -4nop -2 +8noy 6N oy =0, -8 -3cy-4neoy; =0

Hledame koeficientyc,, ¢, a,, 8 vyieSenim fisluSné soustavy:

Inf18]:= SU].VE[!E-, {cﬂr Ci1, dp, EI.]_]']

i~ -

Ouwt[18)= : -:CE —?C',- (o] —90,— ayg —9':',- ay —90:-:-

Tato soustava ma pouze triviai@Seni, tudiz netrivialni Zeilbergerovo rekurentyjadieni
pro f(n)neexistuje, to znamena, éislo J je poteba zvysit a cely postup zopakovat — ten

bude zcela analogicky. Volmé&= 2 a jednotlivé nasledujici kroky jiz nekomentujme.

= t[k ] :i=5mm[a;«F[n+3, K], {31, 0, 2}1=¢

F[n , k ] :=Binomial[n, k1*

In[20]= Simplify[Together [FunctionExpand [t[k + 1] A £[k]]111]
ouzilE [ (2 -k+mn)?
[ 2 - £ , a7, .4 - R
1 -k+kK +«n-2kn-+-n", g+ ({1l=n})" [ [1-k+n) a; =+ (2+n) az
(1-k* {2+ +3n-n-k(3-2n)) 2~
1 {i2-k+mia+(2sntall)
Inf21}= P3[k ] := (1+k)*
In22= Pa[k 1 := (2-k+mn)*

In[24]:= Solwve [Resultant[P;[k], P:[k+h], k] =0, k]

cu24= {(h—=-3-mn}, (h--3-n)}, (h=-3-n}, (h=-3-n},
h=-3-nl, (h=-3-n}, (h=-3-n}, [(h=-3-n},
h+-3-n}, {fh+-3-n}, (h+-3-n}, (h»-3-n},
h=-3-n}, {(h=-3-n}, {(hs-3-n}, (h=-3-n}}

Inf28l= st[P:[k]] := Exponent [Expand [P;[k]], k]
Inf28l= st[P3[k]] := Exponent [Expand [P3[k]], k]

Inz71= 1e [Pz [k]] :

Coefficient[Expand[P:[k]] ., k, st[P2[k]]]

=

]

2]
i

= lc[P3[k]] ¢

Coefficient [Expand [P3[k]], k, st[P:[k]]]

=

d

ot
i

{st[P2[k]1]1, st[F:[k]], 1e[P[k]], 1c[Ps[k]]}
outzs)= {4, 4, 1, 1}
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(2= 2t [P[k]] := Exponent [Expand[P[k]], k]

2= st[P[k]] - st[Pa[k]] +1

Outf31}= 5

Inf22]= bk ] :=Sum[c,-_;rki, {i, 0, 5}]: b[k]

Inf23= Pa[k] »b[k+1] -P3[k-1] «b[k] - P[k]:
In[24]= CogfficientList[%, k]
In[25]= Map[Equal[#, 0] &, %],

In[25]= Reseni = Together[Solve[%, {cp, 1, C2, O3, C4, Cg, Ap, 31, 22}]1]

. 5(l+n) (216-644n-762n°+447n* - 130n* =+ 15n°) o
Dut[38)= { {cg = — - - r
- 4 {5+4mn)
(564 - 1880n-2473n% - 16050 - 514n* - 650°)
Cp = — - "
S+4n
(990 - 2661n-2649n% - 1157 0¥ =187 n%) o
Oz = — — ! .
2[5 +4mn)

(225 461 n+311nf - 69n?) c;
Cg — : - r
S5+4n

b |

Cg = — {21+ 13n)ecs5, a3 =»-{3+4n) cs,

(3+2mn) |{T+9n+3n") cs l[g.12Zn-6n*-n* o5, -
ay = — - - ; Bz = — - P b

2{l+n) (5+4n) 4 {l+mn) (S+4mn)

Prislusnd soustava ma tedy i netrivialiieSeni. Nalezené neznamé dbsa& do

piredpokladaného  rekurentniho wyfadi pro f(n) , které je ve tvaru

a,f(nN+a f(n+1)+ a f(M-2)=0:

In[27= ag f[n] +a; fn+1] +a; f[n+ 2] /. Be=seni

QuaT= {-(3-4n) £n] cs -

.

(3+2n) [T=9n=3nfl fllsnle: [8212n-6nf=n?) £fl2-n]cs-

- »

Z2{1l+mn) (S+4n) 4 {l+n) (S+494n)
Upravou obdrzime:
In[28]= S1mplify[%«4 (1l +n) (5 +4n) fog] 77 TraditionalForm
[~4(1607 + 480 +4Tn+15) f(n) = 2(627° + 270 +41n+21) f(n+1)+(n+2) fn+2))

Zawrem je mozno konstatovat, Ze hledané Zeilbergen@tovialni rekurentni vyjaeni pro

f(n) existuje pi J=2 aje ve tvaru
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—4(160° + 487+ 4T+ 15 ) 261+ 2+ 4B 2 - D ¢ Df ¢ 2
Tim je Uloha vye3ena. Také stoji za zminku, Ze v prograviaple 14° Ize velmi rychle najit
Zeilbergerovo rekurentni vyj&eni pro f (n). V programu je standardmastaveno, aby toto

vyjadieni bylo nalezenoipvolbé¢ J <6. Toto nastaveni Ize vSakémit pomoci pikazi
MINORDER a MAXORDER Zawrem se peswdéme, Ze v naSem fjpac, tj. pro

f(n):znj[E

4

, hachazime trivialni rekurentni vyj@&mi i J =1 a netrivialni pi J = 2.
k=0

> with(SumTools| Hypergeometric|) :
> T = binomial(x, k)4
T :=binomial(zn, k)4

> MINORDER = 0: _MAXORDER = 1:
> Zpair = Zeilberger(T, n, k, En) :
Error, (in Suniools:-Hypergeonetric:-Zeil berger) No recurrence

of order 1 was found
>

> _MINORDER = 0: _MAXORDER = 2:
> Zpair = Zeilberger(T, n, k, En) :
> L= Zpair,
L:= (n3 +6n° +12n+ 8)En2 + (—12n3 — 540> —82n —42)En
— 641> —192n> — 1885 — 60

\%

Verify(T, 'Zpair', n, k, En)
true

\%

ZeilbergerRecurrence(T, n, k, f, 0 .n)
(-64n° — 1921 — 1881 —60) f(n) + (127> —541* — 821
—2)fn+ 1)+ (P +6r*+120n+8)f(n+2)=0

Vratme se je$t k vySe uvedenému rekurentnimu vyjadi pro f(n). Jedna se o
homogenni linearni rekurentni rovnici druhéadu. Koeficienty u neznamych jsou bohuzel
polynomy promnné n. Vime, ze se fiteme pokusit tuto rovnici wgSit PetkovSekovym
algoritmem (ten nestudujme). Autorem tohoto algauitje slovinsky matematik Marko
PetkovSek, z internetové stranky <http://www.fmklisi/~petkovsek/distrib.m> Ize tento
algoritmus  stahnout v podéb balicku Package urceného pro  progedi
Wolfram Mathematicd&. Vy3e uvedené rekurentni vyjéai pro f (n) bohuzel nelze timto
algoritmem vySdtt, Iépeieceno, algoritmus je v naSenipact nedsgsny. Mizeme se o tom
preswdcit, spustime-li batiek a zadame ifkaz ve formétu

Hypef rekurentni vyjageni==0, f[r], Solutions > All
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(Piiklad 5.4.3)

n.[4n—3
Stanovme satet )
o\ 4k + 2

V prostedi Maple 14° piSme:

> with(SumTools[ Hypergeometric)) :
> T := binomial(4n — 3,4k + 2)
T :=binomial(4n — 3,4k + 2)
>  MINORDER = 0: MAXORDER = 1:
> Zpair = Zeilberger(T, n, k, En) :
Error, (in Suniools:-Hypergeonetric:-Zeil berger) No recurrence
of order 1 was found

Nyni zdivodnime, pr¢ je algoritmus B J=1 nedspgsSny. Obdrzime polynomy
P,(K) =32k* — 16k* (8— 51 X (967 — 120v 35)
+K(128°+ 240 — 146+ 25) B— 8O+ @O- 253,

P,(K) =32k* + 144° + 23% + 17+ B,

P(k) = a,(32k* — 16k* (8n— 51 ¢ (96T — 120w 35) k- 128+ 24b- 148 25
+ 32" — 8®°+ 70¢— 2B+ 3} an (3E-16F— n+1).

S ©mito polynomy Ize nadéle pracovat, protoP¥P,(k), B(k+ H)=1,V he N,. Nyni

budeme hledat stupaeznameho polynomio(k) .

Obdrzime vekto(st(B(K), s{ B(B), 1¢ R(B), 1€ K ¥)=(4, 4, 32, 3g. To znamena,

Ze nastal fipad (2A) a dle pislusného vzorce zfigjeme, Zest(t(k)):l. Dosazenim

polynomu b(k)= ¢+ gk do podminky P,(k)- b(k+1)— R(k—1)- { R= K B hledame

koeficienty a,, a, . Frislusna soustava rovnic ma pouze triviateBeni. VolmeJ =2.

V prostedi Maple 14° piSme:

> _MINORDER = 0: _MAXORDER = 2:

> Zpair = Zeilberger(T, n, k, En) :
> L= Zpair1

L:=-64 —12En+ En’

\%

Verify(T, 'Zpair', n, k, En)
true

\

ZeilbergerRecurrence(T, n, k, f, 0 .n)
-64f(n) —12f(n+1)+f(n+2)=0

Pri J=2 algoritmus dosahl ugphu. Pro J=2 bychom mohli v prosedi

Wolfram Mathematic® ® postupovat nasledo¥n
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tlk ] :=5mm[a;«F[n+3, k1, {1, 0, 2}]1:
Flo , £k ] :=Binomial[4no-3, 4k + 2]

Simplify[Together[FunctionExpand [t[k+ 1] 7 t[k]1]1]11]

32k s 144k s 238K s 171k + 45

Pslk ] :

Pa[k ] :=32k'-16k" (8n+3) +2k” (96n" + 72n+11) -
k (128n*+144n’+44n+3) +n (320’ + 48n° + 22+ 3)

P[k ] :=
n(32n’-16n’-2n+1)
{ 4 3 2 2
a; (32K -16k" (Bn+3) +2k” (96n” +72n+11) -
k(128n° +144n” + 44n+3) +n (32n° + 48n° + 22n+ 3) ) +
az (32n*+112n° + 1420 + 770+ 15) ) +
ap (1024 k* - 1024k” (Bn-1) + 896" (32n° -8n-1) -

896 k° (64n° - 24n° —6n+1) +

28 k* (2560 n" - 1280n” - 480n° + 160n+ 7) -

28 k* (2048 1n° - 1280n" - 640n’ + 320n” + 28n-7) +

x* (28672n° - 21504 n° - 13440n* + 89600 + 1176n° - 588n- 9) +

k (-8192n" + 7168 n° + 5376 n° - 4480 n* - 7841’ + 588 n° + 18n - 9) +

n (1024n’ -1024n° - 896n° + 896 n" + 196n” - 1961n° - 9n + 9}
Solve [Resultant[P;[k], Ps[k+hl, k] =0, k]
2t[P2[k]] := Exponent [Expand [F-[k]]1, k]
st[P3[k]] := Exponent [Expand [P3[k]], k]
lc[Pa[k]] := Coefficient [Expand[P:[k]], k, st[P:[k]]1]
1c[P3[k]] := Coefficient[Expand[P;[k]], k, st[P:[k]11]
{=t[Pa[k]], 2t[P3[k]], 1o[P:[k]], 1c[P3[k]]}
st[P[k]] := Exponent [Expand [FP[k]], k]
st[P[k]] - st[P:[k]] +1
b[k ] :=Smm[c;iak, {i, 0, 5}]
Po[k] «b[k+1] -P3[k-1] «b[k] - P[k]
CoefficientLi=t[%, k]
Map [Eqmal [#, 0] &, %]
Re=seni = Together [Sclve[%, {cp, C1, C2, C3, Ca, Cg, Bg, 21, 3z1]]
flo ] :=5mm[Binomial[4n -3, 4k +2], {k, 0, n}]

if[21, £[3]}

Clear[f]
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gpef[n] +ay+«f[n+1] +a«f[n+ 2] /. Reseni

Zajemce si mMize zadanim této posloupnostiikazi owéfit, Zze Zeilbergerovo rekurentni
vyjadieni pro f(n) je ve tvaru f(n+2)—12f (n+ 1)— 64f )= (, jak jsme jiz zjistili
v prostedi Maple 14°. Zbyva vyesit rekurentni rovnicif (n+ 2)—12f (n+ 1)— 64f ()= (

s paatenimi podminkami f (2)=10, f(3)=120. Této rovnici pislusi charakteristicka
rovnice \*>—12\—64= C, jejiz levou stranu rozlozime v som linearnich faktoi:
(A+4)(A —16)= 0. Charakteristicka rovnice ma duvine realné keeny\ =—4, \, =16, a
proto obecnéieSeni rekurentni rovnicecekavame ve tvaruf (n)= C\'+ C\, neboli
f(n)=C(—4)"+ C,16", kde C,, C, jsou redlné konstanty. Tyto konstanty nynéiune
pomoci péateinich podminek — to nas vetksit nasledujici soustavu rovnic:

10=C,- (-4¥+C,- 16 (pron=2)

120=C,- (- 4y +C,- 16 (pron=3)

Kofeny této soustavy jsouClzl , G, 1

5 =3 A proto obecné teSeni rovnice

f(n+2)—12f (n+ 1)— 64f )= (je ve tvaruf(n)::—é-(—4)n +3i2-16“, po drobné Gpray

n.(4n—3
mémefm)zz5”%4(—D”+2”yJeuijiék }:25“ﬂ4(—3”+2”y
o4k +2
(Piiklad 5.4.4)

n.(5n
Stanovme satet .
o (5K

Postup bude zcela analogicky postmpv predchozich fikladech, a proto uvé&fime pouze
vyznamné kroky. Spravnost vyslediednotlivych kroki si miZze zajemce adfit vyuzitim
postum uzitych v redchozich fikladech. Nejprve naleznentédd Zeilbergerovo rekurentni
rovnice, tj. ¢islo J, v prostedi Maple14® . To provedeme obdobnym igobem jako
v predchozim pikladk. ZjiStujeme, ze existuje netrivialni rekurentni vyjédi pro f (n) az
teprve i J =3. Dalsi kroky provagme v prostedi Wolfram Mathematice® ®. Nalézame
jisté polynomyP,(k), R(k) a P(k), které zde neuvéfme (zabrali bychom mnoho mista v
textu). Pro tyto polynomy jeD(P,(k), B(k+ H)=1,VheN,, tudiz sé&mito polynomy
budeme nadale pracovat. Nyni hledame stupgznamého polynomh(k), nalézame vektor

(st(R(K), st B(RB), I¢ X B), 1€ R K)=(5, 5 — 625, 62F, to znamend, Ze nastava
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piipad (1) . Podle pisluSného vzorce zfisjeme, ze polynonb(k) je desatého stupn
Dosazenim polynomib(k) do podminky B, (k)- b(k+1)— B(k-1)- { k= K B hledame
koeficienty a,, a,, a,, a,. FrisluSna soustava rovnic ma saiea netrivialnireSeni. Odtud
ziskavame Zeilbergerovo rekurentni vyl pro f(n) , které je ve tvaru

353 21
f(nN)— fA4+n)——
(n) 3 (1+n) 3

charakteristickd rovnice \*—21\*>— 353\ + 32= ( , jejiz kaeny jsou \ =32 ,

f(2+ n)+?12f(3+ n)= 0. Této rekurentni rovnici odpovida

A\, :%(—11— 5J75) a&:%(—ly 5J?3) S vyuzitim péatenich podminekf (1), f(2) a

f (3) obdrzime obecn&Seni vySe uvedené rekurentni rovnice ve tvaru
11 5/5| 11§75
T2

Nakonec je mozné jeSprovést zkousku Waple 14° obdobnym zpsobem jako v z&vru

)

k=0

f(n):%32“+2

2 2

piikladu 5.4.2 Zawrem této kapitoly srovnejme naSe vypo proveditelné v progedi
Mathematica9 ® . Nasledujici tabulka (tab. 1) byla sestavena ndagd uZiti postuj

uvedenych v této kapitole a uziti posiupvedenych v fedchozi kapitoleCisla 1, J jsou ta

nejmensi, fi kterych teprve dana metoda dokazala stanovit bindpiislusné sumyCislo n

predstavuje péet rovnic dané soustavy, kterou byloiedia vyesit.

Zeilbergerav algoritmus Metoda M. Fasenmyerove
Sumand J n I J n
2n+1
(ZK + 1] 1 3 2 2 9
N
(kj 2 9 5 5 41
4an-3
(4k + 2) 2 9 4 4 33
(n + kj -
k 1 2 1 1 3
1 (n
k+2 (kj 1 3 1 2 5
tab. 1
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Z hodnot této tabulky samigmé nelze vyvozovat obecné zZfy a srovnavat
efektivitu i rychlost ¢échto dvou metod. Hledame-li hodnotu danéhoc¢gowzitim dané
metody, pditac ve skuténosti nepracuje tak, jak jsme postupovali v pexit
Wolfram Mathematic® ®. My jsme tento program pouzili jakozto ,lepsi kaldeku®, to
znamena, Ze jsme provdidurcité kroky, ke kterym nas vedl teoreticky popis damétody.
Jednotlivé kroky byly provashy pouze pro nazornost. V situaci, v niz samotgptimus je
spustn v daném algebraickém systému, se postupuje jmakace algoritmu trva mnohem
kratSi dobu. Dané soustava rovnic jgeena zfisobem, v BmZ jsou pouZity tzv. arbitrary
constants, a diky tomu feSeni této soustavy nalezeno za dobu velmi kratkou.

Také stoji za zminku, Ze metodu Sestry Mary Celkasenmyerové nenalezneme
v balicku sumtools programMaple14®, zatimco Zeilbergéw algoritmus ano. Paténjeji
metoda pestala byt postuperasu pouzivana, v sedmeé verzi tohoto programu jefodu
jeSE€ je mozné spustit.

Zakorteme tento text nasledujicim komeweté. Budeme-Ili pohliZet na Zeilberger
algoritmus jako na ,rozEni“ metody Sestry Mary Celine Fasenmyerove, pofmuZity

Gospetiv algoritmus na toto roz&ni je velmi ,silnym nastrojem®.
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Zavér

Vypracovanim sveé diplomové prace jsem se snazihppdpis pokréilych suma&nich
algoritmi, zejména Zeilbergerova algoritmu. Nezbytnym pexttem popisu byl program
Wolfram Mathematic®®, bez jehoz pomoci by tato diplomova prace nemaftasiknout.

V mnoha situacich bylo totiz petba sestavit vlastnitiglad a to takovy, ktery byazorné

popsal dany sundai algoritmus a ukazal, jak slozitou cestou seeathscinnost algoritmu
bude ubirat. Pomocnym programem se stal gely(této praceMaple14®, ktery gispsl

poskytnutim informace, zda existuje rekurentni digai pro dany saiet a jaka je hodnota
fadu rekurentni rovnice popisujici tento &etu Studium dchto pokrd@ilych sumanich
algoritmi m¢ utvrzuje v nazoru, Ze jejich vytieni je vysledkem poctivé a usilovné prace
jejich autofi. Poznal jsem, Ze vyt#@ni tchto algoritnii je nezbytné krozvoji vyse
uvedenych matematickych programa diky tmto algoritmim se lze vyhnout pouZziti
numerickych metod. Vigledku toho je moZzno¢hem rekolika zlomki sekundy obdrzet
hodnotu hledaného sétw zadanim jedinéhatikazu.

Dale n® toto studium finasi jisté poznatky, které studesmiské véejné vysoké Skoly
nema moznost ziskat, nabstudium &chto algoritni neni obsahem ¢iva nasich Skol.
VétSinu informaci nezbytnych k vytieni této prace bylo nutno ziskat z anglicky psanych
zdrojia, coz castokrat pinaselo jista uskali, népv situaci, v niz zdroje nerozliSovaly rozdil
mezi pojmy posloupnost a funkce, oba pojmy splywajgden. Domnivam se, Ze obsah této
prace nize poslouzit zajemci o studium hypergeometrickiamh mize byt také zakladem ke

vstupu do studia proslavendVN - Z Theory slouzici k efektivnimu dokazovani

kombinatorickych identit¢i dokonce vstupem do studia PetkovSekova algoritkbery je
zékladnim nastrojem hledanieSeni linearnich rekurentnich rovnic s polynomiaini
koeficienty a tim tedy i pomocnym nastrojem paiseh suma&nich algoritni.

Diky studiu sumeénich algoritnii a studiu prace s matematickym softwarem jsem
navic ziskal znalosti, které jsem uplatnil fwvorb¢ jednoduchych pofitek, které je mozno
vyuzit @i vyuce matematiky na zakladnich nebdedhich Skolach, Ize na tomto ndist
jmenovat nap vytvoreni generatoru ifklada soustav linedrnich rovnic nebo i jinych
pomicek, jejichz funkce &innost miZe laikovi Fipadat velmi jednoduchd, avSak vyieai

takové ponicky nemusi byt vzdy snadnym ukolem.
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Resumé

This dissertation deals how to determinate valueshe definite sum, in which
summand figure binomial coefficients. It includé® tuse of binomial theorem, appropriate
adjustments of the summand and the use differeatidl integral calculus. Then the thesis
deals with modes of the simplest recurrence relatend after that deals with the description
of the computer summation algorithm. These are &dsgBummation Algorithm that works
with the hypergeometric sequences, The Method ste6Mary Celine Fasenmyer working
with the sum, which summand is proper hypergemd&im, Zeilberger's algorithm also
known asThe Mehod Of Creative Telescopitigt uses the processes of Gosper’s algorithm

and ideas of sister Fasenmayer’s method. Thisstltesitains many solved examples, more
complicated calculations are done in progriolfram Mathematic®® . The auxiliary
program for thepurpose of this dissertatioMaple14® contributed information if the

recurrence relation for the given sum exists andtwifalue of the recurrence relation order

describing this sum is.
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