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Zdeňka Baxová
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Abstrakt
Práce se zabývá kontaktńım problémem pružných těles, řešeném pomoćı metody
konečných prvk̊u (MKP). Popisuje matematický základ problému, metodu koneč-
ných prvk̊u a jej́ı aplikaci na problém a následnou implementaci v programovém
prostřed́ı MATLAB. Práce se zaměřuje na vhodnou realizaci úlohy ve formě skriptu
a ověřeńı jeho funkčnosti. Na závěr jsou uvedeny výsledky źıskané ze skriptu a také
jeho možné zkvalitněńı a daľśı úpravy vedoućı k zlepšeńı chováńı metody.
Kĺıčová slova : pružnost, metoda konečných prvk̊u, MKP, Galerkinova
metoda, MATLAB

Abstract
This thesis deals with contakt problem of elastic bodies, two or more, solved by finite
element method (FEM). It describes mathematical priciples of contact problem,
finite element method algorithm and it’s implementation in MathWorks Matlab.
The paper focuses on creating the application, which would be able to solve the
problem efficiently and correctly. In counclusion paper presents outcomes of several
tests and contains some improvements as a suggestion for the future research.
Keywords : elasticity, finite element method, FEM, Galerkin method,
MATLAB
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4.1 Experiment 1 - čtvercová śıt’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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4.4 Experiment 2 - schéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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podmı́nky v dolńım tělese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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Úvod

V dnešńı době, ve které se technologie každým dnem vyv́ıjej́ı lež́ı na firmách po
celém světě velice těžký úkol. Pokud chtěj́ı udržet krok s konkurenćı, muśı stále
zlepšovat své produkty a nab́ızet nové a lepš́ı funkce. Zásadńı problém však nastává,
pokud je postup výroby onoho produktu nákladný. Jako demonstrativńı př́ıklad
může být uveden např́ıklad automobilový pr̊umysl. Zdálo by se, že v testováńı určité
součástky do nového automobilu nebude př́ılǐs nákladné, ovšem opak je pravdou.
Na zmı́něnou součástku se muśı aplikovat mnoho test̊u, jakým je např́ıklad teplotńı
a deformačńı analýza. Pokud součástka selže, vyvstává nutnost vytvořit novou a
znovu j́ı otestovat. Takto může firma lehce přij́ıt o značné množstv́ı finanćı. Naštěst́ı
však existuje levněǰśı varianta. Dı́ky poč́ıtač̊um je možné všechny potřebné testy
provést ještě předt́ım, než je vyrobena prvńı součástka. Takové testováńı je nazváno
simulačńı.

Základem takových simulaćı je často metoda konečných prvk̊u, která tvoř́ı
základńı stavebńı kámen této práce. Konkrétně se text této práce bude věnovat
řešeńı kontaktńıho problému pružných těles ve 2D prostoru. Pružným tělesem je v
tomto př́ıpadě myšlena obecná polygonálńı oblast s určitými fyzikálńımi vlastnostmi.
Kontaktńı problém pak spoč́ıvá ve zjǐst’ováńı chováńı několika oblast́ı, které na sebe
při zat́ıžeńı vněǰśımi silami p̊usob́ı, č́ımž docháźı k posuv̊um a deformaćım v obou
tělesech.

Text této práce je členěn do kapitol tak, aby postihl všechny úhly pohledu na
řešenou úlohu. Nejdř́ıve bude v Kapitole 1 podrobně popsána matematická teorie,
která se skrývá za tématem tohoto textu. Součást́ı této části bude zejména popis
všech vztah̊u a jejich souvislost́ı. V Kapitole 2 bude představena metoda koneč-
ných prvk̊u a s t́ım spjatá i diskretizace úlohy na tvar, ze kterého je možné přej́ıt k
implementaci, které bude věnována Kapitola 3. S diskretizaćı úlohy jde ruku v ruce
také diskretizace oblast́ı, přičemž v této práci se t́ım mysĺı téměř výhradně triangu-
lace na trojúhelńıkové elementy. V rámci implementace v Kapitole 3 budou popsány
nejd̊uležitěǰśı části algoritmu tak, aby byl čtenář schopný na základě těchto popis̊u
zmı́něné části sám implementovat. Na konci kapitoly budou všechny části dány do
souvislost́ı tak, aby bylo možné pochopit celou implementaci kontaktńıho problému.
S t́ım samozřejmě souviśı i fakt, že kompletńı implementace je součást́ı př́ılohy k
této práci.

Kapitola 4 bude obsahovat nejd̊uležitěǰśı část celé práce a to výsledky několika
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navržených a podrobně popsaných experiment̊u. Většina výsledk̊u bude mı́t podobu
graf̊u zobrazuj́ıćıch tělesa před a po vyřešeńı úlohy. Součást́ı výsledk̊u však bude i
graf závislosti časové náročnosti na hustotě śıtě oblasti, respektive oblast́ı.

Nakonec bude celá práce shrnuta v závěru, který poṕı̌se splněńı ćıl̊u práce, které
jsou postaveny na podrobném prozkoumáńı a vyřešeńı kontaktńıho problému. Sou-
část́ı tohoto shrnut́ı bude i nástin směr̊u, kterými by bylo možné celou práci rozš́ı̌rit.
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Kapitola 1

Formulace problému pružnosti

Úlohou pružnosti je myšleno řešeńı problému zat́ıžeńı tělesa s danou tuhost́ı. Řešeńı
úlohy vede na soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Ideálńı by bylo řešeńı
analytické, které by poskytlo přesné výsledky. Jak však bude ukázáno, tak v praxi
analytické řešeńı většinou neńı možné kv̊uli složitosti problému vypoč́ıtat. Proto se
k řešeńı využ́ıvá numerické řešeńı metodou konečných prvk̊u, jej́ıž výsledky jsou
aproximaćı analytického řešeńı. Než však bude popsána metoda konečných prvk̊u je
vhodné formulovat úlohu pružnosti.

1.1 Klasická formulace

Nejprve je potřeba nadefinovat oblast, na které bude úloha řešena. Mějme oblast
Ω, která má lipschitzovskou hranici 𝜕Ω. Tedy hranici, která je lokálně popsatelná
lipschitzovskou funkćı. Pojmem oblast se rozumı́ souvislá a omezená množina bod̊u
prostoru R2. Hranici 𝜕Ω můžeme rozdělit na dvě disjunktńı části: 𝜕Ω = 𝜕Ω𝐷∪𝜕Ω𝑁 ,
kde 𝜕Ω𝐷 je část hranice se zadanými posuvy a 𝜕Ω𝑁 je část hranice se zadaným
napět́ım.

Úloha pružnosti řešená na oblasti Ω je popsána pomoćı základńı podmı́nky rov-
nováhy

𝜕𝜏𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗

(𝑢𝑖) + 𝑓𝑖 = 0 𝑥 ∈ Ω, (1.1)

a okrajových podmı́nek
𝑢𝑖 = ̂︀𝑢𝑖, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝐷 (1.2)

𝜏𝑖𝑗𝑛𝑗 = ̂︀𝜎𝑖, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑁 , (1.3)

kde 𝑢𝑖 jsou neznámé posuvy, 𝑛𝑗 je vněǰśı normála k př́ıslušné části hranice, 𝜏𝑖𝑗 je
tenzor napjatosti a 𝑓𝑖 je śıla p̊usob́ıćı na danou oblast.

Dále je potřeba uvést několik d̊uležitých vztah̊u. Vztah pro tenzor napjatosti
udává Hooke̊uv zákon ve tvaru

𝜏𝑖𝑗(𝑢𝑖) = 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙(𝑢𝑖) 𝑥 ∈ Ω, (1.4)
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kde 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 je elastický tenzor obsahuj́ıćı pouze konstanty.
Daľśım vztahem je definice Cauchyova tenzoru přetvořeńı

𝑒𝑖𝑗 =
1

2

(︂
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝑥 ∈ Ω. (1.5)

Klasickým řešeńım této úlohy se rozumı́ hledáńı funkce 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω) takové, aby
vyhovovala výše uvedeným vztah̊um, tedy i okrajovým podmı́nkám. Toto řešeńı se v
jednodušš́ıch úlohách dá určit př́ımo. Bohužel u většiny úloh, které jsou rozsáhleǰśıho
charakteru nelze toto řešeńı naj́ıt a proto se častěji použ́ıvá řešeńı numerické. Pro
určeńı řešeńı této úlohy použijeme tzv. slabé formulace (resp. slabé řešeńı).

1.2 Slabá formulace

Pro odvozeńı slabého řešeńı potřebujeme variačńı formulaci naš́ı úlohy. Vezměme ob-
last Ω popsanou výše a na ńı prostor 𝑈 = 𝑈(Ω) což je prostor po částech hladkých
funkćı definovaných na Ω takový, který je podprostorem prostoru spojitě diferenco-
vatelných funkćı 𝐶1(Ω). Do tohoto prostoru patř́ı slabé řešeńı úlohy pružnosti.

Pro převedeńı výše uvedené úlohy na variačńı formulaci je třeba definovat prostor
tzv. testovaćıch funkćı:

𝑉 = {𝑣 ∈ 𝑈 : 𝑣(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ 𝜕Ω𝐷} . (1.6)

Testovaćım funkćım se také ř́ıká virtuálńı nebo možná posunut́ı. U těchto funkćı
plat́ı následuj́ıćı: jestliže u je řešeńım okrajové úlohy, potom u+v splňuje zadanou
okrajovou podmı́nku Dirichletova typu. Pokud v ∈ 𝑉 , pak plat́ı integrálńı identita
ve tvaru: ∫︁

Ω

(
𝜕𝜏𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗

(𝑢𝑖) + 𝑓𝑖)𝑣 𝑑𝑥 +

∫︁
𝜕Ω𝑁

(̂︀𝜎𝑖 − 𝜏𝑖𝑗𝑛𝑗)𝑣 𝑑𝑥 = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉. (1.7)

Na prvńı část prvńıho integrálu rovnosti aplikujeme Greenovu větu, rozeṕı̌seme jed-
notlivé integrály a dále zjednoduš́ıme. Dostaneme:

−
∫︁
Ω

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗

𝜏𝑖𝑗(𝑢𝑖) 𝑑𝑥 +

∫︁
Ω

𝑓𝑖𝑣 𝑑𝑥 +

∫︁
𝜕Ω𝑁

̂︀𝜎𝑖𝑣 𝑑𝑥 = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉. (1.8)

Tato rovnost je splněna pro funkci 𝑢, na kterou klademe menš́ı nároky, tedy je
jednodušš́ı ji naj́ıt. Do rovnosti je třeba ještě dosadit Hooke̊uv zákon a vztah pro
Cauchẙuv tenzor deformace, č́ımž dostaneme výslednou integrálńı identitu, která
již zahrnuje okrajové podmı́nky Neumannova typu a je tedy nutné předepsat pouze
podmı́nky Dirichletova typu.
Definujme tedy prostor funkćı 𝑈𝐷, což je prostor funkćı z 𝑈 takový, že tyto funkce
splňuj́ı Dirichletovu okrajovou podmı́nku. Potom slabé řešeńı problému lze popsat
funkćı 𝑢 takovou, že patř́ı do prostoru 𝑈𝐷 a zároveň splňuje integrálńı identitu (1.8)
doplněnou o Hooke̊uv zákon a vztah pro Cauchẙuv tenzor.
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1.3 Kontaktńı problém

Úloha kontaktu dvou či v́ıce těles [2] má stejný základ jako úloha pružnosti, pouze
je definováno v́ıce část́ı hranice a t́ım i v́ıce okrajových podmı́nek. Označme části
hranice 𝜕Ω𝐷, 𝜕Ω𝑁 a 𝜕Ω𝐶 , což jsou postupně části hranice s podmı́nkou Dirichletova
typu, podmı́nkou Neumannova typu a posledńı část hranice je hranice na kontaktu,
tedy ta, kde se oblasti dotýkaj́ı. Řeš́ıme úlohu v následuj́ıćım tvaru:

𝜕

𝜕𝑥𝑗

𝜏𝑖𝑗(𝑢
𝑙
𝑖) + 𝑓 𝑙

𝑖 = 0 𝑥 ∈ Ω,

𝑢𝑖 = ̂︀𝑢𝑖, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝐷, (1.9)

𝜏𝑖𝑗𝑛𝑗 = ̂︀𝜎𝑖, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑁 ,

𝑢𝑘
𝑛 − 𝑢𝑙

𝑛 ≤ 0, 𝜏 𝑘𝑙𝑖𝑗 ≤ 0, (𝑢𝑘
𝑖 − 𝑢𝑙

𝑖)𝜏
𝑘
𝑖𝑗 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝐶 ,

kde 𝑢𝑘
𝑛 = 𝑢𝑘

𝑖 𝑛
𝑘
𝑖 , tedy pr̊umět posuvu do směru normály k oblasti, a 𝑢𝑙

𝑛 = 𝑢𝑙
𝑖𝑛

𝑘
𝑖 =

−𝑢𝑙
𝑖𝑛

𝑙
𝑖 , indexy 𝑘 a 𝑙 označuj́ı jednotlivé oblasti kontaktu.

Slabé řešeńı této úlohy odvod́ıme stejným zp̊usobem jako řešeńı úlohy na pružnost,
kde jsme dostali integrálńı identitu ve tvaru:

𝑎(𝑢, 𝑣) = 𝑏(𝑣) ∀𝑣 ∈ 𝑉, (1.10)

kde 𝑎(𝑢, 𝑣) =
∫︀
Ω
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙(𝑢

𝑙)𝑒𝑖𝑗(𝑣
𝑙) 𝑑𝑥 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 a 𝑏(𝑣) =

∫︀
Ω
𝑓𝑖𝑣 𝑑𝑥+

∫︀
𝜕Ω𝑁

̂︀𝜎𝑖𝑣 𝑑𝑥 𝑢, 𝑣 ∈
𝑉 .

Mějme prostor 𝐾 =
{︀
𝑣 ∈ 𝑉 : 𝑣𝑘(𝑥) − 𝑣𝑙(𝑥) ≤ 0 ∀𝑥 ∈ 𝜕Ω𝐶

}︀
, kde 𝑉 je prostor testo-

vaćıch funkćı. Pak můžeme definovat slabé řešeńı kontaktńıho problému následovně:
Řekněme, že funkce 𝑢 ∈ 𝐾 je řešeńım kontaktńıho problému, jestliže plat́ı:

𝑎(𝑢, 𝑣 − 𝑢) ≥ 𝑏(𝑣 − 𝑢) ∀𝑣 ∈ 𝐾, (1.11)

kde tvary bilineárńı formy 𝑎 a lineárńı formy 𝑏 jsou uvedeny výše.
Problém (1.11) je ekvivalentńı problému hledáńı funkce 𝑢 ∈ 𝐾 tak, aby

𝐿(𝑢) = min
𝑣∈𝐾

𝐿(𝑣), (1.12)

kde 𝐿(𝑣) je kvadratický funkcionál ve tvaru 𝐿(𝑣) = 1
2
𝑎(𝑣, 𝑣) − 𝑏(𝑣).
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Kapitola 2

Metoda konečných prvk̊u

Metoda konečných prvk̊u (MKP) je numerická metoda založená na diskretizaci kon-
tinuálńıho tělesa a jemu př́ıslušej́ıćıho slabého řešeńı. Výsledkem je tedy numerické
řešeńı p̊uvodně spojitého problému.

2.1 Galerkinova metoda

Celý řešený problém je třeba převést z ∞-dimenzionálńıho prostoru do prostoru
konečně-dimenzionálńıho, protože jinak by nebylo možné řešit problém numericky.
Pro tento převod se použ́ıvá několik metod, nejobecněǰśı je Galerkinova metoda
[13]. Princip Galerkinovy metody spoč́ıvá v nalezeńı přibližného řešeńı 𝑢𝑁 ∈ 𝑉𝑁

takového, že splňuje
𝑎(𝑢𝑁 , 𝑣𝑁) = 𝑏(𝑣𝑁), (2.1)

kde 𝑣𝑁 a 𝑢𝑁 jsou z prostoru 𝑉𝑁 , který je podprostorem prostoru testovaćıch funkćı 𝑉
a plat́ı, že bázi prostoru 𝑉𝑁 tvoř́ı prvńıch N prvk̊u báze prostoru 𝑉 . Dı́ky vlastnostem
prostoru můžeme každou funkci 𝑣𝑁 ∈ 𝑉𝑁 psát jako lineárńı kombinaci bázových
prvk̊u, tedy 𝑣𝑁 =

∑︀𝑁
𝑛=1 𝛼𝑛𝑣𝑛, kde 𝛼𝑛 jsou č́ısla, a dále také plat́ı, že každá funkce

𝑣𝑁 lež́ı i v prostoru 𝑉 . Můžeme proto psát, že prostor 𝑉𝑁 je aproximaćı prostoru
𝑉 a funkce 𝑢𝑁 je Galerkinovou aproximaćı hledaného řešeńı 𝑢. Jelikož řešeńı 𝑢𝑁 je
z prostoru 𝑉𝑁 lze jej vyjádřit jako lineárńı kombinaci bázových funkćı 𝑣𝑁 , tedy ve
tvaru:

𝑢𝑁 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑣𝑖. (2.2)

Dále pokud dosad́ıme do naš́ı rovnosti za 𝑢𝑁 a zároveň za 𝑣𝑁 postupně voĺıme
jednotlivé bázové funkce prostoru 𝑉𝑁 dostaneme soustavu lineárńıch algebraických
rovnic ve tvaru

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑎(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) = 𝑏(𝑣𝑗) 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁. (2.3)
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Pokud dále také postupně voĺıme mı́sto libovolných funkćı 𝑣𝑗 př́ımo jednotlivé bázové
funkce prostoru 𝑉𝑁 a tuto rovnost zaṕı̌seme maticově, dostaneme výslednou soustavu

Ax = b, (2.4)

kde 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑁 ] jsou hledané neznámé, matice A má prvky 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) a
vektor b je vektor pravých stran.

2.2 Metoda konečných prvk̊u

Metoda konečných prvk̊u je metoda se speciálńı konstrukćı bázových funkćı v me-
todě Galerkinova typu. Tyto bázové funkce definujeme na dané naśıt’ované oblasti.
Nejprve je tedy třeba vytvořit śıt’.

2.2.1 Diskretizace oblasti

Definujme děleńı naš́ı oblasti Ω na podoblasti, jejichž velikost je omezena parame-
trem h. Pro 2D se jako podoblasti použ́ıvaj́ı obecně mnohoúhelńıky, nejčastěǰśımi
jsou trojúhelńıky nebo čtyřúhelńıky. Parametr h určuje maximálńı délku hrany. Tyto
podoblasti budeme nazývat prvky. Zaved’me děleńı 𝑆 pomoćı trojúhelńık̊u 𝑇𝑖 násle-
dovně

𝑆 = {𝑇𝑖}, (2.5)

kde 𝑇𝑖 = {𝑋𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3} jsou trojúhelńıky tvořené 3 body 𝑋𝑗, které lež́ı v dané
oblasti a pro které plat́ı:

∙ dva trojúhelńıky 𝑇𝑖 a 𝑇𝑗 pro 𝑖 ̸= 𝑗 maj́ı společnou nejvýše jednu hranu

∙ sjednoceńım všech 𝑇𝑖 dostaneme p̊uvodńı oblast s polygonálńı hranićı (dosta-
neme pouze aproximaci hranice)

∙ vnitřky dvou libovolných trojúhelńık̊u maj́ı prázdný pr̊unik

Plat́ı, že hranice oblasti je aproximována po částech stranami jednotlivých trojúhel-
ńık̊u resp. čtyřúhelńık̊u. Pro celou úlohu plat́ı, že č́ım jemněǰśı děleńı, tedy menš́ı
parametr h, t́ım přesněji je aproximováno klasické řešeńı. V této práci byla využita
diskretizace pomoćı trojúhelńık̊u (viz. obr. 2.2) a pro nejjednodušš́ı oblast ve tvaru
obdélńık̊u i pomoćı čtyřúhelńık̊u (viz. obr. 2.1).

Jelikož je problém řešen na kontaktu dvou či v́ıce těles je třeba definovat podobu
diskretizace na kontaktu těchto oblast́ı. Pro tuto společnou část hranice mohou
nastat dvě možnosti. Bud’ plat́ı,že uzly obou śıt́ı 𝑥𝑖 na hranici kontaktu maj́ı společné
souřadnice, nebo některé uzly padnou do hrany trojúhelńıku z druhé śıtě. Prvńı
možnosti se ř́ıká konformńı a druhé nekonformńı śıtě. Oba druhy śıt́ı jsou zobrazeny
na obrázku 2.2.
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Obrázek 2.1: Diskretizace oblasti pomoćı čtyřúhelńık̊u
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Obrázek 2.2: Diskretizace oblasti pomoćı trojúhelńık̊u - př́ıklad konformńı vlevo a
nekonformńı śıtě vpravo

2.2.2 Bázové funkce

Bázové funkce pro úlohu voĺıme tak, aby splňovaly následuj́ıćı:

∙ byly na každém prvku polynomem zvoleného stupně

∙ byly nenulové na části oblasti (pouze několik málo prvk̊u), tedy měli malý
nosič

∙ byly lineárně nezávislé

∙ měli na celém prvku určitý stupeň hladkosti (potřeba kv̊uli derivaci)

∙ splňovali interpolačńı podmı́nky.
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Volba bázových funkćı záviśı také na řešené úloze, protože pro úlohu vyšš́ıho
řádu, tedy úlohu s rovnićı obsahuj́ıćı vyšš́ı derivace, muśıme volit stupeň polynomu,
tvoř́ıćıho bázové funkce tak, aby odpov́ıdal rovnici úlohy. Tedy např́ıklad pro úlohu s
rovnićı druhého řádu se obvykle voĺı lineárńı bázové funkce, resp. po částech lineárńı,
jelikož tyto funkce muśı splňovat, že maj́ı malý nosič.

V této práci byly použity po částech lineárńı bázové funkce, nebot’ máme řešit
rovnici druhého řádu. Tyto funkce splňuj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

∙ jsou lineárně nezávislé

∙ na každém prvku obsahuj́ıćım uzel śıtě 𝑋𝑛 jsou ve tvaru lineárńıho polynomu
𝑁𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑘𝑥 + 𝑏𝑘𝑦 + 𝑐𝑘

∙ splňuj́ı interpolačńı podmı́nky na trojúhelńıku 𝑇𝑖 (viz. 2.6)

∙ jsou nenulové pouze na trojúhelńıćıch př́ıslušej́ıćıch uzlu v̊uči kterému jsou
definované.

Interpolačńı podmı́nky pro bázovou funkci 𝑣𝑛 definované v̊uči uzlu 𝑋𝑛 jsou ta-
kové, že

𝑣𝑛(𝑋𝑛) = 1, 𝑣𝑛(𝑋𝑚) = 0 ∀𝑚 ̸= 𝑛. (2.6)

2.2.3 Sestaveńı matic

Při sestavováńı matice tuhosti a vektoru zat́ıžeńı tohoto problému vycháźıme z tvaru
bilineárńı formy a lineárńı formy popsané výše. Jednotlivé prvky matice tuhosti jsou
určeny bilineárńı formou 𝑎(𝑣𝑖, 𝑣𝑗). Dı́ky speciálńı volbě bázových funkćı popsaných
výše můžeme ř́ıci, že prvek matice je nenulový pouze tehdy, když bázové funkce 𝑣𝑖
a 𝑣𝑗 př́ıslušej́ı prvk̊um i a j, které maj́ı společný uzel. Matice tuhosti je čtvercová
matice řádu N, kde N je počet uzl̊u śıtě. Tato matice je také symetrická, což vyplývá
z vlastnost́ı bilineárńı formy 𝑎(𝑣𝑖, 𝑣𝑗), která je symetrická. Dále je možné matici
uvažovat jako ř́ıdkou, jelikož každý uzel soused́ı jenom s konečným počtem daľśıch
uzl̊u.

Celkovou matici tuhosti pro úlohu kontaktu poskládáme z matic tuhosti pro
jednotlivá tělesa. Tato matice vypadá následovně:

A12 =

[︂
A1 0(2𝑁,2𝑀)

0(2𝑀,2𝑁) A2

]︂
,

kde A1 a A2 jsou matice tuhosti pro tělesa a 0 znamená nulová matice odpov́ı-
daj́ıćı velikosti. Jednotlivé matice tuhosti poskládáme z matic spočtených vždy pro
př́ıslušný prvek a následně přičtených do globálńı matice. Prvky matice tuhosti pro
element vypočteme následovně:

A𝑒 = B𝑇EB, (2.7)
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kde matice B je matice poskládaná z derivaćı bázových funkćı a matice E je matice
koeficient̊u. Těmito koeficienty jsou Lamého koeficienty 𝜆 a 𝜇, které jsou určené z
Youngova modulu pružnosti 𝐸 a Poissonovy konstanty 𝜈:

𝜆 =
𝐸𝜈

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
𝜇 =

𝐸

2(1 + 𝜈)
.

Následně je třeba matice A𝑒 umı́stit do globálńı matice tuhosti A. Pro tuto operaci
(jde o přič́ıtáńı) je třeba pouze kontrolovat, aby se jednotlivé prvky matice A𝑒 přičetli
na správné pozice v globálńı matici. Toto zajist́ıme pomoćı oč́ıslováńı uzl̊u śıtě. Uzly
máme oč́ıslovány a matice tuhosti má jednotlivé řádky resp. sloupce seřazeny podle
tohoto č́ıslováńı. T́ım źıskáme kontrolu nad přič́ıtáńım A𝑒. Využit́ım č́ıslováńı uzl̊u
přǐrad́ıme jednotlivé prvky matice A𝑒 do celkové matice tuhosti tělesa A tak, aby se
hodnoty přičetly do všech uzl̊u, se kterými se operuje v matici A𝑒. Matici A𝑒 je také
možné si představit jako ř́ıdkou matici stejné velikosti jako A, která má nenulové
prvky na mı́stech ovlivněných uzl̊u a na zbylých pozićıch 0. Pak se dá přičteńı této
matice zapsat jako součet matic tedy:

A = A + A𝑒.

Prvky vektoru pravých stran b jsou vyjádřeny pomoćı lineárńı formy 𝑏(𝑣) =
∫︀
Ω
𝑓𝑖𝑣 𝑑𝑥+∫︀

𝜕Ω𝑁
̂︀𝜎𝑖𝑣 𝑑𝑥. Jelikož v této úloze předpokládáme, že śıly nep̊usob́ı uvnitř tělesa, ale

pouze na povrchu, v lineárńı formě prvńı integrál nebude hrát roli (bude nulový).
Daľśı část́ı lineárńı formy je integrál přes Neumannovskou část hranice. Pokud nám
p̊usob́ı na těleso osamělá śıla pouze v bodu, tak jen dosad́ıme na př́ıslušnou pozici
v pravé straně hodnotu zadanou v Neumannovské okrajové podmı́nce. Pokud nám
na těleso p̊usob́ı spojitá śıla, muśıme určit hodnoty vektoru pravých stran, př́ısluš-
ných uzl̊um lež́ıćım na Neumannovské hranici. Nejjednodušš́ım zp̊usobem jak tohoto
doćılit je integrovat numericky vždy přes danou hranu prvku, která lež́ı na hranici
s Neumannovskou podmı́nkou. Daľśım zp̊usobem je aproximovat hodnotu pomoćı
následuj́ıćıho vzorce:

b𝑒 =
1

2
𝑓‖ℎ‖,

kde 𝑓 je hodnota śıly ve středu hrany a ‖ℎ‖ je velikost př́ıslušné hrany.
Posledńı matićı, kterou je třeba sestavit pro řešeńı úlohy je matice kontaktńıch
podmı́nek, zkráceně matice kontaktu. Tato matice je obdélńıková a rozměry jsou
dány počtem okrajových podmı́nek na kontaktu a počtem stupň̊u volnosti, tedy
počtem uzl̊u, pro které neńı dána Dirichletovská okrajová podmı́nka. Podmı́nka na
kontaktu je dána ve tvaru:

𝑢𝑘
𝑛 − 𝑢𝑙

𝑛 ≤ 0,

kde 𝑢𝑘
𝑛 = 𝑢𝑘

𝑖 𝑛
𝑘
𝑖 , tedy pr̊umět posuvu do směru normály k oblasti, a 𝑢𝑙

𝑛 = 𝑢𝑙
𝑖𝑛

𝑘
𝑖 =

−𝑢𝑙
𝑖𝑛

𝑙
𝑖. Pokud tedy dosad́ıme za 𝑢𝑘

𝑛 a 𝑢𝑙
𝑛 dostaneme

𝑢𝑘
𝑖 𝑛

𝑘
𝑖 − 𝑢𝑙

𝑖𝑛
𝑘
𝑖 ≤ 0,
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pokud tedy zaṕı̌seme tuto podmı́nku maticově máme

Kx ≤ 0,

kde x je vektor neznámých 𝑢𝑘
𝑖 a 𝑢𝑙

𝑖 a matice K je ř́ıdká matice, která obsahuje
na př́ıslušných pozićıch složky normály 𝑛𝑘

𝑖 (je třeba pouze kontrolovat znaménka).
Pro konformńı śıtě se tato matice poskládá jednoduše tak, že se na př́ıslušné pozice
umı́st́ı složky normály. Pro nekonformńı śıtě je třeba určit, kolik máme podmı́nek
na kontaktńım okraji. Toto záviśı na počtu uzl̊u śıtě na kontaktńı hranici a voĺı se
vedoućı śıt’, která má v́ıce uzl̊u. Každý uzel z vedoućı śıtě se dá vyjádřit jako lineárńı
kombinace uzl̊u z druhé śıtě mezi nimž lež́ı. Tedy označ́ıme-li uzly vedoućı śıtě 𝑋𝑖 a
uzly druhé śıtě 𝑌𝑖 můžeme lineárńı kombinaci zapsat následovně

𝑋𝑖 = 𝛼𝑌𝑘 + (1 − 𝛼)𝑌𝑙,

kde 𝑌𝑘𝑌𝑙 je hrana trojúhelńıka z hrubš́ı śıtě lež́ıćı na kontaktńı hranici. V tomto
př́ıpadě je třeba do matice kontaktu zahrnou i koeficient 𝛼, abychom dostali vztah
mezi jednotlivými uzly. Matice kontaktu má tedy rozměry počet uzl̊u vedoućı śıtě
krát počet stupň̊u volnosti. Opět doplňujeme do této matice hodnoty pro normálu
ovšem pro uzly z hrubš́ı śıtě tuto hodnotu přenásob́ıme koeficientem 𝛼 pro uzel lež́ıćı
vlevo od uzlu určuj́ıćı podmı́nku nebo (1 − 𝛼) pro uzel lež́ıćı vpravo.

2.3 Výsledná soustava

Shrneme-li všechny výše popsané úkony, dostaneme výslednou soustavu na řešeńı
úlohy pružnosti na kontaktu. Máme tedy diskretizovanou úlohu ve tvaru

Ax = b, Kx ≤ 0, (2.8)

kde nerovnice vyjadřuje kontaktńı okrajovou podmı́nku.
Řešeńı výše uvedené úlohy je źıskáno převedeńım na úlohu kvadratického pro-

gramováńı, které minimalizuje kvadratickou formu

min
𝑥

1

2
x𝑇Ax + b𝑇x, 𝑘𝑑𝑒

⎧⎨⎩
Kx ≤ h

K𝑒𝑞x = h𝑒𝑞

lℎ ≤ x ≤ uℎ

,

kde v př́ıpadě této úlohy budou využity pouze nerovnostńı podmı́nky ve tvaru

Kx ≤ 0.

Výsledkem źıskaným z aplikace kvadratického programováńı jsou posuvy v jednotli-
vých uzlech všech oblast́ı, se kterými je úloha prováděna. Pro porovnáńı p̊uvodńıho
stavu a stavu po vyřešeńı kontaktńı úlohy je potřeba tyto posuvy přič́ıst k p̊uvod-
ńım souřadnićım jednotlivých uzl̊u. Podrobněji bude celý postup probrán v Kapitole
Realizace a názorně ukázán v Kapitole Zhodnoceńı výsledk̊u.
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Kapitola 3

Realizace

Tato kapitola se podrobně věnuje implementaci řešené úlohy v prostřed́ı MATLAB.
V následuj́ıćıch odstavćıch budou popsány hlavńı části algoritmu a zaj́ımavosti, se
kterými se bylo nutné při psańı skriptu vypořádat ([11], [10], [8]).

V některých částech implementace byly využity funkce prostřed́ı MATLAB, které
významně ulehčily tvorbu celého algoritmu. Tyto funkce budou v př́ıslušných od-
stavćıch zmı́něny.

Celá kapitola je uspořádána tak, aby popsala celý skript od jeho spuštěńı až po
vykresleńı výsledk̊u. Nejdř́ıve poṕı̌seme př́ıpravu dat, zejména pak geometrii obou
těles, okrajové podmı́nky a zp̊usob jakým je zadáńı úlohy vytvářeno. Dále zde bude
popsáno sestavováńı d̊uležitých matic a vektor̊u, na které se následně aplikuj́ı Di-
richletovy s Neumannovy okrajové podmı́nky. V neposledńı řadě poṕı̌seme matici
kontaktu, jej́ıž tvar je podmı́něn geometríı obou dotýkaj́ıćıch se těles. Nakonec bude
popsáno vyřešeńı úlohy následované krátkým shrnut́ım.

3.1 Př́ıprava dat

Promyšleńı problému př́ıpravy dat je velice d̊uležité, nebot’ může velmi ovlivnit
strukturu daľśıch část́ı algoritmu. V tomto př́ıpadě bylo vše voleno tak, aby bylo
zadáváńı dat co nejjednodušš́ı a umožnilo během krátké doby vytvořit úlohu s od-
lǐsnými tělesy i parametry.

3.1.1 Geometrie tělesa

V této práci jsou použ́ıvány polygonálńı tvary těles, proto se pro zadáńı geometrie
tělesa použ́ıvá sada bod̊u, jejichž poloha je definována v souřadných osách x i y.
Např́ıklad pro definici těles zobrazených na grafech v obrázku 2.2 vypadá definice
geometrie následovně:

geometry(1).x = [0;2;2;0];

geometry(1).y = [1;1;2;2];
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geometry(2).x = [1;3;3;1];

geometry(2).y = [0;0;1;1];.

Jsou tedy postupně zadány x-ové a y-ové souřadnice prvńıho a druhého tělesa. Dále
je zapotřeb́ı definovat společnou hranici, na které se obě tělesa dotýkaj́ı. Opět je
zadáńı rozděleno na jednotlivé souřadnice

geometry(1).edge_x = [1,2];

geometry(1).edge_y = [0.99,1.01]

geometry(2).edge_x = [1,2];

geometry(2).edge_y = [0.99,1.01].

Výše uvedené hodnoty představuj́ı vždy počátečńı a koncový bod oblasti, na které se
nacháźı společná hranice obou těles. V př́ıpadě, že je hranice rovnoběžná s některou
ze souřadných os (v tomto př́ıpadě osa y), je vhodné vytvořit tuto oblast jako velice
úzkou oblast namı́sto pouhé úsečky, aby nedošlo k nechtěnému vynecháńı některého
z bod̊u hranice.

Pro daľśı zpracováńı je nutné zadat ještě jeden d̊uležitý parametr udávaj́ıćı ma-
ximálńı velikost hrany trojúhelńıku. Parametr se samozřejmě udává pro každé těleso
zvlášt’, aby se mohlo doćılit řešeńı problému s konformńı i nekonformńı śıt́ı. Výše
uvedený př́ıklad se tedy doplńı o dva řádky (v tomto př́ıpadě se bude jedna o úlohu
s konformńı śıt́ı)

geometry(1).tr_size = 0.2;

geometry(2).tr_size = 0.2;.

Pokud na začátku požadujeme, aby śıtě byly ve výsledku konformńı, je třeba zadat
při vytvářeńı geometrie mimo vrchol̊u oblasti i počátečńı a koncový vrchol hrany na
kontaktu a také mı́t śıtě se stejným parametrem maximálńı velikosti hrany trojú-
helńıku. Na toto zadáńı se již mohou aplikovat algoritmy, které vytvoř́ı dekompozici
vstupńıch polygon̊u na śıtě. V práci je využ́ıvána zejména trojúhelńıková śıt’, která
je źıskána využit́ım funkćı, které nab́ıźı prostřed́ı MATLAB. Konkrétně se jedná o
funkci decsg z baĺıku PDE Toolbox. Tato funkce převede geometrii objektu na de-
komponovanou geometrii tvořenou sadou nepřekrývaj́ıćıch se oblast́ı. Tato dekompo-
zice slouž́ı jako vstup do funkce initmesh, která dekomponovanou geometrii převede
na matice p,e,t, které obsahuj́ı informace o trojúhelńıkové śıti. Konkrétně obsahuj́ı
po řadě informace o bodech śıtě, hranićıch tělesa a jednotlivých trojúhelńıćıch uvnitř
śıtě. Výsledkem procesu jsou dvě trojúhelńıkové śıtě (viz grafy s trojúhelńıkovou śıt́ı
na obrázku 2.2).

3.1.2 Okrajové podmı́nky

Daľśı informaćı, která je potřebná k vyřešeńı úlohy kontaktu těles jsou Dirichletovy
a Neumannovy okrajové podmı́nky udávaj́ıćı oblast se zadanými posuvy a oblast,
kde na těleso p̊usob́ı vněǰśı śıly.
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Zadáváńı Dirichletových podmı́nek je prováděno podobným zp̊usobem jako za-
dáńı geometrie. Opět uvažujme př́ıklad z obrázku 2.2 s t́ım, že budou zadány dvě
nulové a jedna nenulová okrajová podmı́nka.

dirichlet(1).area = [0,0,1,2];

dirichlet(1).value = [0, 0.5];

dirichlet(1).object = 1;

dirichlet(2).area = [3,3,0,1];

dirichlet(2).value = 0;

dirichlet(2).object = 2;

dirichlet(3).area = [0,0,1,1];

dirichlet(3).value = 0

dirichlet(3).object = 1;.

Pro každou podmı́nku jsou zadány tři typy údaj̊u. č́ıslo objektu, ke kterému pod-
mı́nka patř́ı, hodnota podmı́nky a oblast, na které je podmı́nka zadána. Oblast je
určena vektorem s prvky, jejichž význam je zleva doprava následuj́ıćı

1. 𝑥1 - udávaj́ıćı x-ovou souřadnici počátku obdélńıkové oblasti,

2. 𝑥2 - udávaj́ıćı x-ovou souřadnici konce obdélńıkové oblasti,

3. 𝑦1 - udávaj́ıćı y-ovou souřadnici počátku obdélńıkové oblasti,

4. 𝑦2 - udávaj́ıćı y-ovou souřadnici konce obdélńıkové oblasti.

Hodnota Dirichletovy okrajové podmı́nky je v př́ıpadě nulové podmı́nky zadaná
jednoduše č́ıslem 0. V př́ıpadě nenulové podmı́nky se zadává vektor posunu ve směru
𝑥 a 𝑦, jak je patrné na podmı́nce 1 ve výše uvedeném př́ıkladu.

V př́ıpadě Neumannovy podmı́nky je zadán vektor s oblast́ı1, na ńıž bude okra-
jová podmı́nka aplikována.

neumann = [1,2,2,2];.

V tomto však nestač́ı zadat pouze část hranice, kde p̊usob́ı śıly, ale též hodnoty
p̊usob́ıćı śıly v bodech oblasti. Jelikož se jedná o zaj́ımavou část algoritmu, bude
definićı śıly věnována samostatná sekce.

3.1.3 Definováńı p̊usob́ıćıch sil

Pro modelováńı sil v této práci byla vybrána lineárńı funkce dvou proměnných ve
tvaru:

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐,

1Plat́ı stejné uspořádáńı vektoru jako v př́ıpadě Dirichletovy podmı́nky výše.
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kde 𝑥 a 𝑦 jsou souřadnice bodu, ve kterém je śıla poč́ıtána a 𝑎, 𝑏, 𝑐 jsou koeficienty.
Tato funkce tvoř́ı plochu, d́ıky čemuž lze modelovat změny silového p̊usobeńı v obou
souřadných osách.

Při zadáváńı úlohy je potřeba zadat dvě takové funkce. Jednu pro modelováńı
silového p̊usobeńı ve směru osy X a druhou pro modelováńı silového p̊usobeńı v ose
Y. Jelikož by však nemuselo být pro uživatele jednoduché zadávat př́ımo koeficienty
funkce, zadává se namı́sto nich sada tř́ı bod̊u a jejich požadovaná hodnota. Tyto
body muśı definovat plochu, to znamená, že nesmı́ být kolineárńı. V př́ıpadě splněńı
této podmı́nky jsou následně koeficienty lineárńı funkce automaticky dopoč́ıtány a
je následně možné źıskat hodnotu této funkce v jakémkoliv bodě na hranici tělesa.
Zadáńı silového p̊usobeńı vypadá následovně

force.x_x = [1 , 2, 2];

force.x_y = [2, 2, 1];

force.x_f = [0, 0, 0];

force.y_x = [1 , 2, 2];

force.y_y = [2, 2, 1];

force.y_f = [1e-4, 1e-5, 1-e5]; .

V př́ıkladu byly definovány hodnoty sil v bodech [1, 2], [2, 2] a [2, 1]. V př́ıpadě sil
p̊usob́ıćıch ve směru osy X jsou hodnoty nulové a proto bude i lineárńı funkce pro
všechny body vracet hodnotu 0. Působeńı sil ve směru osy Y je nenulové a ze zadáńı
je patrné, že se bude měnit vzhledem k ose X a naopak bude vždy konstantńı při
změně souřadnice po ose Y.

3.1.4 Tvorba zadáńı úlohy

K dodefinováńı celé úlohy zbývá pouze zadat materiálové konstanty pro jednotlivá
tělesa. V práci jsou např́ıklad použity tyto hodnoty

young = 1010 * [0.0021;0.0012]; [𝑃𝑎]
poisson = [0.3; 0.34];,

kde konstanta 1010 je vytknutá z Youngova modulu pružnosti kv̊uli omezenosti veli-
kosti č́ısel v poč́ıtači, č́ımž je nutno poč́ıtat s výsledky lǐśıćımi se o tuto konstantu a
stejně tak upravovat velikost śıly. Každý řádek vektoru definuje konstantu pro jedno
těleso, je pouze d̊uležité zachovat pořad́ı, ve kterém je zadána geometrie tělesa, jinak
by mohlo doj́ıt k prohozeńı údaj̊u a tedy vlastnost́ı.

Výše uvedené hodnoty mohou být zadány př́ımo v př́ıkazové řádce programu
MATLAB, ovšem ideálněǰśı zp̊usob je vytvořeńı m-skriptu, který bude obsahovat
všechny údaje a následně zavolá funkci createProblem2, která data zpracuje a ná-
sledně vytvoř́ı dva soubory kompletně definuj́ıćı úlohu.

2V souborech přiložených k této práci je možné u ukázkových zadáńı nalézt m-skript newPro-
blem, který toto zadáńı demonstruje
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Prvńı soubor je pojmenován dle parametru předaného funkci createProblem.
Jedná se o automaticky vytvořený m-skript, ve kterém jsou uvedeny všechny kon-
stanty, okrajové podmı́nky a př́ıkaz nač́ıtaj́ıćı druhý soubor.

Ten je pojmenovaný zvoleným jménem, za které je přidán řetězec _bodies.mat.
Tento soubor obsahuje śıtě jednotlivých oblast́ı a již vypočtené parametry funkce
silového p̊usobeńı.

V hlavńım souboru aplikace (pozn. program.m) se pak zadáńı úlohy provede
jednoduše. Uvažujme, že ve složce s hlavńım souborem máme složku data, ve které
jsou vygenerovaná zadáńı. Dále předpokládejme, že chceme spustit skript se zadáńım
označeným uloha1. Pak tedy začátek hlavńıho souboru muśı obsahovat následuj́ıćı
řádky

cd ./data/;

uloha1;

cd ..;

Skript se tedy přesune do složky data, kde zavolá skript uloha1.m, pak se vrát́ı zpět
do složky s hlavńım souborem a provede výpočty nad načteným zadáńım.

3.2 Sestaveńı matice a vektoru pro úlohu

Největš́ı část celého řešeńı je věnována sestaveńı matice tuhosti a vektoru pravých
stran, tedy soustavy rovnic, jej́ıž vyřešeńım bude źıskán požadovaný výsledek.

Matice tuhosti A je matice velikosti 2𝑁×2𝑁 , kde N je počet bod̊u v triangulačńı
(resp. čtvercové) śıti. Dvojnásobná velikost matice je potřebná proto, že každý bod
v śıti má dvě souřadnice a je nutné do matice uložit hodnoty pro každou zvlášt’.

K źıskáńı matice tuhosti je nutné vytvořit nejdř́ıve lokalizačńı matici, která má
rozměry 𝑁 × 6 pro trojúhelńıkovou śıt’ a 𝑁 × 8 pro śıt’ čtyřúhelńıkovou. V každém
řádku matice jsou uvedeny č́ısla uzl̊u tvoř́ıćı jeden trojúhelńık (resp. čtyřúhelńık),
které reprezentuj́ı polohu řádku (resp. sloupce) x-ové souřadnice tohoto uzlu v matici
tuhosti (resp. vektoru pravých stran). Hodnota y-ové souřadnice je źıskána násle-
dovně

čı́slo uzlu + N,

kde N je opět počet uzl̊u v śıti.
Výpočet elementárńı matice tuhosti A𝑒 pro trojúhelńıkový element obsahuje ně-

kolik krok̊u. Nejdř́ıve se sestav́ı matice B vyjadřuj́ıćı vztah mezi napět́ım v elementu
a rozložeńım jeho vrchol̊u. Matice má následuj́ıćı tvar

B =
1

2∆

⎡⎣𝑦23 𝑦31 𝑦12 0 0 0
0 0 0 𝑥32 𝑥13 𝑥21

𝑥32 𝑥13 𝑥21 𝑦23 𝑦31 𝑦12

⎤⎦ ,
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kde 𝑥𝑖𝑗 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 je rozd́ıl př́ıslušných x-ových pozic uzl̊u v trojúhelńıku a podobně
𝑦𝑖𝑗 = 𝑦𝑖 − 𝑦𝑗 je rozd́ıl př́ıslušných x-ových pozic uzl̊u v trojúhelńıku. Dále se ve výše
uvedeném vzorci vyskytuje hodnota ∆, která představuje plochu trojúhelńıku a je
spočtena následovně

∆ =
(𝑥2 · 𝑦3 + 𝑥3 · 𝑦1 + 𝑥1 · 𝑦2 − 𝑥2 · 𝑦1 − 𝑥3 · 𝑦2 − 𝑥1 · 𝑦3)

2
; .

T́ım je matice B kompletńı. Zbývá definovat matici E obsahuj́ıćı informace o mate-
riálových konstantách

E =

⎡⎣𝜆 + 2𝜇 𝜆 0
𝜆 𝜆 + 2𝜇 0
0 0 𝜇

⎤⎦ ,

význam konstant 𝜆 a 𝜇 je uveden v Kapitole 2.
Lokálńı matice tuhosti pro element je pak źıskána vynásobeńım matic následovně

A𝑒 = B𝑇EB.
Takto źıskaná lokálńı matice tuhosti se dále muśı asemblovat do celkové matice
tuhosti A na řádky a sloupce př́ıslušej́ıćı uzl̊um zpracovávaného trojúhelńıku. Kon-
krétńı postup je uveden v přiloženém souboru addToStiffnessMatrix.m.

Vektor pravých stran b o rozměrech 2𝑁×1 je vytvořen jako vektor samých nul a
je následně dodefinován aplikaćı Neumannových okrajových podmı́nek, které budou
společně s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami popsány v následuj́ı části.

Výše uvedený postup plat́ı v př́ıpadě, že řeš́ıme úlohu s jednou oblast́ı. V této
práci je však řešen př́ıpad, kdy bude oblast́ı v́ıce. Pro jednoduchost bude uveden
postup pro dvě oblasti.

Necht’ máme vytvořeny matice tuhosti A1,A2 a k nim př́ıslušné vektory pravých
stran b1,b2 o rozměrech

A1 . . . 2𝑁 × 2𝑁,

A2 . . . 2𝑀 × 2𝑀,

b1 . . . 2𝑁 × 1,

b2 . . . 2𝑀 × 1.

Matici tuhosti A12 pro obě tělesa má tvar

A12 =

[︂
A1 0(2𝑁,2𝑀)

0(2𝑀,2𝑁) A2

]︂
,

kde 0(𝐼,𝐽) je nulová matice o rozměrech 𝐼 × 𝐽
Podobným zp̊usobem sestav́ıme i vektor pravých stran, který vznikne spojeńım

vektor̊u b1 a b2 do jednoho vektoru b12 o rozměrech 2𝑁 + 2𝑀 × 1.

b12 =

[︂
b1

b2

]︂
,

Tento postup lze samozřejmě zobecnit pro řešeńı úlohy s vyšš́ım počtem oblast́ı. V
daľśıch odstavćıch bude vysvětlena aplikace Dirichletových a Neumannových okra-
jových podmı́nek.
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3.3 Aplikace okrajových podmı́nek

Aplikace okrajových podmı́nek je v této práci rozdělena do několika soubor̊u, jejichž
názvy koresponduj́ı s názvy okrajových podmı́nek.

Aplikace Neumannovy okrajové podmı́nky vněǰśıho silového p̊usobeńı ovlivńı
vektor pravých stran, který byl do této chv́ıle nulový (viz Sestaveńı matice a vek-
toru pro úlohu). Postup spoč́ıvá v nalezeńı všech bod̊u, které se vyskytuj́ı na hranici
uvnitř zadané oblasti.

Ke každé dvojici nalezených soused́ıćıch bod̊u na hranici oblasti se vypočte hod-
nota př́ıslušného řádku ve vektoru pravých stran b. Výpočet vypadá následovně

fe =
1

2
s · ‖v21‖,

kde s je śıla v bodě nacházej́ıćım se mezi dvojićı právě zpracovávaných bod̊u a v21

je vektor vytvořený ze dvojice hraničńıch bod̊u.
V př́ıpadě Dirichletových okrajových podmı́nek je situace složitěǰśı, nebot’ je

nutné uvažovat zvlášt’ postup v př́ıpadě nulové a v př́ıpadě nenulové podmı́nky.
Aplikace nulové podmı́nky spoč́ıvá ve sńıžeńı dimenze matice tuhosti A a vektoru

pravých stran b. Tedy odstraněńı řádk̊u (resp. sloupc̊u) z řešené soustavy. T́ım je
zajǐstěno, že se pozice těchto bod̊u výpočtem nezměńı.Problém ovšem nastává po
vyřešeńı úlohy, jelikož je potřeba nulové posuvy vložit do výsledku úlohy na správná
mı́sta.

Nenulová okrajová podmı́nka, na rozd́ıl od nulové, neměńı velikost matice tuhosti
A ani vektoru pravých stran b. Namı́sto toho potřebné řádky vhodným zp̊usobem
upravuje. Obecně je možné použ́ıt v́ıce př́ıstup̊u, ovšem v této práci byl zvolen
implementačně jednodušš́ı.

Postup spoč́ıvá v nahrazeńı řádek matice A, nálež́ıćıch bod̊um v oblasti p̊uso-
beńı okrajové podmı́nky, nulovým řádkem s jedničkou na diagonále. Matematicky
zapsáno

𝑎𝑖𝑗 = 0, 𝑝𝑟𝑜 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡., 𝑗 = 1, . . . , 2𝑁,

𝑎𝑖𝑖 = 1,

kde 𝑎𝑖𝑗 je prvek na pozici (𝑖, 𝑗) v matici tuhosti. Dále je do vektoru pravých stran
(na stejný řádek jako v matici tuhosti) uložena hodnota posunu zadaná při definici
úlohy.

T́ım je aplikace okrajových podmı́nek kompletńı na soustavu jednoho tělesa kom-
pletńı. Zbývá stejným zp̊usobem provést aplikaci podmı́nek i na druhé těleso3. V
daľśı podkapitole je tak již možné přistoupit k vytvořeńı matice kontaktu, která
zohledňuje vazby mezi oblastmi.

3Obecně na všechny zbylá tělesa respektive oblasti.
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3.4 Matice kontaktu

Při sestavováńı matice kontaktu K je nutné rozeznat dva př́ıpady. Śıt’ na kontaktu
dvou oblast́ı může být bud’ konformńı, nebo nekonformńı. Tedy bud’ se uzly śıt́ı
překrývaj́ı a nebo nepřekrývaj́ı (viz. Obr 2.2). V př́ıpadě, že by matice kontaktu při
řešeńı úlohy byla špatně sestavena, nebo nebyla k dispozici v̊ubec, pak se úloha nedá
řešit. Došlo by totiž k tomu, že by nebyl brán zřetel na vztah oblast́ı na hranici a
mohlo by tak doj́ıt k proniknut́ı jednoho tělesa do druhého.

3.4.1 Konformńı př́ıpad

Matice K má v tomto př́ıpadě velikost 𝑃×2𝑁+2𝑀 , kde 𝑃 je počet bod̊u na kontaktu
obou oblast́ı. Do každého řádku matice, nálež́ıćıho vždy kontaktu dvou uzl̊u, se do
sloupc̊u patř́ıćıch daným uzl̊um přǐrad́ı hodnota normály k hranici oblasti. Přǐrazeńı
do i-tého řádku může vypadat např́ıklad takto :

K(i, u1.x) = normala.x;

K(i, u1.y) = normala.y;

K(i, u2.x) = -normala.x;

K(i, u2.y) = -normala.y;.

Všechny ostatńı body matice K maj́ı hodnotu 0. T́ımto je matice připravena k řešeńı
úlohy.

3.4.2 Nekonformńı př́ıpad

V př́ıpadě nekonformńı śıtě je sestaveńı matice složitěǰśı. Jelikož počet bod̊u na
společné hranici nemuśı být u obou oblast́ı stejný, bude i matice mı́t jinou velikost
než v předchoźım př́ıpadě. Konkrétně se bude velikost lǐsit v poštu řádk̊u. Tedy 𝑃 již
nebude počet společných uzl̊u na hranici. Namı́sto toho bude 𝑃 počet uzl̊u hustš́ı śıtě
na společné hranici. Tuto śıt’ nazveme ř́ıd́ıćı. Sestaveńı matice je pak do jisté mı́ry
podobné. Také je potřeba do řádk̊u jednotlivých bod̊u hustš́ı śıtě dostat hodnoty,
které poṕı̌śı kontakt s hranićı druhé oblasti. Ovšem každý bod hustš́ı śıtě v tomto
př́ıpadě soused́ı s dvěma uzly śıtě druhé oblasti. Takovým uzl̊um se samozřejmě nedá
přǐradit celá hodnota normály. Postup je takový, že se na základě poměru vzdálenost́ı
mezi ř́ıd́ıćım uzlem a dvěma uzly urč́ı dvě váhy, jejichž součet je jedničkový. Zadáńı
hodnot do i-tého řádku může vypadat takto:

K(i, u1.x) = normala.x;

K(i, u1.y) = normala.y;

K(i, u21.x) = -normala.x*𝛼;
K(i, u21.y) = -normala.y*𝛼;

K(i, u22.x) = -normala.x*(1-𝛼);
K(i, u22.y) = -normala.y*(1-𝛼);.

Po sestaveńı celé matice je možné přistoupit k samotnému řešeńı soustavy.

24



3.5 Řešeńı problému

K řešeńı soustavy byla v př́ıpadě této práce využita funkce quadprog, kterou nab́ıźı
př́ımo prostřed́ı Matlab. Jedná se o řešeńı problému kvadratického programováńı.
Tedy hledáńı minima k soustavě zadané následovně4

min
𝑥

1

2
x𝑇Hx + f𝑇x, 𝑘𝑑𝑒

⎧⎨⎩
Ax ≤ b

A𝑒𝑞x = b𝑒𝑞

l𝑏 ≤ x ≤ u𝑏

,

Matice H je v tomto př́ıpadě matice tuhosti A a vektor f je vektor pravých stran b.
Dále jsou uvedeny nerovnostńı a rovnostńı podmı́nky pro řešeńı úlohy, které označuj́ı
naš́ı podmı́nku na kontaktu (A přeznačme jako K a vektor b jako b podm).

Konkrétně je v této úloze zadána nerovnostńı podmı́nka, kde výše uvedená matice
A je matice kontaktu K a vektor b podm je nulový vektor. Splněńım této podmı́nky
se v podstatě plńı podmı́nka nepronikáńı jednoho tělesa do druhého. Voláńı funkce
vypadá následovně

x = quadprog(A,b,K,b_podm,[],[],[],[],[],options);

Pět prázdných parametr̊u je ve voláńı funkce proto, že by jinak nebylo možné zadávat
též parametr options, kterým se ovlivňuje nastaveńı algoritmu. Seznam možných
nastaveńı je k dispozici v nápovědě k funkci quadprog.

3.6 Zpracováńı výsledk̊u

V této fázi jsou již k dispozici výsledky vyřešené soustavy. Tedy konkrétně posuny
v jednotlivých bodech. Jak již bylo zmı́něno výše, je dále potřeba doplnit nulové
posuny na mı́sta uzl̊u s nulovou Dirichletovou okrajovou podmı́nkou. Tento postup
neńı úplně triviálńı, jelikož se řádky v řešeńı soustavy neshoduj́ı s p̊uvodńımi č́ısly
uzl̊u v soustavě bez odebraných uzl̊u. Proces přidáváńı muśı tedy prob́ıhat postupně,
jak je patrné na konci přiloženého souboru program.m.

Po doplněńı je výsledek kompletńı. Obsahuje posuny ve všech bodech obou ob-
last́ı. Zbývá tedy pouze posuny přič́ıst k p̊uvodńım umı́stěńım bod̊u v śıti a śıtě
vykreslit5. T́ım je celá úloha dokončena a je tedy vhodné celý postup krátce shr-
nout.

3.7 Shrnut́ı

V předchoźıch sekćıch byly uvedeny zaj́ımavé části implementace kontaktńıho pro-
blému. Nyńı tedy zbývá zkompletovat celý postup a ukázat v jakém pořad́ı jednotlivé
úkony v algoritmu vystupuj́ı.

4Záměrně je použito značeńı z nápovědy k programu Matlab.
5viz ńıže v kapitole Výsledky

25



1. Př́ıprava zadáńı a vygenerováńı dat - Definováńı tvaru a vlastnost́ı jed-
notlivých oblast́ı, p̊usob́ıćıch sil a okrajových podmı́nek. Vygenerováńı dat
pomoćı funkce createProblem.

2. Načteńı vygenerovaných dat - Načteńı všech dat ze dvou vygenerovaných
soubor̊u.

3. Sestaveńı matice tuhosti A𝑖 pro každou oblast - Výpočet lokálńıch matic
tuhosti a jejich zařazeńı na správná mı́sta v matici tuhosti oblasti.

4. Sestaveńı vektoru pravých stran bi pro každou oblast a aplikace Ne-
umannovy okrajové podmı́nky - Vytvořeńı nulového vektoru a přǐrazeńı
nenulových hodnot k uzl̊um, ve kterých p̊usob́ı śıla.

5. Aplikace Dirichletovy nenulové okrajové podmı́nky - Úprava matice
tuhosti a vektoru pravých stran dle této okrajové podmı́nky.

6. Aplikace Dirichletovy nulové okrajové podmı́nky - Vymazáńı řádek a
sloupc̊u v uzlech s touto okrajovou podmı́nkou.

7. Sestaveńı celkové matice tuhosti A a vektoru pravých stran b - Slou-
čeńı všech matic tuhosti a vektor̊u pravých stran do jedné soustavy Ax = b.

8. Sestaveńı matice kontaktu K - Sestaveńı matice kontakt̊u mezi jednotli-
vými oblastmi.

9. Vyřešeńı úlohy - zavoláńı funkce quadprog, která vyřeš́ı soustavu za pod-
mı́nek určených matićı kontaktu K.

Výše uvedený výčet reprezentuje obecný algoritmus pro 2 a v́ıce oblast́ı. Podrobnou
implementaci pak lze nalézt v souborech přiložených k práci, zejména pak v souboru
program.m.
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Kapitola 4

Zhodnoceńı výsledk̊u

V předchoźıch kapitolách byla úloha kontaktńıho problému popsána z hlediska teo-
retického a implementačńıho. Nyńı bude implementace prověřena za pomoćı jedno-
duchých experiment̊u, které budou klást d̊uraz na schopnost spolehlivě řešit úlohu
na základě nastavených parametr̊u.
Jednotlivé experimenty jsou provedeny tak, aby se výše popsaná implementace otes-
tovala z hlediska správné funkčnosti a časové náročnosti výpočtu. V následuj́ıćıch
experimentech bude zkoumáno chováńı celé úlohy při r̊uzném nastaveńı okrajových
podmı́nek, hustoty śıt́ı a silového p̊usobeńı. V experimentu s r̊uznou hustotou śıtě
bude uvedena i časová náročnost výpočtu. Pro každý experiment bude uveden tvar
oblast́ı, okrajové podmı́nky a hustota śıtě. Součást́ı dále budou výsledky ve formě
graf̊u, které jsou výstupem skriptu v programovém prostřed́ı MATLAB. Zadané
parametry budou uváděny ve tvaru:

∙ Dirichletova okrajová podmı́nka: [x1,x2,y1,y2] - hodnota, č́ıslo oblasti1

∙ Neumannova okrajová podmı́nka: [x1,x2,y1,y2] - hodnota, č́ıslo oblasti,

kde [x1,y1] je počátečńı bod a [x2,y2] je koncový bod části okraje oblasti, na kterou
p̊usob́ı daná okrajová podmı́nka. Pokud máme zadáno v́ıce okrajových podmı́nek
budou vypsány za sebou. Śıla, kterou obsahuje Neumannova okrajová podmı́nka
je uvažována vždy spojitá. Pro výpočet bylo třeba vźıt v úvahu i velikost č́ısla v
poč́ıtači. Proto byla z Youngova modulu pružnosti vytknuta konstanta 1010, č́ımž
bylo nutné upravit i velikost śıly p̊usob́ıćı na těleso. Zobrazené výsledky jsou výsledky
experiment̊u, kdy uvažujeme Young̊uv modul pružnosti větš́ı a śılu menš́ı.

4.1 Experiment 1 - čtvercová śıt’

Tento experiment je ukázkou použit́ı jiného tvaru element̊u v metodě MKP. Jedná
se o čtyřúhelńıkové elementy, které jsou použitelné pouze v omezené mı́̌re, nebot’

1Oblasti jsou č́ıslovány vzestupně zleva doprava a shora dol̊u
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složitěǰśı tvary oblast́ı obecně nemůžeme diskretizovat pouze pomoćı čtyřúhelńık̊u.
Z těchto d̊uvod̊u bude v daľśıch experimentech použita výhradně trojúhelńıková śıt’.
Na následuj́ıćıch grafech je ukázána p̊uvodńı śıt’ (viz obr. 4.1) a dále graf s výsledky
(viz obr. 4.2) po nastaveńı následuj́ıch parametr̊u:

∙ Dirichletova okrajová podmı́nka: [0,0,1,2] - nulový, 1; [3,3,0,1] - nulový,2

∙ Neumannova okrajová podmı́nka: [1,2,2,2] - konstantńı ve směru -y s velikost́ı
1/4 * 10−2, 1
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Obrázek 4.1: Experiment 1 - vstupńı śıtě
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Obrázek 4.2: Experiment 1 - výsledná deformace
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4.2 Experiment 2 - trojúhelńıková śıt’ - r̊uzné si-

lové zat́ıžeńı

Tento experiment je prověřeńı chováńı úlohy v závislosti na r̊uzném silovém zat́ıžeńı.
Vstupńı śıtě jsou ukázány na následuj́ıćım grafu (obr. 4.3). Śıla, pokud nebude uve-
deno jinak, bude p̊usobit vždy na stejné části hranice modré śıtě. Konkrétně bude
Neumannova okrajová podmı́nka definovaná na oblasti [1, 2, 2, 2] s r̊uznými hod-
notami ve směru souřadných os x a y. Dále pro všechny části tohoto experimentu
plat́ı

∙ Dirichletova okrajová podmı́nka: [0,0,1,2] - nulový, 1; [3,3,0,1] - nulový,2

∙ Nastaveńı maximálńı velikosti hrany trojúhelńıku na hodnotu 0.2.

Jednotlivá nastaveńı p̊usob́ıćıch sil a jim př́ıslušné výsledky budou uvedeny v pod-
kapitolách.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Obrázek 4.3: Experiment 2 - vstupńı śıtě

4.2.1 Silové zat́ıžeńı ve směru osy x

Nejdř́ıve bylo nutné vyzkoušet chováńı obou těles při silovém zat́ıžeńı pouze ve směru
jedné ze souřadných os. V tomto př́ıpadě bylo testovány reakce při p̊usobeńı śıly o
velikosti 𝑓 = 10−4 N v záporném směru (Obr. 4.5) na hranici [2, 2, 1, 2]. Na obrázku
4.4 je vidět schéma experimentu.
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Obrázek 4.5 ukazuje situaci, kdy je na horńı těleso tlačeno v záporném směru osy
x. T́ım se těleso deformuje tak, že se odklońı od druhého tělesa a nedocháźı tak k
žádnému p̊usobeńı na jejich kontaktu.

Obrázek 4.4: Experiment 2 - schéma
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Obrázek 4.5: Experiment 2 - silové zat́ıžeńı ve směru osy x
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4.2.2 Silové zat́ıžeńı ve směru y

V tomto př́ıpadě je situace podobná jako v předchoźım odstavci. Je použita stejná
śıla, pouze bude p̊usobit v záporném (Obr. 4.7) a kladném (Obr. 4.8) směru osy y.
Na obrázku 4.6 je vidět schéma experimentu.

Obrázek 4.6: Experiment 2 - schéma 2

V prvńım př́ıpadě je situace naprosto zřejmá. Na horńı těleso je p̊usobeno shora
silou, d́ıky čemuž se śıla přenáš́ı na spodńı těleso, které reaguje viditelnou deformaćı.

Na obrázku 4.8 je vidět výsledek experimentu, při kterém śıla p̊usob́ı v kladném
směru osy y. Śıt’ horńıho tělesa je deformována v tomto směru. Na kontaktu obou
těles tud́ıž nedojde k žádnému přenosu sil a spodńı těleso z̊ustává neovlivněno. Výše
uvedené výsledky jsou tedy v souladu s představou o chováńı tělesa zat́ıženého vněǰśı
silou.

V daľśıch částech tohoto experimentu budou śıly p̊usobit ve směru obou dvou
souřadných os. Silové p̊usobeńı bude ve směru dané osy bud’ konstantńı ve všech
bodech nebo se bude určitým zp̊usobem měnit. Takových silových p̊usobeńı se dá
jistě vymyslet bezpočet. V daľśıch odstavćıch tak bude uvedeno několik ukázkových
př́ıklad̊u, ze kterých je možné vyvodit fakt, že se algoritmus řešeńı kontaktńı úlohy
chová i v tomto př́ıpadě správně.
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Obrázek 4.7: Experiment 2 - silové zat́ıžeńı ve směru osy y - záporné
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Obrázek 4.8: Experiment 2 - silové zat́ıžeńı ve směru osy y - kladné
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4.2.3 Silové zat́ıžeńı v obecném směru 1

Nejdř́ıve byla śıla p̊usob́ıćı na těleso zvolena následovně

∙ Konstantńı silové p̊usobeńı o velikosti 5 · 10−5 v kladném směru osy x

∙ Nekonstantńı śıla, která na oblasti p̊usobeńı ve směru osy x klesá z hodnoty
10−4 až k hodnotě 0.

Výsledek tohoto nastaveńı je zobrazen na obrázku 4.9. Samotný obrázek je podobný
jako v př́ıpadě p̊usobeńı śıly v záporném směru osy y. Můžeme si zde však po-
všimnout, že na rozd́ıl od výsledk̊u na obrázku 4.7 je horńı hrana modré śıtě jinak
tvarovaná, což zp̊usobuje právě p̊usobeńı śıly v kladném směru osy x.
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Obrázek 4.9: Experiment 2 - silové p̊usobeńı záporné konstantńı na ose y a kladné
na ose x
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4.2.4 Silové zat́ıžeńı v obecném směru 2

Posledńı ukázka tohoto experimentu je mı́rně odlǐsná. Śıla nyńı v ose x p̊usob́ı v
opačném směru. Konkrétńı nastaveńı je následuj́ıćı:

∙ Konstantńı silové p̊usobeńı o velikosti 5 · 10−5 v záporném směru osy x

∙ Nekonstantńı śıla v záporném směru osy y, která na oblasti p̊usobeńı klesá ve
směru osy x z hodnoty 10−4 až k hodnotě 2 · 10−5.

Z výsledku je vidět, že se modré těleso deformuje nejen směrem k červenému tělesu,
ale také se stlačuje doleva. Výsledná deformace červeného tělesa je d́ıky tomu nižš́ı
než při absenci śıly v záporném směru osy x, která deformaćı tělesa snižuje jeho
deformaci v záporném směru osy y.
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Obrázek 4.10: Experiment 2 - silové p̊usobeńı záporné na ose y a záporné konstantńı
na ose x

4.3 Experiment 3 - trojúhelńıková śıt’ - r̊uzná hus-

tota śıtě

V předchoźım experimentu byla zkoumána úloha z hlediska měńıćı se śıly p̊usob́ıćı v
úloze. Tentokrát se bude zkoumat změna výsledk̊u při změně hustoty śıtě, respektive
śıt́ı. Jako vstupńı data bude použita stejná śıt’ jako v Experimentu 2 (viz Obr. 4.3)
Pro všechny části tohoto experimentu bude platit následuj́ıćı nastaveńı:
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∙ Dirichletova okrajová podmı́nka: [0,0,1,2] - nulový, 1; [3,3,0,1] - nulový,2

∙ Neumannova okrajová podmı́nka: [1,2,2,2] - konstantńı ve směru -y s velikost́ı
5 · 10−5.

Jediným měńıćım se parametrem bude maximálńı velikost hrany prvku, která se v
programovém prostřed́ı Matlab označuje hmax.

4.3.1 Zhušt’ováńı jedné śıtě

Nejdř́ıve byla zhušt’ována jen śıt’ tělesa č́ıslo 2. Byly použity následuj́ıćı př́ıpady
hustoty śıtě:

∙ hmax druhého tělesa = 0,2

∙ hmax druhého tělesa = 0,15

∙ hmax druhého tělesa = 0,1 (Obr. 4.11).

Změna hustoty jedné śıtě nemá vliv na výsledky úlohy, což bylo vizuálně ověřeno.
Jinými slovy nezálež́ı na hustotě śıtě, jelikož výsledek je na pohled shodný. Dá
se však předpokládat, že hustěǰśı śıt’ bude znamenat též menš́ı chybu zp̊usobenou
diskretizaćı, tedy aproximaćı spojitého řešeńı.
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Obrázek 4.11: Experiment 3 - výsledek výpočtu pro maximálńı velikost trojúhelńıku
menš́ı śıtě 0.1
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Tento experiment je vhodný na ukázku závislosti času nutného pro výpočet na hus-
totě śıtě respektive śıt́ı. Výsledkem je pak křivka (Obr. 4.12), která při zhušt’ováńı
śıtě výrazně roste. To znamená, že při zhušt’ováńı śıtě se čas potřebný k výpočtu
výrazně prodlužuje. V tomto př́ıpadě měla nejhustěǰśı śıt’ nastaven parametr hmax

na hodnotu 0.08. Výsledkem byl čas deľśı než 26 vteřin2. Dá se předpokládat, že
pro ještě nižš́ı hodnoty hmax by se čas již musel poč́ıtat v minutách a stával by se
problematický pro reálné nasazeńı.
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Obrázek 4.12: Experiment 3 - měřeńı času potřebných k výpočtu - Zmenšeńı jedné
śıtě

4.3.2 Zhušt’ováńı obou śıt́ı

Pro úplnost je vhodné uvést též situaci, kdy budou zmenšovány maximálńı veli-
kosti prvk̊u obou dvou śıt́ı. Nastaveńı je stejné jako v předchoźım př́ıpadě, jen jsou
zhušt’ovány obě śıtě zároveň.

∙ hmax = 0,2

∙ hmax = 0,15

∙ hmax = 0,1 (Obr. 4.13).

Opět se výsledek úlohy viditelně neměńı, lze tedy předpokládat, že implementace
funguje a provád́ı všechny operace správně.

2Časy byly źıskány na poč́ıtači s procesorem Intel Core2Duo 3,33 GHz, 6 GB RAM
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Obrázek 4.13: Experiment 3 - výsledek výpočtu pro maximálńı velikost trojúhelńıku
obou śıt́ı 0.1

V tomto př́ıpadě byly také změřeny časové hodnoty při zhušt’ováńı śıt́ı. Výsledkem
je křivka (Obr. 4.14), která je svým tvarem téměř shodná s křivkou na obrázku 4.12.
Jediný rozd́ıl je v hodnotách, které jsou v př́ıpadě zhušt’ováńı obou śıt́ı vyšš́ı, což je
logické, jelikož při zhušt’ováńı obou śıt́ı roste rozměr matice tuhosti výrazně rychleji.
Nejvyšš́ı naměřenou hodnotou pro hmax = 0,08 je čas téměř 83 vteřin.
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Obrázek 4.14: Experiment 3 - měřeńı času potřebných k výpočtu - Zmenšeńı obou
śıt́ı
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4.4 Experiment 4 - trojúhelńıková śıt’ - jiné umı́s-

těńı Neumannovy okrajové podmı́nky

Následuj́ıćı experiment ukazuje změnu výsledku úlohy při silovém p̊usobeńı ve směru
y na jiné části tělesa než tou bylo v př́ıpadě nastaveńı na obrázku 4.7. Neumannova
okrajová podmı́nka je nyńı definována na oblasti [2, 2, 1, 2], se stejnou hodnotou jako
v př́ıpadě výše uvedené úlohy v experimentu 2. Výsledek je zobrazen na obrázku 4.15.
Rozd́ıly oproti 4.7 jsou zřejmé zejména na horńı hraně modré śıtě.
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Obrázek 4.15: Experiment 4 - výsledek při silovém p̊usobeńı v jiné části horńıho
tělesa

4.5 Experiment 5 - trojúhelńıková śıt’ - jiné umı́s-

těńı Dirichletovy okrajové podmı́nky

Tento experiment je rovněž připraven tak, aby jej bylo možné porovnat s obrázkem
4.7. Nyńı je nastaveńı śıly stejné jako v př́ıpadě experimentu 2. Rozd́ıl je v umı́stěńı
Dirichletovy okrajové podmı́nky, která je definována na spodńı hraně červeného
tělesa, tedy [1, 3, 0, 0] (schéma 4.16). T́ım je těleso pevně ukotveno proti posunut́ı ve
směru osy y. Při p̊usobeńı horńıho tělesa, se pak spodńı těleso deformuje stlačováńım
do sebe. Výsledek je zobrazen na obrázku 4.17.
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Obrázek 4.16: Experiment 5 - schéma
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Obrázek 4.17: Experiment 5 - výsledek při změně umı́stěńı Dirichletovy okrajové
podmı́nky v dolńım tělese
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4.6 Experiment 6 - trojúhelńıková śıt’ - ukázka tř́ı

oblast́ı

Tento experiment slouž́ı jako ukázka úlohy s v́ıce než dvěma oblastmi. Konkrétně se
jedná o dvě nastaveńı tř́ı oblast́ı, jejichž vstupńı nastaveńı je zobrazeno na obrázku
4.18 a schématu 4.19.

Výsledky budou v tomto př́ıpadě rozděleny na dva př́ıpady. V prvńım budou
použity pouze nulové Dirichletovy okrajové podmı́nky a ve druhém bude ukázána i
nenulová okrajová podmı́nka.
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Obrázek 4.18: Experiment 6 - Vstupńı data

4.6.1 Bez nenulové Dirichletovy okrajové podmı́nky

Nastaveńı podmı́nek pro uvedené zadáńı bylo následuj́ıćı

∙ Dirichletova okrajová podmı́nka: [0,0,2,3] - nulový, 1; [3,3,1,2] - nulový,2; [0,0,0,1]
- nulový,3

∙ Nastaveńı maximálńı velikosti hrany trojúhelńıku na hodnotu 0.6 , 0.2 a 0,1.

∙ Śıla p̊usob́ı nekonstantně v záporném směru osy y, přičemž se hodnota směrem
doprava měńı z 3 · 10−4 na 0.

Výsledky tohoto zadáńı jsou uvedeny na obrázku 4.20. Je patrné, že výsledek
odpov́ıdá zadáńı. Śıla se přenáš́ı z prvńıho tělesa na druhé a z něj dál na třet́ı.
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Obrázek 4.19: Experiment 6 - schéma

Tělesa pak reaguj́ı na deformaci prvńı oblasti a jsou také deformovány ve stejném
směru.

Tento výsledek zároveň ukazuje obecnost implementace, která je po přidáńı tře-
t́ıho tělesa schopna úlohu správně vyřešit jako v př́ıpadě dvou oblast́ı.
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Obrázek 4.20: Experiment 6 - výsledek výpočtu pro tři stejné obdélńıky

4.6.2 S nenulovou Dirichletovou okrajovou podmı́nkou

V této ukázce bude nastaveńı celé úlohy podobné, jediná změna se bude týkat vý-
měny nulové podmı́nky na prostředńı oblasti za nenulovou. Konkrétńı nastaveńı je
následuj́ıćı:

∙ Dirichletova okrajová podmı́nka: [0,0,2,3] - nulový, 1; [3,3,1,2] : -0,08 v x a 0
v y, 2; [0,0,0,1] - nulový, 3

∙ Nastaveńı maximálńı velikosti hrany trojúhelńıku na hodnotu 0.6 , 0.2 a 0,1.

∙ Śıla p̊usob́ı nekonstantně v záporném směru osy y, přičemž se hodnota směrem
doprava měńı z 3 · 10−4 na 0.

Na výsledćıch je vidět efekt, který nenulová Dirichletova okrajová podmı́nka
zp̊usob́ı. V př́ıpadě obrázku 4.21 je prostředńı oblast posunuta doleva, což je jediná
viditelná změna oproti výsledk̊um na obrázku 4.20.
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Obrázek 4.21: Experiment 6 - výsledek výpočtu pro tři stejné obdélńıky - nenulová
Dirichletova okrajová podmı́nka

4.7 Experiment 7 - trojúhelńıková śıt’ - ukázka

jiného tvaru oblast́ı

Tento experiment slouž́ı jako ukázka řešeńı úlohy na jiném tvaru oblast́ı. Pro testy
byly zvolena sada oblast́ı, která je zobrazeny na obrázku 4.22.

Tato dvojice oblast́ı byla inspirována tvarem kĺınu a upevněného nosńıku, do
kterého jej zaráž́ıme. Pro účely výpočtu byl kĺın upevněn na nosńık který se s ńım
ohýbá. Byly zvoleny následuj́ıćı okrajové podmı́nky:

∙ Dirichletova okrajová podmı́nka: [0,0,3,4] - nulový, 1; [0,0,1
2
,3
2
] - nulový, 2;

[5,5,1
2
,3
2
] - nulový, 2

∙ Neumannova okrajová podmı́nka: [2.5,3.5,4,4] - konstantńı ve směru -y s veli-
kost́ı 2 · 10−5.

Na obrázku 4.23 je vidět výsledek experimentu. Je zřejmé, že pokud bychom
p̊usobili na kĺın větš́ı silou mělo by doj́ıt k roztržeńı nosńıku na dva d́ıly, tedy nosńık
by měl prasknout. Výsledky nám zobrazuj́ı pouze prohnut́ı a to z d̊uvodu velikosti
p̊usob́ıćı śıly a faktu, že v této práci neńı možnost roztržeńı tělesa brána v úvahu.
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Obrázek 4.22: Experiment 7 - Vstupńı data
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Obrázek 4.23: Experiment 7 - výsledek úlohy s kĺınem a upevněným nosńıkem.
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Kapitola 5

Závěr

Tato práce se věnovala řešeńı kontaktńıho problému pružných těles ve dvourozměr-
ném prostoru pomoćı metody konečných prvk̊u. Problém a metoda byly nejprve
po nastudováńı ńıže uvedené literatury popsány teoreticky a poté implementovány
prakticky v programovém prostřed́ı MathWorks Matlab.

Na výsledćıch bylo ukázáno, že implementace úlohy pomoćı metody konečných
prvk̊u funguje spolehlivě a je schopná se vypořádat s r̊uzným zadáńım okrajových
podmı́nek, r̊uznou geometríı těles i se změnami v hustotách triangulované śıtě.

Konkrétně je na základě výsledk̊u možné prohlásit, že změna hustoty některé ze
śıt́ı nezměńı viditelně výsledky úlohy. Samozřejmě se dá předpokládat, že se zhuště-
ńım śıtě redukuje chyba vznikaj́ıćı diskretizaćı na trojúhleńıkové prvky. Na druhou
stranu se d́ıky možnosti śıt’ zředit při zachováńı dostatečně přesných výsledk̊u mohou
významně sńıžit výpočetńı nároky celé úlohy. Právě výpočetńı náročnost se může
pro husté śıtě stát nemalým problémem, což bylo ukázáno v grafech na obrázkćıch
4.12 a 4.14, které jasně dokazuj́ı, že při volbě velmi husté śıtě se může čas potřebný
na výpočet výrazně prodloužit.

Geometrie těles na výsledky úlohy vliv má, nebot’ jiný tvar tělesa už sám o sobě
ukazuje na fakt, že řešená úloha neńı stejná. Ovšem schopnost implementace řešit
problém pro obecnou geometrii oblast́ı je jednoznačná výhoda, která umožńı řešit
ve dvourozměrném prostoru úlohy, které jsou zobecněńım skutečných fyzikálńıch
problémů, jako př́ıklad může sloužit výsledek na obrázku 4.23, který je možné chápat
jako pr̊uhyb nosńıku ukotveného na obou konćıch při p̊usobeńı śıly shora. Jinými
slovy se může jednat o zjednodušeńı úlohy pro simulaci pr̊uhybu mostu při určitém
zat́ıžeńı.

Nastaveńı okrajových podmı́nek, je v implementaci řešeno zadáńım úseku hranice
a př́ıslušnou hodnotou. Dı́ky tomu je možné řešit kontaktńı problém určitých těles při
r̊uzných silových zat́ıžeńıch a při definováńı r̊uzných posuv̊u. Je tak možné simulovat
mnoho rozličných situaćı, které by v reálném prostřed́ı mohly nastat. Jako př́ıklad
můžeme opět uvést obrázek 4.23, kde by se mohlo silou p̊usobit na r̊uzných mı́stech,
přičemž by bylo možné zjǐst’ovat jak se mostńı konstrukce zachová. Daľśı možnost́ı
by bylo definováńı Dirichletovy okrajové podmı́nky i na spodńı části druhého tělesa.
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T́ım by se úloha změnila a mohlo by se jednat o simulaci účinku zat́ıžeńı vozovky
nákladńım automobilem.

Celá úloha kontaktńıho problému ve dvourozměrném prostoru je tedy v práci
kompletně prostudována a implementována, č́ımž byly splněny ćıle práce. Nezna-
mená to ovšem, že by se na tuto práci nemohlo dále navázat a rozšǐrovat jej́ı vý-
sledky. Vždy se nab́ıźı např́ıklad zobecněńı problému pro úlohy řešené v trojrozměr-
ném prostoru, použit́ı jiného modelu silového p̊usobeńı namı́sto zde použité lineárńı
funkce dvou proměnných, nebo např́ıklad do úlohy zakomponovat jiné druhy prvk̊u,
na které jsou tělesa diskretizována. I bez těchto změn se však výsledky této práce
daj́ı použ́ıt v mnoha zjednodušených úlohách, které pak mohou sloužit jako prvotńı
modelový př́ıklad pro daľśı výzkum.
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Př́ıloha

Obsah přiloženého CD

Na CD přiloženém k práci jsou k dipozici všechny materiály spojené s praćı. Od
zdrojové kód̊u, přes zadáńı jednotlivých experiment̊u až po elektronickou verzi di-
plomové práce práce. Přiložené CD má následuj́ıćı strukturu:

∙ Elektronická verze Diplomové práce

– DiplomovaPrace.pdf

– PDF vygenerovaných obrázk̊u z diplomové práce

∙ Experimenty

– Zadáńı jednotlivých experiment̊u ve formě Matlab skript̊u.

– Soubor cti me.txt

∙ Zdrojové kódy aplikaćı

– Zdrojový kód implementace pro 2 tělesa

– Zdrojový kód implementace pro 3 tělesa

– Zdrojový kód s ukázkou řešeńı pomoćı obdélńıkové śıtě
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