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Abstrakt

Prace se zabyva kontaktnim problémem pruznych téles, feSeném pomoci metody
koneénych prvkia (MKP). Popisuje matematicky zaklad problému, metodu koneé-
nych prvku a jeji aplikaci na problém a néaslednou implementaci v programovém
prostiedi MATLAB. Prace se zamétuje na vhodnou realizaci ulohy ve formé skriptu
a ovéreni jeho funkénosti. Na zaveér jsou uvedeny vysledky ziskané ze skriptu a také
jeho mozné zkvalitnéni a dalsi apravy vedouci k zlepseni chovani metody.

Klicova slova : pruznost, metoda koneénych prvkiu, MKP, Galerkinova
metoda, MATLAB

Abstract

This thesis deals with contakt problem of elastic bodies, two or more, solved by finite
element method (FEM). It describes mathematical priciples of contact problem,
finite element method algorithm and it’s implementation in MathWorks Matlab.
The paper focuses on creating the application, which would be able to solve the
problem efficiently and correctly. In counclusion paper presents outcomes of several
tests and contains some improvements as a suggestion for the future research.
Keywords : elasticity, finite element method, FEM, Galerkin method,
MATLAB
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Uvod

V dnesni dobé, ve které se technologie kazdym dnem vyvijeji lezi na firméch po
celém svété velice tézky ukol. Pokud chtéji udrzet krok s konkurenci, musi stale
zlepsovat své produkty a nabizet nové a lepsi funkce. Zasadni problém vsak nastava,
pokud je postup vyroby onoho produktu nakladny. Jako demonstrativni piiklad
muze byt uveden naptiklad automobilovy prumysl. Zdalo by se, ze v testovani urcité
soucastky do nového automobilu nebude pftilis nédkladné, ovsem opak je pravdou.
Na zminénou soucastku se musi aplikovat mnoho testu, jakym je napiiklad teplotni
a deformacni analyza. Pokud soucéastka selze, vyvstava nutnost vytvorit novou a
znovu ji otestovat. Takto muze firma lehce pfijit o znaéné mnozstvi financi. Nastést{
vSak existuje levnéjsi varianta. Diky pocitacum je mozné vSechny potrebné testy
provést jesté predtim, nez je vyrobena prvni soucastka. Takové testovani je nazvano
simulacni.

Zakladem takovych simulaci je casto metoda konecnych prvka, ktera tvorii
zakladni stavebni kamen této prace. Konkrétné se text této prace bude vénovat
feSeni kontaktniho problému pruznych téles ve 2D prostoru. Pruznym télesem je v
tomto pripadé myslena obecnd polygonalni oblast s urcitymi fyzikalnimi vlastnostmi.
Kontaktni problém pak spoc¢iva ve zjist’ovani chovani nékolika oblasti, které na sebe
pri zatizeni vnéjsimi silami pusobi, ¢imz dochézi k posuvum a deformacim v obou
télesech.

Text této prace je ¢lenén do kapitol tak, aby postihl vSechny hly pohledu na
fesenou ulohu. Nejdiive bude v Kapitole 1 podrobné popsana matematicka teorie,
ktera se skryva za tématem tohoto textu. Soucasti této ¢asti bude zejména popis
vsech vztahu a jejich souvislosti. V Kapitole 2 bude predstavena metoda konec-
nych prvki a s tim spjata i diskretizace tlohy na tvar, ze kterého je mozné prejit k
implementaci, které bude vénovana Kapitola 3. S diskretizaci ilohy jde ruku v ruce
také diskretizace oblasti, pricemz v této praci se tim mysli témeér vyhradné triangu-
lace na trojihelnikové elementy. V ramci implementace v Kapitole 3 budou popsany
nejdulezitéjsi casti algoritmu tak, aby byl ¢tenaf schopny na zakladé téchto popisu
zminéné casti sam implementovat. Na konci kapitoly budou vSechny ¢asti dany do
souvislosti tak, aby bylo mozné pochopit celou implementaci kontaktniho problému.
S tim samoziejmé souvisi i fakt, ze kompletni implementace je soucasti prilohy k
této praci.

Kapitola 4 bude obsahovat nejdulezitéjsi ¢ast celé prace a to vysledky nékolika



navrzenych a podrobné popsanych experimentu. Vétsina vysledku bude mit podobu
grafu zobrazujicich télesa pred a po vyfeseni tlohy. Soucésti vysledku vsak bude i
graf zavislosti ¢asové narocnosti na hustoté sité oblasti, respektive oblasti.
Nakonec bude celd prace shrnuta v zavéru, ktery popise splnéni cilu prace, které
jsou postaveny na podrobném prozkoumani a vyteseni kontaktniho problému. Sou-
¢asti tohoto shrnuti bude i nastin sméru, kterymi by bylo mozné celou praci rozsitit.



Kapitola 1

Formulace problému pruznosti

Ulohou pruznosti je mysleno fesen{ problému zatizeni télesa s danou tuhosti. Resen{
ulohy vede na soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic. Idedlni by bylo feseni
analytické, které by poskytlo presné vysledky. Jak vSak bude ukézano, tak v praxi
analytické feseni vétsinou neni mozné kvuli slozitosti problému vypoéitat. Proto se
k feseni vyuzivd numerické feseni metodou konecnych prvku, jejiz vysledky jsou
aproximaci analytického reseni. Nez vsak bude popsana metoda konecnych prvkiu je
vhodné formulovat tlohu pruznosti.

1.1 Klasicka formulace

Nejprve je potieba nadefinovat oblast, na které bude tloha fesena. Méjme oblast
Q, ktera ma lipschitzovskou hranici 0€2. Tedy hranici, ktera je lokalné popsatelnd
lipschitzovskou funkci. Pojmem oblast se rozumi souvisla a omezena mnozina bodu
prostoru R?. Hranici 0 muzeme rozdélit na dvé disjunktni ¢dsti: 0Q = 9Qp Uy,
kde 0Q2p je cast hranice se zadanymi posuvy a 0y je ¢ast hranice se zadanym
napétim.

Uloha pruznosti fesend na oblasti €2 je popsdna pomoci zékladni podminky rov-
novahy

87’,‘]'
i =0 Q, 1.1
)+ fi=0 we (1)
a okrajovych podminek
u; = u;, x € JQp (1.2)
Tijng = 0i, T € 0y, (1.3)

kde u; jsou nezndmé posuvy, n; je vnejsi normala k piislusné casti hranice, 7;; je
tenzor napjatosti a f; je sila pusobici na danou oblast.

Daéle je potieba uvést nékolik dulezitych vztahu. Vztah pro tenzor napjatosti
udava Hookeuv zakon ve tvaru

7 (W) = Eijren(u;) x € Q, (1.4)

8



kde Ej;i je elasticky tenzor obsahujici pouze konstanty.
Dalsim vztahem je definice Cauchyova tenzoru pretvoreni

1 (9uz 8uj
P — Q. 1.
¢ij = 3 (89@- + 8:62-) x € (1.5)

Klasickym feSenim této tlohy se rozumi{ hleddn{ funkce u € C%(Q) takové, aby
vyhovovala vyse uvedenym vztahum, tedy i okrajovym podminkam. Toto feSeni se v
jednodussich tlohach da urcit primo. Bohuzel u vétsiny tloh, které jsou rozsahlejsiho
charakteru nelze toto feseni najit a proto se ¢astéji pouziva feseni numerické. Pro
urceni Feseni této tlohy pouzijeme tzv. slabé formulace (resp. slabé feseni).

1.2 Slaba formulace

Pro odvozeni slabého teseni potiebujeme varia¢ni formulaci nasi lohy. Vezméme ob-
last Q popsanou vyse a na ni prostor U = U(2) coz je prostor po ¢astech hladkych
funkci definovanych na €2 takovy, ktery je podprostorem prostoru spojité diferenco-
vatelnych funkci C1(2). Do tohoto prostoru patif slabé feseni tilohy pruznosti.

Pro ptrevedeni vyse uvedené ilohy na varia¢ni formulaci je tfeba definovat prostor
tzv. testovacich funkei:

V={veU:v(zr)=0 VeedQp}. (1.6)
Testovacim funkcim se také tika wvirtudini nebo moznd posunuti. U téchto funkci
plati néasledujici: jestlize u je feSenim okrajové ulohy, potom u+v spliiuje zadanou

okrajovou podminku Dirichletova typu. Pokud v € V', pak plati integralni identita
ve tvaru:

0Ty ~

/(8:5] (u;) + fi)v dx —i—/ (6 —mynj)vder =0 VYveV. (1.7)
Q J 00N

Na prvni ¢ast prvniho integralu rovnosti aplikujeme Greenovu vétu, rozepiseme jed-

notlivé integraly a dale zjednodusime. Dostaneme:

—/ g—vnj(ul) dx + / fiv dx+/ gwdr=0 YveV. (1.8)
Q 0%; Q Giopy

Tato rovnost je splnéna pro funkci u, na kterou klademe mensi naroky, tedy je
Cauchyuv tenzor deformace, ¢imz dostaneme vyslednou integralni identitu, ktera
jiz zahrnuje okrajové podminky Neumannova typu a je tedy nutné predepsat pouze
podminky Dirichletova typu.

Definujme tedy prostor funkci Up, coz je prostor funkci z U takovy, ze tyto funkce
spliiuji Dirichletovu okrajovou podminku. Potom slabé feseni problému lze popsat
funkei u takovou, ze patii do prostoru Up a zéroven spliuje integralni identitu (1.8)
doplnénou o Hookeuv zakon a vztah pro Cauchyuv tenzor.



1.3 Kontaktni problém

Uloha kontaktu dvou & vice téles [2] mé stejny zdklad jako tloha pruznosti, pouze
je definovano vice ¢asti hranice a tim i vice okrajovych podminek. Ozna¢me ¢asti
hranice 0Q2p, 00y a 0S¢, coz jsou postupné ¢asti hranice s podminkou Dirichletova
typu, podminkou Neumannova typu a posledni ¢ast hranice je hranice na kontaktu,
tedy ta, kde se oblasti dotykaji. Resfme tlohu v nésledujicim tvaru:

0
8—%7@](1&) + fll =0 z € Q,

ui:@, xeaQD, (19)
TijNj = 6\'1‘, S (9QN,

ko 1 kl k_ 0\ k
kde u* = uknk, tedy primét posuvu do sméru normaly k oblasti, a ul, = uln} =

—uln! | indexy k a [ oznacuji jednotlivé oblasti kontaktu.

17 )
Slabé feseni této ulohy odvodime stejnym zpusobem jako feSeni tilohy na pruznost,
kde jsme dostali integralni identitu ve tvaru:

a(u,v) =b(v) Yo eV, (1.10)

kde a(u,v) = [, Eijmen(u)ei;(v') dv w0 € Vab(v) = [, fivdet [, Gwde u,v €
V.

Méjme prostor K = {v € V : v¥(z) — v!(z) <0 Vz € 9Qc}, kde V je prostor testo-
vacich funkei. Pak muzeme definovat slabé feseni kontaktniho problému nasledovné:
Reknéme, ze funkce u € K je feSenim kontaktniho problému, jestlize plati:

a(u,v —u) >b(v —u) Yo e K, (1.11)

kde tvary bilinearni formy a a linedrni formy b jsou uvedeny vyse.
Problém (1.11) je ekvivalentni problému hledéni funkce u € K tak, aby

L(u) = min L(v), (1.12)

veK

kde L(v) je kvadraticky funkciondl ve tvaru L(v) = 3a(v,v) — b(v).

10



Kapitola 2

Metoda koneénych prvku

Metoda konecnych prvkia (MKP) je numerickd metoda zalozend na diskretizaci kon-
tinualniho télesa a jemu prislusejiciho slabého feseni. Vysledkem je tedy numerické
reSeni puvodné spojitého problému.

2.1 Galerkinova metoda

Cely teseny problém je tfeba prevést z oo-dimenzionalntho prostoru do prostoru
kone¢né-dimenzionalniho, protoze jinak by nebylo mozné fesit problém numericky.
[13]. Princip Galerkinovy metody spoc¢ivd v nalezeni piiblizného feseni uy € Vy
takového, ze splnuje

a(un,vy) = b(vy), (2.1)

kde vy a uy jsou z prostoru Vy, ktery je podprostorem prostoru testovacich funkei V'
a plati, ze bazi prostoru Vi tvoii prvnich N prvku baze prostoru V. Diky vlastnostem
prostoru muzeme kazdou funkci vy € Vi psat jako linearni kombinaci bazovych
prvku, tedy vy = 25:1 a, Uy, kde a,, jsou cisla, a dale také plati, ze kazda funkce
vy lezi i v prostoru V. Muzeme proto psat, ze prostor Vi je aproximaci prostoru
V' a funkce uy je Galerkinovou aproximaci hledaného feseni u. Jelikoz feSeni uy je
z prostoru Vy lze jej vyjadrit jako linearni kombinaci bazovych funkei vy, tedy ve
tvaru:

N
uyn = Zx,vz (2.2)
i=1

Dale pokud dosadime do naSi rovnosti za uy a zaroven za vy postupné volime
jednotlivé bazové funkce prostoru Vy dostaneme soustavu linearnich algebraickych
rovnic ve tvaru

N
ina(vi,vj) =b(v;) j=12,...,N. (2.3)
i=1

11



Pokud dale také postupné volime misto libovolnych funkei v; piimo jednotlivé bazové
funkce prostoru Vi a tuto rovnost zapiseme maticové, dostaneme vyslednou soustavu

Ax =D, (2.4)

kde x = [x1, 22, ..., xn] jsou hledané neznamé, matice A mé prvky a;; = a(v;,v;) a
vektor b je vektor pravych stran.

2.2 Metoda koneénych prvku

Metoda konec¢nych prvku je metoda se specialni konstrukei bazovych funkei v me-
todé Galerkinova typu. Tyto bazové funkce definujeme na dané nasit’ované oblasti.
Nejprve je tedy treba vytvorit sit’.

2.2.1 Diskretizace oblasti

Definujme déleni nasi oblasti {2 na podoblasti, jejichz velikost je omezena parame-
trem h. Pro 2D se jako podoblasti pouzivaji obecné mnohothelniky, nejcastéjsimi
jsou trojuhelniky nebo ¢tyiihelniky. Parametr h urcuje maximalni délku hrany. Tyto
podoblasti budeme nazyvat prvky. Zaved’'me déleni S pomoci trojihelniku 7; nasle-
dovné

S ={T;}, (2.5)

kde T; = {Xj;,j = 1,2,3} jsou trojihelniky tvofené 3 body X, které lezi v dané
oblasti a pro které plati:

e dva trojuhelniky 7; a T} pro i # j maji spolecnou nejvyse jednu hranu

e sjednocenim vsech T; dostaneme puvodni oblast s polygondalni hranici (dosta-
neme pouze aproximaci hranice)

e vnitiky dvou libovolnych trojihelniki maji prazdny prunik

Plati, Zze hranice oblasti je aproximovana po ¢astech stranami jednotlivych trojihel-
niku resp. ¢tyituhelniku. Pro celou tlohu plati, ze ¢im jemnéjsi déleni, tedy mensi
parametr h, tim presnéji je aproximovano klasické feseni. V této praci byla vyuzita
diskretizace pomoci trojihelniku (viz. obr. 2.2) a pro nejjednodussi oblast ve tvaru
obdélniku i pomoci ¢tyfihelniku (viz. obr. 2.1).

Jelikoz je problém fesen na kontaktu dvou ¢i vice téles je tfeba definovat podobu
diskretizace na kontaktu téchto oblasti. Pro tuto spoleénou ¢ast hranice mohou
nastat dvé moznosti. Bud’ plati,ze uzly obou siti x; na hranici kontaktu maji spolecné
soufadnice, nebo nékteré uzly padnou do hrany trojuhelniku z druhé sité. Prvni
moznosti se ika konformni a druhé nekonformni sité. Oba druhy sit{ jsou zobrazeny
na obrazku 2.2.

12



0 0.5 1 15 2 25 3

Obrazek 2.1: Diskretizace oblasti pomoci ¢tyitihelniku

2 2
18 18-
16 16r
14 14r
1.2 12r

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.41
0.2 0.2F

OO 0.5 1 15 2 25 3 00 0.5 1 15 2 25 3

Obrazek 2.2: Diskretizace oblasti pomoci trojuhelniku - piiklad konformni vlevo a
nekonformni sité vpravo

2.2.2 Bazové funkce

Béazové funkce pro tlohu volime tak, aby splnovaly nasledujici:
e byly na kazdém prvku polynomem zvoleného stupné

e byly nenulové na ¢asti oblasti (pouze nékolik malo prvku), tedy meéli maly
nosic

e byly linedrné nezavislé
e méli na celém prvku urcity stupen hladkosti (potieba kvuli derivaci)

e splnovali interpolacni podminky:.

13



Volba bazovych funkeci zavisi také na tesené tloze, protoze pro tlohu vyssiho
fadu, tedy ulohu s rovnici obsahujici vyssi derivace, musime volit stupen polynomu,
tvoriciho bazové funkce tak, aby odpovidal rovnici ilohy. Tedy naptiklad pro tlohu s
rovnici druhého radu se obvykle voli linearni bazové funkce, resp. po ¢astech linedrni,
jelikoz tyto funkce musi spliiovat, ze maji maly nosic.

V této praci byly pouzity po c¢astech linearni bazové funkce, nebot” mame fesit
rovnici druhého radu. Tyto funkce splnuji nasledujici vlastnosti:

e jsou linedrné nezavislé

e na kazdém prvku obsahujicim uzel sité X, jsou ve tvaru linearniho polynomu
NE(z,y) = a*x + by + &

e spliuji interpolaéni podminky na trojihelniku 7; (viz. 2.6)

e jsou nenulové pouze na trojuhelnicich prislusejicich uzlu vucéi kterému jsou
definované.

Interpolaéni podminky pro bazovou funkci v, definované vuéi uzlu X, jsou ta-
kové, ze

vo(Xn) =1, v,(X;) =0 Vm #n. (2.6)

2.2.3 Sestaveni matic

Pti sestavovani matice tuhosti a vektoru zatizeni tohoto problému vychazime z tvaru
bilinedrni formy a linearni formy popsané vyse. Jednotlivé prvky matice tuhosti jsou
urceny bilinearni formou a(v;, v;). Diky specidlni volbé bazovych funkei popsanych
vySe muzeme Tici, ze prvek matice je nenulovy pouze tehdy, kdyz bazové funkce v;
a v; prisluseji prvkum 4 a j, které maji spolecny uzel. Matice tuhosti je ¢tvercova
matice fadu N, kde N je pocet uzlu sité. Tato matice je také symetrickd, coz vyplyva
z vlastnosti bilinedrni formy a(v;,v;), kterd je symetrickd. Déle je mozné matici
uvazovat jako fidkou, jelikoz kazdy uzel sousedi jenom s koneé¢nym poctem dalsich
uzlu.

Celkovou matici tuhosti pro tulohu kontaktu poskldaddme z matic tuhosti pro
jednotliva télesa. Tato matice vypada nasledovneé:

Ay O v om
A — ( s )
27 0@ A,

kde A; a A, jsou matice tuhosti pro télesa a 0 znamena nulova matice odpovi-
dajici velikosti. Jednotlivé matice tuhosti poskladdme z matic spoctenych vzdy pro
prislusny prvek a nésledné prictenych do globalni matice. Prvky matice tuhosti pro
element vypocteme néasledovné:

A, = B"EB, (2.7)
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kde matice B je matice poskladana z derivaci bazovych funkci a matice E je matice
koeficientti. Témito koeficienty jsou Lamého koeficienty A\ a u, které jsou urcené z
Youngova modulu pruznosti £ a Poissonovy konstanty v:

FEv E

A= AE oA =) H= o0 +)

Nésledné je tieba matice A, umistit do globalni matice tuhosti A. Pro tuto operaci
(jde o pricitani) je tfeba pouze kontrolovat, aby se jednotlivé prvky matice A, pticetli
na spravné pozice v globalni matici. Toto zajistime pomoci oc¢islovani uzla sité. Uzly
mame oc¢islovany a matice tuhosti ma jednotlivé radky resp. sloupce sefazeny podle
tohoto ¢islovani. Tim ziskame kontrolu nad pri¢itanim A.. Vyuzitim ¢islovani uzla
pritadime jednotlivé prvky matice A, do celkové matice tuhosti télesa A tak, aby se
hodnoty pricetly do vSech uzli, se kterymi se operuje v matici A.. Matici A, je také
mozné si predstavit jako fidkou matici stejné velikosti jako A, kterd ma nenulové
prvky na mistech ovlivnénych uzli a na zbylych pozicich 0. Pak se d& pricteni této
matice zapsat jako soucet matic tedy:

A=A+A,.

Prvky vektoru pravych stran b jsou vyjadieny pomoci linedrni formy b(v) = [, fiv da+
/. 20 o;v dx. Jelikoz v této uloze predpokladdame, Ze sily nepusobi uvniti télesa, ale
pouze na povrchu, v linedrni formé prvni integral nebude hrat roli (bude nulovy).
Dalsi ¢asti linearni formy je integral pres Neumannovskou ¢ast hranice. Pokud nam
pusobi na téleso osaméla sila pouze v bodu, tak jen dosadime na prislusnou pozici
v pravé strané hodnotu zadanou v Neumannovské okrajové podmince. Pokud nam
na téleso pusobi spojitd sila, musime urcit hodnoty vektoru pravych stran, prislus-
nych uzlum lezicim na Neumannovské hranici. Nejjednodussim zpusobem jak tohoto
docilit je integrovat numericky vzdy pres danou hranu prvku, ktera lezi na hranici
s Neumannovskou podminkou. Dal$im zpusobem je aproximovat hodnotu pomoci
nasledujiciho vzorce:

1
b = —
e = 5 flIAll,

kde f je hodnota sily ve sttedu hrany a ||h]| je velikost piislusné hrany.

Posledni matici, kterou je tifeba sestavit pro feSeni tlohy je matice kontaktnich
podminek, zkracené matice kontaktu. Tato matice je obdélnikova a rozméry jsou
déany poctem okrajovych podminek na kontaktu a poctem stupnu volnosti, tedy
poctem uzli, pro které neni dana Dirichletovska okrajova podminka. Podminka na
kontaktu je dana ve tvaru:

uy, — t, <0,
kde uf = ufnk. tedy primét posuvu do sméru normély k oblasti, a u!, = uln¥ =

—ulnt. Pokud tedy dosadime za u* a u! dostaneme

k,k Lk
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pokud tedy zapiSeme tuto podminku maticové mame

Kx <0,

kde x je vektor nezndmych u¥ a u! a matice K je ¥idkd matice, kterd obsahuje

na pifslusnych pozicich slozky normély n¥ (je tfeba pouze kontrolovat znaménka).
Pro konformni sité se tato matice poskldada jednoduse tak, ze se na ptislusné pozice
umisti slozky normaly. Pro nekonformni sité je tfeba urcit, kolik mame podminek
na kontaktnim okraji. Toto zavisi na poctu uzlu sité na kontaktni hranici a voli se
vedouci sit’, ktera ma vice uzlu. Kazdy uzel z vedouct sité se dé vyjadrit jako linedrni
kombinace uzlu z druhé sité mezi nimz lezi. Tedy oznacime-li uzly vedouci sité X; a
uzly druhé sité Y; muzeme linedrni kombinaci zapsat nasledovné

Xi=aYy+(1—-a)Y,

kde Y3Y; je hrana trojuhelnika z hrubsi sité lezici na kontaktni hranici. V tomto
pripadé je tfeba do matice kontaktu zahrnou i koeficient «, abychom dostali vztah
mezi jednotlivymi uzly. Matice kontaktu ma tedy rozmeéry pocet uzlu vedouci sité
krat pocet stupnu volnosti. Opét dopliujeme do této matice hodnoty pro normélu
ovSem pro uzly z hrubsi sité tuto hodnotu prenasobime koeficientem « pro uzel lezici
vlevo od uzlu urcujici podminku nebo (1 — «) pro uzel lezici vpravo.

2.3 Vysledna soustava

Shrneme-li vSechny vyse popsané tikony, dostaneme vyslednou soustavu na feseni
ulohy pruznosti na kontaktu. Mame tedy diskretizovanou ulohu ve tvaru

Ax = Db, Kx <0, (2.8)

kde nerovnice vyjadiuje kontaktni okrajovou podminku.
Reseni vyse uvedené tlohy je ziskdano prevedenim na tlohu kvadratického pro-
gramovani, které minimalizuje kvadratickou formu

1 Kx <h
min §XTAX +bTx, kde Kegx =hey |
’ I, <x<u,

kde v pripadé této ulohy budou vyuzity pouze nerovnostni podminky ve tvaru
Kx < 0.

Vysledkem ziskanym z aplikace kvadratického programovani jsou posuvy v jednotli-
vych uzlech vsech oblasti, se kterymi je uloha provadéna. Pro porovnani puvodniho
stavu a stavu po vyreSeni kontaktni tlohy je potieba tyto posuvy pricist k puvod-
nim soutadnicim jednotlivych uzli. Podrobnéji bude cely postup probran v Kapitole
Realizace a nazorné ukazan v Kapitole Zhodnoceni vysledk.
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Kapitola 3

Realizace

Tato kapitola se podrobné vénuje implementaci feSené tlohy v prostiedi MATLAB.
V nasledujicich odstavcich budou popsany hlavni ¢asti algoritmu a zajimavosti, se
kterymi se bylo nutné pii psani skriptu vyporadat ([11], [10], [8]).

V nékterych castech implementace byly vyuzity funkce prostiredi MATLAB, které
vyznamné ulehcily tvorbu celého algoritmu. Tyto funkce budou v prislusnych od-
stavcich zminény.

Cela kapitola je uspotradana tak, aby popsala cely skript od jeho spusténi az po
vykresleni vysledku. Nejdiive popiSeme ptipravu dat, zejména pak geometrii obou
teles, okrajové podminky a zpusob jakym je zadani tlohy vytvareno. Déle zde bude
popsano sestavovani dulezitych matic a vektoru, na které se nédsledné aplikuji Di-
richletovy s Neumannovy okrajové podminky. V neposledni fadé popiseme matici
kontaktu, jejiz tvar je podminén geometrii obou dotykajicich se téles. Nakonec bude
popsano vyteseni ulohy nésledované kratkym shrnutim.

3.1 Priprava dat

Promysleni problému piipravy dat je velice dulezité, nebot’ muze velmi ovlivnit
strukturu dalsich ¢asti algoritmu. V tomto piipadé bylo vSe voleno tak, aby bylo
zadavani dat co nejjednodussi a umoznilo béhem kratké doby vytvorit ulohu s od-
lisnymi télesy i parametry.

3.1.1 Geometrie télesa

V této praci jsou pouzivany polygonalni tvary téles, proto se pro zadéni geometrie
télesa pouziva sada bodu, jejichz poloha je definovana v souradnych oséch x i y.
Napiiklad pro definici téles zobrazenych na grafech v obrazku 2.2 vypadé definice
geometrie nasledovné:

[0;2;2;0];
[1;1;2;2];

geometry (1) .x
geometry (1) .y
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geometry(2).x = [1;3;3;1];
geometry(2) .y = [0;0;1;1];.

Jsou tedy postupné zadany x-ové a y-ové souradnice prvniho a druhého télesa. Déle
je zapotiebi definovat spolecnou hranici, na které se obé télesa dotykaji. Opét je
zadani rozdéleno na jednotlivé soutradnice

geometry(1) .edge_x = [1,2];
geometry(1l) .edge_y = [0.99,1.01]
geometry(2) .edge_x = [1,2];
geometry(2) .edge_y = [0.99,1.01].

Vyse uvedené hodnoty predstavuji vzdy pocatecni a koncovy bod oblasti, na které se
nachézi spolecna hranice obou téles. V pripadé, Ze je hranice rovnobézna s nékterou
ze soutadnych os (v tomto pripadé osa y), je vhodné vytvorit tuto oblast jako velice
uzkou oblast namisto pouhé tsecky, aby nedoslo k nechténému vynechani nékterého
z bodu hranice.

Pro dalsi zpracovani je nutné zadat jesté jeden dulezity parametr udavajici ma-
ximalni velikost hrany trojihelniku. Parametr se samoziejmé udava pro kazdé téleso
zvlast’, aby se mohlo docilit feSeni problému s konformni i nekonformni siti. Vyse
uvedeny piiklad se tedy doplni o dva fadky (v tomto piipadé se bude jedna o ulohu
s konformni siti)

geometry(1l) .tr_size = 0.2;
geometry(2) .tr_size = 0.2;.

Pokud na zacatku pozadujeme, aby sité byly ve vysledku konformni, je tfeba zadat
pri vytvareni geometrie mimo vrcholu oblasti i poc¢ateéni a koncovy vrchol hrany na
kontaktu a také mit sité se stejnym parametrem maximalni velikosti hrany troju-
helniku. Na toto zadani se jiz mohou aplikovat algoritmy, které vytvori dekompozici
vstupnich polygonu na sité. V praci je vyuzivana zejména trojihelnikova sit’, ktera
je ziskana vyuzitim funkci, které nabizi prostredi MATLAB. Konkrétné se jedna o
funkci decsg z baliku PDE Toolbox. Tato funkce prevede geometrii objektu na de-
komponovanou geometrii tvorenou sadou nepiekryvajicich se oblasti. Tato dekompo-
zice slouzi jako vstup do funkce initmesh, ktera dekomponovanou geometrii prevede
na matice p,e,t, které obsahuji informace o trojihelnikové siti. Konkrétné obsahuji
po fadé informace o bodech sité, hranicich télesa a jednotlivych trojihelnicich uvnits
sité. Vysledkem procesu jsou dvé trojuhelnikové sité (viz grafy s trojihelnikovou siti
na obrézku 2.2).

3.1.2 Okrajové podminky

Dalsi informaci, ktera je potiebnd k vyteseni tlohy kontaktu téles jsou Dirichletovy
a Neumannovy okrajové podminky udavajici oblast se zadanymi posuvy a oblast,
kde na téleso pusobi vnéjsi sily.
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Zadavani Dirichletovych podminek je provadéno podobnym zpusobem jako za-
dani geometrie. Opét uvazujme piiklad z obréazku 2.2 s tim, ze budou zadény dvé
nulové a jedna nenulova okrajova podminka.

dirichlet (1) .area = [0,0,1,2];
dirichlet (1) .value = [0, 0.5];
dirichlet (1) .object =
dirichlet(2) .area = [3,
dirichlet(2) .value
dirichlet(2).object
dirichlet(3) .area = [O,
dirichlet(3) .value
dirichlet(3).object =

w |

11;

1]

o

1;
,0,
0;

2;
1,

0

1;.

Pro kazdou podminku jsou zadany tii typy udaju. ¢islo objektu, ke kterému pod-
minka patii, hodnota podminky a oblast, na které je podminka zadana. Oblast je
urcena vektorem s prvky, jejichz vyznam je zleva doprava nésledujici

1. x; - udavajici x-ovou soufadnici poc¢atku obdélnikové oblasti,

2. 9 - udavajici x-ovou souradnici konce obdélnikové oblasti,

3. y1 - udavajici y-ovou soutadnici po¢atku obdélnikové oblasti,

udéavajici y-ovou soutadnici konce obdélnikové oblasti.

4.y

Hodnota Dirichletovy okrajové podminky je v pripadé nulové podminky zadana
jednoduse cislem 0. V pripadé nenulové podminky se zadava vektor posunu ve sméru
x a y, jak je patrné na podmince 1 ve vyse uvedeném piikladu.

V piipadé Neumannovy podminky je zadan vektor s oblastil, na niz bude okra-
jova podminka aplikovana.

neumann = [1,2,2,2];.

V tomto vsak nestaci zadat pouze Cést hranice, kde pusobi sily, ale téz hodnoty
pusobici sily v bodech oblasti. Jelikoz se jedna o zajimavou ¢ast algoritmu, bude
definici sily vénovana samostatna sekce.

3.1.3 Definovani pusobicich sil

Pro modelovani sil v této praci byla vybrana linedrni funkce dvou proménnych ve

tvaru:
flz,y) =ax+by+c,

1Plati stejné usporddani vektoru jako v piipadé Dirichletovy podminky vyse.
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kde x a y jsou soutadnice bodu, ve kterém je sila poc¢itana a a, b, ¢ jsou koeficienty.
Tato funkce tvoti plochu, diky ¢emuz lze modelovat zmény silového puisobeni v obou
soutfadnych oséach.

Pii zadavani ulohy je potieba zadat dvé takové funkce. Jednu pro modelovani
silového pusobeni ve sméru osy X a druhou pro modelovani silového pusobeni v ose
Y. Jelikoz by vsak nemuselo byt pro uzivatele jednoduché zadavat primo koeficienty
funkce, zaddva se namisto nich sada tii bodu a jejich pozadovana hodnota. Tyto
body musi definovat plochu, to znamen4, ze nesmi byt kolinearni. V pripadé splnéni
této podminky jsou nasledné koeficienty linearni funkce automaticky dopocitany a
je nasledné mozné ziskat hodnotu této funkce v jakémkoliv bodé na hranici télesa.
Zadani silového pusobeni vypada nasledovné

force.x_x = [1 , 2, 2];
force.x_y = [2, 2, 1];
force.x_f = [0, 0, 0];
force.y_x = [1 , 2, 2];
force.y_y = [2, 2, 1];
force.y_f = [le-4, le-5, 1-eb]; .

V piikladu byly definovéany hodnoty sil v bodech [1,2],[2,2] a [2,1]. V piipadeé sil
pusobicich ve sméru osy X jsou hodnoty nulové a proto bude i linearni funkce pro
vsechny body vracet hodnotu 0. Pusobeni sil ve sméru osy Y je nenulové a ze zadani
je patrné, ze se bude ménit vzhledem k ose X a naopak bude vzdy konstantni prii
zméneé soutadnice po ose Y.

3.1.4 Tvorba zadani ulohy

K dodefinovani celé ilohy zbyva pouze zadat materidlové konstanty pro jednotliva
télesa. V praci jsou naptiklad pouzity tyto hodnoty

young = 10" * [0.0021;0.0012]; [Pa]
poisson = [0.3; 0.34];,

kde konstanta 10'° je vytknutd z Youngova modulu pruznosti kviili omezenosti veli-
kosti cisel v pocitaci, ¢imz je nutno pocitat s vysledky lisicimi se o tuto konstantu a
stejné tak upravovat velikost sily. Kazdy fadek vektoru definuje konstantu pro jedno
téleso, je pouze dulezité zachovat poradi, ve kterém je zadana geometrie télesa, jinak
by mohlo dojit k prohozeni idaju a tedy vlastnosti.

Vyse uvedené hodnoty mohou byt zaddny piimo v prikazové rfadce programu
MATLAB, ovsem idealnéjsi zpusob je vytvoreni m-skriptu, ktery bude obsahovat
vechny tdaje a nésledné zavold funkci createProblem?, kterd data zpracuje a na-
sledné vytvori dva soubory kompletné definujici tlohu.

2V souborech pfilozenych k této praci je mozné u ukdzkovych zadani nalézt m-skript newPro-
blem, ktery toto zadani demonstruje
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Prvni soubor je pojmenovan dle parametru predaného funkci createProblem.
Jednd se o automaticky vytvoreny m-skript, ve kterém jsou uvedeny vsechny kon-
stanty, okrajové podminky a ptikaz nacitajici druhy soubor.

Ten je pojmenovany zvolenym jménem, za které je pridan fetézec _bodies.mat.
Tento soubor obsahuje sité jednotlivych oblasti a jiz vypoctené parametry funkce
silového pusobeni.

V hlavnim souboru aplikace (pozn. program.m) se pak zaddni tlohy provede
jednoduse. Uvazujme, ze ve slozce s hlavnim souborem méame slozku data, ve které
jsou vygenerovana zadani. Dale predpokladejme, ze chceme spustit skript se zadanim
oznacenym ulohal. Pak tedy zacdtek hlavniho souboru musi obsahovat nasledujici
radky

cd ./data/;
ulohail;
cd ..;

Skript se tedy presune do slozky data, kde zavola skript ulohal.m, pak se vrati zpét
do slozky s hlavnim souborem a provede vypocty nad nactenym zadanim.

3.2 Sestaveni matice a vektoru pro ulohu

Nejveétsi cast celého TeSeni je vénovana sestaveni matice tuhosti a vektoru pravych
stran, tedy soustavy rovnic, jejiz vyfeSenim bude ziskdn pozadovany vysledek.

Matice tuhosti A je matice velikosti 2N x 2N, kde N je pocet bodu v triangulacni
(resp. Ctvercové) siti. Dvojndsobnd velikost matice je potiebna proto, ze kazdy bod
v siti ma dvé soutadnice a je nutné do matice ulozit hodnoty pro kazdou zvlast’.

K ziskani matice tuhosti je nutné vytvorit nejdrive lokalizacni matici, kterd ma
rozméry N X 6 pro trojihelnikovou sit’ a N x 8 pro sit’ ¢tyithelnikovou. V kazdém
radku matice jsou uvedeny ¢isla uzlu tvorici jeden trojihelnik (resp. ¢tyiihelnik),
které reprezentuji polohu fadku (resp. sloupce) x-ové soutadnice tohoto uzlu v matici
tuhosti (resp. vektoru pravych stran). Hodnota y-ové souiadnice je ziskdna nésle-
dovné

¢islo uzlu + N,

kde N je opét pocet uzlu v siti.

Vypocet elementarni matice tuhosti A, pro trojihelnikovy element obsahuje né-
kolik kroku. Nejdiive se sestavi matice B vyjadiujici vztah mezi napétim v elementu
a rozlozenim jeho vrcholu. Matice m& nasledujici tvar

1 Y2 Ys1 Y2 0 0 0

B:ﬂ 0 0 0 x3 zi13 22|,
T3z T13 T21 Y23 Y31 Y12

21



kde x;; = x; — x; je rozdil piislusnych x-ovych pozic uzli v trojihelniku a podobné
Yi; = Yi — y; je rozdil pifslusnych x-ovych pozic uzli v trojihelniku. Déle se ve vyse
uvedeném vzorci vyskytuje hodnota A, ktera predstavuje plochu trojihelniku a je
spoc¢tena nasledovné

A — (T2 - Ys+ X3 - Y1 + 21 - Y2 — T2+ Y1 — T3~ Yo — T1 '3/3)‘
2 T
Tim je matice B kompletni. Zbyvé definovat matici E obsahujici informace o mate-
ridlovych konstantach

A+ 2p A 0
E = A A2 0],
0 0 L
vyznam konstant A a p je uveden v Kapitole 2.
Lokélni matice tuhosti pro element je pak ziskdna vynasobenim matic nasledovné

A, = B'EB.

Takto ziskana lokalni matice tuhosti se dale musi asemblovat do celkové matice
tuhosti A na radky a sloupce prislusejici uzlum zpracovavaného trojihelniku. Kon-
krétni postup je uveden v prilozeném souboru addToStiffnessMatrix.m.

Vektor pravych stran b o rozmérech 2N x 1 je vytvoren jako vektor samych nul a
je nasledné dodefinovan aplikaci Neumannovych okrajovych podminek, které budou
spolecné s Dirichletovymi okrajovymi podminkami popsany v nasleduji ¢asti.

Vyse uvedeny postup plati v ptipadé, ze fesime tlohu s jednou oblasti. V této
praci je vSak feSen piipad, kdy bude oblasti vice. Pro jednoduchost bude uveden
postup pro dvé oblasti.

Necht’ mame vytvoreny matice tuhosti Ay, Ay a k nim prislusné vektory pravych
stran by, by 0 rozmérech

Ay...2N x 2N,
Ay .. 2M x 2M,
by...2N x 1,
by ... 2M x 1.

Matici tuhosti A1 pro obé télesa ma tvar
Ay 0N 2w
A = ' ,
2 [0(2M,2N) Ay
kde O(; ) je nulovd matice o rozmérech I x J

Podobnym zpusobem sestavime i vektor pravych stran, ktery vznikne spojenim
vektoru by a by do jednoho vektoru byg o rozmérech 2N + 2M x 1.

b
b12 = |})::| )

Tento postup lze samoziejmé zobecnit pro feseni tlohy s vyssim poc¢tem oblasti. V
dalsich odstavcich bude vysvétlena aplikace Dirichletovych a Neumannovych okra-
jovych podminek.
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3.3 Aplikace okrajovych podminek

Aplikace okrajovych podminek je v této praci rozdélena do nékolika souboru, jejichz
nazvy koresponduji s nazvy okrajovych podminek.

Aplikace Neumannovy okrajové podminky vnéjsitho silového pusobeni ovlivni
vektor pravych stran, ktery byl do této chvile nulovy (viz Sestaveni matice a vek-
toru pro tlohu). Postup spociva v nalezeni vsech bodi, které se vyskytuji na hranici
uvniti zadané oblasti.

Ke kazdé dvojici nalezenych sousedicich bodu na hranici oblasti se vypocte hod-
nota ptislusného radku ve vektoru pravych stran b. Vypocet vypada nasledovné

1
fo =58 [[vall,
kde s je sila v bodé nachéazejicim se mezi dvojici pravé zpracovavanych bodu a vo;
je vektor vytvoreny ze dvojice hrani¢nich bodu.
nutné uvazovat zvlast’ postup v ptripadé nulové a v pripadé nenulové podminky.

Aplikace nulové podminky spoc¢iva ve snizeni dimenze matice tuhosti A a vektoru
pravych stran b. Tedy odstranéni fadku (resp. sloupcu) z fesené soustavy. Tim je
zajisténo, ze se pozice téchto bodu vypocétem nezméni.Problém ovSsem nastava po
vyreSeni ulohy, jelikoz je potieba nulové posuvy vlozit do vysledku tlohy na spravna
mista.

Nenulové okrajova podminka, na rozdil od nulové, neméni velikost matice tuhosti
A ani vektoru pravych stran b. Namisto toho potfebné fadky vhodnym zpusobem
upravuje. Obecné je mozné pouzit vice pristupt, ovSsem v této praci byl zvolen
implementacné jednodussi.

Postup spociva v nahrazeni tadek matice A, nalezicich bodiim v oblasti puso-
beni okrajové podminky, nulovym fadkem s jednickou na diagondle. Matematicky
Zapsano

a;; =0, pro i#j, it=konst., j=1,...,2N,

a; =1,

kde a;; je prvek na pozici (¢,7) v matici tuhosti. Déle je do vektoru pravych stran
(na stejny fadek jako v matici tuhosti) ulozena hodnota posunu zadand pii definici
ulohy.

Tim je aplikace okrajovych podminek kompletni na soustavu jednoho télesa kom-
pletni. Zbyvda stejnym zpusobem provést aplikaci podminek i na druhé téleso®. V
dalsi podkapitole je tak jiz mozné pristoupit k vytvoreni matice kontaktu, ktera
zohlednuje vazby mezi oblastmi.

30becné na viechny zbyld télesa respektive oblasti.
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3.4 Matice kontaktu

Pfi sestavovani matice kontaktu K je nutné rozeznat dva pripady. Sit’ na kontaktu
dvou oblasti muze byt bud’ konformni, nebo nekonformni. Tedy bud’ se uzly siti
prekryvaji a nebo neptekryvaji (viz. Obr 2.2). V pripadé, ze by matice kontaktu pii
reSeni ulohy byla Spatné sestavena, nebo nebyla k dispozici viibec, pak se tiloha neda
fesit. Doslo by totiz k tomu, ze by nebyl bran zietel na vztah oblasti na hranici a
mohlo by tak dojit k proniknuti jednoho télesa do druhého.

3.4.1 Konformni pripad

Matice K ma v tomto ptripadé velikost Px2N+2M , kde P je pocet bodu na kontaktu
obou oblasti. Do kazdého radku matice, nalezictho vzdy kontaktu dvou uzli, se do
sloupcu patticich danym uzlum pritadi hodnota normaly k hranici oblasti. Pfirazeni
do i-tého radku muze vypadat naptiklad takto :

K(i, ul.x) = normala.x;
K(i, ul.y) = normala.y;
K(i, u2.x) = -normala.x;
K(i, u2.y) = -normala.y;.

Vsechny ostatni body matice K maji hodnotu 0. Timto je matice pripravena k feSeni
ulohy.

3.4.2 Nekonformni pripad

......

spolecné hranici nemusi byt u obou oblasti stejny, bude i matice mit jinou velikost
nez v predchozim pripadé. Konkrétné se bude velikost lisit v postu radku. Tedy P jiz
nebude pocet spole¢nych uzli na hranici. Namisto toho bude P pocet uzlu hustsi sité
na spolecné hranici. Tuto sit’ nazveme tidici. Sestaveni matice je pak do jisté miry
podobné. Také je potieba do fadku jednotlivych bodu hustsi sité dostat hodnoty,
které popisi kontakt s hranici druhé oblasti. Ovsem kazdy bod hustsi sité v tomto
pripadeé sousedi s dvéma uzly sité druhé oblasti. Takovym uzlim se samoziejmé nedd
pritadit celd hodnota normaély. Postup je takovy, Ze se na zakladé poméru vzdalenosti
mezi fidicim uzlem a dvéma uzly uréi dvé véhy, jejichz soucet je jednickovy. Zadani
hodnot do i-tého fadku muze vypadat takto:

K(i, ul.x) = normala.x;
K(i, ul.y) = normala.y;
K(i, u21.x) = -normala.x*o;
K(i, u2l.y) = -normala.y*q;
K(i, u22.x) = -normala.x*(1-«);

K(i, u22.y) = -normala.y*(1l-a);.

Po sestaveni celé matice je mozné pristoupit k samotnému feseni soustavy.
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3.5 Reseni problému

K feseni soustavy byla v piipadé této prace vyuzita funkce quadprog, kterou nabizi
piimo prostiedi Matlab. Jednd se o feseni problému kvadratického programovani.
Tedy hleddni minima k soustavé zadané nasledovné?

1 Ax <b
min §XT]H[X +fTx, kde{ Ax=Db, ,
’ I, <x<uw

Matice H je v tomto piipadé matice tuhosti A a vektor f je vektor pravych stran b.
Déle jsou uvedeny nerovnostni a rovnostni podminky pro feseni tlohy, které oznacuji
nasi podminku na kontaktu (A prezna¢me jako K a vektor b jako b_podm).

Konkrétné je v této uloze zadana nerovnostni podminka, kde vyse uvedena matice
A je matice kontaktu K a vektor b_podm je nulovy vektor. Splnénim této podminky
se v podstaté plni podminka nepronikani jednoho télesa do druhého. Volani funkce
vypada nasledovné

x = quadprog(A,b,K,b_podm, [1,[1,[],[],[],options);

Pét prazdnych parametru je ve volani funkce proto, ze by jinak nebylo mozné zadavat
téz parametr options, kterym se ovliviiuje nastaveni algoritmu. Seznam moznych
nastaveni je k dispozici v napovédeé k funkci quadprog.

3.6 Zpracovani vysledku

V této fazi jsou jiz k dispozici vysledky vyfesené soustavy. Tedy konkrétné posuny
v jednotlivych bodech. Jak jiz bylo zminéno vyse, je déle potieba doplnit nulové
posuny na mista uzlu s nulovou Dirichletovou okrajovou podminkou. Tento postup
neni tplné trividlni, jelikoz se fadky v feSeni soustavy neshoduji s puvodnimi &isly
uzlu v soustaveé bez odebranych uzli. Proces pridavani musi tedy probihat postupné,
jak je patrné na konci pfilozeného souboru program.m.

Po doplnéni je vysledek kompletni. Obsahuje posuny ve vSech bodech obou ob-
lasti. Zbyva tedy pouze posuny pricist k puvodnim umisténim bodu v siti a sité
vykreslit®. Tim je celd 1loha dokonéena a je tedy vhodné cely postup kratce shr-
nout.

3.7 Shrnuti

V predchozich sekcich byly uvedeny zajimavé ¢ésti implementace kontaktniho pro-
blému. Nyni tedy zbyva zkompletovat cely postup a ukazat v jakém potadi jednotlivé
ukony v algoritmu vystupuji.

47Z4meérné je pouzito znadeni z ndpovédy k programu Matlab.
Sviz nize v kapitole Vysledky
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1. Priprava zadani a vygenerovani dat - Definovani tvaru a vlastnosti jed-
notlivych oblasti, ptsobicich sil a okrajovych podminek. Vygenerovani dat
pomoci funkce createProblem.

2. Nacteni vygenerovanych dat - Nacteni vSech dat ze dvou vygenerovanych
soubortl.

3. Sestaveni matice tuhosti A; pro kazdou oblast - Vypocet lokdlnich matic
tuhosti a jejich zarazeni na spravnd mista v matici tuhosti oblasti.

4. Sestaveni vektoru pravych stran b; pro kazdou oblast a aplikace Ne-
umannovy okrajové podminky - Vytvotreni nulového vektoru a prifazeni
nenulovych hodnot k uzlum, ve kterych ptsobi sila.

5. Aplikace Dirichletovy nenulové okrajové podminky - Uprava matice
tuhosti a vektoru pravych stran dle této okrajové podminky.

6. Aplikace Dirichletovy nulové okrajové podminky - Vymazéani fadek a
sloupcu v uzlech s touto okrajovou podminkou.

7. Sestaveni celkové matice tuhosti A a vektoru pravych stran b - Slou-
¢eni vSech matic tuhosti a vektoru pravych stran do jedné soustavy Ax = b.

8. Sestaveni matice kontaktu K - Sestaveni matice kontaktu mezi jednotli-
vymi oblastmi.

9. Vyreseni ulohy - zavolani funkce quadprog, ktera vyresi soustavu za pod-
minek urcenych matici kontaktu K.

Vyse uvedeny vycet reprezentuje obecny algoritmus pro 2 a vice oblasti. Podrobnou
implementaci pak 1ze nalézt v souborech prilozenych k praci, zejména pak v souboru
program.m.
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Kapitola 4

Zhodnoceni vysledku

V predchozich kapitolach byla tloha kontaktniho problému popsana z hlediska teo-
retického a implementacniho. Nyni bude implementace provérena za pomoci jedno-
duchych experimentt, které budou klast duraz na schopnost spolehlivé fesit tlohu
na zakladé nastavenych parametru.

Jednotlivé experimenty jsou provedeny tak, aby se vySe popsana implementace otes-
tovala z hlediska spravné funkénosti a ¢asové narocnosti vypoctu. V nasledujicich
experimentech bude zkoumano chovani celé tlohy pii ruzném nastaveni okrajovych
podminek, hustoty siti a silového pusobeni. V experimentu s ruznou hustotou sité
bude uvedena i ¢asova narocnost vypoctu. Pro kazdy experiment bude uveden tvar
oblasti, okrajové podminky a hustota sité. Soucasti dale budou vysledky ve formé
grafu, které jsou vystupem skriptu v programovém prostredi MATLAB. Zadané
parametry budou uvadény ve tvaru:

e Dirichletova okrajovd podminka: [x1,x2,y1,y2] - hodnota, ¢islo oblasti!
e Neumannova okrajovd podminka: [x1,x2,y1,y2] - hodnota, ¢islo oblasti,

kde [x1,y1] je poc¢ateéni bod a [x2,y2] je koncovy bod ¢asti okraje oblasti, na kterou
pusobi dana okrajovd podminka. Pokud mame zadano vice okrajovych podminek
budou vypsany za sebou. Sila, kterou obsahuje Neumannova okrajovd podminka
je uvazovana vzdy spojitd. Pro vypocet bylo tieba vzit v tivahu i velikost ¢isla v
pocitaci. Proto byla z Youngova modulu pruznosti vytknuta konstanta 10°, éfmz
bylo nutné upravit i velikost sily ptsobici na téleso. Zobrazené vysledky jsou vysledky
experimentu, kdy uvazujeme Younguv modul pruznosti vétsi a silu mensi.

4.1 Experiment 1 - ¢tvercova sit’

Tento experiment je ukazkou pouziti jiného tvaru elementu v metodé MKP. Jednéa
se o ctyfuhelnikové elementy, které jsou pouzitelné pouze v omezené mitre, nebot’

1Oblasti jsou ¢islovany vzestupné zleva doprava a shora doli
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Z téchto duvodu bude v dalsich experimentech pouzita vyhradné trojtihelnikova sit’.
Na nésledujicich grafech je ukédzana puvodni sit’ (viz obr. 4.1) a dale graf s vysledky
(viz obr. 4.2) po nastaveni nasledujich parametru:

e Dirichletova okrajova podminka: [0,0,1,2] - nulovy, 1; [3,3,0,1] - nulovy,2

e Neumannova okrajova podminka: [1,2,2,2] - konstantni ve sméru -y s velikost{
1/4%1072, 1
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Obrazek 4.1: Experiment 1 - vstupni sité
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Obrazek 4.2: Experiment 1 - vysledna deformace
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4.2 Experiment 2 - trojihelnikova sit’ - ruzné si-
lové zatizeni

Tento experiment je provéreni chovani ulohy v zavislosti na ruzném silovém zatizeni.
Vstupni sité jsou ukdzany na nasledujicim grafu (obr. 4.3). Sila, pokud nebude uve-
deno jinak, bude pusobit vzdy na stejné ¢asti hranice modré sité. Konkrétné bude
Neumannova okrajovd podminka definovand na oblasti [1,2,2,2] s ruznymi hod-
notami ve sméru souradnych os x a y. Dale pro vSechny ¢éasti tohoto experimentu
plati

e Dirichletova okrajova podminka: [0,0,1,2] - nulovy, 1; [3,3,0,1] - nulovy,2
e Nastaveni maximalni velikosti hrany trojihelniku na hodnotu 0.2.

Jednotliva nastaveni pusobicich sil a jim prislusné vysledky budou uvedeny v pod-
kapitolach.
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Obrazek 4.3: Experiment 2 - vstupni sité

4.2.1 Silové zatizeni ve sméru osy x

Nejdiive bylo nutné vyzkouset chovani obou téles pfti silovém zatizeni pouze ve sméru
jedné ze soutadnych os. V tomto pripadé bylo testovany reakce pti pusobeni sily o
velikosti f = 107* N v zdporném sméru (Obr. 4.5) na hranici [2,2, 1, 2]. Na obrdzku
4.4 je vidét schéma experimentu.
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Obrazek 4.5 ukazuje situaci, kdy je na horni téleso tlaceno v zaporném sméru osy
x. Tim se téleso deformuje tak, ze se odkloni od druhého télesa a nedochazi tak k
zadnému pusobeni na jejich kontaktu.
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Obrazek 4.4: Experiment 2 - schéma
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Obréazek 4.5: Experiment 2 - silové zatizeni ve sméru osy x
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4.2.2 Silové zatizeni ve sméru y

V tomto piipadé je situace podobnd jako v pfedchozim odstavci. Je pouzita stejna
sila, pouze bude pusobit v zaporném (Obr. 4.7) a kladném (Obr. 4.8) sméru osy y.
Na obrazku 4.6 je vidét schéma experimentu.
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Obrazek 4.6: Experiment 2 - schéma 2

V prvnim piipadé je situace naprosto ziejma. Na horni téleso je pusobeno shora
silou, diky ¢emuz se sila prendsi na spodni téleso, které reaguje viditelnou deformaci.

Na obrazku 4.8 je vidét vysledek experimentu, pii kterém sila pusobi v kladném
sméru osy y. Sit” horntho télesa je deformovéna v tomto sméru. Na kontaktu obou
téles tudiz nedojde k zadnému prenosu sil a spodni téleso zustava neovlivnéno. Vyse
uvedené vysledky jsou tedy v souladu s predstavou o chovani télesa zatizeného vnéjsi
silou.

V dalsich ¢éastech tohoto experimentu budou sily pusobit ve sméru obou dvou
soufadnych os. Silové pusobeni bude ve sméru dané osy bud’ konstantni ve vSech
bodech nebo se bude ur¢itym zpusobem meénit. Takovych silovych pusobeni se da
jisté vymyslet bezpocet. V dalsich odstavcich tak bude uvedeno nékolik ukazkovych
prikladu, ze kterych je mozné vyvodit fakt, ze se algoritmus feseni kontaktni tlohy
chové i v tomto pripadé spravné.
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Obrazek 4.7: Experiment 2 - silové zatizeni ve sméru osy y - zdporné

Obrazek 4.8: Experiment 2 - silové zatizeni ve sméru osy y - kladné
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4.2.3 Silové zatizeni v obecném smeéru 1

Nejdiive byla sila pusobici na téleso zvolena nasledovné
e Konstantni silové ptisobeni o velikosti 5 - 107 v kladném sméru osy x

e Nekonstantni sila, kterd na oblasti pusobeni ve sméru osy x klesa z hodnoty
10~* az k hodnoté 0.

Vysledek tohoto nastaveni je zobrazen na obrazku 4.9. Samotny obrazek je podobny
jako v pripadé pusobeni sily v zaporném sméru osy y. Muzeme si zde vSak po-
vsimnout, ze na rozdil od vysledku na obrazku 4.7 je horni hrana modré sité jinak
tvarovand, coz zpusobuje pravé pusobeni sily v kladném sméru osy x.
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Obrazek 4.9: Experiment 2 - silové ptsobeni zaporné konstantni na ose y a kladné
na ose X
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4.2.4 Silové zatizeni v obecném sméru 2

Posledni ukazka tohoto experimentu je mirné odlisna. Sila nyni v ose x pusobi v
opacném sméru. Konkrétni nastaveni je nasledujici:

e Konstantni silové piisobeni o velikosti 5 - 107° v zdporném sméru osy x

e Nekonstantni sila v zaporném sméru osy y, ktera na oblasti pusobeni klesa ve
sméru osy x z hodnoty 107* aZ k hodnoté 2 - 107°.

7 vysledku je vidét, ze se modré téleso deformuje nejen smérem k cervenému télesu,
ale také se stlacuje doleva. Vysledna deformace cerveného télesa je diky tomu nizsi
nez pii absenci sily v zaporném sméru osy x, kterd deformaci télesa snizuje jeho
deformaci v zaporném smeéru osy y.
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Obrazek 4.10: Experiment 2 - silové pusobeni zaporné na ose y a zaporné konstantni
na ose x

4.3 Experiment 3 - trojuihelnikova sit’ - rtizna hus-
tota sité

V predchozim experimentu byla zkouméana tloha z hlediska ménici se sily pusobici v
uloze. Tentokrat se bude zkoumat zména vysledku pri zméné hustoty sité, respektive

siti. Jako vstupni data bude pouzita stejnd sit’ jako v Experimentu 2 (viz Obr. 4.3)
Pro vsechny casti tohoto experimentu bude platit nasledujici nastaveni:
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e Dirichletova okrajova podminka: [0,0,1,2] - nulovy, 1; [3,3,0,1] - nulovy,2

e Neumannova okrajovd podminka: [1,2,2,2] - konstantni ve sméru -y s velikost{
5-107°.

Jedinym ménicim se parametrem bude maximalni velikost hrany prvku, ktera se v

programovém prostiedi Matlab oznacuje hmax.

4.3.1 Zhust’ovani jedné sité

Nejdiive byla zhust'ovana jen sit’ télesa cislo 2. Byly pouzity nasledujici pripady
hustoty sité:

e hmax druhého télesa = 0,2
e hmax druhého télesa = 0,15
e hmax druhého télesa = 0,1 (Obr. 4.11).

Zména hustoty jedné sité neméd vliv na vysledky tulohy, coz bylo vizudlné ovéieno.
Jinymi slovy nezélezi na hustoté sité, jelikoz vysledek je na pohled shodny. D&
se vSak predpokldadat, ze hustéjsi sit’ bude znamenat téz mensi chybu zpusobenou
diskretizaci, tedy aproximaci spojitého reseni.
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Obréazek 4.11: Experiment 3 - vysledek vypoctu pro maximalni velikost trojihelniku
mensi sité 0.1
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Tento experiment je vhodny na ukazku zavislosti ¢asu nutného pro vypocet na hus-
toté sité respektive siti. Vysledkem je pak kiivka (Obr. 4.12), kterd pii zhust'ovani
sité vyrazné roste. To znamend, ze pti zhust'ovani sité se ¢as potiebny k vypoctu
vyrazné prodluzuje. V tomto pripadé meéla nejhustéjsi sit’ nastaven parametr hmax
na hodnotu 0.08. Vysledkem byl ¢as delsi nez 26 vtefin?. D4 se predpokladat, Ze
pro jesté nizsi hodnoty hmax by se ¢as jiz musel pocitat v minutach a staval by se
problematicky pro realné nasazeni.
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Obrazek 4.12: Experiment 3 - méfeni ¢asu potiebnych k vypoctu - Zmenseni jedné
sité

4.3.2 Zhust’ovani obou siti

Pro tplnost je vhodné uvést téz situaci, kdy budou zmensovany maximélni veli-
kosti prvku obou dvou siti. Nastaveni je stejné jako v predchozim pripadé, jen jsou
zhust’ovany obé sité zaroven.

e hmax = (,2
e hmax = 0,15
e hmax = 0,1 (Obr. 4.13).

Opét se vysledek tlohy viditelné neméni, lze tedy predpokladat, ze implementace
funguje a provadi vSechny operace spravneé.

2Casy byly ziskdny na pocitaci s procesorem Intel Core2Duo 3,33 GHz, 6 GB RAM
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Obréazek 4.13: Experiment 3 - vysledek vypoctu pro maximalni velikost trojihelniku
obou siti 0.1

V tomto ptipadé byly také zméteny casové hodnoty pti zhust’ovani siti. Vysledkem
je kiivka (Obr. 4.14), kterd je svym tvarem témét shodnd s kiivkou na obrazku 4.12.
Jediny rozdil je v hodnotéach, které jsou v ptipadé zhust’ovani obou siti vyssi, coz je
logické, jelikoz pti zhust’ovani obou siti roste rozmér matice tuhosti vyrazné rychleji.
Nejvyssi namérenou hodnotou pro hmax = 0,08 je cas témér 83 vterin.
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Obrazek 4.14: Experiment 3 - méfeni ¢asu potrebnych k vypoctu - Zmenseni obou
siti

37



4.4 Experiment 4 - trojihelnikova sit’ - jiné umis-
téni Neumannovy okrajové podminky

Nésledujici experiment ukazuje zménu vysledku tlohy pii silovém pusobeni ve sméru
y na jiné ¢asti télesa nez tou bylo v pripadé nastaveni na obrazku 4.7. Neumannova
okrajova podminka je nyni definovdna na oblasti [2, 2, 1, 2], se stejnou hodnotou jako
v piipadé vyse uvedené ulohy v experimentu 2. Vysledek je zobrazen na obrazku 4.15.
Rozdily oproti 4.7 jsou zfejmé zejména na horni hrané modré site.

2
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Obrazek 4.15: Experiment 4 - vysledek pii silovém pusobeni v jiné ¢asti horniho
télesa

4.5 Experiment 5 - trojihelnikova sit’ - jiné umis-
téni Dirichletovy okrajové podminky

Tento experiment je rovnéz pripraven tak, aby jej bylo mozné porovnat s obrazkem
4.7. Nyni je nastaveni sily stejné jako v pripadé experimentu 2. Rozdil je v umisténi
Dirichletovy okrajové podminky, ktera je definovana na spodni hrané ¢erveného
télesa, tedy [1,3,0,0] (schéma 4.16). Tim je téleso pevné ukotveno proti posunuti ve
sméru osy y. Pii pusobeni horniho télesa, se pak spodni téleso deformuje stlacovanim
do sebe. Vysledek je zobrazen na obrazku 4.17.
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Obrazek 4.16: Experiment 5 - schéma
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Obrazek 4.17: Experiment 5 - vysledek pii zméné umisténi Dirichletovy okrajové
podminky v dolnim télese

39



4.6 Experiment 6 - trojuhelnikova sit’ - ukazka tri
oblasti

Tento experiment slouzi jako ukéazka tilohy s vice nez dvéma oblastmi. Konkrétné se
jednd o dvé nastaveni tii oblasti, jejichz vstupni nastaveni je zobrazeno na obrazku
4.18 a schématu 4.19.

Vysledky budou v tomto ptipadé rozdéleny na dva piipady. V prvnim budou
pouzity pouze nulové Dirichletovy okrajové podminky a ve druhém bude ukazéna i
nenulova okrajova podminka.

25)

0.5

Obrazek 4.18: Experiment 6 - Vstupni data

4.6.1 Bez nenulové Dirichletovy okrajové podminky

Nastaveni podminek pro uvedené zadani bylo nasledujici

e Dirichletova okrajova podminka: [0,0,2,3] - nulovy, 1; [3,3,1,2] - nulovy,2; [0,0,0,1]
- nulovy,3

e Nastaveni maximalni velikosti hrany trojihelniku na hodnotu 0.6 , 0.2 a 0,1.

e Sila pusobi nekonstantné v zdporném smeéru osy y, pricemz se hodnota smérem
doprava méni z 3 - 10™* na 0.

Vysledky tohoto zadani jsou uvedeny na obrazku 4.20. Je patrné, ze vysledek
odpovida zadani. Sila se prenasi z prvniho télesa na druhé a z néj dél na treti.
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Obrazek 4.19: Experiment 6 - schéma

Télesa pak reaguji na deformaci prvni oblasti a jsou také deformovany ve stejném
smeéru.

Tento vysledek zaroven ukazuje obecnost implementace, ktera je po ptridani tie-
tiho télesa schopna tlohu spravné vytesit jako v pripadé dvou oblasti.
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Obrazek 4.20: Experiment 6 - vysledek vypoctu pro tii stejné obdélniky

4.6.2 S nenulovou Dirichletovou okrajovou podminkou

V této ukazce bude nastaveni celé ilohy podobné, jedind zména se bude tykat vy-

lové podminky na prostiedni oblasti za nenulovou. Konkrétni nastaveni je

nasledujict:

meény nu

:-0,08 vxal

e Dirichletova okrajova podminka: [0,0,2,3] - nulovy, 1; [3,3,1,2]

vy, 2;10,0,0,1] - nulovy, 3

,0.2a0,1.

e Nastaveni maximalni velikosti hrany trojihelniku na hodnotu 0.6

erern

hodnota smé

¢ v zdporném smeéru osy y, pricemz se

e Sila pusobi nekonstantn

na 0.

doprava méni z 3 - 10~*

ktery nenulova Dirichletova okrajova podminka

Y

&t efekt

Na vysledcich je vid

~ 7

zpusobi. V pripadé obrazku 4.21 je prostiedni oblast posunuta doleva, coz je jedina

viditelnd zména oproti vysledkiim na obrazku 4.20.
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Obrazek 4.21: Experiment 6 - vysledek vypoctu pro tii stejné obdélniky - nenulova

Dirichletova okrajova podminka

4.7 Experiment 7 - trojuhelnikova sit’ - ukazka

jiného tvaru oblasti
Tento experiment slouzi jako ukazka feSeni 1lohy na jiném tvaru oblasti. Pro testy

?

byly zvolena sada oblasti, ktera je zobrazeny na obrazku 4.22.

Tato dvojice oblasti byla inspirovéana tvarem klinu a upevnéného nosniku, do
kterého jej zarazime. Pro ucely vypoctu byl klin upevnén na nosnik ktery se s nim
ohyba. Byly zvoleny nasledujici okrajové podminky:
e Dirichletova okrajovd podminka: [0,0,3,4] - nulovy, 1; [0,0,%,%] - nulovy, 2;

[5,5,5,3] - nulovy, 2
e Neumannova okrajova podminka: [2.5,3.5,4,4] - konstantni ve sméru -y s veli-

kost{ 2 - 1075,
Na obrazku 4.23 je vidét vysledek experimentu. Je ziejmé, Zze pokud bychom
pusobili na klin vétsi silou mélo by dojit k roztrzeni nosniku na dva dily, tedy nosnik

by mél prasknout. Vysledky nam zobrazuji pouze prohnuti a to z duvodu velikosti
pusobici sily a faktu, ze v této praci neni moznost roztrzeni télesa brana v tivahu.
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Kapitola 5
Zaver

Tato prace se vénovala feSeni kontaktniho problému pruznych téles ve dvourozmer-
ném prostoru pomoci metody konecnych prvku. Problém a metoda byly nejprve
po nastudovani nize uvedené literatury popsany teoreticky a poté implementovany
prakticky v programovém prostiedi MathWorks Matlab.

Na vysledcich bylo ukazano, ze implementace tlohy pomoci metody koneénych
prvku funguje spolehlivé a je schopna se vyporadat s ruznym zadanim okrajovych
podminek, riznou geometrii téles i se zménami v hustotach triangulované sitée.

Konkrétné je na zakladé vysledkii mozné prohlasit, ze zména hustoty nékteré ze
siti nezméni viditelné vysledky tlohy. Samoziejmé se da predpokladat, ze se zhuste-
nim sité redukuje chyba vznikajici diskretizaci na trojuhlenikové prvky. Na druhou
stranu se diky moznosti sit’ zfedit pii zachovani dostatecné presnych vysledku mohou
vyznamné snizit vypocetni naroky celé tlohy. Pravé vypocetni naro¢nost se muze
pro husté sité stat nemalym problémem, coz bylo ukazano v grafech na obrazkcich
4.12 a 4.14, které jasné dokazuji, ze pti volbé velmi husté sité se muze cas potiebny
na vypocet vyrazné prodlouzit.

Geometrie téles na vysledky tlohy vliv mé, nebot’ jiny tvar télesa uz sam o sobé
ukazuje na fakt, ze TfeSend iloha neni stejna. OvSem schopnost implementace tesit
problém pro obecnou geometrii oblasti je jednoznacna vyhoda, kterd umozni resit
ve dvourozmérném prostoru ulohy, které jsou zobecnénim skutec¢nych fyzikdlnich
problému, jako priklad muze slouzit vysledek na obrazku 4.23, ktery je mozné chapat
jako pruhyb nosniku ukotveného na obou koncich pii pusobeni sily shora. Jinymi
slovy se muze jednat o zjednodusSeni ulohy pro simulaci pruhybu mostu pii uréitém
zatizeni.

Nastaveni okrajovych podminek, je vimplementaci feseno zaddnim tiseku hranice
a prislusnou hodnotou. Diky tomu je mozné fesit kontaktni problém urcitych téles pti
ruznych silovych zatizenich a pii definovani ruznych posuvu. Je tak mozné simulovat
mnoho rozlicnych situaci, které by v redlném prostiedi mohly nastat. Jako priklad
muzeme opét uvést obrazek 4.23, kde by se mohlo silou pusobit na ruznych mistech,
pricemz by bylo mozné zjist’ovat jak se mostni konstrukce zachova. Dalsi moznosti
by bylo definovani Dirichletovy okrajové podminky i na spodni ¢asti druhého télesa.
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Tim by se uloha zménila a mohlo by se jednat o simulaci icinku zatizeni vozovky
nakladnim automobilem.

Cela tloha kontaktniho problému ve dvourozmérném prostoru je tedy v praci
kompletné prostudovana a implementovana, ¢imz byly splnény cile prace. Nezna-
mena to ovSem, ze by se na tuto praci nemohlo dale navazat a rozsitovat jeji vy-
sledky. Vzdy se nabizi naptiklad zobecnéni problému pro tlohy fesené v trojrozmeér-
ném prostoru, pouziti jiného modelu silového pusobeni namisto zde pouzité linedrni
funkce dvou proménnych, nebo naptiklad do ulohy zakomponovat jiné druhy prvku,
na které jsou télesa diskretizovana. I bez téchto zmén se vSak vysledky této prace
daji pouzit v mnoha zjednodusenych ilohach, které pak mohou slouzit jako prvotni
modelovy ptiklad pro dalsi vyzkum.
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Priloha

Obsah prilozeného CD

Na CD prilozeném k praci jsou k dipozici vSechny materidly spojené s praci. Od
zdrojové kédu, pres zadani jednotlivych experimentu az po elektronickou verzi di-
plomové prace prace. Prilozené CD ma nésledujici strukturu:

e Elektronickd verze Diplomové prace

— DiplomovaPrace.pdf

— PDF vygenerovanych obrézku z diplomové préace
e Experimenty

— Zadani jednotlivych experimentu ve formé Matlab skriptu.

— Soubor cti_me.txt
e Zdrojové kody aplikaci

— Zdrojovy kéd implementace pro 2 télesa
— Zdrojovy koéd implementace pro 3 télesa

— Zdrojovy kod s ukazkou teseni pomoci obdélnikové sité
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