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Kapitola 1

Uvod

1.1 Uvod

Numerické metody se pouzivaji k feseni tiloh, u kterych je nalezeni presného
feSeni komplikované nebo zcela nemozné. Pfimé feSeni je casto pamétovée
narocné a doba vypoctu roste spolu s velikosti dat. Proto se vyuziva iterac-
nich metod, které jsou méné narocné, ale nemusi vzdy konvergovat. Mnoho
nelinearnich problémt vede k numerickému feseni velkych neusporadanych
a Tidkych linearnich systémit. Pro svou strukturu jsou tyto systémy casto
nefesitelné primymi metodami. Metody rozkladu oblasti (MRO) jsou obli-
bené, protoze nabizi moznost kombinovat pifimé metody na podoblastech s
iteracnimi metodami na rozhrani. Oblast, na které se tiloha Tesi a ktera casto
miva velmi slozity tvar, je rozdélena na mensi jednodussi podoblasti. Globalni
okrajova tloha se rozdéli na mensi okrajové tlohy fesitelné na jednotlivych
podoblastech, ¢imz dojde ke zmenseni tulohy. Rozdilné chovani na rtznych
¢astech oblasti lze pomoci MRO snadno implementovat. Problémy na podob-
lastech jsou nezavislé, tudiz je mtzeme Tesit paralelné. Metody rozkladu ob-
lasti lze obecné rozdélit na metody s prekryvanim a metody bez prekryvani.
Mezi metody s prekryvanim patii Aditivni Schwarzova metoda a Alternujici
Schwarzova metoda. U téchto metod se podoblasti prekryvaji na vétsi plose,
zatimco u metod bez prekryvani je spolecné pouze rozhrani. Existuji dva
zékladni pristupy metod bez prekryvani - primarni a dualni formulace. Mezi
primarni metody patii Balancing domain decomposition (BDD), mezi dualni
pak metody tfidy FETI (Finite element tearing and interconnect). Zatimco
FETI-DP je hybridni metodou, kombinujici priméarni a dualni pristupy, me-
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tody FETI-I, FETI-II nebo Total FETTI jsou ¢isté dualni. Tato prace se bude
zabyvat metodami bez prekryvu, konkrétné metodou BDD a nejmodernéjsi
metodou tridy FETI - Total FETI. Nastinime principy obou metod. Hlavni
diiraz bude kladen na jejich pocitacovou implementaci v programu Matlab a
jejich numerické testovani.

1.2 Prehled metod

Prvni metoda rozkladu oblasti s prekryvanim byla pfedstavena v roce 1869
matematikem Hermanem Schwarzem, ktery pomoci ni resil Poissonovu rov-
nici. Jednalo se o metodu dnes znamou jako Alternujici Schwarzova metoda.
Hodnoty vypoctené na jedné oblasti se pouzivaji jako vstupni hodnoty pro
iteracni proces na oblasti druhé. Detaily o této metodé mohou byt nalezeny v
literatute viz [1], [4]. Dtikaz konvergence alternujici Schwarzovy metody pro
eliptické parcialni diferencialni rovnice druhého rfadu byl zvefejnén az roku
1951 ruskym matematikem Solomonem Mikhlim. Tato metoda byla také pa-
ralelizovana a to roku 1988 francouzskym matematikem Pierre-Louisem Li-
onsem. Maksymilian Dryja a Olof B. Wudlund pozdé&ji roku 1989 predsta-
vuji aditivni Schwarzovu metodu, kde jsou hodnoty pocitany na jednotlivych
podoblastech a pak poscitavany do celkového feseni. O devét let pozdéji byla
predstavena aditivni Schwarzova metoda s restrikci, ve které autoii Xiao-
Chuan Cai a Marcus Sarkis adaptovali klasickou aditivni metodu na metodu
bez prekryvu. Jak je vidét, Schwarzovy metody jsou zkoumany od 19. sto-
leti az dodnes. Matematici stale hledaji novéjsi a rychlejsi alternativy téchto
metod.

Druhou velkou skupinou metod rozkladi oblasti jsou metody bez piekryvani.
Nejjednodussi metodou je metoda Balancing domain decomposition (BDD).
Tato metoda tesi tlohu pifimo bez pouziti Lagrangeovych multiplikatori.
Radi se tedy mezi metody primarni. Jan Mandel napsal ¢lanek predstavu-
jici tuto metodu roku 1993 viz [16]. Paralelou k této priméarni metodé je
duélni metoda zvana Finite element tearing and interconnect, neboli FETI,
ktera vyuziva Lagrangeovy multiplikatory pro udrZeni spojitosti feSeni na
rozhrani. Tuto metodu uvedli roku 1991 matematici C.Farhat a F.X.Roux v
¢lanku [17]. Roku 2003 byla predstavena C.R.Dohrmannem derivace metody
BDD zvana Balancing domain decomposition by constraints (BDDC). Tato
metoda méla byt jednodussi primarni metodou k dualni FETI-DP. FETI-DP
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formovana roku 2000 C.Farhatem, M.Lesoinnem, P.LeTallecem, K.Piersonen
a D.Rixenem je metodou hybridni, tedy kombinujici na ¢asti oblasti pri-
marni piistupy a na zbytku pristup dualni. Mezi dalsi FETI metody patii
FETI-I, FETI-II. FETI metody jsou v soucasnosti nejmodernéjsimi meto-
dami. Clanky o nich vychézeji stale. Zkoumaji se moznosti, jak je nejlépe
paralelizovat a implementovat.



Kapitola 2
Metody bez prekryvani

Jak jiz bylo zminéno, v této praci se budeme soustiedit pouze na metody
rozkladu oblasti bez prekryvani. Oblast je rozdéléna na nepiekryvajici se
podoblasti, na jejichz rozhrani probihd vymeéna informaci, aby byla zacho-
vana spojitost feseni. Nastinime 2 hlavni pristupy - primarni a dualni. Jako
zastupce primarnich metod jsme vybrali metodu Balancing domain decom-
position method (BDD). Z dudlnich metod se soustfedime na v soucasnosti
nejmodernéjsi metodu této kategorie - Total finite element tearing and inter-
connect method (TFETI, Total FETT).

2.1 ResSena uloha

Po diskretizaci linearizované diferencidlni rovnice na dané oblasti metodou
koneénych prvka (MKP) se fesi maticovy algebraicky systém

Ku=f, (2.1)

kde K je matice tuhosti, f vektor pravych stran a u vektor neznamych.
Slozky vektoru u se nékdy nazyvaji stupné volnosti. Detaily o pouziti metody
koneénych prvki mohou byt nalezeny v literatufe napfiklad [1],[2], [3] nebo
[4]-

Matice K byva tidka, obsahuje tedy pouze malo nenulovych prvki. Roz-
loZeni téchto nenulovych prvki je dano oc¢islovanim uzlt. Piecislujeme-li uzly,
miizeme ziskat vyhodnéjsi tvar matice, napriklad pasovy.
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Teorii i implementaci budeme ilustrovat na Poissonové rovnici, ktera po-
pisuje prihyb tenké membrany, na kterou ptisobi urcita sila. Operator K
reprezentovany matici tuhosti dava do souvislosti vychylky z vychozi polohy
ve vertikalnim smeéru reprezentované vektorem wu se silou ptisobici ve verti-
kalnim sméru reprezentované vektorem sil f. i-t4 souradnice vektoru v udava
numericky vypocitanou hodnotu vychylky v i-tém uzlu.

2.2 Rozdéleni uzla

V nasi testované tiloze je ptivodni zadana oblast rozdélena na 4 neptekryvajici
se podoblasti. Po vygenerovani sité triangulace kazdy uzel nalezi pravé jedné
oblasti viz obrazek 2.1. Na tomto obrazku jsou barevné odliSeny uzly prislusné
k jednitlivym podooblastem. Miizeme si povSimnout, ze nékteré uzly jsou
oznaceny vice barvami. Mtzeme rozliSovat 2 rtzné typy uzld - hraniéni a
vnitini.

Obrazek 2.1: Rozdéleni uzli do podoblasti
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Hrani¢ni uzly jsou uzly naleZejici vice neZ jedné oblasti. Na obrazku 2.2
jsou oznaceny cervene.

Vnitini uzly nélezi pouze jedné oblasti. Na obrazku 2.2 jsou oznaceny
modrou barvou. Pti tomto rozdéleni se uzly na obvodové hranici ptivodni
oblasti chapou jako uzly vnitini. Toto je jeden z rozdild oproti metodam s
prekryvanim.

Obrazek 2.2: Rozdéleni uzli na vnitini a hrani¢ni
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Primarni metody

V primarnich metodéach fesime problém ve 2 fazich. Nejdfive spoc¢teme feseni
v uzlech na hranici a poté hledame feseni ve vnitinich uzlech. Abychom mohli
takto postupovat potiebujeme nejdrive fesit ulohu Schurova dopliku.

3.1 Uloha Schurova dopliku

Ulohou Schurova doplitku nazyvame redukci ptivodni tilohy na tlohu, které
se Tesi pouze na rozhrani. Toho docilime pomoci eliminace vnitfnich uzlt.
Tato redukce se v mechanice nékdy nazyva statickd kondenzace. Pfeorgani-
zujeme systém Ku = f tak, abychom ziskali vyhodnéjsi blokovou strukturu
matice tuhosti. Prvni blok K,, bude odpovidat neznamym ve vnit¥nich uz-
lech pfislusnych postupné oblastem 1, 2, 3 a 4. Druhy blok K, pak bude
odpovidat neznamym na rozhrani.

Koo Kor Uo _ fo
Ko Ky || @] | f

kde u, reprezentuje vSechny neznamé v hranic¢nich uzlech.

Resime soustavu:

Pokud precislujeme uzly dle pravidla nejdiive vnitini a poté hrani¢ni, matice
K,, a vektory u,, f, maji nasledujici strukturu:

12
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1
Koo 9
K _ Koo
oo — K3 )
00
4
Koo
u
up
Up = 3 )
uo
Ug
1
o
2
f _ o
o 3 ’
o
4
L Jo

kde u,’ a foi je restrikce vektori u, a f, na podoblasti {2; a K,, je blokové

diagonélni matice s bloky K , které odpovidaji vnitinim uzltim podoblasti

Q. Kazdy blok K, miize byt interpretovan jako matice tuhosti na oblasti €; s
Dirichletovymi podminkami na hranicich. Tyto matice tuhosti jsou regularni.

Resime soustavu:

Kooty + Kopti = f, (3.1)
Kyotig + Kyt = f (3.2)

Piendsobenim prvni rovnice matici K., vyjadfenim u, a dosazenim do rov-
nice druhé ziskame:

Koouo + KOT'EL - fo
KTO(K;)lfO - Ko_olKora) + Ku = f

Po preorganizovani ¢lent v rovnici (3.4) ziskdme soustavu:

KOOUO + Kmﬂ = f() (35)
(Krr - KTOK&)lKor)’& = f - KroKo_lfo-

o
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v/ L -1 ~ 7 -1 ’ s 1z
Oznacime S = K,, — K,, KK, a g = [ — K,,K_ f, a tim ziskame
soustavu:

V maticovém zapisu mutzeme psat:

ARk

S se nazyva Schuriiv doplnék a g se nazyva kondenzovana prava strana.

3.2 Dekompozice ulohy na jednotlivé podob-
lasti
Ptvodni problém bude tesen ve 3 krocich:
1) Nejdiive se eliminuji vnitini uzly z rovnice (??) pomoci Schurova do-
pliku.
2) Poté se vyfesi nova rovnice a tim se ziskaji FeSeni na hrani¢nich uzlech.
3) Tyto hodnoty se poté dosadi do pravé strany rovnice (??) a nasledné
se tato rovnice vyfesi a tim se ziska Teseni i na vnit¢énich uzlech.
Problém po eliminaci 1ze tedy rozdélit na 2 tlohy:

Prvni aloha

Kéoui = f; - Kérui (39)
se sklada ze 4 nezavislych tloh s pfedepsanymi Dirichletovymi podminkami
na rozhrani. Tyto nez4vislé tilohy je tedy mozné fesit paralelné. u’. je restrikce
@ na hrani¢ni uzly podoblasti €2;.

Uloha Schurova doplitku Si = g je mensich rozmért nez tloha ptvodni, ale
presto muze byt prilis velkd ¢i Spatné podminéna na to, aby ji bylo mozné
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fesit pfimymi metodami. Proto se vyuzivaji itera¢ni metody. Vyhodou je, ze
misto sestaveni Schurova dopliiku pro celou oblast je mozné sestavit lokalni
Schurovy dopliiky pro jednotlivé podoblasti. V kazdém kroku se fesi pouze
lokalni tlohy Schurova doplitku a dochazi k vyméné informaci o hodnotéach
na hranicich mezi sousednimi podoblastmi.

Lokalni Schurtiv operator S* piisobi pouze na hrani¢nich uzlech podoblasti
;. Problém omezeny na oblast (2; m4a formu:

Koy Ko | [uwp | _ | f5
Ko K| lw | |41
kde u! jsou neznamé na hranicich nélezejicich oblasti Q;, K

i Kl a Kl jsou
lokalnimi prispévky oblasti €2; do globalnich blokid K., K., a K,,.
Po eliminaci ziskame soustavu:

Koy Ko | [up | _ | f5
0o S ul || gt |
kde S* = K!, — K! (K:) 'K!_ je lokdlni Schuriiv doplnék. V pripadé uvol-
nénych oblasti (oblasti, které neobsahuji ani ¢ast Dirichletovych podminek
predepsanych na hranici) je Schuriv doplnék singuldrni. V tomto ptipadé

nelze nalézt inverzni matici a musi dojit k regularizaci matice. O regularizaci
matice se zminujeme v kapitole 4.

=< S.Q .

=< S0 .

Uloha Schurova doplitku Su, = g miize byt tedy rozloZena na lokalni tlohy,
protoze mizeme psat:

Sl
Sz
S3 )
84

Uy =

£ £ £ &
ThRILINI -
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o @ @ «
N

3.3 Vztah globalniho a lokalniho Schurova do-
plnku

Pro snazsi vysvétleni vztahu lokalniho a globalniho Schurova dopliiku defi-
nujme prostory W, W, W a operatory R, R'.

TV je prostor funkci FeSeni rovnice (2.1), které jsou spojité na rozhrani. Funkce
u € W je reprezentovanda vektorem u, slozenym z globalnich hodnot na roz-
hrani.

W' je prostor funkci z W které jsou piislusné oblasti ;. Funkce u’: € W*
je reprezentovana vektorem u’, ktery obsahuje hodnoty nezndmé pouze na
rozhrani podoblasti €2;.

W =W x W? x W3 x W* je prostor funkci feseni na jednotlivych podob-
lastech. Tyto funkce mohou byt na rozhrani i nespojité. Funkce u, € W je
reprezentovana vektorem u,., ktery je sjednocenim feseni na vSech podoblas-
tech.

Prostory W/, W a W' jsou dualni prostory k nim.

Operator Schurova doplitku S:W - W je reprezentovan Schurovym dopln-
kem S, lokalni operator pak lokalnim Schurovym doplitkem S°.

Mzeme shrnout, ze prostory W, W a Wi se tykaji odchylek uzld z vychozi
polohy, které vedou k nulovym reakcim uvniti oblasti, zatimco dualni pro-
story pracuji se silami (reakcemi) na rozhrani. Prostory W, W' pracuji s ne-
spojitymi funkcemi na rozhrani, tedy pro jeden uzel na rozhrani miize byt
feseni na riiznych podoblastech odligné. Prostor W* obsahuje vertikalni vy-
chylky pouze na podoblasti €2;. Prostor W/ reprezentuje reakce na rozhrani
oblasti €2;, kterou povazuje za nezavislou na ostatnich oblastech.

R’ : W — W; je operator restrikci z Q do ;. Tento operator je reprezentovan
matici R', kterd zachovava pouze komponenty vektoru, které nalezi uzavéru
dané oblasti €2;.
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. ~ ~
R Wi W je operator, ktery naopak rozdistribuovava lokalni hodnoty
; do globalnich hodnot na €. Je reprezentovan transpozici matice R'.

R:W->W je operator, ktery rozdéluje globalni proménné na hranic¢nich
uzlech do lokalnich proménnych nezavislych podoblasti. Je reprezentovan ma-
tici:

ktera m-krat kopiruje kazdou globalni neznamou nalezejici m podoblastem.

RT : W' — W' je transpozice operatoru R, ktery s¢itd hodnoty lokénich
neznamych ze sousednich podoblasti.

Vztah mezi globdlnimi a lokdlnimi vychylkami je u, = Ri a u' = R;.

Schurtiv doplnék S a kondenzovana prava strana g mohou byt vyjadfeny
jako:

S=R'SR=Y R"SRj=Rg=3 Ry
kde

i i i (pio\—1 pi ; il i
g :fr_K’r‘o(Koo) ' 0’ f:ZR fr'

Miizeme shrnout, ze R kopiruje hodnoty odchylek z globalniho rozhrani na
lokalni rozhrani, R’ kopiruje z globalnich odchylek do lokalnich odchylek, R”
s¢ita lokalni reakce na rozhrani sousednich podoblasti, aby vytvoril globalni
vektor sil, ktery reprezenutje nerovnovahu reakci na rozhrani a R’ vyjadiuje
reakce na rozhrani podoblasti €);.
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3.4 Metoda Balancing domain decoposition
pro reseni ulohy Schurova dopliiku

Predpokladame, ze kazdy blok matice S tvoreny lokalnimi Schurovymi do-
plitky S je regulrni, aby bylo mozné najit inverzni matici. Primarni metoda
je iterativni metodou na prostoru W pro feseni tlohy Schurova doplnku.

Pred tim, nez zminime algoritmus metody, zavedeme novy operator F, ktery
bude skladat dohromady hodnoty na rozhrani.

E:W->W je operator skladani lokalnich feseni do globalnich vektort
reprezentovany matici F.

ET : W’ - W' je operéator, ktery distribuuje globalni hrani¢ni sily do jednot-
livych podoblasti, reprezentovany matici E7 .

Nejjednodussim piikladem E je aritmeticky primér, kdy hodnoty v uzlu na
rozhrani jsou aritmetickym primérem hodnot ze vSech podoblasti obsahujich
tento uzel. Exituje vice téchto voleb, ovsem vSechny musi spliovat tutéz
podminku:

ERu =1 (3.10)
pro viechny vektory @ € W. Tedy pro kazdy vektor § € W’ musi platit:

RTETg=g. (3.11)

Prvni podminka nam tika, ze pokud zkopirujeme globalni hodnotu proménné
1 do lokalnich pomoci operatoru R a pak je opét rozdistribujeme pomoci ope-
ratoru E ziskdme piivodni hodnotu. diisledkem je, ze pokud rozdistribuujeme
sily na rozhrani vektoru § do podoblasti pomoci operatoru ET a pak je opét
se¢teme pomoci operatoru R, ziskdme ptivodni sily.



KAPITOLA 3. PRIMARNI METODY 19

3.5 Algoritmus BDD metody

Algoritmus metody BDD lze schematicky zapsat nasledovné:
Zvol libovolné ().

Iteruj pro k£ :=10,1,2, ...

1. krok:

a) u® = Ra®)

b) g® = Su”

c) #F) .= g — RTg®

Pokud je zvolena norma 7#*) je dostateéné malé, zastav.
2. krok: Ark) .= ET#(k)

3.krok: Aut® .= §—1AFK)

4 krok: Aa® .= BAu®

5.krok: 4+t .= 4" + Aqk)

Tato metoda muze byt paralelizovana a jeji ¢asti poc¢itany pro kazdou oblast
zv1ast. Konkrétné se jedna o kroky 1b) a 3, které jsou plné paralelizovatelné.
Detaily implementace tohoto algoritmu budou zminény v kapitole implemen-
tace a testovani. Dalsi informace je mozné najit v literatufe, napf. [9].

Hodnoty feseni na rozhrani u, dosadime do rovnice (3.9) a vyfesime ji pfimou
metodou.



Kapitola 4

Dualni metody

V duélnich metodach se zadana tloha fesi nejdiive pro sily na rozhrani a
pomoci nich, se pak pocita prithyb v uzlech. Spojitost na rozhrani je fesena
pomoci Lagrangeovych multiplikdtort. Rozdélime oblast na 4 nepiekryva-
jici se podoblasti (v nasem piipadé) a predstavime nové lepici podminky
(Lagrangeovy multiplikdtory) na uméle vytvorenych hranicich mezi podob-
lastmi.

4.1 Formulace ulohy

U metody Total FETI, na které budeme teorii ilustrovat, se okrajové pod-
minky vazi pomoci Lagrangeovych multiplikdtori misto bézného pristupu,
kdy se okrajové podminky projevi jiz pii sestavovani matice tuhosti a vek-
toru pravych stran. Celkové plisobeni Lagranegeovych multiplikdtord miize
byt ilustrovano obrazkem 4.1, na kterém jsou znazornény modre.

Po diskretizaci {2 pomoci metody koneénjch prvki na €, Uy UQ3UQ, a po
precislovani uzli navrzenych v kapitole 1 (vnitini uzly jsou ocislovany jako
prvni, poté hrani¢ni uzly) feSime tlohu:

1
min §uTKu — fTu, Bu = ¢, (4.1)
kde K = diag(Ky, K», K3, K;) je symetrickd semidefinitné pozitivni blokové
diagonalni matice tuhosti fadu n, B je m X n matice vazeb s plnou hodnosti,

f € R™ je vektor zatizeni a ¢ € R™ je vektor podminek na vazby. Vice
informaci o podobé téchto matic mtze byt nalezeno v literatufe [17], [18].

20



KAPITOLA 4. DUALNI METODY 21

/
.
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.
2

Obrazek 4.1: Vyuziti Lagrangeovych multiplikatort

Diagonalni bloky K; koresponduji s podoblastmi €2;. Tyto bloky jsou po-
zitivné semidefinitni fidké matice. Protoze muzeme vychylky chapat jako
pohyby tuhych téles vime jadra téchto matic. Toto je velkou vyhodou, pro-
toze vSechny bloky mohou byt efektivné regularizované a nasledné rozlozené
uzitim Choleského rozkladu. Vektor zatizeni f popisuje sily ptisobici na uzly.

Matice B s tadky b; a vektor ¢ s hodnotami ¢; zarucuji predepsané Dirchletové
podminky a také spojitost na rozhrani. Aby byla dodrZena tato spojitost,
musi platit podminka bju = ¢; = 0, kde b; jsou vektory fadu n tvorené
hodnotami 0, 1, —1 na odpovidajicich pozicich.

Minimaliza¢ni tloha (4.1) miZe byt FeSena pomoci Lagrangeovych multipli-
katort znacenych \. Ulohu miizeme pfeformulovat jako:

1
L(u, \) = §uTKu — ffu+ M (Bu— ) (4.2)
Tato tloha je ekvivalentni s nasledujici ilohou sedlového bodu:

L(u,\) = supinf L(u, \). (4.3)

by u

Ekvivalentné feceno hledame dvojici vektort (u, \) € R™ x R™, které spliiuji:
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kde

A::{KBT]

B O

Postacujici a nutné podminky pro jednoznacnost reSeni této tlohy jsou:

KerBT =0 (4.4)
KerK N KerB = o. (4.5)

Podminka (4.4) je podminkou na plnou fadkovou hodnost matice B. Béze
jadra Ker K mize byt pfimo zkonstruovana pomoci pohybi tuhych télés.
Mizeme sestrojit matici R, jejiz sloupce jou tvoreny bazovymi vektory Ker .
Plati, 7e R € R™! [ =n — rank(K). Ve 2D je baze kazdé podoblasti €

tvofena bloky:
-y 1 0
Tt 01 ’

prot=1,2,...,n;, kde n; je pocet uzli sité dané podoblasti.
Rovnice (4.1) je splnéna za podminek:
f—B"\ €ImK (4.6)

o= K'(f—-B"\) + Ra (4.7)

pro odpovidajici @ € R! a odpovidajici pseudoinverzni matici K.

Definice 1 Pseudoinverzni matice (zobecnénd iverze) je matice spliugici
podminku KK = K.
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Ekvivalentni zapis podminky (4.6) je:
RY(f — B")\) =o.
Dosadime-li vztah (4.7) do (4.1), ziskdme:
—BK'B"\+ BRa = ¢ — BK'f.

Pokud shrneme podminky (4.8) a (4.8), hleddme dvojici vektort (&, \) spliiu-
jict:

kde

—RTBT 0
je (negativni) Schurtiv doplnék k matici K, d := BFf —cae:= —RTf.

tRT
S::[BKB BR}

Pokud S a A jsou obé regularni, mfizeme nejdiive vypoéist (), @) vyfesenim
(4.1) a toto pak dosadit do (4.7) a tim najit nezndmé prihyby u.

Jak jsme jiz zminili, krokem 1 je vyfesit rovnici (4.1). Pro zejdnoduseni popisu
zavedeme nové znaceni:

F:=BK'BT, G:=-R'BT.
Potom miizeme soustavu (4.1) pfepsat na:
FGr1[A]l [d
G O al|l |el’

Déle zavedeme ortogonalni projektor na prostor jadra KerG, nasledovné:

PG::[_QG7
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kde Qg := GT(GGT)™'G je ortogonalni projektor na prostor vzorit ImG?*.
Zmifime jesté, Ze projektor Q¢ je ortogonélni, pokud plati Q% = QcQq =

Qa-

Aplikaci projektoru Pg na prvni rovnici soustavy (4.1) ziskdme:
PoF)\ = Pgd, GX=e. (4.8)

Tyto 2 rovnice je mozné zapsat jako jednu pokud feseni A rozdélime na dvé
slozky:

A= A + Akers (4.9)
kde A € IMGTR a Ager € KerG.

Neznamou Aj,, lze pak snadno spocist jako:
Aim = GT(GGT) e (4.10)

Dosazenim vztahu (4.9) do (4.8) ziskdme rovnici, kterou musi A, spliiovat
a sice:

PoFAger = Po(d — F)p), Aker € KerG. (4.11)

Jakmile vime feSeni A\ = Aj,, + Ager, mUZeme vypocitat globalni vektor o
vyTesenim nasledujici rovnice:

a= (GG 'G(d— F\). (4.12)

Nalezeni feseni prihybti  dualni Total FETI metodou lze tedy najit ve 4
fazich. Nejdfive najdeme Ay, vyfesenim rovnice (4.10). Poté nalezneme A,
pomoci (4.11). Jejich se¢tenim ziskdme vyslednou A, kterou poté dosadime do
(4.12). Poslednim krokem bude dosazeni &, A do vztahu (4.7), ¢imZ nalezneme
neznamou .

Jednim z problémi, které nastanou pii feseni touto metodou je fakt, ze matice
tuhosti K; jsou singularni. Toto je zptisobeno tim, Ze vSechny oblasti jsou
uvolnéné a okrajové podminky jsou dany az maticemi vazeb B; a vektory
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¢;. Protoze matice tuhosti nejsou regularni, neni mozné k nim najit inverzni
matice. Misto inverznich matic k nim naleznem pseudoinverzni matice, coz
udélame ve dvou krocich. Nejdiive zregularizujeme matice K; a poté k nim
nalezneme matice inverzni.

4.2 Regularizace singularni matice

Predpokladejme, ze M je symetrickd pozitivné semidefinitni matice, ktera
odpovida jedné z podoblasti. Zvolime k uzli nagenerované sité, které jsou
bud tésné vedle sebe nebo nelezi pobliz zadné piimky. Tyto uzly se nazyvaji
fixacni uzly. V1D k£ > 1, ve 2D k£ > 2 a ve 3D k£ > 3. Submatice M ;7 ma-
tice tuhosti K; definovana mnozinou indexii ostatnich uzld a jejich prihybu
J je nesingularni. Tato submatice miize byt chapana jako matice tuhosti
télesa, které je zafixované ve zvolenych bodech. Ozna¢me mnozinu indexi k
zafixovanych uzla Z.

Matici M je mozné pfeorganizovat pomoci permutacni matice

Mgz Mgz

PAPT =
Mzy Mzz

)

kde bloky M7, € R™", M7z € R®**®, r =n—s,5s = 2kin 2D, s = 3kin
3D a P je premutac¢ni matice.

Na takto preskupenou matici lze pouzit Choleského rozklad

Mgy Mgz T
_ DL,
Mz MII:|
kde
- I @) | Mgy O
L“{A@JM;; I]’ a D=1 "5 S}'

S = Mgz — M, }M 77 je Schurtv doplnék k matici tuhosti zafixovanych uzla
MII-
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Véta: 1 Necht je ddno libovolné p > 0 a necht Q) je ortogondlni projektor
na KerS.

Mgz Mgz
Mzz7 Mzz+ pQ
je symetrickd pozitivné definitni matice a M;l je zobecnénd invrze (pseu-

doinverzni matice) k matici M. K ndsobeni matice inverzni s libovolnijch
vektorem muZeme pouzit standardni Choleského rozklad.

M, = P" P

Diikaz této véty a navod ke konstrukei projektoru @ lze najit v literatuie [18].
Zjednodusené feceno pricteme cislo ke zvolenym pozicim na hlavni diagonale
puvodni matice.

4.3 Algoritmus metody Total FETI

Algoritmus této metody je zapsan nasledujicim schématem.
Krok la: Sestavime matice G :== —RTBT, d:= BK'f—c, e:=—R"f.
Krok 1b: Vypoéteme A\, := GT(GGT) e.
Krok 1lc: Sestavime vektor d := d — F\ip.
Krok 1d: Vypocteme Aker vyTesenim PgF AKer = PGcZ na KerG.

Krok le: Sestavime vektor lagrangeovych multiplikatori A= A+ Aicer-
Krok 2: Vypoéteme a := (GGT)71G(d — F).

Krok 3: Vypoéteme vysledné prithyby @ := KT(f — BT)) + Ra.

Krok 1d se fesi pomoci metody predpodminénych gradientii. Jako predpod-
mitlova¢ pouzijeme nejjednodussi volbu, matici F'~!.

Pro uspiSeni vypoctu a zmenseni fesenych tloh, chceme algoritmus paraleli-
zovat. VSechny casti kroku 1 jdou fesit na jednotlivych podoblastech. Jakmile
najdeme hodnoty Lagrangeovych multiplikatort, dalsi kroky jiz resime glo-
balné.

Algoritmus pfedpodminénych gradienttt mtize byt nalezen v literatuie [18]



Kapitola 5

Implementace a testovani

V této kapitole nastinime, jak se obé metody implementuji. Uvedeme fesenou
ulohu, na které testovani probihalo, pouzitou diskterizaci, priklady sestave-
nych matic, které je obtizné nalézt v literature, a také obrazky reseni naleze-
ného pomoci obou metod. V ¢asti Vysledky uvedeme tabulky porovnavajici
testované vlastnosti obou metod a obrazky reseni. VSechny nase obrazky vy-
kresuji vychylky smérem nahoru, prestoze dle schématu fesené tilohy by mély
byt smérem dolu. Divodem je pouze estetické hledisko.

5.1 ResSena tuloha

f=10

Vo

u=0

Obréazek 5.1: Zadana tloha

27
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Testovana tloha je popsana rovnicemi:

—Lu=10 na €
u=0Ona OS2 (5.1)

Jedna se tedy o Laplaceovu rovnici s pravou stranou rovnou 10. Tato rov-
nice popisuje pruhyb tenké membrany, na kterou se ptisobi silou 10 jednotek.
V testované tloze se uvazuje pouze skalarni ptipad, kde vychylky z vychozi
polohy jsou pouze ve svislém sméru. Na vSech hranicich zadané oblasti byly
pouzity homogenni Dirichletovy okrajové podminky, které rikaji, ze mem-
brana je po svém obvodu zafixovana ve vychozi poloze.

5.2 Oblast

18}

161

14r

12¢

081

061

0.4r

0.21

Obrazek 5.2: Zadana oblast

Zadanou oblasti byl ¢tverec o rozmeérech 2x2. Tato oblast se sklada ze 4
podoblasti, kde kazda sama o sobé je ¢tvercem s rozméry 1x1. Na téchto
podoblastech se hleda feseni pti paralelizaci algoritmt. Nagenerovani téchto
podoblasti a potfebnych tidajt probéhlo uzitim PDE Toolboxu v Matlabu.
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5.3 Diskretizace

18

16

14

12

08

0.6

0.4

0.2

Obrazek 5.3: Triangulace pro velikost=1

Na zadané oblasti se provedla diskretizace pomoci metody konecnych prvki
a byla nagenerovéana sif triangulace. Na obrazku je ptiklad takové sité pro
volenou maximalni velikost strany trojuhelnika rovnou jedné. Maximalni veli-
kost strany trojuhelnika generované sité je vstupnim parametrem piilozeného
m-file.

5.4 Predislovani

Uzly nagenerované sité jsou automaticky ocislované. Jak jsme v textu uvedli,
radi bychom je méli oc¢islované dle pravidla nejdiive vnitini a pak hrani¢ni.
Tedy prvnim krokem implementace bylo toto nové pfecislovani uzld jednot-
livych podoblasti, viz obrazek 5.8.

5.5 Matice tuhosti

Déle jsme vygenerovali matice tuhosti. K tomuto jsme vyuzili zabudované
funkce programu Matlab (assema). V okamziku, kdy mame toto pfipravené,
implementace priméarni a dualni metody se lisi. PopiSseme je tedy kazdou
zvIast.
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) 9 8 5
s (! 17 1
1 6 7 14 4
05l 13 5 2
oF 3
.
0 05 1 15 2
) 7 13 5
15k 17
L 1 6 12 14 10
051 2 5
oL 3
L L L L L
0 05 1 15 2

Obrazek 5.4: Porovnani automaticky generovaného Ccislovani a nového
precislovani
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5.6 Implementace primarni metody

Pted tim, nez ptistoupime primo k implementaci uvedeného algoritmu, potte-
bujeme sestavit matice R; a F;, tedy matice pomoci kterych budeme hledat
restrikci vSech uzli dané oblasti na hrani¢ni a matice diky kterym budeme
naopak po vypocteni schopni hodnoty rozdistribuovavat do globalniho vek-
toru, aniz bychom néktery uzel secetli vickrat. Toto osetfime pomoci uziti
aritmetického priméru. Nize uvadime priklady téchto matic pro diskretizaci
o velikosti 1, viz obrazky 5.5, 5.6.

R1=

o o
o
o
o
o o
o
[,
o o

R2=

oo
oo
o

o
oo
oo
oo

R3=

000100000
000001100 O
000O0O0O0UO0O0 1
R4 =

000100000
00000O0GO0TU 010
000O0O0O0UO0 0 1

Obrazek 5.5: Matice R; pro diskretizaci o velikosti 1

V tomto okamziku jsme schopni udélat krok la. V kroku 1b, neni nutné
setrojovat Schurovy dopliky 5;. Vyjdeme s toho, ze vime

Si = K’IZ"I’ - Kio(Kéo)_lKér‘
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El= E2 =

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0.2500 O 0 0.2500 O 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0.5000 O

0 05000 O 0 0 0.5000

0 0 0.5000 0 0 0

0 0 0 0 0 0

E3 = E4 =

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0.2500 0 0 0.2500 O 0

0 0 0 0 0 0

0 0.5000 O 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0.5000 O

0 0 0.5000 0 0 0.5000

Obrazek 5.6: Matice E; pro diskretizaci o velikosti 1

Pokud tedy v kroku 2 hledame S*u’, hleddme

(K’;'L‘T’ - Kri‘o(Kéo)_lKér)ui .

T

NS o ) i o0 e T o,,0 N > )
Oznacme z; := K, Kg.u, a b := Kj u;. Pak staci, kdyZz nalezneme ; a
? _ T ,,0 T
dosadime ho do g = K, v, — K] ;.

) . - i~ . ; —1

— (3 7 3 — 7
Po zavedeni nového znaceni, kde z; = K, "Kg.u; plati, Zze z; = K, b
Toto je ekvivalentni s K} z; = b;. Matici K,, znaAme a mtzeme najit jeji LU

rozklad K, = L,U;.

Pak mame rovnici L;U;x; = b;. Tuto soustavu pomoci LU rozkladu umime
fesit a vysledny vektor je x; = U; (L; b;). Nyni pouze dosadime za x; a mame
vyteseny krok 1b.
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Pro realizaci kroku 1c potfebujeme sestavit lokalni kondenzované vektory
pravych stran g;. I zde budeme aplikovat postup zminény vyse pro pouziti
inverzni matice. Protoze krok 1c neni plné paralelizovatelny, musime nejdrive
nalézt lokalni vektory ¢; a g; a pak je poscitat, abychom ziskali globalni
verze téchto vektori. Pak nalezneme jejich rozdil. Pokud je norma tohoto
rozdilu malé, proces ukonc¢ime. Pokud je stale velka, tedy oba vektory jsou
prilis rozdilné, jejich rozdil opét rozdistribuujeme do podoblasti a mizeme
pristoupit ke kroku 2.

U kroku 2 postupujeme velmi podobné jako u kroku 1c. Ani zde neni mozna
plna paralelizace, tudiz lokalni vektory opét s¢itame pro ziskani globalnich
vektor.

Krok 3 vyzaduje opét nalezeni inverzni matice, tedy opét pouzijeme pristup
s LU rozkladem a tim zjednodusime vypocet. Tento krok je plné paralelizo-
vatelny a FeSitelny separované na kazdé podoblasti zv1ast.

V kroku 4 vytvoifime globalni verzi lokalnich feseni ziskanych v kroku 3 a
tento globalni vektor v poslednim kroku dosadime a tim ziskdme vysledny
vektor prihybt pro danou iteraci.

Po zastaveni cyklu mame vysledek pro hrani¢ni uzly jednotlivych podoblasti.
Abychom nasli prihyb i na vnitfnich uzlech, pouzijeme zpétny chod a vypoc-
tené hodnoty dosadime do (3.9). Dosazenim ziskdme vysledna lokalni feSenti,
které poskladdame do globalniho vektoru.

Na obrazku 5.7 uvadime vypoctené feseni pomoci metody BDD pro velikost
rovnou 1.
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Obréazek 5.7: Reseni ziskané metodou BDD pro velikost strany = 1

34
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5.7 Implementace dualni metody

Implementace zacala sestavenim vSech potfebnych matic. Pokud jsou B;
matice vazeb odpovidajici podoblastem (2;, pak globalni matice je B =
(Bl B2 B3 B4 |

Na obrazku 5.8 je priklad matice B; pro diskretizaci uvedenou na obrazku 5.3.
Tyto matice zde ukazujeme, protoze ve vSech ¢lancich je uvedeno, z jakych
c¢isel se matice sklddaji, ale jen v malo je mozné najit konkrétni priklady.

Déale bylo treba sestavit bazové vektory pohybii tuhych téles R;. Protoze
fesime skalarni tlohu, bazové vektory jsou jednotkové vektory sestavené ze
samych jedni¢ek. Pokud bychom potfebovali sestavit globalni matici R, se-
stavili bychom ji z vektori R; umisténych na hlavni diagondle.

Na obrazku 5.9 je matice bazovych vektort pro diskretizaci na obrazku 5.3.

Jakmile mame sestavené tyto zakladni matice, mizeme piikrocit ke kroku
1a, tedy sestavime matice G, F' a vektor e.

krok 2 je mozné fesit lokalné pro kazdou oblast §2; zvlast. Vice detaila v
literatute [15].

Jakmile vime TeSeni \j,,, miizeme realizovat krok 1c, tedy setavit vektor d.

Jak jsme jiz uvedli v kapitole 3, pouzijeme algoritmus metody predpodminé-
nych gradient® s piedpodmiiiova¢em F~!. Pfedpodminéné gradienty apliku-
jeme na kazdou podoblast zvlast. V tomto kroku musime byt opatrni, protoze
vSechny podoblasti maji stejny pfedpodminovac. Toto je dano tim, ze projek-
tor Py funguje globalné a nelze jeho G¢innek paralelizovat. Dalsim zajimavym
detailem je fakt, ze nepotfebujeme sestavovat lokalni matice F;, protoze tim
bychom ztratily informace o t¢inku GG?. Jakmile pouZijeme tyto globalni
matice misto lokalnich, jak bychom cekali, pouzijeme standardni algoritmus
metody predpodminénych sdruzenych gradientt.

V tomto okamziku je jiz mozné sestavit vysledné vektory A\ = \j + Ai._ .
Protoze kroky 2 a 3 probihaji uz na globalni tirovni, pracujeme jiz s globalnim
vektorem Lagrangeovych mulitplikatortt A, ktery ziskdme se¢tenim lokalnich
vektortt \'.
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B2=

Bl=
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Obrazek 5.8: Matice vazeb pro sif s velikost
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[eNeNooNoNeNe e o lololoNo N Ne o o oo NoNo R b R R R ]

OO0OO0OO0O0O0000O0O0O0O0O0OdTAdAAAAA A O O0OO0OO0OOOO

OO0 O0 00O A ddddd 1 0OO0 000000000000

A A A A A A 1000000000000 OO0OO0OO0ODO0ODO0OOOO

1

Obrazek 5.9: Matice pohybii tuhych téles pro sit o velikosti
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V krocich 2 a 3 uz na nas necekji zadné potize, pouze vse znamé dosadime a
zikame vysledné feseni. Toto feSeni nakonec vykreslime.

Obrézek 5.10: Reseni pomoci Total FETI pro sit s velikosti = 1
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Reseni vypoctené metodou Total FETI pro diskretizaci na obrazku 5.3 je
uvedeno na obrazku 5.10.

5.8 Vysledky

Z popisu implementace vyplyva, Zze obé metody maji jak své pro tak i své
proti. U obou metod je vyhodou zmenseni velikosti tilohy tim, ze problém
feSime na jednotlivych podoblastech zvlast a vysledné feSeni pak skladame
z lokalnich. Primarni metoda vyzaduje komplikovanéjsi sestaveni matice tu-
hosti vzhledem k okrajovym podminkam, zatimco dualni metody toto zpraco-
vavaji az pomoci Lagrangeovych multiplikatorti. Protoze bychom radi porov-
nali tyto dvé metody na zakladé vypocti, testovali jsme obé na pocet iteraci.
Také uvadime rozdil feseni ziskanych jednotlivymi metodami pro zvolené tri-
angulace.

Jak je vidét z obrazkia 5.10 a 5.7, feSeni ziskana pomoci obou metod vypadaji
velmi podobné. Podivejme se tedy na rozdil feseni. V tabulce 5.1 mizeme
naleznout hodnoty eiuklidovskych norem rozdili feseni ziskanych metodami
BDD a Total FETT pro rtizné triangulace. Jak je z této tabulky patrné, norma
rozdilu se zvétsuje s rostouci jemnosti sité. Zastavovaci podminkou obou me-
tod bylo, ze euklidovska norma rozdilu dvou po sobé jdoucich feseni je mensi
nez 0.01. Vidime tedy, ze norma se sice zvétsuje, ale fadové odpovida za-
stavovaci podmince. Pokud bychom zastavovaci podminku zmensili, i norma
rozdilu by se zmensila.

’ velikost \ pocet trojihelniki \ norma rozdilu ‘

1 24 0.0140
0.7 32 0.0117
0.5 80 0.0240
0.25 208 0.0262
0.1 1296 0.0383

Tabulka 5.1: Norma rozdilu feseni v zavislosti na dané triangulaci

Zkoumali jsme také rozdily v poctech iteraci. V tabulce 5.2 mtzeme vidét
porovnani poctu iteraci cykld metody BDD a Total FETI.
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] velikost \ pocet trojuhelniki \ pocet iteraci

1 24 14
0.7 32 17
0.5 80 10
0.25 208 9
0.1 1296 9

40

Tabulka 5.2: Pocet iteraci metody BDD v zavislosti na dané triangulaci

Z tabulek 5.2, 5.3 vyplyva, ze pouzijeme-li primarni pt¥istup, pocet iteraci se
zmensuje pri zvétsovani poctu trojuhelnikt. Také vidime, ze po néjaké dobé
se pocet iteraci jiz neméni. Na druhou stranu, pouzijeme-li dualni pristup,
pocet iteraci roste spolu s po¢tem trojuhelnikii. Podotknémé, ze kazdéa me-
toda je rozdilné implementovana. V metodé BDD je pouze jeden iteracni
cyklus pro vsechny oblasti, zatimco u metody Total FETI ma kazda oblast
svij iteracni cyklus. Jak vidime, tak pocet iteraci v jednotlivych oblastech
se prilis nelisi. Diky rozdilné implementaci je porovnavani obtizné. Pii testo-
vani dualni metody se ukazalo, Ze jeji vypocet trva déle nez vypocet BDD,
coz je zpusobeno faktem, Ze jsme vypocty provadéli na jednom pocitaci. Pii
kazdém pribéhu metody se pocitalo ve ¢tyrech cyklech. Pokud by se tloha
fesila paralelné vypocet by se urychlil.

velikost pocet iterace | iterace | iterace | iterace
trojuhelnikt | v v )y v (3 v
1 24 8 8 8 8
0.7 32 8 8 8 8
0.5 80 12 12 12 12
0.25 208 13 16 13 13
0.1 1296 19 14 14 19

Tabulka 5.3: Pocet iteraci na jednotlivych podoblastech v zavislosti na dané
triangulaci

Porovnavani obou metod vzhledem k dobé vypoctu neni relevatni, protoze
ackoliv jsme tlohu paralelizovali, pocitali jsme ji na jednom pocitaci, tedy
vypocet nebyl urychlen. Dalsim divodem je opét rozdilna implementace.
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Zavérem uvadime obrazky feseni pro ndhodné vybranou volbu velikosti strany
trojuihelnika, viz obrazky 5.11, 5.12. Na obrézcich si lze povSimnout, Ze spolu
s jemnéjsi trangulaci dochézi k vyhlazeni, presné jak jsme ocekavali.
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Obrézek 5.11: Reseni nalezené metodou BDD pro velikost = 0.05
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Obrézek 5.12: Reseni nalezené metodou Total FETI pro velikost = 0.5
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Kapitola 6
Zaveér

Cilem této prace bylo seznamit se s obéma metodami. Uvedli jsme hlavni
principy obou metod vcetné algoritmii feseni. Teorii jsme testovali na zvo-
lené tloze, kterou byla Poissonova rovnice s homogennimi Dirichletovymi
okrajovymi podminkami. Porovnali jsme normu odchylek feSeni ziskanych
obéma metodami. Testovali jsme obé metody na pocet iteraci v zavislosti na
poctu trojihelnikt triangulace. Vysledky byly uvedeny formou tabulek. Vy-
kreslili jsme sité a feSeni pro ndhodné zvolené hodnoty maximalnich velikosti
stran trojuhelnikid triangulace. Obé metody jsou v soucasné dobé stale zdo-
konalovany a hlavni diraz je kladen na jejich co nejefektivnéjsi paralelizaci.
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