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Abstrakt

Tato préace se zabyva numerickymi metodami pro feSeni difuzni a advekéné-difuzni rov-
nice. Problémy toho typu jsou zasadni v mnoha modelech mechaniky tekutin, ale i dalsich
fyzikalnich fenoménu. Pro diskretizaci tlohy jsou pouzity metoda konecnych diferenci a
metoda kone¢nych prvki. Zabyvame se itera¢cnimi metodami pro feseni soustav linearnich
algebraickych rovnic vzniklych pii pouziti téchto metod. Na zavér je predvedena metoda
vypoctu feSeni advekéné-difuzni rovnice zalozena na prevedeni rovnice na hyperbolickou
soustavu parcialnich diferencialnich rovnic.
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This work deals with methods for solution of advection-diffusion equation. Those problems
arise in several models of flows, but also in other physical phenomena. For discretization
there is used finite differences method and finite elements method. This work also focuses
on iterative method for solution of resulting system of linear algebraic equations. Finally,
there is shown method for solution of advection-diffusion equation based on transformation
into hyperbolic system of partial differential equations.
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Uvod

Tato prace se zabyva numerickymi metodami pro feseni difuzni a advekéné-difuzni rovnice
v jedné a ve dvou prostorovych dimenzich. Problémy toho typu jsou zasadni v mnoha
modelech mechaniky tekutin, ale i dalsich aplikaci.

V prvni kapitole se seznamime s difuzni rovnici a s numerickymi metodami pro jeji feseni.
V jedné dimenzi pouzijeme metodu konecnych diferenci. Pro dvoudimenzionalni piipad
potom predstavime metodu koneénych prvku.

Druhd kapitola je potom zaméfend na advekéné-difuzni rovnici. Opét pro jeji feSeni
pouzijeme metodu koneénych diferenci v jedné dimenzi a metodu kone¢nych prvka ve
dvou dimenzich. Dale zde uvedeme nékolik aspektu vypoctu. Problematiku teseni ad-
vekéné-difuzni rovnice s dominantni advekei potom budeme déle rozvijet v dalsich kapi-
tolach.

Jednim z klicovych bodu pti hledani priblizného feseni pouzitymi metodami je vyfeseni
soustavy linearnich algebraickych rovnic. Ve treti kapitole tedy uvedeme piehled bézné
pouzivanych metod pravé ve spojeni s metodou kone¢nych prvku.

Ctvrtou kapitolu potom zaméffme na numerické experimenty. Pomocf nich ukézeme efek-
tivitu jednotlivych metod pro feseni soustav linedrné algebraickych rovnic, ale také vztah
mezi rychlosti konvergence téchto metod a parametry advekéné-difuzni rovnice.

Na zavér predvedeme metodu pro feseni jak difuzni, tak advekéné-difuzni rovnice zalozenou
na hyperbolické soustavé parcidlnich diferencidlnich rovnic. Jaké jsou mozné vyhody této
metody vyvozujeme pravé z numerickych experimentu provedenych v predchozi kapitole.



Kapitola 1

Difuzni rovnice

V této kapitole se zamérime na numerické metody feSeni staciondarni difuzni rovnice se
zdrojem v jedné a ve dvou prostorovych dimenzich. Z fyzikdlniho hlediska tato rovnice
popisuje kromé difuze napiiklad také pruhyb membrany, nebo Sifeni tepla. Stacionarni
rovnice modeluje dany problém v ustaleném stavu, ¢ili napiiklad ustélené rozlozeni teploty
nebo ustaleny pruhyb membrany.

Jedna se o zakladni typ eliptické parcidlni diferencidlni rovnice. Pro feSeni difuzni rovnice
v jedné dimenzi pouzijeme metodu kone¢nych diferenci a ve dvou dimenzich metodu
konecnych prvku. Predevsim metoda konec¢nych prvku je v praxi vyuzivana pravé k feseni
eliptickych problému. Obé tyto metody budeme pozdéji aplikovat na advekéné-difuzni
rovnici.

P1i psani této kapitoly jsme ¢erpali zejména z publikaci [5], [1], [11]

1.1 Difuzni rovnice v jedné prostorové dimenzi

V jedné prostorové dimenzi mé evoluéni difuzni rovnice tvar

Ut — EUgy = f(x)a

kde u(z,t)! je hledans funkce a ¢ € R znaéi kladny difuzni parametr. Funkci f(z)
nazyvame zdrojovy clen. Casto je zapotiebi nalézt pouze stacionarni reseni. Tim myslime
takovou funkei u(z) vyhovujici vztahu

—EUgy = f(2). (1.1)

Stacionarni rovnice popisuje chovani modelovaného problému v ustaleném stavu. Jednd
se 0 obycejnou diferencialni rovnici druhého radu. Aby méla rovnice pravé jedno feseni,

u(z,t)

~ 7 . . . . 82 t
Yu, znaci derivaci =522 a g, potom druhou derivaci O ulzt)

Ox2




doplnime okrajové podminky. Standardné rozlisujeme nékolik zékladnich typu okrajovych
podminek:

Dirichletovy okrajové podminky

u(a) = g1, u(b) = g

Neumannovy okrajové podminky?

uz(a) = g1, uz(b) = go

Newtonovy okrajové podminky
uz(a) + u(a) = g1, us(b) + u(b) = go

Pro nase 1ucely vsak neni tvar okrajové podminky podstatny. My se tedy omezime pouze
na homogenni Dirichletovy okrajové podminky

u(0) = 0,u(1l) = 0. (1.2)

1.1.1 Metoda konecnych diferenci

Metodou koneénych diferenci aprozimujeme diferencialni rovnici tak, ze derivace na-
hradime diferencemi. Pokud chceme takto resit okrajovou tlohu (1.1, 1.2) nejprve rozdélime
interval (0, 1) na N + 1 ¢asti pomoci bodu xg, z1,x9, - -+, xy tak, aby platilo

O=axp<xr1 <29 <---2N8=1.

Mnozinu {zg, z1, s, - - - , ¥y} nazveme sit, vzdélenost hy, = xp_1 — x), krok sité a body
uzly site.

Prvni derivaci nahradime nékterou z néasledujicich diferenci

z+h)—u(z
( +i)z (z) (1 3)

du(x) u(z)—u(z—h)
~ 1.4
(x+h)27hu(x7h)’ (1 5)

v, . . o d
2uy (wg) znaéf derivaci v bodé x %



které snadno odvodime naptiklad pomoci Taylorova polynomu. Tyto vztahy se nazyvaji
dopfedna diference (1.4), zpétnd diference (1.5) a centralni diference (1.5). Druhou derivaci
nahradime podle predpisu

Pu(z) u(x+h) = 2u(z) +u(z — h)
do? h? (16)

Méjme konstantni krok sité hy, = h, takovou sit oznacime jako ekvidistantni sit. Oznacime
U; = u(z;), potom po nahrazeni prvni derivace centralni diferenci (1.5) a druhé derivace
vzorcem (1.6) musi byt splnéna v kazdém bodé rovnost

Uk1 — 2Up + Uy

Takto ziskdme N — 1 rovnic. Diky okrajové podmince zndme hodnoty Uy a Uy, mame
tedy také N — 1 neznamych. Pro jednoduchost uvazujme homogenni okrajové podminky

= f(zr).

u(0) = u(1) = 0. (1.7)

Ptiblizné feseni okrajové ulohy (2.1), (1.7) v uzlovych bodech tedy ziskdme vyfesenim
soustavy rovnic

2eU, — el = hif(x)
—€U1 + 2€U2 — EUg = th(JZ'Q)

—eUn_y+2eUn_3—cUn_y = th(SCN,2>
26UN_2 — €UN_1 = hzf(l’N_1>

Tu muzeme prepsat do maticového tvaru

AU=F, (1.8)
kde

h2 f (1)
h? f(x2)

h?f(zn-1)

je vektor pravé strany,



je vektor hledanych hodnot priblizného teseni v uzlovych bodech a

2¢ — 0 0 0 O

— 26 —¢ 0 0 0

A 0 —e 2¢ 0 0
0 0 — 0

0 0 0 —& 2 —¢

0 0 0 0 —e 2

je ¢tvercova matice velikosti N — 1.

Matice A je zfejmé symetrickd a také pozitivné definitni. Soustavu (1.8) muzeme tedy
vytesit napiiklad metodou sdruzenych gradientii. Tu popiseme na konci této kapitoly.

Obrazek 1.1: Pifklad feSenf pro f(x) = 4r?esin(27rx) + 270 cos(2wz), Az = 0.125

1.2 Difuzni rovnice ve dvou prostorovych dimenzich
Evoluéni difuzni rovnice ve dvou prostorovych dimenzich ma tvar

up — eAu = f(z,y),

kde Au = ug, + uy, je Laplacetv operator. Obdobné jako v pfipadé rovnice v jedné
dimenzi u(z,y,t) znaci hledanou funkci a f(z,y) zdrojovy élen. Také tentokrat budeme
hledat stacionarni feseni. To znamena vyftesit parcidlni diferencialni rovnici druhého radu

—eAu = f(z,y). (1.9)



Doplnime okrajové podminky. Tentokrat ji vSak nefesime na intervalu, ale na omezené
oblasti Q € RZ% Jeji hranici budeme znacit 9. Podobné jako v jednodimenziondlnim
pripadé rozlisujeme bézné tii druhy okrajovych podminek:

Dirichletovy okrajové podminky:

u(r,y) = g(z,y) Y(z,y) € o0
Neumannovy okrajové podminky:
Qu(z, y)
— = g(x, Y(z,y) € 08,
on — J@y) V(z,y)
kde % znaci derivaci ve sméru vnéjsi normaly k 02

Newtonovy okrajové podminky:

Aurg) + B2 g0 g) (e y) € 002

kde A, B jsou dané nenulové konstanty

Opét se vSak omezime pouze na homogenni Dirichletovy okrajové podminky

u(z,y) =0 VY(z,y) € 0N (1.10)

Okrajovou tlohu (1.9, 1.10) budeme fesit metodou konecnych prvku. Nez zacneme s po-
pisem této metody musime vsak zavést nékolik pojmu. Tim ndm poslouzi nésledujici
kapitoly.

1.2.1 Prostory funkci

Méjme otevienou omezenou mnozinu 2 € RY. Jeji hranici oznaé¢ime 0Q a Q = QU 99 je
Uzaver mnoziny.

Prostor vSech funkef u = u(x) definovanych a spojitych na oblasti Q oznacime C((2).
C*(Q) potom znacf prostor viech spojitych funkei, které maji na Q také spojitou k-tou
derivaci. Déle zavedeme

lullow) = max [u(x)]

Prostor vSsech funkei u, pro néz je



/Q w(x)Pdz

kone¢ny budeme znacit LP(§2) a nazveme prostorem integrovatelnijch funkci. Prostor lokdlné
integrovatelnych funkci L, . zavedeme jako mnozinu vSech funkei v méfitelnych na €, pro

které je
/ u(x)Pdx

konecny pro kazdou omezenou oblast 2* C 2.

Na prostoru LP(€2) definujeme normu

s = ([ |U(X)|pdx>;

Specidlné pro L? definujeme skaldrni soucin

(u,v) = /Q u(x)v(x)dx

a normu

ol = = U<x>2dx)%

Zavedeme multiinder jako vektor @ = (ay, ag,...,qy), |a| = > «;, ktery vyuzijeme k
i=1
zapisu derivace

olely,
a1 a2 an
02" 0x5%0xy

D%y =

Tento zapis nezohlednuje poradi derivovani. Pokud vsak vSechny derivace existuji a jsou
spojité, potom na poradi derivovani nezalezi. Budeme tedy jejich existenci a spojitost
predpokladat.

o . »
Uvazujeme funkciu € L,

a, pokud splnuje rovnost

funkel w nazveme zobecnénou derivact vzhledem k multiindexu

[ utoprtayis = (<1 [ wixotx)ds

)
pro vsechny ¢ € C§°. Budeme ji znacit D%u.



Sobolevitv prostor W*P(Q) je normovany linearni prostor vsech funkcf u € LP jejichz
zobecnéna derivace D*u patii do LP pro vsechna a takova, ze |a| < k. Na Sobolevové
prostoru definujeme normu

lallip =D ID%ull,

lal<k

1.2.2 Slabé reseni

Klasickgm resenim okrajové tlohy (1.9, 1.10) je takovd funkce u(z,y), kterd ma na
spojité druhé parcidlni derivace a plati (1.9) na €, (1.10) na 092. To nam vsak nedovoluje
postihnout pripad, kdy hledana funkce nema v neni v nékterych bodech 2 spojita. V

takovém pripadeé klasické feseni neexistuje a budeme hledat takzvané slabé feseni. Nejprve
zavedeme prostor testovacich funkei

V ={veWh(Q) : v(09) = 0}.

Déle zavedeme prostor piipustnych funkci, ktery se v§ak diky homogennim Dirichletovym
okrajovym podminkam schoduje s prostorem testovacich funkci

V, = {u e W(Q) : u(09) = 0}.

Misto toho, aby feseni u splinovalo v kazdém bodé rovnost

—cAu=f

budeme pozadovat aby byla splnéna integralni rovnost

/ /Q —eAupdQ) = / FodQ

pro vSechna v € V. Nyni pouzijeme Greenovu vétu

// 6VqudQ—// 5@VvdS://fde
0 0 an

Diky okrajovym podminkam (1.10) zfejmé plati [[,,e2“VvdS = 0 a tak ziskdme tvar

/ /Q eVuVodQ = / FodQ (1.11)

Funkci u(z,y) € V,, kterd splauje (1.11) nazveme slabym resenim lohy (1.9), (1.10).
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Definujeme bilinearni formu

a(u,v) = —//Q eVuVudS) (1.12)

a funkciondl

Fo) = / / Fodo. (1.13)

Misto tlohy (1.9, 1.10) tedy hleddme u € Vj takové, aby platilo

a(u,v) = F(v) YveV.
Poznamenejme Ze bilinedrn{ forma a(u, v) je symetrickd, nebot ziejmé plati rovnost a(u, v) =
a(v,u)
1.2.3 Metoda konec¢nych prvki

Metoda konecnijch prvku, dale jen MKP patii mezi Galerkinovy metody. Ty spocivaji v
tom, ze hledame teseni jako linearni kombinaci N bdzovijch funkci v;

N
Up = E C;U;.
=1

Ptibliznym Galerkinovym fesenim tedy rozumime funkci uy, pro kterou plati

a(up,vp) = F(vp) Vo, €V

MKP je metoda se specialni volbou bazovych funkci. Nejprve vSsak musime mnozinu
vyjadrit jako sjednoceni konecnych podmnozin. Ty nazveme konecéné prvky. Pro dvou-
dimenziondlni tlohy se vétsinou pouzivaji bud trojihelniky, nebo étyiihelniky. Poté na
kazdém konecném prvku zkonstruujeme polynomidlni bazové funkce. Tyto bézové funkce
jsou nenulové pouze na konec¢ném prvku, na zbytku €2 jsou nulové.

Triangulace

Pokud pro diskretizaci §2 pouzijeme konecné prvky typu trojuhelnik, nazyva se tato tri-
angulaci. Predpokladejme, ze hranici oblasti ) je polygon. Mnozinu trojuhelniku

= {11, Ty, - Ty}

nazveme piipustnou, budou-li splnény podminky

9
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Obrazek 1.2: Priklad triangulace

L. o=UY, T,
2. Pro dva ruzné trojihelniky Ty, T, plati T, N T, = ()

3. Pro vsechny trojuhelniky T, plati, Zze kazd4 strana trojihelnika je bud soucdsti
hranice 0f2, ne stranou jiného trojihelnika.

Takovou triangulaci nazveme sit. Pro kazdy trojihelnik definujeme h, = délka nejdelsi
strany 7Ty. Kazdou sif potom muZzeme charakterizovat pomoci jejtho rozliseni

h = max hy
TseTh

Sit s niz8im rozliSenim potom nazveme jemnéjsi sit a naopak sit s vyssim rozlisenim
nazveme hrubsi.

Bazové funkce
Oznacime vrcholy trojuhelnika triangulace M; M, a M3.Kazdy uzel triangulace mé globdlni

soutadnice, které urcuji jeho zarazeni v ramci vSech uzlu. Ma ale také takzvané lokdlni
souradnice, coz jsou soufadnice v ramci daného elementu.

Nad kazdym uzlem triangulace M definujeme po ¢astech linearni bazové funkce typu
Né(z,y) = a® + b’z + *y,

10



které musi splnovat interpola¢ni podminky

(M) = 1,0, (M) = 0Ym # n.

Obréazek 1.3: Bazova funkce

Vsechny bazové funkce jsou tedy nenulové pouze nad trojuhelniky, jejichz vrcholem je
M,,. Tyto trojihelniky tedy tvori nosi¢ bazové funkce.

Takové bazové funkce jsou spojité na {2 a tvoii linedrné nezavisly systém. Oznac¢ime ho
tedy V= vy, 09, -+ , 0" Plati, Ze dim(V") = N a V* € W2, nebot kazdd bazova funkce
je spojita a jeji derivace existuje skoro vsude na 2.

Pokud oznacime soutadnice vrcholu trojihelnika M; = (x5, y5), My = (25,v5) a M3 =
(x%, y3) restrikce bazovych funkei na trojihelniku oznacime

Ni(x,y) = af + b5z + Sy
N3 (x,y) = a5+ bsx + c3y
N3 (z,y) = a3 + b3z + c3y

Ty jsou jednoznaéné urcéeny interpolac¢nimi podminkami

N (M?) = { Lproi=j

Odtud ziskame koeficienty

ai = ps(@3y5), b5 = 5 (s —u5), &1 = ps (a5 — x3),
a5 = p(3y3), b5 = pe(U5 —43), 2= pe(af — ),
a3 = 5= (7305), b3 = ps (U5 —45), s = g (wh — w3),

1 =1y

DP=det| 1 x5 1o

1z o
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Obrazek 1.4: Restrikce bazovych funkei na jednom elementu

je dvojnasobek obsahu trojuhelnika.

Sestaveni diskrétni tulohy

Kazdou funkci u, € V' muzeme tedy vyjadrit ve tvaru linedrni kombinace

N
Up = E Uﬂ)z‘
i=1

Hledané uzlové parametry U; = up(M;) ~ u(M;) nalezneme fesenim soustavy linedrnich
algebraickych rovnic

AU=F (1.14)

KdeU: [Ul,UQ,"'UN] aF: [Fl,FQ,"-FN],

~r(w) - | [ Faputa,)dady

A;j = a(v;,v)) // — Vig)Vjz + (V; — V4y) 0, dS2

Matici A nazveme globdlni matici tuhosti. Tu sestavime tak, ze pro kazdy konecny prvek
nejprve sestavime lokdlni matici tuhosti

S S S
ayp Qip Gi3

. S S S
A= | a3 a3 as

S S S
a3y Qzg dsg

12



poté zaradime do globalni matice tuhosti

Ak, 1) = A(k, 1) + A°(i,7)

Obdobné budeme postupovat i pro wvektor zatiZeni F. Lokalni vektor zatizeni F* =
[ [ F(M;)v;dQ2 zafadime do globélniho vektoru zatizeni

F(k) = F(k)+ F*(i)

Pro vypocet integralu je vhodné transformovat trojuhelnik 7§ na referenc¢ni trojihelnik
To o vrcholech (0,1),(0,0),(1,0). To zajisti nésledujici transformace

o' = xf + (x5 — 7)€ + (25 — 2])n
Y =yi+ (5 —y)E+ (y5 —yin

Pro integraci potom plati

o(z,y)dxdy = D*¢(x',y)da'dy'

Ts To

Takové integraly potom snadno muzeme priblizné vypocitat pomoci Gaussovych kvadra-
turnich vzorcu ve tvaru

/f(m, y)dz =~ Z Wif(ri, si)
i=1

Zde r;, s; jsou souradnice bodu a W; je potom jejich véaha. Vice o tomto tématu lze nalézt
napiiklad v [1]. J4 zde nyni pouze uvedu piiklad téchto hodnot

Abychom ziskali hledanou aproximaci feSeni, musime vyftesit soustavu linearnich alge-
braickych rovnic (1.14). Matice tuhosti je symetrickd pozitivné definitni, coz vyplyva
z vlastnosti bilinearni formy (1.12). Muzeme pouzit opét napiiklad metodu sdruzenych
gradientu.

1.3 Metoda sdruzenych gradientu

vvvvvv

nic je metoda sdruzenych gradientu, dale také zkracené CG. Predpoklddejme A € R™*"
symetrickou pozitivné definitni ¢tvercovou matici a vektor b € R"™. ReSeni tlohy
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piibliZné feseni pfesné Feseni

Obrézek 1.5: Priklad feseni

Ax=b
je potom ekvivalentni s ilohou nalezeni minima funkcionalu

F(x) = %XTAX — XTb,

nebot VF(z) = Ax — b a F(x) nabyvé globdlniho minima prdvé pro x, které spliuje
VF(x) = 0. Definujeme energetickou normu, nebo-li A-normu vektoru z nésledovné
|z||3 =z’ Az.

Uvazujeme k-tou aproximaci x;. Plati tedy

1 1 1 1
Flx) = 5(x = x)TAx = %) — 5x7Ax = Sllx = xelz — 5lIx.

7 toho vyplyva, ze tloha nalezeni minima funkcionalu F' je ekvivalentni s minimalizaci
A-normy chyby ||x — xg||a-

Novou aproximaci vektoru x;, ziskdme z predchozi pomoci predpisu

Xk = Xp—1 + Ve—1Pp_1-

Vektor p,_; zde predstavuje smérovy vektor. Skalar v;_; urcime tak, aby vektor x; byl
na piimee z(7y) = Xx_1 + YP;_; bodem minima F(z()). Tohoto minima je dosazeno pro
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Volbu sméru p,, provedeme tak aby byly A-ortogondlni, ¢ili aby platilo
p; Ap; =0Vi#j

Metoda CG voli nové sméry jako linearni kombinaci p;, = ry + dxpj_;. Skalar ;. zvolime
potom tak, aby byla dodrzena A-ortogonalita vektori py, ps_;-

1.3.1 Predpodminéni

Pro efektivitu algoritmu CG je zdsadni pouziti vhodného predpodminéni. Myslenka predpodminéni
spociva v pouziti metody CG na ekvivalentni soustavu

(P'AP T)(P"x) =P 'b.

Ukolem je najit vhodnou matici P tak, aby aproximace rychle konvergovali a abychom
mohli snadno ziskat feSeni puvodni soustavy Ax = b. Jednou z moznosti je napiiklad
Jacobiho predpodminéni, kde volime P = diag(A).

Jinou, casto pouzivanou formou predpodminéni je neuplny Choleského rozklad. Pokud
je matice A symetrickd a pozitivné definitni, existuje jednozna¢né urcéeny Choleského
rozklad

A=LL",

kde L je dolni trojihelnikova matice. Jednou z vlastnosti matice tuhosti je to, ze je ridka.
Tuto vlastnost chceme zachovat a tak pozadujeme totéz i po matici L. Princip varianty
neuplného Choleského rozkladu IC(0) spociva v tom, Ze nenulové jsou pouze ty prvky
matice [;;, pro které je nenulovy prvek matice A a;;. Netplny Choleského rozklad tedy
hledd matici L tak, aby platilo

A~LLT

Abychom ukazali jak je predpodminéni dulezité, budeme mérit rychlost konvergence CG.
Tu muzeme méfit napiiklad pomoci residua v, = [|[Ax) — b||. Castéji se vsak pouziva
takzvané relativni residuum definované jako

|Ax;, — bl
b
Na grafech (1.6) a (1.7) je vynesené relativni residuum v jednotlivych iteracich. Ty ilustruji

jak dulezitou ulohu predpodminéni hraje.
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Bez pfedpadminéni
Jacobiho pfedpodminéni
—IC{0)
i 1
£
=
=
=
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=
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=1}
o
gL i
10'15 1 1 1 1
o & 10 14 20 25

Zislo iterace

Obrazek 1.6: Rychlost konvergence metody sdruzenych gradientu pro soustavu ziskanou
diskretizaci difuzni rovnice v 1D

102 T T T T T T T T T
Bez pfedpodminéni
Jacobiho pfedpodminéni

L

Relativni residuum

1
0 10 20 30 40 a0 B0 70 B0 90 100
Zislo iterace

Obrazek 1.7: Rychlost konvergence metody sdruzenych gradientu pro soustavu ziskanou
diskretizaci difuzni rovnice ve 2D
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Kapitola 2

Advekcéneé difuzni rovnice

Mnoho modelu proudéni, ale i dalsich fyzikdlnich problému, vede na rovnici advekéné-
difuzniho typu. Ta v sobé kombinuje jak difuzni ¢len stejny jako v jiz popsané difuzni
rovnici, tak jesté advekéni ¢len. V této kapitole nejprve pouzijeme metodu konecnych di-
ferenci na advekcéné-difuzni rovnici v jedné dimenzi a metodu konecnych prvku na problém
ve dvou dimenzich. Ve vétsiné praktickych problému je difuze méné podstatnym jevem.
Zamérime se tedy na uskali hledani priblizného feseni s dominantni advekci. Dulezité je
zminit, ze pokud je dominantni advekce, ma rovnice spise hyperbolicky charakter.

Tomuto tématu se vénuji predevsim kapitoly 3 a 4 v publikaci [1]

2.1 Advekéné difuzni rovnice v jedné dimenzi

V jedné dimenzi m4 tato rovnice tvar

U + oUuy — ey = f(2),

kde u(z,t) je hledand funkce, o € R advekéni parametr, e € R difuzni parametr a f(x)
opét zdrojovy clen. Zamérime se vSak na stacionarni rovnici

OUy — EUgy = f(x), (2.1)

Doplnime déle homogenni Dirichletovy okrajové podminky na intervalu (0, 1)

u(0) = 0,u(l) = 0. (2.2)

Tuto okrajovou tlohu budeme fesit metodou konecnych diferenci.
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2.1.1 Diskretizace metodou konec¢nych diferenci

Ptiblizné feseni advekéné difuzni rovnice (2.1) s okrajovymi podminkami (2.2) muzeme
v jedné dimenzi opét nalézt napiiklad pomoci metody konecénych diferenci. Budeme po-
stupovat obdobné jako v piipadé difuzni rovnice. UvaZujme opét ekvidistantni sit, po
nahrazeni derivaci diferencemi zjistime, ze hledané ptiblizné feseni musi spliovat

Ukt1 — Ui U1 —2Up + Up1
g oh 9 P = f(l‘k>

Ptiblizné teseni okrajové ulohy (2.1), (2.2) v uzlovych bodech tedy ziskdme vyFesenim
soustavy rovnic

2eUy — (e + 2)Us = Rh%f(x))
—(e =2y + 2eUs — (e + 2)Us = h2f(x9)

—(8 — %h)UN,z; + 2€UN,3 - (8 + U—Qh)UN,Q = h2f(£€N,2)
2€UN_2 — (5 + %h)UN_l = h2f(3$N_1)

Také tentokrat vyuzijeme maticového tvaru soustavy

AU =F,
kde

je vektor pravé strany,

Un-1
znaci vektor hledanych hodnot ptiblizného feseni v uzlovych bodech a

a b 0 0 0 07
c a b 0O 0 0
A 0 c a 0 0
0 0 b 0
0 0 O ¢c a b
0 0 0 0 ¢ a |
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je ¢tvercova matice velikosti N —1, kde a = 2¢,b = —e+ %h, c=—¢c— %h Tato matice vsak
neni symetrickd ani pozitivné definitni a tak nelze pouzit metodu sdruzenych gradientu.

2.2 Advekéné difuzni rovnice ve dvou dimenzich

Ve dvou dimenzich méa advekéné-difuzni rovnice tvar

oVu—ceAu = f(x,y), (2.3)
kde o = [0’1,0’2] < R? a Vu(iv,y) = grad(u(aj,y))

Jeji splnéni budeme pozadovat uvnitt omezené oblasti €. Ulohu doplnime o homogenni
Dirichletovy okrajové podminky

u(z,y) = 0na . (2.4)

Okrajovou ilohu budeme tesit opét metodou koneénych prvki.

2.2.1 Slabé reSeni

Pfi odvozeni slabého feseni advekéné difuzni rovnice vyuzijeme ¢asteéné poznatku z prvni
kapitoly. Pozadujeme tentokrat splnéni

// 6VqudQ—|—// aVude:/ fodQ
Q Q

pro vSechna v € V. Oznacime konvekéni ¢len ¢(u, v) a aplikujeme na néj Greenovu formuli

c(u,v) = //Q oVuvd) = — //Q div(ve )udS2 + //{m vonud() = — //Q(aVv)udQ

Slabym fesenim okrajové tlohy (2.3, 2.4) tedy nazveme takovou funkei u(z, y) € V,, ktera
splnuje rovnost

eVuVudQ — [ [ (eVo)udQ = [ [ fvdQ (2.5)
/], /I, /

Definujeme bilinearni formu
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a(u,v) = //Q eVuVodQ) — //Q(aVv)udQ, (2.6)

Fv) = / Fodo. 2.7)

funkciondl

Hledame u € V, takové, aby platilo
a(u,v) = F(v) YveV.

Poznamenejme ze bilinearni forma a(u, v) v tomto ptipadé jiz neni symetricka. To zpusobuje
konvekéni ¢len, ktery je naopak antisymetricky, nebot ziejmé plati c(u,v) = —c(v,u).

Aproximaci metodou kone¢nych prvku potom provedeme stejné jako v ptripadé difuzni

rovnice.

2.3 Vypocet s dominantni advekci

V této céasti se pokusime ukazat, ze vypocet priblizného feseni advekéné difuzni rovnice s
dominantni advekei muze byt problematicky. Nejprve se zaméiime na jednodimenzionalni
pripad. Do jednoho obrazku jsme vykreslili feseni rovnice s ruznymi parametry €. Druhy
parametr jsme zvolili pevné ¢ = 1 a zdrojovy ¢len ma takovy tvar, aby feSsenim byla
funkce u(x) = sin(x).

pfasné fadeni

e=1
e=10%
e=1012

Obrazek 2.1: Presné a priblizné feSeni advekéné-difuzni rovnice pro nékolik parametru e
v 1D

V jednodimenzionélni ptipadé k zadnym problémum nedochazi. Stejny numericky expe-
riment tedy provedeme i ve dvou dimenzich. Zvolime pevné o = [1,1] a zdrojovy ¢len
tak, by feseni byla funkce u(z,y) = 10 sin(2 7 x) sin(2 7 y). Obrazek (2.2) potom ukazuje
presné a priblizné feSeni pro nékolik hodnot parametru . Pokud je difuze ptilis mala v
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feSeni se objevuji oscilace, které ho mohou zcela znehodnotit. Jak ukdzeme pozdéji, tento
problém lze zmirnit pouzitim vhodnych metod pro feseni soustavy linearné algebraickych
rovnic. Nelze ho vsak zcela eliminovat.

pfesné fegeni

Obrazek 2.2: Presné a priblizné feSeni advekéné-difuzni rovnice pro nékolik parametru e
v 2D

Cim je difuze slabsi, tim se reseni advekéné-difuzni rovnice u(z, y) blizi fesent hyperbolické
rovnice

oViu = f(:v,y)

Plati tedy, ze ¢im vice je advekce dominatni, tim se advekéné-difuzni rovnice chové vice
jako hyperbolicka.
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2.4 Zavislost chyby reSeni na tvaru sité

Jednim z podstatnych aspektu metody konecnych prvku je nejen rozliSeni sité, na které
vypocet provadime. Pokud pouZzijeme pravidelnou sit zjistime, Ze chyba pfiblizného feseni
zévisi také na smeéru vektoru a. To ukazuji obrazky (2.3). Tomuto efektu lze vsak snadno
zabranit pouzitim nepravidelné sité, jak je zfejmé na obrézku (2.4). Je nutné zde pozna-
menat, Ze pfi pouzitd nepravidelnd sit obsahuje trojihelniky riznych velikosti. Proto tato
sit obsahuje vice uzli, i kdyz je jeji rozliseni stejné jako rozlieni pravidelné sité.
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o=[1 1] Chyba Fedeni
# 10

05
o0

m[_:!wyha fegeni ” 1IZI-3
X

a=[0 1] (__?:hyha feseni
%10

Obrézek 2.3:
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a=[1 1] Chyba feseni
¥ 10

ag=[1 0] Chyba fegeni
x 10

Chyba feseni
¥ 10

Obrézek 2.4:
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Kapitola 3

Metody reSeni soustav linearné
algebraickych rovnic

V ptredchozim textu jsme predstavili dvé metody feseni okrajovych tloh. Obé tyto me-
tody potifebovaly vyftesit soustavu linedrnich algebraickych rovnic. To bychom mohli
samoziejmé udélat primou metodou. Pokud se vSsak podivame naptiklad na vypocetni
slozitost Gaussovy eliminaéni metody, tak ta je napifklad dle [6] fddove n®. Pokud vsak
budeme chtit Tesit praktické ulohy, potiebujeme vyftesit i soustavy s maticemi o velikosti
v fadech milionu a vétsich. Proto se pouzivaji metody itera¢ni. Také vime, ze matice se
kterymi pracujeme jsou ridké. Proto budeme popisovat metody, které se ¢asto pouzivaji
pro tesSeni takovych problému. Jiz popsaly metodu sdruzenych gradientu. Tu vsak lze
pouzit pouze za predpokladu, ze matice je symetricka a pozitivné definitni. Proto musime
hledat jiné metody.

Cilem této c¢asti textu je priblizit principy nékterych pouzivanych metod feseni soustav
linedrnich algebraickych rovnic. Nebudeme vsak vétsinou popisovat presnou algoritmizaci,
ale zamérime se na zakladni popis metod a nékterych jejich vlastnosti tak, abychom se
pozdéji mohli pokusit vysvétlit jevy ke kterym dochézi pti pouziti téchto metod k feseni
soustav ziskanych metodou konecnych prvku, nebo metodou koneénych diferenci. Proto
také budeme ptredpokladat pouze realné matice a vektory.

Tento prehled itera¢nich metod se opird zejména o literaturu [6], [7], [3], [4].

3.1 Metody Krylovova podprostoru

Pro feSeni problému s fidkou matici se casto pouzivaji takzvané projekéni metody. Ty
spocivaji v myslence nehledat feseni na celém prostoru R”, ale pouze na néjaké vhodném
podprostoru. Obecna projekéni metoda hleda n-tou iteraci x,, v prostoru aproximace S,
resp. na varieté
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X, € X+ S,

Ptesné je x,, ur¢ena podminkou, kterou klademe na residuovy vektor r, = b — Ax

r,LLC,.
Prostor L,, se nazyva levy prostor.
Krylovovské metody voli prostor aproximace S,, jako Kryloviv prostoru
Ki(A,ro) = span{rg, Arg, ..., A"}

Dalsi dulezitou volbou je volba levého prostoru. Tou se definuji jednotlivé metody.

3.1.1 Baze Krylovova prostoru

Pro vypocet baze Krylovova prostoru muzeme vyuzit Arnoldiho algoritmu. Ten pocita
bazi Vi = vy, va, -+, v Krylovova prostoru K (A, q) pomoci Gram-Schmidtova ortogo-
naliza¢niho procesu. Voli v = %” a dalsi vektory pocita ortogonalizaci vektoru Av,_;
vuci predchozim k£ — 1 vektorum. Maticové 1ze potom Arnoldiho algoritmus vyjadrit vzta-
hem

AV, = Vi Hy + hpp1 Vi,

kde Hy je horni Hessenbergova matice

hll hlz h13 e hlk
hoir hay hos -+ hay,
H— 0 . . .
0O 0 " T g

0 0 0 hgr—1 Tl

Pokud je matice A symetrickd, musi byt Hessenbergova matice také symetrickd, nebot
plati

H, =V[AV, =V A"V, = (V[AV,)" =H]
V tom pripadé budeme tuto matici znacit T}

ar B 0 0 0
B ay B 0 0
o . - - 0
0 0 Bu—2 an-1 Pn-
0 O 0 Bp_1 Qp

T), =
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Arnoldiho algoritmus potom lze snadno zjednodusit. Tento zjednoduseny algoritmus se
nazyva Lanczosuv algoritmus. Pokud maticové vyjadreni tohoto algoritmu

AV, =V, Ty + Brs1vin

prepiSeme po fadcich, ziskame tiiclenou rekurenci

Br41Vit1 = AV — BpVi—1 — Qi Vy.

Lanczosuv algoritmus tak ma oproti Arnoldiho velkou vyhodu. Zatimco v Arnoldiho al-
goritmu je zapotiebi k vypoctu k-tého prvku vsech k — 1 predchozich, Lanczosuv algo-
ritmus potfebuje pouze dva predchozi, je vSak zapotiebi, aby matice A byla symetricka.
Pro vypocet lze vsak vyuzit také Lanczosuv algoritmus pro nesymetrické matice. Ten
poc¢itd hned baze dvou Krylovovych prostoriu. Oznacéime vy, ..., vy bézi prostoru (A, v)
a Wi, ..., Wy, bazi prostoru K(A”, w). Vektory vi a wy musi spliiovat podminky

0 i#j
ViTWj:{l i=j

Takové vektory které tuto podminku spliuji nazveme biortogondlni. Maticové lze tento
algoritmus vyjadrit nasledovné

AV = VT 4+ wpi1 Vi€
ATWk = WkTg + WE+1WEt+1€k
WiV, =1,

kde Vi = [v1,...vi], Wy = [wy,...wi] a T\ je opét tiidiagondlni matice (ktera vsak
tentokrat neni symetrickd). Tento algoritmus tak konstruuje baze Krylovova pro obecnou
nesymetrickou matici A. Nevyhodou vsak je, ze muze dojit k situaci, kdy nové vznikajici
vektor w je kolmy na vektor v, a algoritmus se zastavi. V tom piipadé fikame, ze doslo
k Lanczosovu ukoncend. Problémy nastanou také, pokud je w? vy, blizké nule. Abychom
nedoslo k Lanczosovu ukonceni pouzivaji se tzv. look-ahead strategie. Jejich zakladni
myslenkou je, ze se konstruuji pouze ty vektory, jejichz vypocet je stabilni. Podrobnéji se
tomuto tématu vénuje napiiklad préce [7].

3.1.2 CG jako projekéni metoda

Metodu sdruzenych gradientu lze pochopit také jako metodu projektivni. Hleda totiz
feseni na prostoru KCx(A, rg) a lze ho vyjadiit ve tvaru

Xi = Xo + Viys,

k-té residuum potom ma tvar
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r,=b—Ax; =b—A(xo+ Viy,) =b - Axy — AV,y, =19 — AV,y,,
protoze residuum musi byt ortogonalni ke vSem bazovym vektorum plati

0=Vir,=Virg+ ViAV.y, = |roller + Try,

kde Vi = vy, va, ..., vy ay, je vektor soufadnic.

3.1.3 Zobecnéna metoda minima residui (GMRES)

Tato metoda voli levy prostor £ = AK,(A,rg). Vektor x; se potom zachdzi na varieté

X € Xg + ’Ck<A, I‘O)

a plati
I'kJ_AK:k (A, I‘o)

Bazi Krylovova prostoru AK,(A,r) hleddme pomoci Arnoldiho algoritmu. Vektor x
chceme vyjadrit jako linedrni kombinaci

Xp = X0 + ViYp.

Residuum v k-tém kroku potom muzeme vyjadrit ve tvaru

r,=b—Ax, =b—A(xo+ Viy,) =10 — AVyy, =
= ||rollvi = Vi1 Hi1,6Y1 = Vi (o]l Hit1 1y5)

Protoze residuum méa byt minimalni, hledané souradnice y, nalezneme jako
yy, = arg min (||ro[le; — Hii1,y) (3.1)
yERFK

Pro symetrické matice lze metodu zjednodusit. Pro urcéeni baze Krylovova prostoru potom
lze totiz vyuzit Lanczosova algoritmu, takova metoda se nazyva MINRES. Oproti tomu
metoda QMR vyuziva nesymetrického lanczosova algoritmu.
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3.1.4 Metoda bikonjugovanych gradientt

Metoda bikonjugovanych gradientu, podobné jako nesymetricky Lanczosuv algoritmus,
konstruuje biortogonalni vektory. Aproximace feseni ma ndsledujici vlastnosti

X € Xo + Kk(A, ro) I‘kJ_ICk(AT, S()),

kde sy je pomocny pocatecni vektor, tzv. stinovy vektor. Ten musi splnovat podminku
sty # 0. Bazi prostoru K(A”,sg) miizeme vyuzit k feseni soustavy A’y = c. Aproxi-
mace y, potom spliuji

Vi €Yo+ Ki(A,so) spLICk(A,10).

Vektor s, = ¢ — ATy, je residuum aproximace y,. Metoda bikojungovanych gradienti
tak Fesi soucasné systémy Ax = b a ATy = ¢, k éemuz vyuziva biortogonalni baze. Tuto
metodu lze chépat také jako dalsi zobecnéni metody CG, nebot pokud je A symetricka poz.
definitni 1ze algoritmus BiCG redukovat na CG. Z této metody se déle vyvinuly metody
BiCGstab, BiCGstab(l) a CGS. Metody BiCGstab a BiCGstab(1) by méli byt stabilnéjsi.
Oproti tomu pro metodu CGS potom plati, ze pokud konverguje metoda BiCG, CGS
konverguje rychleji. Muze u ni vsak ¢astéji dojit k zastaveni.

Metoda LSQR
Metoda LSQR vyuziva pro generovani Krylovovych podprostoru takzvanou Golub-Kahanovu

bidiogonalizace. Ta vytvaii posloupnost Krylovovych podprostort Ki(ATA, Ab) pro
obecnou obdélnikovou matici. Toto metodu je tedy mozné vyuzit také pro reseni problému

Ax~Db

ve smyslu nejmensich ¢tvercu. Tato metoda je velmi numericky stabilni a je vhodna pro
vypocet Spatné podminénych tloh.

3.1.5 Metoda pro antisymetrickou matici

Podivejme se nyni na ptipad, kdy bude matice A antisymetrickd. Potom Hessenbergova
matice musi byt také antisymetricka, nebot plati

H, = V]/AV, = -V{A"V, = (V] AV,)" = —-H}.

Struktura této matice tedy musi byt nasledujici
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0 5 0 0 0
81 0 B2 0 0
H=] o -~ -~ 0 (3.2)
0 0 =B 0 B
0 0 0 —B 0

Nyni muzeme postupovat podobné jako je popsand metoda sdruzenych gradientu z po-
hledu projekénich metod (3.1.2).

Je vsak potfeba si uvédomit, ze pro k liché je matice (3.2) singuldrni. Musime tedy
spocitat vzdy sudy pocet prvkia baze Krylovova prostoru. Ziskali jsme tak metodu pro
feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic a antisymetrickou matici. Tuto metodu

budeme déle znacit ACG.

3.1.6 Konvergence projekénich metod

Méjme obecnou projekéni metodu, prostor aproximace S*, levy prostor £¥. Aproximace
feSeni tedy splnuji

X € Xo + SF ri L CE.
S rostoucim poétem iteraci k roste také dimenze prostort S* a L£F. Pro k = n tedy plati
LF = R" a z podminky r, LR" plyne r = 0. Pfesné feseni tedy ziskdme maximélné po n
krocich.

V pripadé metody sdruzenych gradientu potom rychlost konvergence zalezi na pomeéru
nejvétsiho a nejmensiho vlastniho ¢isla matice A ’\"“““ . Obecné je vsak velmi tézké predpovedét
rychlost konvergence Krylovovskych metod. Ta totlz v piipadé obecné nesymetrické ma-
tice jiz na vlastnich c¢islech nezalezi.

3.1.7 Predpodniméni

Dulezitou soucasti vyse popisovanych metod je pouziti vhodného predpodminéni. Myslenka
predpodminéni spociva v pouziti iteraéni metody na ekvivalentni soustavu

(PLAPR)(P]_%lx) = PLb

Ukolem je najit vhodné matice P, a Pp tak, aby aproximace rychle konvergovali a
abychom mohli snadno ziskat feseni puvodni soustavy Ax = b. Opét lze vyuzit napiiklad
Jacobiho predpodminéni. Ijéinnéjéi metodou pfedpodminéni je vsak netuplny LU rozklad.
My budeme vyuzivat variantu ILU(0). Ta hledd horni trojihelnikovou matici U a dolni
trojuhelnikovou matici L tak, aby platilo

A~LU

Zaplnéni matic L a U potom odpovida zaplnéni matice A.
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3.1.8 Metody v prostredi MATLAB

Tuto praci jsme implementovali v prostredi Matlab. V tomto prostiedi je nékolik do-
stupnych metod pro feseni soustav linearné algebraickych rovnic implementovano. V
nasledujici tabulce jsou uvedeny metody, které v nasi praci pouzijeme. Mimo nich pouzijeme
také nami navrzenou metodu ACG, kterou jsme také implementovali v prostiedi Matlab.

Nézev metody

Piikaz pro spusténi metody

Pozadavky na matici A

Metoda bi-sdruzenych gradientu bicg ctvercova
Metoda BiCGstab bicgstab ctvercova
Metoda BiCGstab(1) bicgstabl ¢tvercova
Metoda CGS cgs ctvercova
Zobecnéna metoda minimalnich residui gmres ctvercova
Metoda LSQR Isqr —
Metoda minimalnich residui minres ¢tvercova, symetricka
Metoda sdruzenych gradientu pcg ¢tvercova, SPD!
Metoda minimalnich kvazi-rezidui qmr ctvercova
Metoda SYMMLQ symmlq ¢tvercova, symetricka
Metoda TFQMR tfqmr ¢tvercova

Obrazek 3.1: Tabulka metod implementovanych v prostiedi Matlab
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Kapitola 4

Numerické experimenty

Seznamili s problematikou vypoctu advekéné-difuzni rovnice s dominantni advekeci. V
této kapitole provedeme nékolik numerickych experimentu, jejichz uc¢elem bude predevsim
ukazat, jak ovliviiuje pomér paramateru rychlost konvergence iteracnich metod pfti ruzné
jemnosti site.

4.1 Problém dominantni advekce

Nejprve se vSak vratime k problematice vypoctu priblizného feseni advekéné-difuzni rov-
nice s dominantni advekei. Jiz jsme se tomuto tématu vénovali v Kapitole 3, tentokrat
ho vsak uchopime z pohledu iteracnich metod pro feseni soustav linearné algebraickych
rovnic. Zaméirime se nyni na advekéni rovnici

oVu = f(z,y).

Budeme opét uvazovat homogenni Dirichletovi okrajové podminky. Jak matice soustavy
linearné algebraickych rovnic ziskané metodou konec¢ny diferenci pro rovnici v jedné di-
menzi, tak 1 matice soustavy ziskané metodou koneénych prvku pro rovnici ve dvou di-
menzich jsou antisymetrické. Dusledkem toho maji obé matice na diagondle nuly. To ma
zésadni vliv na metody predpodminéni, které jsme v této praci uvedli.

Ziejmé nema v tomto pripadé zadny smysl uvazovat Jacobiho predpodminéni. Ze stejného
duvodu vsak nelze pouzit ani algoritmus ILU(0). Proto jsme provedli nasledujici vypocty
bez predpodminéni. Na obrazcich (4.1,4.2) 1ze pozorovat zavislost relativniho residua na
poctu iteraci zvolenych metod.
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Obrazek 4.1: Rychlost konvergence metod v 1D pripadé. Pro vypocet okrajové tlohy jsme
rozdeélili interval (0, 1) na 100 dilu a zvolili o = 1.

—— gmras
Isir
o' acg .

Relativni residuum
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T
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Obrazek 4.2: Rychlost konvergence metod v 2D ptipadé. Pro vypocet jsme pouzili nepra-
videlnou sit s rozlisenim i = 0.06. Parametr rovnice jsme zvolili & = [1, 1] a zdrojovy ¢len
byl volen tak abychom znali pfesné Teseni.

Z testovanych metod konverguji pouze metody GMRES, LSQR a ACG. Ostatni metody
bud nekonverguji, nebo dojde brzy k jejich zastaveni. Podivdme-li se bliZe na konvergenci
metody GMRES, zjistime, ze v lichych iteracich se aproximace feseni neméni. To je dano
tvarem Hessenbergovy matice. Ta je, jak jsme jiz uvedli v predeslé kapitole, pro k liché
singularni, coz se projevi pii hledani k-tych soutadnic predpisem (3.1). Podobné chovéni
ale muzeme ocekdvat vidy v piipadé e >> o, nebot potom bude matice A velmi blizka,
antisymetrické matici. Obrazek (4.3) ilustruje, jak je v tom piipadé feseni dvoudimen-
zionalniho problému zatizeno chybou.
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Pfesneé fegeni gmres

Obrazek 4.3: Nalezené priblizné feSeni. Pro vypocet jsme pouzili nepravidelnou sit s
rozlisenim h = 0.06. Parametr rovnice jsme zvolili ¢ = [1, 1] a zdrojovy ¢len byl volen tak
abychom znali presné feSeni.

Vratme se nyni k advekéné-difuzni rovnici. Zvolime-li difuzni parametr ptilis maly, chovani
metod se velmi nezméni. Pro ilustraci jsme zvolili ¢ = 107°. V tom piipadé stdle neni
mozné pouzit Jacobiho predpodminéni, ani ILU(0). Jedinym rozdilem je, ze konverguji
také metody BiCG a BiCGstab(1l). OvSem feseni je stale velmi poskozeno. Obrézku (4.3)
ukazuje, ze rychlost konvergence je stale velmi nizk4.

Ukazuje se, ze aby dobfe pracoval algoritmus ILU(0), je zapotiebi difuzni parametr alespon
fadu 1073, Potom se jiz v fesenf neobjevuji nezadouci oscilace a véechny metody naleznou
feseni. Obrézek (4.5) ukazuje, Ze se také rychlost konvergence metod diky predpodminéni
znacné urychli.
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Obrazek 4.4: Rychlost konvergence metod pro advekéné-difuzni rovnici ve 2D. Pro vypocet

jsme pouzili nepravidelnou sit s rozlisenim h = 0.06. Parametry rovnice jsme zvolili ¢ =
[1,1],e = 1077,

10° ‘ . . . . :
—+—hicg
o —# —hicystab
10 -4 bicgstabl 0
: R cgs
; I
w sk i
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£ [ —+—qgmr
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107t 3‘# # 1 ]
]
i |I
g |
100 b 3?& —
L1
R I
L * Jlé il
10-12 L 1 1 1 1 L
o 20 40 60 a0 100 120 140

tislo iterace

Obrazek 4.5: Rychlost konvergence metod pro advekéné-difuzni rovnici ve 2D. Pro vypocet
jsme pouzili nepravidelnou sit s rozliSenim h = 0.06. Parametry rovnice jsme zvolili ¢ =
[1,1],e = 1073. Bylo pouzito piedpodminéni ILU(0)
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4.2 Pocet iteraci potrebny k dosazeni dané presnosti

Cilem tohoto experimentu je ukézat, jaka je zavislost poctu iteraci metod feseni soustav
linearnich algebraickych rovnic na jemnosti pouzité sité pro ruzné hodnoty parameru
advekcné difuzni rovnice. Sledovali jsme kolik iteraci je zapotiebi k dosazeni predem dané
pfesnosti.

4.2.1 Rovnice v jedné dimenzi

Pro tento experiment byla zvoleny parametr ¢ = 1 a provedli jsme vypocet pro nékolik
parametru . Ukazuje se, ze v jednodimenzionalnim ptipadu roste pocet potiebnych iteraci
linearné.

3500
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—#* —hicgstab
25001 < bicgstabl

cys ¥
—4— grnres P

lsgr [ )
—4— qgmr Iy
1500+ — 4 —tfigrnr
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Pocet iteraci
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o 200 400 B00 800 1000 1200 1400 1600
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400+ -
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—#—gmres ¥
-
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A
100+ rd
F
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Obrazek 4.6: Pocet potiebnych iteraci testovanych metod pri vypoctu feseni advekcéné-
difuzni rovnice v 1D. Parametr o = 1, nahoie ¢ = 1073, dole £ = 103.
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4.2.2 Rovnice ve dvou dimenzich

Experiment jsme provedli také s advekéné difuzni rovnici ve dvou dimenzich. Zvolili jsme
pevné o a také tentokrat provedli vypocet pro nékolik parametru . V tomto pripadé
jsou vsak vysledky experimentu daleko zajimavéjsi. Ukazuje se totiz, ze u vétsiny metod
pocet iteraci potfebnych k dosazeni zvolené piesnosti v piipadé dvourozmérné rovnice
neroste, pokud plati ¢ << . Vyjimkou je pouze metoda LSQR, ktera se vSak ukazuje
jako neptilis vhodna pro tento problém. Uvadime také pocet iteraci, potiebny pro vypocet
difuzni rovnice. V piipadé difuzni rovnice roste pocet potiebnych iteraci nejrychleji.

400 -

—+— hicyg

350 | —+ — hicgstab

-+ - hicgstabl
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——qmr

200 | —4 —tfgmr
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I I I )
6000 8000 10000 12000

Poiet uzld

! I
2000 4000

Obrazek 4.7: Pocet potiebnych iteraci testovanych metod pii vypoctu feseni difuzni rov-
nice ve 2d.
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Obrazek 4.8: Pocet potrebnych iteraci testovanych metod pri vypoctu feseni advekcéné-
difuzni rovnice ve 2D. Parametry ¢ = 107% a o = [1,1].
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Obrazek 4.9: Pocet potiebnych iteraci testovanych metod pii vypoctu feSeni advekéné-
difuzni rovnice ve 2D. Parametry e = 1 a ¢ = [1, 1].
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Obrazek 4.10: Pocet pottebnych iteraci testovanych metod pii vypoctu feseni advekéné-
difuzni rovnice ve 2D. Parametry ¢ = 10* a o = [1, 1].

38



4.3 Rychlost konvergence GMRES

Podivejme se blize na rychlost konvergence metody GMRES. Grafy (4.11, 4.12) ukazuji
relativni residuum v i-té iteraci metody. Pro srovnani uvadime rychlost konvergence s
predpodminénim a bez predpodminéni. Zajimavy je predevsim ten efekt, ze s tim jak
klesd velikost difuze se zrychluje konvergence soustavy pro jemnéjsi sit. Tento efekt je
patrny pfedevsim pro predpodminénou metodu. Tam dochazi dokonce k tomu, Ze pfi
vypoctu na jemneéjsi siti soustava konverguje znacné rychleji nez pfi vypoctu na hrubsi
siti.
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Obréazek 4.11: Rychlost konvergence metody GMRES bez predpodminéni.
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4.4 Shrnuti numericky experimentu

Provedené numerické experimenty ukazuji, ze pokud pfi vypoctu feseni advekcéné-difuzni
rovnice konverguje, potom metoda BiCGstab(l) konverguje nejrychleji. Oproti tomu me-
toda GMRES se ukazuje jako nejvice numericky stabilni. To je vSak jen jeden zaver.
Dilezitéjsi je zjisténi, Ze pokud snizujeme difuzi, potom s tim jak zjemnujeme sit roste
rychlost konvergence vSech iteracnich metod. Pfipomen nyni, ze stim jak klesa difuzni
parametr se advekzné-difuzni rovnice chové vice jako hyperbolickd. Toho se pokusime
vyuzit v nasledujici kapitole.
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Kapitola 5

Hyperbolicka soustava parcialnich
diferencialnich rovnic

Uvazujme nyni soustavu parcidlnich diferencialnich rovnic

Uy + 01Uy + 02uy — EPy — 5(]1/ = f(l', y)
us + %p — %um =0
U+ 7q — gy =0
kde 01,09,¢,T € R jsou kladné konstanty, u(x,y), p(z,y),q(x,y) jsou hledané funkce a
funkce f(z,y) zdrojovy clen. Jeji staciondrni feseni zfejmé musi splnovat soustavu rovnic

O1Ug + 02Uy — EPy — EQy = f(x,y)
1 1
?p - ?ux =0 (5.1)
7q — Uy =0

Doplnime také okrajové podminky. Opét budeme uvazovat pouze Dirichletovy homogenni
okrajové podminky

u(z,y) =0 VY(z,y) € 0N (5.2)

Lze snadno ovérit, ze takova soustava je ekvivalentni se rovnicemi (2.3, 1.9). Je v8ak
nezbytné zde zduraznit, ze evoluéni rovnice se chova jinak, nez odpovidajici evolucni
advekéné difuzni, resp. difuzni rovnice.

Jak jsme ukéazali v predchozi kapitole, rychlost konvergence metod pro feSeni soustav
linearné algebraickych rovnic se zvysuje ¢im vice se advekéné-difuzni rovnice chova jako
hyperbolicka. Nyni budeme snazit ukazat, ze obdobné se chova i tento systém. Diky tomu
by se dal snizit pocet iteraci metod pro feseni soustav algebraickych rovnic u soustav
ziskanych metodou konecnych prvku pro difuzni, resp. advekéné-difuzni rovnice tim, ze
bychom je prevedli pravé na tento systém. K tomuto postupu jsme se inspirovali v ¢lanku
[9] a [10].
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5.1 Metoda koneénych prvki

Soustavu (5.1) s okrajovou podminkou bychom mohli fesit opét metodou koneénych
prvku. Pfi pouziti linearnich prvku, tak jako v predchozich piipadech, by vsak tato me-
toda byla nestabilni. Proto musime zvolit vhodnou metodu stabilizace. To muzeme provést
napiiklad tak, ze pfiddme difuzni ¢clen - takzvand metoda ptidané difuze (nebo pridané
vazkosti). Budeme tedy misto soustavy (5.1) fesit tuto soustavu

U + OUz + OUy — EPTg — EPYy = f + 51(“%1: + uyy)
Uy + %p - %Ux = 52(19961‘ +pyy) (53>
Uy + %q — %uy = 03(Ugy + Uyy)

Zde je ¢ dalsi parametr rovnice, ktery budeme volit tak, aby metoda koneé¢nych prvkua
byla stabilni. Slabym feSenim této soustavy nazveme funkce u, p, ¢ € V, takové, Ze splnuji
rovnost

— Joulov, + ov,)dQ — [, epevdQ — [, equdQ + [, 01 (uzvy — uyvy)dQ = [ fodQ
Jo, pvdQ2 + [, uv,dQ + [, 02(pavs — pyvy)dQ2 = 0
Jo, qudQ2 + [ uvydQ + [, 05(qzve — qyv,)dQ2 =0

Déle pouzijeme k diskretizaci metodu koneénych prvka obdobné jako v ptredchozich
pripadech. Na tomto misté vSak poznamenejme, ze vznikla soustava linearné algebraickych
rovnic bude obsahovat tiikrat vice neznamych a také trikrat vice rovnic.

Dulezitou otazku je, jak volit parametry dy, da, d3. Obrazky (5.1), (5.2) ,(5.3) ukazuji na-
lezené priblizné feseni pro ruzné hodnoty téchto parametri. Ty musi byt voleny tak, aby
dostatecné stabilizovaly soustavu rovnic, ale aby nezanesly do feSeni piilis velkou chybu.
Obecné vsak neni mozné urcit optimalni hodnotu této pridané difuze.

Piblizné fegeni Chyba pfiblizného fegeni

W

V4

{

Obrézek 5.1: Reseni hyperbolického systému s parametrem 0123 = 0.25.
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Pfiblizné fedeni Chyba piiblizného fegeni

Obrézek 5.2: Reseni hyperbolického systému s parametrem 0123 =0.1.

Pfiblizné fedeni Chyba piiblizného fegeni

Obrézek 5.3: Reseni hyperbolického systému s parametrem 0123 =107°.
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5.2 Rychlost konvergence metody GMRES

Obrézek (5.4) ukazuje, jak se méni rychlost konvergence metody GMRES pro ruzné hod-
noty parametru 7. Z tohoto numerického experimentu je ziejmé, ze pro vhodné parametry
mozné urychlit rychlost konvergence metody GMRES pro jemnéjsi sit.
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Obrazek 5.4: Rychlost konvergence metody GMRES pro hyperbolickou soustavu
parcidlnich diferencidlnich rovnic. Parametry byli zvoleny o = [1,1],e = 1,623 = 0.075.
V legendé jsou uvedeny pocty uzlu sité.
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Kapitola 6
Zaveér

V této praci jsme predvedli metody pro feseni difuzni a advekéné-difuzni rovnice v jedné a
ve dvou dimenzich. Jednim ze zdsadnich bodu téchto metod je vypocet soustavy linedarné
algebraickych rovnic.

Pomoci nékolika numerickych experimentu jsme ukazali, ze pokud fesime advekéné-difuzni
rovnici, potom se rychlost konvergence iteracnich metod teSeni soustav linearné alge-
braickych rovnic urychluje s tim, jak se zjemnuje sit. To byl jeden z cilii prace.

Dalsim cilem prace bylo ukazat, jak lze tento efekt vyuzit. Predstavili jsme tedy hyper-
bolickou soustavu parcidlnich diferencialnich rovnic, na kterou lze prevést jak difuzni, tak
advekcne-difuzni rovnici. Ukazuje se, ze pro vhodné parametry se také u této soustavy
urychluje konvergence iterac¢nich metod pro feSeni soustav linedrné algebraickych rovnic.
Otéazkou vsak zustava, zda existuji takové parametry, pro které by se rychlost konvergence
urychlila natolik aby se vyplatilo pracovat se vzniklymi trikrat vétsimi maticemi. To je
vSak jiz nad rdmec této prace.
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