
Západočeská univerzita v Plzni
Fakulta aplikovaných věd
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morálńı podporu při psańı teto práce.



Abstrakt

Tato práce se zabývá numerickými metodami pro řešeńı difuzńı a advekčně-difuzńı rov-
nice. Problémy toho typu jsou zásadńı v mnoha modelech mechaniky tekutin, ale i daľśıch
fyzikálńıch fenomén̊u. Pro diskretizaci úlohy jsou použity metoda konečných diferenćı a
metoda konečných prvk̊u. Zabýváme se iteračńımi metodami pro řešeńı soustav lineárńıch
algebraických rovnic vzniklých při použit́ı těchto metod. Na závěr je předvedena metoda
výpočtu řešeńı advekčně-difuzńı rovnice založená na převedeńı rovnice na hyperbolickou
soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic.
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Abstract

This work deals with methods for solution of advection-diffusion equation. Those problems
arise in several models of flows, but also in other physical phenomena. For discretization
there is used finite differences method and finite elements method. This work also focuses
on iterative method for solution of resulting system of linear algebraic equations. Finally,
there is shown method for solution of advection-diffusion equation based on transformation
into hyperbolic system of partial differential equations.
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2.3 Výpočet s dominantńı advekćı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Úvod

Tato práce se zabývá numerickými metodami pro řešeńı difuzńı a advekčně-difuzńı rovnice
v jedné a ve dvou prostorových dimenźıch. Problémy toho typu jsou zásadńı v mnoha
modelech mechaniky tekutin, ale i daľśıch aplikaćı.

V prvńı kapitole se seznámı́me s difuzńı rovnićı a s numerickými metodami pro jej́ı řešeńı.
V jedné dimenzi použijeme metodu konečných diferenćı. Pro dvoudimenzionálńı př́ıpad
potom představ́ıme metodu konečných prvk̊u.

Druhá kapitola je potom zaměřená na advekčně-difuzńı rovnici. Opět pro jej́ı řešeńı
použijeme metodu konečných diferenćı v jedné dimenzi a metodu konečných prvk̊u ve
dvou dimenźıch. Dále zde uvedeme několik aspekt̊u výpočtu. Problematiku řešeńı ad-
vekčně-difuzńı rovnice s dominantńı advekćı potom budeme dále rozv́ıjet v daľśıch kapi-
tolách.

Jedńım z kĺıčových bod̊u při hledáńı přibližného řešeńı použitými metodami je vyřešeńı
soustavy lineárńıch algebraických rovnic. Ve třet́ı kapitole tedy uvedeme přehled běžně
použ́ıvaných metod právě ve spojeńı s metodou konečných prvk̊u.

Čtvrtou kapitolu potom zaměř́ıme na numerické experimenty. Pomoćı nich ukážeme efek-
tivitu jednotlivých metod pro řešeńı soustav lineárně algebraických rovnic, ale také vztah
mezi rychlost́ı konvergence těchto metod a parametry advekčně-difuzńı rovnice.

Na závěr předvedeme metodu pro řešeńı jak difuzńı, tak advekčně-difuzńı rovnice založenou
na hyperbolické soustavě parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Jaké jsou možné výhody této
metody vyvozujeme právě z numerických experiment̊u provedených v předchoźı kapitole.
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Kapitola 1

Difuzńı rovnice

V této kapitole se zaměř́ıme na numerické metody řešeńı stacionárńı difuzńı rovnice se
zdrojem v jedné a ve dvou prostorových dimenźıch. Z fyzikálńıho hlediska tato rovnice
popisuje kromě difuze např́ıklad také pr̊uhyb membrány, nebo š́ı̌reńı tepla. Stacionárńı
rovnice modeluje daný problém v ustáleném stavu, čili např́ıklad ustálené rozložeńı teploty
nebo ustálený pr̊uhyb membrány.

Jedná se o základńı typ eliptické parciálńı diferenciálńı rovnice. Pro řešeńı difuzńı rovnice
v jedné dimenzi použijeme metodu konečných diferenćı a ve dvou dimenźıch metodu
konečných prvk̊u. Předevš́ım metoda konečných prvk̊u je v praxi využ́ıvána právě k řešeńı
eliptických problémů. Obě tyto metody budeme později aplikovat na advekčně-difuzńı
rovnici.

Při psańı této kapitoly jsme čerpali zejména z publikaćı [5], [1], [11]

1.1 Difuzńı rovnice v jedné prostorové dimenzi

V jedné prostorové dimenzi má evolučńı difuzńı rovnice tvar

ut − εuxx = f(x),

kde u(x, t)1 je hledaná funkce a ε ∈ R znač́ı kladný difuzńı parametr. Funkci f(x)
nazýváme zdrojový člen. Často je zapotřeb́ı nalézt pouze stacionárńı řešeńı. T́ım mysĺıme
takovou funkci u(x) vyhovuj́ıćı vztahu

−εuxx = f(x). (1.1)

Stacionárńı rovnice popisuje chováńı modelovaného problému v ustáleném stavu. Jedná
se o obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu. Aby měla rovnice právě jedno řešeńı,

1ux znač́ı derivaci ∂u(x,t)
∂x a uxx potom druhou derivaci ∂2u(x,t)

∂x2
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doplńıme okrajové podmı́nky. Standardně rozlǐsujeme několik základńıch typ̊u okrajových
podmı́nek:

Dirichletovy okrajové podmı́nky

u(a) = g1, u(b) = g2

Neumannovy okrajové podmı́nky2

ux(a) = g1, ux(b) = g2

Newtonovy okrajové podmı́nky

ux(a) + u(a) = g1, ux(b) + u(b) = g2

Pro naše účely vsak neńı tvar okrajové podmı́nky podstatný. My se tedy omeźıme pouze
na homogenńı Dirichletovy okrajové podmı́nky

u(0) = 0, u(1) = 0. (1.2)

1.1.1 Metoda konečných diferenćı

Metodou konečných diferenćı aproximujeme diferenciálńı rovnici tak, že derivace na-
hrad́ıme diferencemi. Pokud chceme takto řešit okrajovou úlohu (1.1, 1.2) nejprve rozděĺıme
interval 〈0, 1〉 na N + 1 část́ı pomoćı bod̊u x0, x1, x2, · · · , xN tak, aby platilo

0 = x0 < x1 < x2 < · · ·xN = 1.

Množinu {x0, x1, x2, · · · , xN} nazveme śıt’, vzdálenost hk = xk−1− xk krok śıtě a body xk
uzly śıtě.

Prvńı derivaci nahrad́ıme některou z následuj́ıćıch diferenćı

u(x+h)−u(x)
h

(1.3)

du(x)

dx
≈ u(x)−u(x−h)

h
(1.4)

u(x+h)−u(x−h)
2h

, (1.5)

2ux(x0) znač́ı derivaci v bodě x0
du(x0)

dx
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které snadno odvod́ıme např́ıklad pomoćı Taylorova polynomu. Tyto vztahy se nazývaj́ı
dopředná diference (1.4), zpětná diference (1.5) a centrálńı diference (1.5). Druhou derivaci
nahrad́ıme podle předpisu

d2u(x)

dx2
≈ u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

h2
(1.6)

Mějme konstantńı krok śıtě hk = h, takovou śıt’ označ́ıme jako ekvidistantńı śıt’. Označ́ıme
Ui = u(xi), potom po nahrazeńı prvńı derivace centrálńı diferenćı (1.5) a druhé derivace
vzorcem (1.6) muśı být splněna v každém bodě rovnost

−εUk+1 − 2Uk + Uk−1

h2
= f(xk).

Takto źıskáme N − 1 rovnic. Dı́ky okrajové podmı́nce známe hodnoty U0 a UN , máme
tedy také N − 1 neznámých. Pro jednoduchost uvažujme homogenńı okrajové podmı́nky

u(0) = u(1) = 0. (1.7)

Přibližné řešeńı okrajové úlohy (2.1), (1.7) v uzlových bodech tedy źıskáme vyřešeńım
soustavy rovnic

2εU1 − εU2 = h2f(x1)
−εU1 + 2εU2 − εU3 = h2f(x2)

...
−εUN−4 + 2εUN−3 − εUN−2 = h2f(xN−2)

2εUN−2 − εUN−1 = h2f(xN−1)

Tu můžeme přepsat do maticového tvaru

AU = F, (1.8)

kde

F =


h2f(x1)
h2f(x2)

...
h2f(xN−1)

 ,
je vektor pravé strany,

U =


U1

U2
...

UN−1

 ,
4



je vektor hledaných hodnot přibližného řešeńı v uzlových bodech a

A =



2ε −ε 0 0 0 0
−ε 2ε −ε 0 0 0

0 −ε 2ε
. . . 0 0

0 0
. . . . . . −ε 0

0 0 0 −ε 2ε −ε
0 0 0 0 −ε 2ε


je čtvercová matice velikosti N − 1.

Matice A je zřejmě symetrická a také pozitivně definitńı. Soustavu (1.8) můžeme tedy
vyřešit např́ıklad metodou sdružených gradient̊u. Tu poṕı̌seme na konci této kapitoly.

Obrázek 1.1: Př́ıklad řešeńı pro f(x) = 4π2ε sin(2πx) + 2πσ cos(2πx), ∆x = 0.125

1.2 Difuzńı rovnice ve dvou prostorových dimenźıch

Evolučńı difuzńı rovnice ve dvou prostorových dimenźıch má tvar

ut − ε∆u = f(x, y),

kde ∆u = uxx + uyy je Laplace̊uv operátor. Obdobně jako v př́ıpadě rovnice v jedné
dimenzi u(x, y, t) znač́ı hledanou funkci a f(x, y) zdrojový člen. Také tentokrát budeme
hledat stacionárńı řešeńı. To znamená vyřešit parciálńı diferenciálńı rovnici druhého řádu

−ε∆u = f(x, y). (1.9)
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Doplńıme okrajové podmı́nky. Tentokrát j́ı však neřeš́ıme na intervalu, ale na omezené
oblasti Ω ∈ R2. Jej́ı hranici budeme značit ∂Ω. Podobně jako v jednodimenzionálńım
př́ıpadě rozlǐsujeme běžně tři druhy okrajových podmı́nek:

Dirichletovy okrajové podmı́nky:

u(x, y) = g(x, y) ∀(x, y) ∈ ∂Ω

Neumannovy okrajové podmı́nky:

∂u(x, y)

∂n
= g(x, y) ∀(x, y) ∈ ∂Ω,

kde ∂u(x,y)
∂n

znač́ı derivaci ve směru vněǰśı normály k ∂Ω

Newtonovy okrajové podmı́nky:

Au(x, y) +B
∂u(x, y)

∂n
= g(x, y) ∀(x, y) ∈ ∂Ω,

kde A,B jsou dané nenulové konstanty

Opět se však omeźıme pouze na homogenńı Dirichletovy okrajové podmı́nky

u(x, y) = 0 ∀(x, y) ∈ ∂Ω (1.10)

Okrajovou úlohu (1.9, 1.10) budeme řešit metodou konečných prvk̊u. Než začneme s po-
pisem této metody muśıme však zavést několik pojmů. T́ım nám poslouž́ı následuj́ıćı
kapitoly.

1.2.1 Prostory funkćı

Mějme otevřenou omezenou množinu Ω ∈ RN . Jej́ı hranici označ́ıme ∂Ω a Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω je
uzávěr množiny.

Prostor všech funkćı u = u(x) definovaných a spojitých na oblasti Ω označ́ıme C(Ω).
Ck(Ω̄) potom znač́ı prostor všech spojitých funkćı, které maj́ı na Ω také spojitou k-tou
derivaci. Dále zavedeme

‖u‖C(Ω) = max
x∈Ω
|u(x)|

Prostor všech funkćı u, pro něž je
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∫
Ω

u(x)pdx

konečný budeme značit Lp(Ω) a nazveme prostorem integrovatelných funkćı. Prostor lokálně
integrovatelných funkćı Lploc zavedeme jako množinu všech funkćı u měřitelných na Ω, pro
které je ∫

Ω∗
u(x)pdx

konečný pro každou omezenou oblast Ω∗ ⊂ Ω.

Na prostoru Lp(Ω) definujeme normu

‖u‖Lp =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

Speciálně pro L2 definujeme skalárńı součin

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

a normu

‖u‖L2 = (u, u)
1
2 =

(∫
Ω

u(x)2dx

) 1
2

Zavedeme multiindex jako vektor ααα = (α1, α2, . . . , αn), |ααα| =
n∑
i=1

αi, který využijeme k

zápisu derivace

Dαααu =
∂|ααα|u

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ∂x

αN
N

.

Tento zápis nezohledňuje pořad́ı derivováńı. Pokud však všechny derivace existuj́ı a jsou
spojité, potom na pořad́ı derivováńı nezálež́ı. Budeme tedy jejich existenci a spojitost
předpokládat.

Uvažujeme funkci u ∈ Lploc, funkci w nazveme zobecněnou derivaćı vzhledem k multiindexu
ααα, pokud splňuje rovnost∫

Ω

u(x)Dαααφ(x)dx = (−1)α
∫

Ω

w(x)φ(x)dx

pro všechny φ ∈ C∞0 . Budeme ji značit Dαααu.
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Sobolev̊uv prostor W k,p(Ω) je normovaný lineárńı prostor všech funkćı u ∈ Lp jejichž
zobecněná derivace Dαααu patř́ı do Lp pro všechna ααα taková, že |ααα| ≤ k. Na Sobolevově
prostoru definujeme normu

‖u‖k,p =
∑
|α|≤k

‖Dαααu‖p

1.2.2 Slabé řešeńı

Klasickým řešeńım okrajové úlohy (1.9, 1.10) je taková funkce u(x, y), která má na Ω
spojité druhé parciálńı derivace a plat́ı (1.9) na Ω, (1.10) na ∂Ω. To nám však nedovoluje
postihnout př́ıpad, kdy hledaná funkce nemá v neńı v některých bodech Ω spojitá. V
takovém př́ıpadě klasické řešeńı neexistuje a budeme hledat takzvané slabé řešeńı. Nejprve
zavedeme prostor testovaćıch funkćı

V = {v ∈ W 1,2(Ω) : v(∂Ω) = 0}.

Dále zavedeme prostor př́ıpustných funkćı, který se však d́ıky homogenńım Dirichletovým
okrajovým podmı́nkám schoduje s prostorem testovaćıch funkćı

Vg = {u ∈ W 1,2(Ω) : u(∂Ω) = 0}.

Mı́sto toho, aby řešeńı u splňovalo v každém bodě rovnost

−ε∆u = f

budeme požadovat aby byla splněna integrálńı rovnost∫∫
Ω

−ε∆uvdΩ =

∫∫
fvdΩ

pro všechna v ∈ V . Nyńı použijeme Greenovu větu∫∫
Ω

ε∇u∇vdΩ−
∫∫

Ω

ε
∂u

∂n
∇vdS =

∫∫
fvdΩ

Dı́ky okrajovým podmı́nkám (1.10) zřejmě plat́ı
∫∫

Ω
ε∂u
∂n
∇vdS = 0 a tak źıskáme tvar

∫∫
Ω

ε∇u∇vdΩ =

∫∫
fvdΩ (1.11)

Funkci u(x, y) ∈ Vg, která splňuje (1.11) nazveme slabým řešeńım úlohy (1.9), (1.10).
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Definujeme bilineárńı formu

a(u, v) = −
∫∫

Ω

ε∇u∇vdΩ (1.12)

a funkcionál

F (v) =

∫∫
fvdΩ. (1.13)

Mı́sto úlohy (1.9, 1.10) tedy hledáme u ∈ Vg takové, aby platilo

a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V.

Poznamenejme že bilineárńı forma a(u, v) je symetrická, nebot’ zřejmě plat́ı rovnost a(u, v) =
a(v, u)

1.2.3 Metoda konečných prvk̊u

Metoda konečných prvk̊u, dále jen MKP patř́ı mezi Galerkinovy metody. Ty spoč́ıvaj́ı v
tom, že hledáme řešeńı jako lineárńı kombinaci N bázových funkćı vi

uh =
N∑
i=1

civi.

Přibližným Galerkinovým řešeńım tedy rozumı́me funkci uh, pro kterou plat́ı

a(uh, vh) = F (vh) ∀vh ∈ V

MKP je metoda se speciálńı volbou bázových funkćı. Nejprve však muśıme množinu
vyjádřit jako sjednoceńı konečných podmnožin. Ty nazveme konečné prvky. Pro dvou-
dimenzionálńı úlohy se většinou použ́ıvaj́ı bud’ trojúhelńıky, nebo čtyřúhelńıky. Poté na
každém konečném prvku zkonstruujeme polynomiálńı bázové funkce. Tyto bázové funkce
jsou nenulové pouze na konečném prvku, na zbytku Ω jsou nulové.

Triangulace

Pokud pro diskretizaci Ω použijeme konečné prvky typu trojúhelńık, nazývá se tato tri-
angulaćı. Předpokládejme, že hranićı oblasti Ω je polygon. Množinu trojúhelńık̊u

τh = {T1, T2, · · ·TN}

nazveme př́ıpustnou, budou-li splněny podmı́nky
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Obrázek 1.2: Př́ıklad triangulace

1. Ω =
⋃N
s=1 Ts

2. Pro dva r̊uzné trojúhelńıky Ts, Tr plat́ı Ts ∩ Tr = ∅

3. Pro všechny trojúhelńıky Ts plat́ı, že každá strana trojúhelńıka je bud’ součást́ı
hranice ∂Ω, ne stranou jiného trojúhelńıka.

Takovou triangulaci nazveme śıt’. Pro každý trojúhelńık definujeme hs = délka nejdeľśı
strany Ts. Každou śıt’ potom můžeme charakterizovat pomoćı jej́ıho rozlǐseńı

h = max
Ts∈τh

hk

Śıt’ s nižš́ım rozlǐseńım potom nazveme jemněǰśı śıt’ a naopak śıt’ s vyšš́ım rozlǐseńım
nazveme hrubš́ı.

Bázové funkce

Označ́ıme vrcholy trojúhelńıka triangulaceM1M2 aM3.Každý uzel triangulace má globálńı
souřadnice, které určuj́ı jeho zařazeńı v rámci všech uzl̊u. Má ale také takzvané lokálńı
souřadnice, což jsou souřadnice v rámci daného elementu.

Nad každým uzlem triangulace M definujeme po částech lineárńı bázové funkce typu

N s(x, y) = as + bsx+ csy,
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které muśı splňovat interpolačńı podmı́nky

vn(Mn) = 1, vn(Mm) = 0 ∀m 6= n.

Obrázek 1.3: Bázová funkce

Všechny bázové funkce jsou tedy nenulové pouze nad trojúhelńıky, jejichž vrcholem je
Mn. Tyto trojúhelńıky tedy tvoř́ı nosič bázové funkce.

Takové bázové funkce jsou spojité na Ω a tvoř́ı lineárně nezávislý systém. Označ́ıme ho
tedy V h = v1, v2, · · · , vN .Plat́ı, že dim(V h) = N a V h ⊂ W 1,2, nebot’ každá bázová funkce
je spojitá a jej́ı derivace existuje skoro všude na Ω.

Pokud označ́ıme souřadnice vrchol̊u trojúhelńıka M1 = (xs1, y
s
1),M2 = (xs2, y

s
2) a M3 =

(xs3, y
s
3) restrikce bázových funkćı na trojúhelńıku označ́ıme

N s
1 (x, y) = as1 + bs1x+ cs1y

N s
2 (x, y) = as2 + bs2x+ cs2y

N s
3 (x, y) = as3 + bs3x+ cs3y

Ty jsou jednoznačně určeny interpolačńımi podmı́nkami

N s
i (M s

j ) =

{
1 pro i = j
0 pro i 6= j

Odtud źıskáme koeficienty

as1 = 1
Ds (xs2y

s
3), bs1 = 1

Ds (ys2 − ys3), c1 = 1
Ds (xs3 − xs2),

as2 = 1
Ds (xs2y

s
3), bs2 = 1

Ds (ys2 − ys3), c2 = 1
Ds (xs3 − xs2),

as3 = 1
Ds (xs2y

s
3), bs3 = 1

Ds (ys2 − ys3), c3 = 1
Ds (xs3 − xs2),

Ds = det

 1 x1 y1

1 x2 y2

1 x2 y2
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Obrázek 1.4: Restrikce bázových funkćı na jednom elementu

je dvojnásobek obsahu trojúhelńıka.

Sestaveńı diskrétńı úlohy

Každou funkci uh ∈ V můžeme tedy vyjádřit ve tvaru lineárńı kombinace

uh =
N∑
i=1

Uivi

Hledané uzlové parametry Ui = uh(Mi) ≈ u(Mi) nalezneme řešeńım soustavy lineárńıch
algebraických rovnic

AU = F (1.14)

Kde U = [U1, U2, · · ·UN ] a F = [F1, F2, · · ·FN ],

Fi = F (vi) =

∫∫
Ω

f(x, y)vi(x, y)dxdy

Aij = a(vi, vj) = −
∫∫

Ω

(vi − vix)vjx + (vi − viy)vjydΩ

Matici A nazveme globálńı matićı tuhosti. Tu sestav́ıme tak, že pro každý konečný prvek
nejprve sestav́ıme lokálńı matici tuhosti

A =

 as11 as12 as13

as21 as22 as23

as31 as32 as33
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poté zařad́ıme do globálńı matice tuhosti

A(k, l) = A(k, l) + As(i, j)

Obdobně budeme postupovat i pro vektor zat́ı̌zeńı F . Lokálńı vektor zat́ıžeńı F s =∫∫
Ω
f(Mi)vidΩ zařad́ıme do globálńıho vektoru zat́ıžeńı

F (k) = F (k) + F s(i)

Pro výpočet integrál̊u je vhodné transformovat trojúhelńık Ts na referenčńı trojúhelńık
T0 o vrcholech (0, 1), (0, 0), (1, 0). To zajist́ı následuj́ıćı transformace

x′ = xs1 + (xs2 − xs1)ξ + (xs3 − xs1)η
y′ = ys1 + (ys2 − ys1)ξ + (ys3 − ys1)η

Pro integraci potom plat́ı∫
Ts

φ(x, y)dxdy =

∫
T0

Dsφ(x′, y′)dx′dy′

Takové integrály potom snadno můžeme přibližně vypoč́ıtat pomoćı Gaussových kvadra-
turńıch vzorc̊u ve tvaru

∫
f(x, y)dx ≈

n∑
i=1

Wif(ri, si)

Zde ri, si jsou souřadnice bod̊u a Wi je potom jejich váha. Vı́ce o tomto tématu lze nalézt
např́ıklad v [1]. Já zde nyńı pouze uvedu př́ıklad těchto hodnot

W = [1
6
, 1

6
, 1

6
]

r = [1
6
, 2

3
, 1

6
]

s = [1
6
, 1

6
, 2

3
]

Abychom źıskali hledanou aproximaci řešeńı, muśıme vyřešit soustavu lineárńıch alge-
braických rovnic (1.14). Matice tuhosti je symetrická pozitivně definitńı, což vyplývá
z vlastnost́ı bilineárńı formy (1.12). Můžeme použ́ıt opět např́ıklad metodu sdružených
gradient̊u.

1.3 Metoda sdružených gradient̊u

Jednou z nejd̊uležitěǰśıch iteračńıch metod pro řešeńı soustav lineárně algebraických rov-
nic je metoda sdružených gradient̊u, dále také zkráceně CG. Předpokládejme A ∈ Rn×n

symetrickou pozitivně definitńı čtvercovou matici a vektor b ∈ Rn. Řešeńı úlohy
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Obrázek 1.5: Př́ıklad řešeńı

Ax = b

je potom ekvivalentńı s úlohou nalezeńı minima funkcionálu

F (x) =
1

2
xTAx− xTb,

nebot’ ∇F (x) = Ax − b a F (x) nabývá globálńıho minima právě pro x, které splňuje
∇F (x) = 0. Definujeme energetickou normu, nebo-li A-normu vektoru z následovně

‖z‖2
A = zTAz.

Uvažujeme k-tou aproximaci xk. Plat́ı tedy

F (xk) =
1

2
(x− xk)

TA(x− xk)−
1

2
xTAx =

1

2
‖x− xk‖2

A −
1

2
‖x‖2

A.

Z toho vyplývá, že úloha nalezeńı minima funkcionálu F je ekvivalentńı s minimalizaćı
A-normy chyby ‖x− xk‖A.

Novou aproximaci vektoru xk źıskáme z předchoźı pomoćı předpisu

xk = xk−1 + γk−1pk−1.

Vektor pk−1 zde představuje směrový vektor. Skalár γk−1 urč́ıme tak, aby vektor xk byl
na př́ımce z(γ) = xk−1 + γpk−1 bodem minima F (z(γ)). Tohoto minima je dosaženo pro
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γk−1 =
pTk−1rk−1

pTk−1Apk−1

Volbu směr̊u pk provedeme tak aby byly A-ortogonálńı, čili aby platilo

pTi Apj = 0 ∀i 6= j

Metoda CG voĺı nové směry jako lineárńı kombinaci pk = rk + δkpk−1. Skalár δk zvoĺıme
potom tak, aby byla dodržena A-ortogonalita vektor̊u pk,pk−1.

1.3.1 Předpodmı́něńı

Pro efektivitu algoritmu CG je zásadńı použit́ı vhodného předpodmı́něńı. Myšlenka předpodmı́něńı
spoč́ıvá v použit́ı metody CG na ekvivalentńı soustavu

(P−1AP−T )(PTx) = P−1b.

Úkolem je naj́ıt vhodnou matici P tak, aby aproximace rychle konvergovali a abychom
mohli snadno źıskat řešeńı p̊uvodńı soustavy Ax = b. Jednou z možnost́ı je např́ıklad
Jacobiho předpodmı́něńı, kde voĺıme P = diag(A).

Jinou, často použ́ıvanou formou předpodmı́něńı je neúplný Choleského rozklad. Pokud
je matice A symetrická a pozitivně definitńı, existuje jednoznačně určený Choleského
rozklad

A = LLT ,

kde L je dolńı trojúhelńıková matice. Jednou z vlastnost́ı matice tuhosti je to, že je ř́ıdká.
Tuto vlastnost chceme zachovat a tak požadujeme totéž i po matici L. Princip varianty
neúplného Choleského rozkladu IC(0) spoč́ıvá v tom, že nenulové jsou pouze ty prvky
matice lij, pro které je nenulový prvek matice A aij. Neúplný Choleského rozklad tedy
hledá matici L tak, aby platilo

A ≈ LLT

Abychom ukázali jak je předpodmı́něńı d̊uležité, budeme měřit rychlost konvergence CG.
Tu můžeme měřit např́ıklad pomoćı residua rk = ‖Axk − b‖. Častěji se však použ́ıvá
takzvané relativńı residuum definované jako

‖Axk − b‖
‖b‖

.

Na grafech (1.6) a (1.7) je vynesené relativńı residuum v jednotlivých iteraćıch. Ty ilustruj́ı
jak d̊uležitou úlohu předpodmı́něńı hraje.
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Obrázek 1.6: Rychlost konvergence metody sdružených gradient̊u pro soustavu źıskanou
diskretizaćı difuzńı rovnice v 1D

Obrázek 1.7: Rychlost konvergence metody sdružených gradient̊u pro soustavu źıskanou
diskretizaćı difuzńı rovnice ve 2D
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Kapitola 2

Advekčně difuzńı rovnice

Mnoho model̊u prouděńı, ale i daľśıch fyzikálńıch problémů, vede na rovnici advekčně-
difuzńıho typu. Ta v sobě kombinuje jak difuzńı člen stejný jako v již popsané difuzńı
rovnici, tak ještě advekčńı člen. V této kapitole nejprve použijeme metodu konečných di-
ferenćı na advekčně-difuzńı rovnici v jedné dimenzi a metodu konečných prvk̊u na problém
ve dvou dimenźıch. Ve většině praktických problémů je difuze méně podstatným jevem.
Zaměř́ıme se tedy na úskaĺı hledáńı přibližného řešeńı s dominantńı advekćı. Důležité je
zmı́nit, že pokud je dominantńı advekce, má rovnice sṕı̌se hyperbolický charakter.

Tomuto tématu se věnuj́ı předevš́ım kapitoly 3 a 4 v publikaci [1]

2.1 Advekčně difuzńı rovnice v jedné dimenzi

V jedné dimenzi má tato rovnice tvar

ut + σux − εuxx = f(x),

kde u(x, t) je hledaná funkce, σ ∈ R advekčńı parametr, ε ∈ R difuzńı parametr a f(x)
opět zdrojový člen. Zaměř́ıme se však na stacionárńı rovnici

σux − εuxx = f(x), (2.1)

Doplńıme dále homogenńı Dirichletovy okrajové podmı́nky na intervalu (0, 1)

u(0) = 0, u(1) = 0. (2.2)

Tuto okrajovou úlohu budeme řešit metodou konečných diferenćı.
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2.1.1 Diskretizace metodou konečných diferenćı

Přibližné řešeńı advekčně difuzńı rovnice (2.1) s okrajovými podmı́nkami (2.2) můžeme
v jedné dimenzi opět nalézt např́ıklad pomoćı metody konečných diferenćı. Budeme po-
stupovat obdobně jako v př́ıpadě difuzńı rovnice. Uvažujme opět ekvidistantńı śıt’, po
nahrazeńı derivaćı diferencemi zjist́ıme, že hledané přibližné řešeńı muśı splňovat

σ
Uk+1 − Uk−1

2h
− εUk+1 − 2Uk + Uk−1

h2
= f(xk).

Přibližné řešeńı okrajové úlohy (2.1), (2.2) v uzlových bodech tedy źıskáme vyřešeńım
soustavy rovnic

2εU1 − (ε+ σh
2

)U2 = h2f(x1)
−(ε− σh

2
)U1 + 2εU2 − (ε+ σh

2
)U3 = h2f(x2)

...
−(ε− σh

2
)UN−4 + 2εUN−3 − (ε+ σh

2
)UN−2 = h2f(xN−2)

2εUN−2 − (ε+ σh
2

)UN−1 = h2f(xN−1)

Také tentokrát využijeme maticového tvaru soustavy

AU = F,

kde

F =


h2f(x1)
h2f(x2)

...
h2f(xN−1)

 ,
je vektor pravé strany,

U =


U1

U2
...

UN−1

 ,
znač́ı vektor hledaných hodnot přibližného řešeńı v uzlových bodech a

A =



a b 0 0 0 0
c a b 0 0 0

0 c a
. . . 0 0

0 0
. . . . . . b 0

0 0 0 c a b
0 0 0 0 c a
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je čtvercová matice velikosti N−1, kde a = 2ε, b = −ε+ σh
2
, c = −ε− σh

2
. Tato matice však

neńı symetrická ani pozitivně definitńı a tak nelze použ́ıt metodu sdružených gradient̊u.

2.2 Advekčně difuzńı rovnice ve dvou dimenźıch

Ve dvou dimenźıch má advekčně-difuzńı rovnice tvar

σσσ∇u− ε∆u = f(x, y), (2.3)

kde σσσ = [σ1, σ2] ∈ R2 a ∇u(x, y) = grad(u(x, y))

Jej́ı splněńı budeme požadovat uvnitř omezené oblasti Ω. Úlohu doplńıme o homogenńı
Dirichletovy okrajové podmı́nky

u(x, y) = 0 na ∂Ω. (2.4)

Okrajovou úlohu budeme řešit opět metodou konečných prvk̊u.

2.2.1 Slabé řešeńı

Při odvozeńı slabého řešeńı advekčně difuzńı rovnice využijeme částečně poznatk̊u z prvńı
kapitoly. Požadujeme tentokrát splněńı∫∫

Ω

ε∇u∇vdΩ +

∫∫
Ω

σσσ∇uvdΩ =

∫∫
fvdΩ

pro všechna v ∈ V . Označ́ıme konvekčńı člen c(u, v) a aplikujeme na něj Greenovu formuli

c(u, v) =

∫∫
Ω

σσσ∇uvdΩ = −
∫∫

Ω

div(vσσσ)udΩ +

∫∫
∂Ω

vσσσnudΩ = −
∫∫

Ω

(σσσ∇v)udΩ

Slabým řešeńım okrajové úlohy (2.3, 2.4) tedy nazveme takovou funkci u(x, y) ∈ Vg, která
splňuje rovnost

∫∫
Ω

ε∇u∇vdΩ−
∫∫

Ω

(σσσ∇v)udΩ =

∫∫
fvdΩ (2.5)

Definujeme bilineárńı formu
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a(u, v) =

∫∫
Ω

ε∇u∇vdΩ−
∫∫

Ω

(σσσ∇v)udΩ, (2.6)

funkcionál

F (v) =

∫∫
fvdΩ. (2.7)

Hledáme u ∈ Vg takové, aby platilo

a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V.

Poznamenejme že bilineárńı forma a(u, v) v tomto př́ıpadě již neńı symetrická. To zp̊usobuje
konvekčńı člen, který je naopak antisymetrický, nebot’ zřejmě plat́ı c(u, v) = −c(v, u).
Aproximaci metodou konečných prvk̊u potom provedeme stejně jako v př́ıpadě difuzńı
rovnice.

2.3 Výpočet s dominantńı advekćı

V této části se pokuśıme ukázat, že výpočet přibližného řešeńı advekčně difuzńı rovnice s
dominantńı advekćı může být problematický. Nejprve se zaměř́ıme na jednodimenzionálńı
př́ıpad. Do jednoho obrázku jsme vykreslili řešeńı rovnice s r̊uznými parametry ε. Druhý
parametr jsme zvolili pevně σ = 1 a zdrojový člen má takový tvar, aby řešeńım byla
funkce u(x) = sin(x).

Obrázek 2.1: Přesné a přibližné řešeńı advekčně-difuzńı rovnice pro několik parametr̊u ε
v 1D

V jednodimenzionálńı př́ıpadě k žádným problémům nedocháźı. Stejný numerický expe-
riment tedy provedeme i ve dvou dimenźıch. Zvoĺıme pevně σσσ = [1, 1] a zdrojový člen
tak, by řešeńı byla funkce u(x, y) = 10 sin(2π x) sin(2 π y). Obrázek (2.2) potom ukazuje
přesné a přibližné řešeńı pro několik hodnot parametru ε. Pokud je difuze př́ılǐs malá v
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řešeńı se objevuj́ı oscilace, které ho mohou zcela znehodnotit. Jak ukážeme později, tento
problém lze zmı́rnit použit́ım vhodných metod pro řešeńı soustavy lineárně algebraických
rovnic. Nelze ho však zcela eliminovat.

Obrázek 2.2: Přesné a přibližné řešeńı advekčně-difuzńı rovnice pro několik parametr̊u ε
v 2D

Č́ım je difuze slabš́ı, t́ım se řešeńı advekčně-difuzńı rovnice u(x, y) bĺıž́ı řešeńı hyperbolické
rovnice

σσσ∇û = f(x, y).

Plat́ı tedy, že č́ım v́ıce je advekce dominatńı, t́ım se advekčně-difuzńı rovnice chová v́ıce
jako hyperbolická.
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2.4 Závislost chyby řešeńı na tvaru śıtě

Jedńım z podstatných aspekt̊u metody konečných prvk̊u je nejen rozlǐseńı śıtě, na které
výpočet provád́ıme. Pokud použijeme pravidelnou śıt’ zjist́ıme, že chyba přibližného řešeńı
záviśı také na směru vektoru σσσ. To ukazuj́ı obrázky (2.3). Tomuto efektu lze však snadno
zabránit použit́ım nepravidelné śıtě, jak je zřejmé na obrázku (2.4). Je nutné zde pozna-
menat, že při použitá nepravidelná śıt’ obsahuje trojúhelńıky r̊uzných velikost́ı. Proto tato
śıt’ obsahuje v́ıce uzl̊u, i když je jej́ı rozlǐseńı stejné jako rozlǐseńı pravidelné śıtě.
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Obrázek 2.3:
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Obrázek 2.4:
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Kapitola 3

Metody řešeńı soustav lineárně
algebraických rovnic

V předchoźım textu jsme představili dvě metody řešeńı okrajových úloh. Obě tyto me-
tody potřebovaly vyřešit soustavu lineárńıch algebraických rovnic. To bychom mohli
samozřejmě udělat př́ımou metodou. Pokud se však pod́ıváme např́ıklad na výpočetńı
složitost Gaussovy eliminačńı metody, tak ta je např́ıklad dle [6] řádově n3. Pokud však
budeme cht́ıt řešit praktické úlohy, potřebujeme vyřešit i soustavy s maticemi o velikosti
v řádech milion̊u a větš́ıch. Proto se použ́ıvaj́ı metody iteračńı. Také v́ıme, že matice se
kterými pracujeme jsou ř́ıdké. Proto budeme popisovat metody, které se často použ́ıvaj́ı
pro řešeńı takových problémů. Již popsaly metodu sdružených gradient̊u. Tu však lze
použ́ıt pouze za předpokladu, že matice je symetrická a pozitivně definitńı. Proto muśıme
hledat jiné metody.

Ćılem této části textu je přibĺıžit principy některých použ́ıvaných metod řešeńı soustav
lineárńıch algebraických rovnic. Nebudeme však většinou popisovat přesnou algoritmizaci,
ale zaměř́ıme se na základńı popis metod a některých jejich vlastnost́ı tak, abychom se
později mohli pokusit vysvětlit jevy ke kterým docháźı při použit́ı těchto metod k řešeńı
soustav źıskaných metodou konečných prvk̊u, nebo metodou konečných diferenćı. Proto
také budeme předpokládat pouze reálné matice a vektory.

Tento přehled iteračńıch metod se oṕırá zejména o literaturu [6], [7], [3], [4].

3.1 Metody Krylovova podprostoru

Pro řešeńı problémů s ř́ıdkou matićı se často použ́ıvaj́ı takzvané projekčńı metody. Ty
spoč́ıvaj́ı v myšlence nehledat řešeńı na celém prostoru Rn, ale pouze na nějaké vhodném
podprostoru. Obecná projekčńı metoda hledá n-tou iteraci xn v prostoru aproximace Sn,
resp. na varietě
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xn ∈ x0 + Sn

Přesně je xn určena podmı́nkou, kterou klademe na residuový vektor rn = b−Ax

rn⊥Ln.

Prostor Ln se nazývá levý prostor.

Krylovovské metody voĺı prostor aproximace Sn jako Krylov̊uv prostoru

Kk(A, r0) = span{r0,Ar0, . . . ,A
k−1r0}

Daľśı d̊uležitou volbou je volba levého prostoru. Tou se definuj́ı jednotlivé metody.

3.1.1 Báze Krylovova prostoru

Pro výpočet báze Krylovova prostoru můžeme využ́ıt Arnoldiho algoritmu. Ten poč́ıtá
bázi Vk = v1,v2, · · · ,vk Krylovova prostoru Kk(A,q) pomoćı Gram-Schmidtova ortogo-
nalizačńıho procesu. Voĺı v1 = q

‖q‖ a daľśı vektory poč́ıtá ortogonalizaćı vektoru Avn−1

v̊uči předchoźım k−1 vektor̊um. Maticově lze potom Arnoldiho algoritmus vyjádřit vzta-
hem

AVk = VkHk + hk+1vk+1,

kde Hk je horńı Hessenbergova matice

H =


h11 h12 h13 · · · h1k

h21 h22 h23 · · · h2k

0
. . . . . . . . .

...

0 0
. . . . . . hk−1,k

0 0 0 hk,k−1 hkk


Pokud je matice A symetrická, muśı být Hessenbergova matice také symetrická, nebot’

plat́ı
Hk = VT

kAVk = VT
kATVk = (VT

kAVk)
T = HT

k

V tom př́ıpadě budeme tuto matici značit Tk

Tk =


α1 β1 0 0 0
β1 α2 β2 0 0

0
. . . . . . . . . 0

0 0 βn−2 αn−1 βn−1

0 0 0 βn−1 αn
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Arnoldiho algoritmus potom lze snadno zjednodušit. Tento zjednodušený algoritmus se
nazývá Lanczos̊uv algoritmus. Pokud maticové vyjádřeńı tohoto algoritmu

AVk = VkTk + βk+1vk+1

přeṕı̌seme po řádćıch, źıskáme tř́ıčlenou rekurenci

βk+1vk+1 = Avk − βkvk−1 − αkvk.

Lanczos̊uv algoritmus tak má oproti Arnoldiho velkou výhodu. Zat́ımco v Arnoldiho al-
goritmu je zapotřeb́ı k výpočtu k-tého prvku všech k − 1 předchoźıch, Lanczos̊uv algo-
ritmus potřebuje pouze dva předchoźı, je však zapotřeb́ı, aby matice A byla symetrická.
Pro výpočet lze však využ́ıt také Lanczos̊uv algoritmus pro nesymetrické matice. Ten
poč́ıtá hned báze dvou Krylovových prostor̊u. Označ́ıme v1, ...,vk bázi prostoru K(A,v)
a w1, ...,wk bázi prostoru K(AT ,w). Vektory vk a wk muśı splňovat podmı́nky

vTi wj =

{
0 i 6= j
1 i = j

.

Takové vektory které tuto podmı́nku splňuj́ı nazveme biortogonálńı. Maticově lze tento
algoritmus vyjádřit následovně

AVk = VkTk + ωk+1vk+1ek
ATWk = WkT

T
k + ωk+1wk+1ek

WT
kVk = I,

kde Vk = [v1, . . .vk],Wk = [w1, . . .wk] a Tk je opět tř́ıdiagonálńı matice (která však
tentokrát neńı symetrická). Tento algoritmus tak konstruuje báze Krylovova pro obecnou
nesymetrickou matici A. Nevýhodou však je, že může doj́ıt k situaci, kdy nově vznikaj́ıćı
vektor w je kolmý na vektor vk+1 a algoritmus se zastav́ı. V tom př́ıpadě ř́ıkáme, že došlo
k Lanczosovu ukončeńı. Problémy nastanou také, pokud je wTvk+1 bĺızké nule. Abychom
nedošlo k Lanczosovu ukončeńı použ́ıvaj́ı se tzv. look-ahead strategie. Jejich základńı
myšlenkou je, že se konstruuj́ı pouze ty vektory, jejichž výpočet je stabilńı. Podrobněji se
tomuto tématu věnuje např́ıklad práce [7].

3.1.2 CG jako projekčńı metoda

Metodu sdružených gradient̊u lze pochopit také jako metodu projektivńı. Hledá totiž
řešeńı na prostoru Kk(A, r0) a lze ho vyjádřit ve tvaru

xk = x0 + Vkyk,

k-té residuum potom má tvar
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rk = b−Axk = b−A(x0 + Vkyk) = b−Ax0 −AVkyk = r0 −AVkyk,

protože residuum muśı být ortogonálńı ke všem bázovým vektor̊um plat́ı

0 = VT
k rk = VT

k r0 + VT
kAVkyk = ‖r0‖e1 + Tkyk

kde Vk = v1,v2, . . . ,vk a yk je vektor souřadnic.

3.1.3 Zobecněná metoda minima residúı (GMRES)

Tato metoda voĺı levý prostor Lk = AKk(A, r0). Vektor xk se potom zacháźı na varietě

xk ∈ x0 +Kk(A, r0)

a plat́ı
rk⊥AKk(A, r0)

Bázi Krylovova prostoru AKk(A, r0) hledáme pomoćı Arnoldiho algoritmu. Vektor xk
chceme vyjádřit jako lineárńı kombinaci

xk = x0 + Vkyk.

Residuum v k-tém kroku potom můžeme vyjádřit ve tvaru

rk = b−Axk = b−A(x0 + Vkyk) = r0 −AVkyk =
= ‖r0‖v1 −Vk+1Hk+1,kyk = Vk+1(‖r0‖e1Hk+1,kyk)

Protože residuum má být minimálńı, hledané souřadnice yk nalezneme jako

yk = arg min
y∈Rk

(‖r0‖e1 −Hk+1,ky) (3.1)

Pro symetrické matice lze metodu zjednodušit. Pro určeńı báze Krylovova prostoru potom
lze totiž využ́ıt Lanczosova algoritmu, taková metoda se nazývá MINRES. Oproti tomu
metoda QMR využ́ıvá nesymetrického lanczosova algoritmu.
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3.1.4 Metoda bikonjugovaných gradient̊u

Metoda bikonjugovaných gradient̊u, podobně jako nesymetrický Lanczos̊uv algoritmus,
konstruuje biortogonálńı vektory. Aproximace řešeńı má následuj́ıćı vlastnosti

xk ∈ x0 +Kk(A, r0) rk⊥Kk(AT , s0),

kde s0 je pomocný počátečńı vektor, tzv. st́ınový vektor. Ten muśı splňovat podmı́nku
sT0 r0 6= 0. Bázi prostoru Kk(AT , s0) můžeme využ́ıt k řešeńı soustavy ATy = c. Aproxi-
mace yk potom splňuj́ı

yk ∈ y0 +Kk(A, s0) sk⊥Kk(A, r0).

Vektor sk = c − ATyk je residuum aproximace yk. Metoda bikojungovaných gradient̊u
tak řeš́ı současně systémy Ax = b a ATy = c, k čemuž využ́ıvá biortogonálńı báze. Tuto
metodu lze chápat také jako daľśı zobecněńı metody CG, nebot’ pokud je A symetrická poz.
definitńı lze algoritmus BiCG redukovat na CG. Z této metody se dále vyvinuly metody
BiCGstab, BiCGstab(l) a CGS. Metody BiCGstab a BiCGstab(l) by měli být stabilněǰśı.
Oproti tomu pro metodu CGS potom plat́ı, že pokud konverguje metoda BiCG, CGS
konverguje rychleji. Může u ńı však častěji doj́ıt k zastaveńı.

Metoda LSQR

Metoda LSQR využ́ıvá pro generováńı Krylovových podprostor̊u takzvanou Golub-Kahanovu
bidiogonalizace. Ta vytvář́ı posloupnost Krylovových podprostor̊u Kk(ATA,ATb) pro
obecnou obdélńıkovou matici. Toto metodu je tedy možné využ́ıt také pro řešeńı problému

Ax ≈ b

ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u. Tato metoda je velmi numericky stabilńı a je vhodná pro
výpočet špatně podmı́něných úloh.

3.1.5 Metoda pro antisymetrickou matici

Pod́ıvejme se nyńı na př́ıpad, kdy bude matice A antisymetrická. Potom Hessenbergova
matice muśı být také antisymetrická, nebot’ plat́ı

Hk = VT
kAVk = −VT

kATVk = −(VT
kAVk)

T = −HT
k .

Struktura této matice tedy muśı být následuj́ıćı
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H =


0 β1 0 0 0
−β1 0 β2 0 0

0
. . . . . . . . . 0

0 0 −βk−1 0 βk
0 0 0 −βk 0

 (3.2)

Nyńı můžeme postupovat podobně jako je popsaná metoda sdružených gradient̊u z po-
hledu projekčńıch metod (3.1.2).

Je však potřeba si uvědomit, že pro k liché je matice (3.2) singulárńı. Muśıme tedy
spoč́ıtat vždy sudý počet prvk̊u báze Krylovova prostoru. Źıskali jsme tak metodu pro
řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic a antisymetrickou matićı. Tuto metodu
budeme dále značit ACG.

3.1.6 Konvergence projekčńıch metod

Mějme obecnou projekčńı metodu, prostor aproximace Sk, levý prostor Lk. Aproximace
řešeńı tedy splňuj́ı

xk ∈ x0 + Sk rk⊥Lk.
S rostoućım počtem iteraćı k roste také dimenze prostor̊u Sk a Lk. Pro k = n tedy plat́ı
Lk = Rn a z podmı́nky rk⊥Rn plyne r = 0. Přesné řešeńı tedy źıskáme maximálně po n
kroćıch.

V př́ıpadě metody sdružených gradient̊u potom rychlost konvergence zálež́ı na poměru
největš́ıho a nejmenš́ıho vlastńıho č́ısla matice A λmax

λmin
. Obecně je však velmi těžké předpovědět

rychlost konvergence Krylovovských metod. Ta totiž v př́ıpadě obecné nesymetrické ma-
tice již na vlastńıch č́ıslech nezálež́ı.

3.1.7 Předpodńıměńı

Důležitou součást́ı výše popisovaných metod je použit́ı vhodného předpodmı́něńı. Myšlenka
předpodmı́něńı spoč́ıvá v použit́ı iteračńı metody na ekvivalentńı soustavu

(PLAPR)(P−1
R x) = PLb.

Úkolem je naj́ıt vhodné matice PL a PR tak, aby aproximace rychle konvergovali a
abychom mohli snadno źıskat řešeńı p̊uvodńı soustavy Ax = b. Opět lze využ́ıt např́ıklad
Jacobiho předpodmı́něńı. Účinněǰśı metodou předpodmı́něńı je však neúplný LU rozklad.
My budeme využ́ıvat variantu ILU(0). Ta hledá horńı trojúhelńıkovou matici U a dolńı
trojúhelńıkovou matici L tak, aby platilo

A ≈ LU

Zaplněńı matic L a U potom odpov́ıdá zaplněńı matice A.
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3.1.8 Metody v prostřed́ı MATLAB

Tuto práci jsme implementovali v prostřed́ı Matlab. V tomto prostřed́ı je několik do-
stupných metod pro řešeńı soustav lineárně algebraických rovnic implementováno. V
následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny metody, které v naš́ı práci použijeme. Mimo nich použijeme
také námi navrženou metodu ACG, kterou jsme také implementovali v prostřed́ı Matlab.

Název metody Př́ıkaz pro spuštěńı metody Požadavky na matici A
Metoda bi-sdružených gradient̊u bicg čtvercová

Metoda BiCGstab bicgstab čtvercová
Metoda BiCGstab(l) bicgstabl čtvercová

Metoda CGS cgs čtvercová
Zobecněná metoda minimálńıch residúı gmres čtvercová

Metoda LSQR lsqr —
Metoda minimálńıch residúı minres čtvercová, symetrická

Metoda sdružených gradient̊u pcg čtvercová, SPD1

Metoda minimálńıch kvazi-rezidúı qmr čtvercová
Metoda SYMMLQ symmlq čtvercová, symetrická
Metoda TFQMR tfqmr čtvercová

Obrázek 3.1: Tabulka metod implementovaných v prostřed́ı Matlab
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Kapitola 4

Numerické experimenty

Seznámili s problematikou výpočtu advekčně-difuzńı rovnice s dominantńı advekćı. V
této kapitole provedeme několik numerických experiment̊u, jejichž účelem bude předevš́ım
ukázat, jak ovlivňuje poměr paramater̊u rychlost konvergence iteračńıch metod při r̊uzné
jemnosti śıtě.

4.1 Problém dominantńı advekce

Nejprve se však vrát́ıme k problematice výpočtu přibližného řešeńı advekčně-difuzńı rov-
nice s dominantńı advekćı. Již jsme se tomuto tématu věnovali v Kapitole 3, tentokrát
ho však uchoṕıme z pohledu iteračńıch metod pro řešeńı soustav lineárně algebraických
rovnic. Zaměř́ıme se nyńı na advekčńı rovnici

σσσ∇u = f(x, y).

Budeme opět uvažovat homogenńı Dirichletovi okrajové podmı́nky. Jak matice soustavy
lineárně algebraických rovnic źıskané metodou konečný diferenćı pro rovnici v jedné di-
menzi, tak i matice soustavy źıskané metodou konečných prvk̊u pro rovnici ve dvou di-
menźıch jsou antisymetrické. Důsledkem toho maj́ı obě matice na diagonále nuly. To má
zásadńı vliv na metody předpodmı́něńı, které jsme v této práci uvedli.

Zřejmě nemá v tomto př́ıpadě žádný smysl uvažovat Jacobiho předpodmı́něńı. Ze stejného
d̊uvodu však nelze použ́ıt ani algoritmus ILU(0). Proto jsme provedli následuj́ıćı výpočty
bez předpodmı́něńı. Na obrázćıch (4.1,4.2) lze pozorovat závislost relativńıho residua na
počtu iteraćı zvolených metod.
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Obrázek 4.1: Rychlost konvergence metod v 1D př́ıpadě. Pro výpočet okrajové úlohy jsme
rozdělili interval (0, 1) na 100 d́ıl̊u a zvolili σ = 1.

Obrázek 4.2: Rychlost konvergence metod v 2D př́ıpadě. Pro výpočet jsme použili nepra-
videlnou śıt’ s rozlǐseńım h = 0.06. Parametr rovnice jsme zvolili σσσ = [1, 1] a zdrojový člen
byl volen tak abychom znali přesné řešeńı.

Z testovaných metod konverguj́ı pouze metody GMRES, LSQR a ACG. Ostatńı metody
bud’ nekonverguj́ı, nebo dojde brzy k jejich zastaveńı. Pod́ıváme-li se bĺıže na konvergenci
metody GMRES, zjist́ıme, že v lichých iteraćıch se aproximace řešeńı neměńı. To je dáno
tvarem Hessenbergovy matice. Ta je, jak jsme již uvedli v předešlé kapitole, pro k liché
singulárńı, což se projev́ı při hledáńı k-tých souřadnic předpisem (3.1). Podobné chováńı
ale můžeme očekávat vždy v př́ıpadě ε >> σ, nebot’ potom bude matice A velmi bĺızka
antisymetrické matici. Obrázek (4.3) ilustruje, jak je v tom př́ıpadě řešeńı dvoudimen-
zionálńıho problému zat́ıženo chybou.
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Obrázek 4.3: Nalezené přibližné řešeńı. Pro výpočet jsme použili nepravidelnou śıt’ s
rozlǐseńım h = 0.06. Parametr rovnice jsme zvolili σσσ = [1, 1] a zdrojový člen byl volen tak
abychom znali přesné řešeńı.

Vrat’me se nyńı k advekčně-difuzńı rovnici. Zvoĺıme-li difuzńı parametr př́ılǐs malý, chováńı
metod se velmi nezměńı. Pro ilustraci jsme zvolili ε = 10−9. V tom př́ıpadě stále neńı
možné použ́ıt Jacobiho předpodmı́něńı, ani ILU(0). Jediným rozd́ılem je, že konverguj́ı
také metody BiCG a BiCGstab(l). Ovšem řešeńı je stále velmi poškozeno. Obrázku (4.3)
ukazuje, že rychlost konvergence je stále velmi ńızká.

Ukazuje se, že aby dobře pracoval algoritmus ILU(0), je zapotřeb́ı difuzńı parametr alespoň
řádu 10−3. Potom se již v řešeńı neobjevuj́ı nežádoućı oscilace a všechny metody naleznou
řešeńı. Obrázek (4.5) ukazuje, že se také rychlost konvergence metod d́ıky předpodmı́něńı
značně urychĺı.
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Obrázek 4.4: Rychlost konvergence metod pro advekčně-difuzńı rovnici ve 2D. Pro výpočet
jsme použili nepravidelnou śıt’ s rozlǐseńım h = 0.06. Parametry rovnice jsme zvolili σσσ =
[1, 1], ε = 10−9.

Obrázek 4.5: Rychlost konvergence metod pro advekčně-difuzńı rovnici ve 2D. Pro výpočet
jsme použili nepravidelnou śıt’ s rozlǐseńım h = 0.06. Parametry rovnice jsme zvolili σσσ =
[1, 1], ε = 10−3. Bylo použito předpodmı́něńı ILU(0)
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4.2 Počet iteraćı potřebný k dosažeńı dané přesnosti

Ćılem tohoto experimentu je ukázat, jaká je závislost počtu iteraćı metod řešeńı soustav
lineárńıch algebraických rovnic na jemnosti použité śıtě pro r̊uzné hodnoty paramer̊u
advekčně difuzńı rovnice. Sledovali jsme kolik iteraćı je zapotřeb́ı k dosažeńı předem dané
přesnosti.

4.2.1 Rovnice v jedné dimenzi

Pro tento experiment byla zvoleny parametr σ = 1 a provedli jsme výpočet pro několik
parametr̊u ε. Ukazuje se, že v jednodimenzionálńım př́ıpadu roste počet potřebných iteraćı
lineárně.

Obrázek 4.6: Počet potřebných iteraćı testovaných metod při výpočtu řešeńı advekčně-
difuzńı rovnice v 1D. Parametr σ = 1, nahoře ε = 10−3, dole ε = 103.
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4.2.2 Rovnice ve dvou dimenźıch

Experiment jsme provedli také s advekčně difuzńı rovnićı ve dvou dimenźıch. Zvolili jsme
pevně σσσ a také tentokrát provedli výpočet pro několik parametr̊u ε. V tomto př́ıpadě
jsou však výsledky experimentu daleko zaj́ımavěǰśı. Ukazuje se totiž, že u většiny metod
počet iteraćı potřebných k dosažeńı zvolené přesnosti v př́ıpadě dvourozměrné rovnice
neroste, pokud plat́ı ε << σ. Výjimkou je pouze metoda LSQR, která se však ukazuje
jako nepř́ılǐs vhodná pro tento problém. Uvád́ıme také počet iteraćı, potřebný pro výpočet
difuzńı rovnice. V př́ıpadě difuzńı rovnice roste počet potřebných iteraćı nejrychleji.

Obrázek 4.7: Počet potřebných iteraćı testovaných metod při výpočtu řešeńı difuzńı rov-
nice ve 2d.

Obrázek 4.8: Počet potřebných iteraćı testovaných metod při výpočtu řešeńı advekčně-
difuzńı rovnice ve 2D. Parametry ε = 10−3 a σσσ = [1, 1].
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Obrázek 4.9: Počet potřebných iteraćı testovaných metod při výpočtu řešeńı advekčně-
difuzńı rovnice ve 2D. Parametry ε = 1 a σσσ = [1, 1].

Obrázek 4.10: Počet potřebných iteraćı testovaných metod při výpočtu řešeńı advekčně-
difuzńı rovnice ve 2D. Parametry ε = 103 a σσσ = [1, 1].

38



4.3 Rychlost konvergence GMRES

Pod́ıvejme se bĺıže na rychlost konvergence metody GMRES. Grafy (4.11, 4.12) ukazuj́ı
relativńı residuum v i-té iteraci metody. Pro srovnáńı uvád́ıme rychlost konvergence s
předpodmı́něńım a bez předpodmı́něńı. Zaj́ımavý je předevš́ım ten efekt, že s t́ım jak
klesá velikost difuze se zrychluje konvergence soustavy pro jemněǰśı śıt’. Tento efekt je
patrný předevš́ım pro předpodmı́něnou metodu. Tam docháźı dokonce k tomu, že při
výpočtu na jemněǰśı śıti soustava konverguje značně rychleji než při výpočtu na hrubš́ı
śıti.

Obrázek 4.11: Rychlost konvergence metody GMRES bez předpodmı́něńı.
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Obrázek 4.12: Rychlost konvergence metody GMRES s předpodmı́něńı ILU(0).
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4.4 Shrnut́ı numerický experiment̊u

Provedené numerické experimenty ukazuj́ı, že pokud při výpočtu řešeńı advekčně-difuzńı
rovnice konverguje, potom metoda BiCGstab(l) konverguje nejrychleji. Oproti tomu me-
toda GMRES se ukazuje jako nejv́ıce numericky stabilńı. To je však jen jeden závěr.

Důležitěǰśı je zjǐstěńı, že pokud snižujeme difuzi, potom s t́ım jak zjemňujeme śıt’ roste
rychlost konvergence všech iteračńıch metod. Připomeň nyńı, že st́ım jak klesá difuzńı
parametr se advekžně-difuzńı rovnice chová v́ıce jako hyperbolická. Toho se pokuśıme
využ́ıt v následuj́ıćı kapitole.
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Kapitola 5

Hyperbolická soustava parciálńıch
diferenciálńıch rovnic

Uvažujme nyńı soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic

ut + σ1ux + σ2uy − εpx − εqy = f(x, y)
ut + 1

T
p− 1

T
ux = 0

ut + 1
T
q − 1

T
uy = 0

kde σ1, σ2, ε, T ∈ R jsou kladné konstanty, u(x, y), p(x, y), q(x, y) jsou hledané funkce a
funkce f(x, y) zdrojový člen. Jej́ı stacionárńı řešeńı zřejmě muśı splňovat soustavu rovnic

σ1ux + σ2uy − εpx − εqy = f(x, y)
1
T
p− 1

T
ux = 0

1
T
q − 1

T
uy = 0

(5.1)

Doplńıme také okrajové podmı́nky. Opět budeme uvažovat pouze Dirichletovy homogenńı
okrajové podmı́nky

u(x, y) = 0 ∀(x, y) ∈ ∂Ω (5.2)

Lze snadno ověřit, že taková soustava je ekvivalentńı se rovnicemi (2.3, 1.9). Je však
nezbytné zde zd̊uraznit, že evolučńı rovnice se chová jinak, než odpov́ıdaj́ıćı evolučńı
advekčně difuzńı, resp. difuzńı rovnice.

Jak jsme ukázali v předchoźı kapitole, rychlost konvergence metod pro řešeńı soustav
lineárně algebraických rovnic se zvyšuje č́ım v́ıce se advekčně-difuzńı rovnice chová jako
hyperbolická. Nyńı budeme snažit ukázat, že obdobně se chová i tento systém. Dı́ky tomu
by se dal sńıžit počet iteraćı metod pro řešeńı soustav algebraických rovnic u soustav
źıskaných metodou konečných prvk̊u pro difuzńı, resp. advekčně-difuzńı rovnice t́ım, že
bychom je převedli právě na tento systém. K tomuto postupu jsme se inspirovali v článku
[9] a [10].
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5.1 Metoda konečných prvk̊u

Soustavu (5.1) s okrajovou podmı́nkou bychom mohli řešit opět metodou konečných
prvk̊u. Při použit́ı lineárńıch prvk̊u, tak jako v předchoźıch př́ıpadech, by však tato me-
toda byla nestabilńı. Proto muśıme zvolit vhodnou metodu stabilizace. To můžeme provést
např́ıklad tak, že přidáme difuzńı člen - takzvaná metoda přidané difuze (nebo přidané
vazkosti). Budeme tedy mı́sto soustavy (5.1) řešit tuto soustavu

ut + σux + σuy − εpxx − εpyy = f + δ1(uxx + uyy)
ut + 1

T
p− 1

T
ux = δ2(pxx + pyy)

ut + 1
T
q − 1

T
uy = δ3(uxx + uyy)

(5.3)

Zde je δ daľśı parametr rovnice, který budeme volit tak, aby metoda konečných prvk̊u
byla stabilńı. Slabým řešeńım této soustavy nazveme funkce u, p, q ∈ Vg takové, že splňuj́ı
rovnost

−
∫

Ω
u(σvx + σvy)dΩ−

∫
Ω
εpxvdΩ−

∫
Ω
εqyvdΩ +

∫
Ω
δ1(uxvx − uyvy)dΩ =

∫
fvdΩ∫

Ω
pvdΩ +

∫
Ω
uvydΩ +

∫
Ω
δ2(pxvx − pyvy)dΩ = 0∫

Ω
qvdΩ +

∫
Ω
uvydΩ +

∫
Ω
δ3(qxvx − qyvy)dΩ = 0

Dále použijeme k diskretizaci metodu konečných prvk̊u obdobně jako v předchoźıch
př́ıpadech. Na tomto mı́stě však poznamenejme, že vzniklá soustava lineárně algebraických
rovnic bude obsahovat třikrát v́ıce neznámých a také třikrát v́ıce rovnic.

Důležitou otázku je, jak volit parametry δ1, δ2, δ3. Obrázky (5.1), (5.2) ,(5.3) ukazuj́ı na-
lezené přibližné řešeńı pro r̊uzné hodnoty těchto parametr̊u. Ty muśı být voleny tak, aby
dostatečně stabilizovaly soustavu rovnic, ale aby nezanesly do řešeńı př́ılǐs velkou chybu.
Obecně však neńı možné určit optimálńı hodnotu této přidané difuze.

Obrázek 5.1: Řešeńı hyperbolického systému s parametrem δ1,2,3 = 0.25.
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Obrázek 5.2: Řešeńı hyperbolického systému s parametrem δ1,2,3 = 0.1.

Obrázek 5.3: Řešeńı hyperbolického systému s parametrem δ1,2,3 = 10−5.
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5.2 Rychlost konvergence metody GMRES

Obrázek (5.4) ukazuje, jak se měńı rychlost konvergence metody GMRES pro r̊uzné hod-
noty parametru T . Z tohoto numerického experimentu je zřejmé, že pro vhodné parametry
možné urychlit rychlost konvergence metody GMRES pro jemněǰśı śıt’.

Obrázek 5.4: Rychlost konvergence metody GMRES pro hyperbolickou soustavu
parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Parametry byli zvoleny σσσ = [1, 1], ε = 1, δ1,2,3 = 0.075.
V legendě jsou uvedeny počty uzl̊u śıtě.
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Kapitola 6

Závěr

V této práci jsme předvedli metody pro řešeńı difuzńı a advekčně-difuzńı rovnice v jedné a
ve dvou dimenźıch. Jedńım ze zásadńıch bod̊u těchto metod je výpočet soustavy lineárně
algebraických rovnic.

Pomoćı několika numerických experiment̊u jsme ukázali, že pokud řeš́ıme advekčně-difuzńı
rovnici, potom se rychlost konvergence iteračńıch metod řešeńı soustav lineárně alge-
braických rovnic urychluje s t́ım, jak se zjemňuje śıt’. To byl jeden z ćıl̊u práce.

Daľśım ćılem práce bylo ukázat, jak lze tento efekt využ́ıt. Představili jsme tedy hyper-
bolickou soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic, na kterou lze převést jak difuzńı, tak
advekčně-difuzńı rovnici. Ukazuje se, že pro vhodné parametry se také u této soustavy
urychluje konvergence iteračńıch metod pro řešeńı soustav lineárně algebraických rovnic.
Otázkou však z̊ustává, zda existuj́ı takové parametry, pro které by se rychlost konvergence
urychlila natolik aby se vyplatilo pracovat se vzniklými třikrát větš́ımi maticemi. To je
však již nad rámec této práce.
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