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Anotace

Tato prace je ndhledem do mfizkové Boltzmannovy metody. Jejim hlavnim cilem je
ukazat zakladni teorii metody, jeji aplikace v feSeni tf¥idimenzionalniho proudéni tekutin
a nasledného vyuziti pii vypoctu odporového koeficientu. Navrzené algoritmy byly im-
plementovany ve vypoctovém prostiedi MATLAB a v jazyce C++. V zavéru prace jsou
porovnany numerické vysledky ziskané vlastnim vyvinutym softwarem s publikovanymi
vysledky jinych autort.

Klicova slova: LBM, lattice Boltzmannova metoda, modelovani proudéni, proudéni, me-
chanika tekutin, odporovy koeficient, 3D, Boltzmannova mfizkova metoda



Abstract

This thesis is an overview of Lattice Bozmann Method. Main goal of this work is to show the
basic theory of the method and show its aplication in three-dimensional fluid dynamics and
further usage in evaluation of drag coefficient. Designed LBM algorithm was implemented
in computating enviroment of MATLAB and programming language of C++. The end of
this work contains comaparison of numerical results obtained by self-developed software to
ones published by other authors.
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Uvod

M¥izkové Boltzmannova metoda (LBM) je pomérné nova numerickd metoda pouzivané pro
numerické feSeni proudéni tekutin. Vyvinula se z bunéénych automati (Cellular Automata,
CA), které fesily pohyb modelovych ¢astic a interakce mezi nimi. Podobné i Boltzmannova
metoda pracuje se shluky c¢astic, neboli molarnimi c¢asticemi. Jde o dynamiku mikrosko-
pickych castic, které jsou ovSsem natolik velké, Ze lze pomoci LBM fesit i makroskopické
proudéni. Z tohoto pohledu presahuje ¢isté mikroskopické CA ¢i ¢isté makroskopické me-
tody, které se vétsinou zakladaji na numerickém feseni Navierovych-Stokesovych rovnic.

LBM pracuje s diskrétnimi veli¢inami. Rychlost proudicich molarnich ¢astic je omezena
jen na nékolik moznych smért a velikosti. Navic veskeré dynamické procesy molarnich c¢astic
se v ramci LBM zjednodusuji na jejich $ifeni a vzajemnou kolizi [27]. Ukazuje se vsak, Ze
i takto zjednoduseny model miize velice presné popisovat readlné proudéni.

S ohledem na financ¢ni a celkovou naro¢nost provedeni experimentu, je numerické mo-
delovéani stale vice upfednostiiovano pfed experimentalnimi méfenimi. Dochézi tedy k vy-
sokému rozvoji tohoto odvétvi, a tedy i rozvoji LBM. Velice vhodna je LBM naprtiklad pro
modelovani proudéni tekutiny poréznim materialem [13], [3], [12], pro modelovani proudéni
s volnou hladinou [10], [16], modelovani turbulentniho proudéni [11] ¢ zahrnuti vnéjsich
objemovych sil ¢i teplotnich zmén do proudového pole [20].

Implementace mrizkové Boltzmannovy metody je relativné jednoducha. Snadné je i za-
vedeni okrajovych podminek ¢i mikroskopickych vlivii a paralelizace vypoctu. Metoda ma
vsak i své limity - LBM nelze uzit naptiklad na proudéni vysoké rychlosti blizké rychlosti
zvuku (ackoli napfiklad Yu a Zhao [28] a Pan a kol. [24] se jiz timto problémem pomérné
Uuspésné ve své praci zabyvali) ¢i na feSeni proudéni s predpokladanymi velkymi vykyvy
hustoty (metoda je postavena na predpokladu malych zmén hustoty v ¢ase).

Koncepce této bakalaiské prace je nasledujici: Prvni kapitolu tvoii teoreticky tvod do
LBM a zakladni stavebni prvky metody jsou predstaveny na dvourozmérném modelu. V na-
sledujici kapitole je popsan stabilnéjsi Multiple-relaxation time (MRT) model pro prosto-
rovy pripad. Kapitola treti se vénuje problematice pfevodu jednotek mezi dvéma systémy
- systémem mfizky a fyzikalnim systémem. Zavedeni novych jednotek pro vypocty pomoci
LBM je diilezité, jelikoz prinasi mnohé zjednoduseni, potazmo urychleni vypoctu. Kapitola
¢tvrta prinasi nahlédnuti do jednoho z moznych vyuziti LBM - vypoctu sily od proudici te-
kutiny na téleso. V kapitole paté je ukazano odvozeni spojitych Navierovych-Stokesovych



rovnic z diskrétni Boltzmannovy rovnice. Soucasti posledni Sesté kapitoly jsou vystupy
vlastniho vyvinutého softwaru porovnané s publikovanymi a dostupnymi vysledky jinych
autorti. Nejprve se jedna o vypocet proudéni v rozvétveném potrubi porovnané s praci
Benese a kol. [1], déle potrubi s rozsifenym ohybem porovnané s vysledky vedouciho této
prace Ing. Bublika. Nasleduje srovnani odporovych koeficientti krychle pro rtizna Reynold-
sova Cisla s praci Richtera a Nikrityuka [26] a na zavér vysledky simulace proudéni tekutiny
ve Clenitém geometrii cévniho systému.



Kapitola 1

Boltzmannova mrizkova metoda
(LBM)

Tato kapitola se zabyva diskretizaci Boltzmannovy rovnice a aplikaci na konkrétni dvou-
rozmérny a trojrozmérny model.

1.1 Spojita Boltzmannova rovnice a jeji diskretizace

Boltzmannova rovnice vychézi z ideje, ze tekutina sestava z navzajem ovliviiujicich se ¢as-
tic, jejichz pohyb miize byt popsan klasickou mechanikou. Kvili vysokému poctu takovych
castic prechazi k statistickému pristupu. Boltzmannova miizkova metoda aplikuje dyna-
mické procesy na molarni ¢éastice (tedy shluky velkého poctu redlnych ¢éstic se stejnou
hybnosti) a jsou zjednoduSeny na dva kroky — &ifeni ¢astic, propagaci, (kdy se neuvazuji
vzdjemné interakce mezi Gasticemi) a kolizi (srazku dvou a vice ¢éstic).

Méjme fazovy prostor v ném velké mnozstvi ¢astic. Pokud budeme nyni uvazovat jed-
norozmeérny pripad, 1ze fazovy prostor znézornit pomoci osy r vyjadiujici polohu c¢astic
v jednorozmérném prostoru a osu u znacici rychlost danych castic. Realné castice s po-
dobnou polohou r a podobnou rychlosti u v urc¢itém case lze seskupit do vétsich molarnich
Castic. Pocet redlnych ¢astic v molarni ¢astici je pak definovan hmotnostni funkei f(r, ¢, u).
Tato funkce tedy udava celkovou hmotnost ¢astic podobnych vlastnosti v urc¢itém case. Jeji
znazornéni je na obr. 1.1 vlevo.

P¥i prostém Sifeni (propagaci) ¢astic, bez uvazovani jejich vzajemného piisobeni a srazek
a pri zanedbani piisobeni vnéjsich sil, se vSechny castice za urcity cas posunou do jiného
mista, nicméné jejich rychlost (potazmo hybnost - jelikoz hmotnost dand hmotnostni funkci
f(r,t,u)) je neménné. Tento proces je zndzornén na obr. 1.1 a lze ho popsat téZ rovnici

f(r+dr,t +dt,u) = f(r,t,u), (1.1)

kde r je poloha molarni c¢astice, t je Cas a u je jeji rychlost.
Jelikoz ¢astic je v tekutiné mnoho a vzdalenost mezi nimi neni velka a navic se pohybuji
riznymi sméry a rychlostmi, dochazi mezi nimi ke srazkam. Ty zptsobuji, Ze ne vSechny
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Obr. 1.1: Hmotnostni funkce f(r,¢,u) a jeji sifeni.

¢astice vychazejici z bodu r dorazi do bodu r + dr a naproti tomu i nékteré c¢astice, které
nevysly z bodu r, dorazi do bodu r + dr. Molarni ¢astice se tedy nejen presouvaji, ale
zaroven se méni jejich hmotnost a hybnost. Zména hmotnosti se projevi zménou hmotnostni
funkce f(r,t,u) a zména rychlosti pfesunem moléarni ¢astice ve fazovém prostoru, jak je
znazornéno na obr. 1.2.
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Obr. 1.2: Kolizni proces, kdy dochazi ke zméné hmotnosti a hybnosti molarnich c¢astic.

Pokud pocet castic, které se kviili mezimolekularnim srazkam nedostaly do svého pt-
vodniho mista urceni, vyjadiime jako I'(™) a podcet ¢astic, které kvili kolizi neplanované
skonéily v tomtéz koncovém bodé, I'*), pak kompletni rovnice zahrnujici §ifeni i kolizi
vypadé nasledovné [27]

f(r+dr,t 4+ dt,u+du) — f(r,t,u) =T £ 1), (1.2)



Kolizni (pravd) ¢ast rovnice (1.2) mtze mit rizné podoby. Hojné pouzivany je tvar
Bhatnagara Grosse a Krooka (BGK) [2], [27]

f(r+dr,t+dt,u+du) — f(r,t,u) = —% (f(r,t,u) — f“r,t,u)), (1.3)

kde f¢(r,t,u) je rovnovazna funkce a 7 je relaxa¢ni ¢as. Rovnovazna funkce f°(r,t, u)
vyjadiuje rovnovazny stav systému a relaxacni ¢as 7 udava dobu, za jakou se tento systém
ustali. Jelikoz BGK model uziva pouze jeden uniformni relaxac¢ni ¢as pro vsechny veli¢iny,
nese tento model téZ oznaceni single-reaxation time (SRT).

Na dalsich Fadcich je provedena diskretizace hmotnostni funkce f(r,t,u) po jednotli-
vych proménnych.

Prostor (prostorovd proménnd r) je rozdélen miizkou, v jejichz rozich jsou uzly. Kazdy
uzel méa svij polohovy vektor r;, ¢ = 1,..., N, kde N je celkovy pocet uzli. Prostorova
proménna je tedy omezend na kone¢ny pocet uzli miizky. Veskerou hmotu (¢astice hmoty)
okoli jednotlivych uzl uvazujeme koncentrovanou do tohoto uzlu. Okoli uzlu lze brat jako
¢tvercovou oblast se stfedem v uzlu a stranou délky dr. Funkce hmotnosti f(r, ¢, u) tedy
ptrejde na tvar f(r;,¢,u).

Diskretizace ¢asové proménné jiz neni tak snadnd. Casové tseky dt by nemély byt
prilis velké, jelikoz pak by se ztracela pfesnost simulace. Na druhé strané prilis kratké
useky nejsou vhodné z hlediska ceny vypoctu. Je proto nutné najit kompromis — nejlepsi
vyvazeni presnosti a vypocetni narocnosti simulace. Vice o volbé casového kroku dt je
vylozeno v sekei 3.2.

Diskretizace rychlosti odpovidéa tvaru mrizky. Uzel mfizky mé ¢ — 1 sousedi, kde q je
¢islo charakteristické pro jednotlivé modely. Céstice se mohou po miizce pohybovat ¢ — 1
riznymi sméry, ¢i se nepohybovat a zistat v piivodnim uzlu. Tato skutec¢nost dava soubor
q — 1 rychlosti e,, kde a = 0,1,...,q — 1. Jelikoz Boltzmannova metoda predpoklada, ze
castice se mohou dostat béhem jednoho ¢asového kroku jen do nejblizsich sousednich uzli,
musi platit, Ze e, = dr,/dt.

Jelikoz jednotlivé hmotnostni funkce f(r;,¢,u,) odpovidaji vZdy konkrétnimu vektoru
e,, dochazi k formalnimu pfechodu na distribu¢ni funkce rychlosti f,(r;,t). Ty udavaji,
jaké mnozstvi redlnych castic v urcitém uzlu sméruje urcitym smeérem.

Z predchoziho plyne vyjadieni makroskopické hustoty v jednotlivych uzlech

q—1
p= Z . (1.4)
a=0

Makroskopicka hybnost je obdobné souctem vsech mikroskopickych hybnosti ve sledo-
vaném uzlu

q—1
pu=3=">" fa€a. (1.5)
a=0



Jde o soucet vektort, a tedy ho lze rozlozit do jednotlivych slozek

q—1 q—1 q—1
PUy = jz = Z faeaax a  Puy = jy = Z faeay popr. pu, = .]z = Z faeaz‘
a=0 a=1 a=1

1.2 Rovinny D2Q9 a prostorovy D3Q19 model

V této sekci je popsédna samotnd LBM pro dvé konkrétni mrizky. Je uvazovan jednodu-
chy piipad proudéni bez uvazovani vnéjsich sil a model s jednotnym relaxac¢nim casem,
konkrétné model lattice Bhagnagar-Gross-Krook (zkracené LBGK) [27].

Zkratka D2Q9 znaci, o jaky model se jedna - D2 pro dvourozmérny prostor, Q9 pro
pocet diskrétnich vektorti rychlosti. Obdobné D3Q19 pro trojrozmérny model s 19 vektory
rychlosti. Existuje mnoho dalsich modeld (D1Q3, D1Q5, D2Q5, D3Q15), nelze vSak pouzit
zcela libovolné rozvrzeni, jelikoz model musi splinovat urcité symetrie, viz kapitola 4.

Jednotlivé vektory rychlosti, které charakterizuji D2Q9 a D3Q19 modely, jsou uvedeny
po Tfadé na obr. 1.3 a 1.4. Jejich podoba je téz zfejma z néasledujicich vztaht

[0,0] L=
€q = [1’0]7[07 1]’[0’_1]7[_170] ,a=1,3,6,8
[171]7[_1’1]’[17_1]v[_L_l] 70-/:2747577

pro dvourozmeérny a

[07070] , O = 0
ea = { [£1,0,0],[0,%£1,0],[0,0, £1] Ja=1,3,24,5,6
[+1,41,0], [0, £1, £1], [£1,0,£1] ,a = 11,12,13,14,7,8,9,12,15, 16,17, 18

pro trojrozmérny model.
Cislovani jednotlivych smérii samoziejmé nemé na vypocet vliv. VySe zminéné poradi
bylo zvoleno pro snazsi implementaci.

3[0,1]
a-1,1 2[1,1]
) 0[00]

Obr. 1.3: Ukazka indexo- af.1,0] 1[1,0]
vani uzld (vlevo) a jim
prislusicich  distribu¢nich
funkci hustoty (vpravo)
pro model D2Q0. 74,11  6[0-1]  5[1,-1]
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Obr. 1.4: Indexovani vektort rychlosti e, pro model D3Q19.

Jak bylo vyse fec¢eno, LBM vychazi z diskrétni Boltzmannovy rovnice, kterda ma pro
jednotlivé slozky distribu¢ni funkce rychlosti f,(r;,t) podobu:

1
fa(ri +e,dt,t +dt) — fo(rit) = —= [falri, t) — fS(r;,t)] , a=0,1,...,q—1. (1.6)
T
Rovnovazna funkce f<? figurujici v pfedchozim vztahu ma tvar
e 9 2 3 2
faq = PiWq 143 (eaui) + 5 (eaui) — éul s (17)

kde p; je makroskopickd hustota v i-tém uzlu, u; je vektor makroskopické rychlosti ¢astic
v i-tém uzlu a w, jsou (statistické) vahy piikladané jednotlivym smérim. Pro model D2Q9
jsou vahy

4/9 Sa=0
we=14¢ 1/9 ,a=1,3,6,8 ,
1/36 ,a=2,4,57
pro trojrozmérny D3Q19 model pak
1/3 ,a=0
we =14 1/18 ;a=1,...,6

1/36 ,a=7,...,18

Relaxaéni ¢as (¢as potiebny k dosazeni lokalniho rovnovazného stavu) pouzity v rovnici
(1.6) je dan vztahem

T = 3VLB + 0, 5, (18)

kde vy p je kinematické viskozita (index LB znadi, Ze je v jednotkich mfizky, to vSak zatim
neni podstatné).

Je patrné, ze pro 7 < 1/2 ztraci vyraz fyzikalni smysl, jelikoz kinematicka viskozita musi
nabyvat kladnych hodnot. Pokud se navic 7 piilis blizi 1/2, je SRT model nestabilni [27].

Pro¢ maji rovnovazné funkce f*(r;,t) a relaxacni ¢as 7 pravé tuto podobu, je vice
rozvedeno v kapitole 4.



1.3 Okrajové podminky

Nyni je tedy jasné, jaké procesy (propagace a kolize) se déji uvnitf tekutiny. Pokud vsak
dochézi k interakcim mezi tekutinou a okolim, je tfeba tuto skutecnost osettit zavedenim
okrajovych podminek. Nejcastéji jde o mista styku mezi sténou a tekutinou, ale téz o vstupy
a vystupy do/ze sledované oblasti - tedy v zasadé tam, kde nejsou fyzické prekazky proudu,
ale uzly jiz nemaji vSechny uzly sousedni.

Implementace prvniho typu okrajovych podminek je velmi jednoducha - vychézi z pied-
pokladu, ze vektor rychlosti po narazu do stény zmeéni svou orientaci o 180° a castice se
tedy odrazi zpét do tekutiny.

Jak je vidét na obr. 1.5, sténa je umisténa mezi dvé fady uzll a tedy vzdalenost, kterou
odrazené castice urazi neni delsi nez drédha c¢astic uvnitt tekutiny. VSechny kroky znazor-
néné na obr. 1.5 jsou tedy soucasti jediného ¢asového kroku dt. Pfi odrazu od stény dochazi
v prostoru mezi uzlem a sténou ke stietu ¢astic a nejde tedy o prosté siteni, ale probiha téz
kolize. V praxi se postupuje tak, ze nejprve zjistime post-kolizni stav rovnovaznych funkci
v kazdém uzlu a poté prejdeme k propagaci. Jedinym rozdilem pro uzly v tésné blizkosti
stény je tedy proces Sifeni - Sifené c¢astice se po stfetu se sténou odrazi do vychoziho uzlu,
ale maji opa¢ny smér rychlosti.

Obr. 1.5: Odraz castic od stény, ktera je umisténa mezi dvéma uzly miizky modelu D2Q9.

Sténa je tvorena jednou fadou uzld, které nesou pouze informaci o své neprichod-
nosti a do vypocti se nezahrnuji. Uzly v tekutiné bezprostiedné blizké sténé tedy prak-
ticky maji vSechny sousedni uzly a v kazdy casovy okamzik zname vSechny distribuc¢ni
rychlosti v daném uzlu (v pfipadé stény ve sméru vektoru eg pfichazi distribucni funkce
f1, fs, fe, f7, fs a fo od sousednich uzli a distribu¢ni funkce fs, f3, f4 poskytne uzel sam
sobé) a veskeré hodnoty nutné k dalsim vypoctim (jako je makroskopické hustota a rych-
lost) jsou tedy znamy.

Co se tyCe uzll na vstupu a vystupu, situace jiz neni tak prosta. Béhem kazdého
¢asového kroku je tfeba ziskat neznamé distribu¢ni funkce z okrajovych podminek.

V obou pripadech, u vstupnich i vystupnich uzll, jsem pouzila extrapolace nékterych
hodnot ze sousednich uzli v kapaliné.

P1i vypoctech je vidy nutné znat makroskopickou hustotu p a vektor makroskopické
rychlosti u v daném uzlu. U vstupnich uzlt (na obr. 1.6 jde o uzel A) byla extrapolovana



sténa

* » o ® ® o =@ Obr. 1.6: Problematika vstup-
vetupii uely wempnivzly  pich (A) a vystupnich (B) uzli.

makroskopickou hustotu p (na obr. 1.6 z uzlii po pravé strané - ve sméru vektoru e;).
Rychlost u je pak dana okrajovou podminkou, ktera se ¢asto shoduje s poc¢atecni - tedy do
sledované oblasti neustale vtéka nova tekutina danou rychlosti. Vsechny distribué¢ni funkce
rychlosti ve vstupnich uzlech jsem pak polozila rovny rovnovazné funkci pro danou hustotu
a rychlost (f, = f¢,a=0,...,8).

U vystupnich uzl (na obr. 1.6 jde o uzel B) bylo pro ziskani chybé&jicich dat pouzito
makroskopické rychlosti sousednich uzli v tekuting (na obr. 1.6 z uzli po levé strané - ve
sméru vektoru eg). Hodnotu makroskopické hustoty ve vystupnich uzlech jsem uvazovala
konstantni a rovnu jeji pocatecni hodnot€, tedy p = po = 1. Na rozdil od vstupnich uzlt
jsou tedy do uzli na vystupu extrapolovany dvé (tfi pro trojrozmérny piipad) hodnoty,
vsSechny slozky vektoru rychlosti u.

Veskeré distribuc¢ni funkce rychlosti, které se sifenim dostanou do vstupnich uzli, ¢i ze
vstupnich uzli mimo sledovanou oblast, ztrati sviij vyznam.



Kapitola 2

Multiple-relaxation time

Zatim jsme uvazovali pouze model s jednotnym relaxa¢nim ¢asem (Single-relaxation time,
SRT), konkrétné BGK model. Tento model byl zcela postac¢ujici, pokud bylo mozné takové
nastaveni parametrii, aby relaxacni ¢as 7 nebyl prili§ blizky hodnoté 0,5. Pii hodnotach
7 ~ 0,5 totiz dochazi u SRT modelu k zna¢né numerické nestabilité (kviili nizkym hodno-
tam kinematické viskozity — (7 — 0,5)/3 —0), coz vede na velké nepfesnosti a zpravidla
téz ke kolapsu celého vypoctu. Pri¢inou téchto problémi je fakt, Ze ne vSechny veliCiny,
se kterymi v modelu pocitdme, maji stejny relaxacni ¢as (nekonzervativni veli¢iny maji
mnohem krats$i relaxa¢ni ¢as nez hydrodynamické veliciny).

Jednotlivé veli¢iny se tedy ustaluji ve svych rovnovaznych polohach v pro né charak-
teristickych casovych rovinach. Pokud toto vezmeme v potaz a s kazdou veli¢inu budeme
pracovat oddélené a pridélime ji odpovidajici relaxac¢ni ¢as, pak model bude presnéjsim
popisem reality a zbavime se nestability.

2.1 MRT pro model D3Q19

V dalsim textu bude uvazovan 3D model s oznacenim D3Q19 (tedy s devatenacti dis-
krétnimi vektory rychlosti), jehoZ specifikace jiz byly uvedeny v ptedchozi kapitole. Ka-

zdy uzel je vazan ke svym nejbliz§im sousedim vektory rychlosti e, = [€nz;€ay; €az),
a = 0,1,...,18 a v kazdém uzlu je definovano devatenact distribucnich funkci hustoty
fal(ri,t), a=0,1,...,18, které vypovidaji o rozloZeni hybnosti v daném uzlu i.

Déle nové definujme ¢tvercovou kolizni matici S = wl, kde w je vektor prevracenych
hodnot jednotlivych relaxacnich casii a I je jednotkova matice, pak plati

f(r; +e,dt, t +dt) — f(r;,t) = —S[f(r;, t) — £9(r;, )], kde (2.1)
f(I'Z', t) = [fo(ri, t), fl(ri, t), ce flg(ri, t)]T,
feq(ri, t) = [ eq(ri,t), leq(l'i,t), cee fg(ri,t)]Ta

f(r; + eqdt, t +dt) = [fo(r; + e,dt, t +dt), fi(r; +eqdt, t +dt), ..., fis(r; +endt, t +dt)]".
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Jelikoz jednotlivé relaxacni casy jsou vzdy omezeny zdola hodnotou 0,5, coz je dano
vztahem 7 = 3v+0, 5 z kapitoly 1, jsou v nédvaznosti omezeny hodnoty 7 na interval (0,2).

Je zfejmé, ze pii volbé w = 1/7 ziskdme klasicky SRT model.

Diskrétni Boltzmannova rovnice popisuje dva zakladni kroky, propagaci a kolizi. Prop-
gace je reprezentovana levou stranou rovnice (2.1) a kolize kolizni matici S na pravé strané
rovnice.

Déle musime poznamenat, ze v diskrétnim modelu je nutné dodrzovat urcité symetrie,
aby mohl dostat spojitym rovnicim hydrodynamiky — konzervativni veli¢iny i jejich toky se
musi transformovat takovym zptisobem, aby aproximovaly spojité veli¢iny s pozadovanou
presnosti. Pfi zanedbani vlivu teploty navic musi lokalné platit zakony zachovani hmotnosti
a hybnosti. Tyto podminky mohou byt splnény, pokud se proces kolize bude odehravat
v prostoru momentu distribu¢nich funkeci M.

Piechod mezi momenty distribu¢nich funkei mg v momentovém prostoru M a distribu-
¢nimi funkcemi rychlosti f, v prostoru diskrétnich vektoru rychlosti V (s bazi skladajici
se z vektori rychlosti e, ) je linedrni transformaci, kterou lze zapsat jako

Devatenact vektori @4 tvori dualni ortogonalni bazi prostoru M . Bazové prvky ®4 jsou
tvofeny polynomy vektorii e, a upraveny Grand-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem
v peclivé voleném tvaru a potadi, jak navrhuje Harris [14]

Dpo = [lea” =1,
®1, = 19]|eq]|* — 30,
oo = (21Hea“4 - 53||eoz||2 + 24)/2,
D3 = €az, Pso = Cay; D7y = €qz,
Py = (5“6(1”2 —9)eas, Poa = (5“6(1”2 —9)eay, Psa = (5”6&“2 —9)eéaz,

Dy, = 363@ - H60<H2’

2
az)

D1y = eiy —e

D34 = €azCay, Praa = €ayCaz; Pisa = €azCaz
P00 = (3lleall” = 5)(3eq, — lleall®), Prza = (Blleall” = 5)(eq, — €z,
D160 = (6(217; — €3 )ean, Prra = (€, — eix)eayv Digo = (€2, — eiy)eaz-

Maticové zapsano
m=Mf (f=M 'm), (2.3)

kde M je transformacni matice sestavena z radkovych vektort ® 4. Pokud vektory ®5 budou
normované, pak matice M je ortogonalni transformac¢ni matici.

Pro model D3Q19 a diive zavedené smérové vektory e, je konkrétni tvar transformacni
matice M
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 -1 -11 -11 -11 -—-11 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 =30
—4 -4 —4 —4 —4 —4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12

1 0 -1 0 0 0 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 0 0 0 0 0

—4 0 4 0 0 0 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 0

0 0 0 0 —4 4 0 0 0 0 1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 0

0 1 0 -1 0 0 1 -1 1 -1 0 0 0 0 1 -1 1 -1 0

0 —4 0 4 0 0 1 -1 1 -1 0 0 0 0 1 -1 1 -1 0

M = 2 -1 2 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1 -2 -2 -2 =2 0
—4 2 —4 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 -2 -2 -2 =2 0

0 -1 0 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

0 2 0 2 —2 -2 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 -1 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 -1 1 0

0 0 0 0 0 0 1 -1 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 -1 1 1 1 -1 -1 0

| 0 0 0 0 0 0 1 -1 1 -1 0 0 0 0 -1 1 -1 1 0

Pokud dosadime na pravé strané rovnice (2.1) za distribu¢ni funkce hustoty, dostaneme
vztah

f(r; + e, dt, t +dt) — f(r;,t) = —M™'S [m(r;, £) — m®(r;, )],

kde S = MSM ! je diagonalni matice S = diag(so, s1,- - - , S18). Tuto rovnici lze pievést na
tvar, ktery obsahuje distribu¢ni funkci samotnou a nikoli jeji moment, coz je pro vypocet
prihodnéjsi, tedy

f(r; + edt, t + dt) — f(r;,t) = —M™'S [Mf(r;,t) — m*(r;,1)]. (2.4)
Momenty odpovidajici jednotlivym vektorim @z reprezentuji po radé velic¢iny
P, €, E?jI? qgcajz,n qyajm qz, 3px:c7 37T$xapwwa 7Twwapacyapyzapacza me, my> my,

tedy mo znaci hustotu, m; je zavislé na energii a msy na jeji druhé mocning, mss7 jsou
slozky hybnosti j = (jy, jy, J-), Maes odpovidaji slozkam toku tepla q = (¢s, ¢y, q>), Mo,
mi1 a myz — mqs znadi slozky tenzoru deformace (strain-rate tensor) p, mig a mis jsou
momenty ¢tvrtého fadu zavislé na tenzoru p a mig—msg jsou momenty tretiho radu zavislé
na momentu hybnosti j a tenzoru p.
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Pro kazdy moment distribucni funkce rychlosti mg je dana i jeho rovnovaznéa hodnota.
Pii rychlosti zvuku ¢% = 1/3 a sg = s13 zavisi rozvdzné funkce na hustoté p ¢ hybnosti j
takto [6]:

Peq =pP, j;q = j:m qu = jya jsq = j27
19
= A1p+ ]
Po

Wej, .
€l =wep+ —j -],
Po

9
qucq = _gjam qzq = _gjya qiq = _gjza
I T B
=g, 22— (2 +42)], pil, = o (2 —72),

1
p;% = %jxjw ng, = %jyjza p::l,]z = %jsza
pi;‘i = wxa:pffm Piquw = wxngzwu
my! =m,? =m =0,
kde we, we; a wy, jsou opét volné parametry. py je pocatecni makroskopické hustota, jejiz
hodnota se nastavuje rovna jedné - jedna se o volny parametr, ktery nemé vliv na vysledky
vypoctu [5]. Lallemand a Luo [19] navrhuji w. = 0, w.; = —476/63 a w,, = pro dosazeni
maximalni stability vypoctu.

Jak bylo dfive fe¢eno, momenty lze rozdélit do dvou skupin — hydrodynamické (nekon-
zervativni) a konzervativni. Konzervativni momenty jsou takové, které lokalné zachovévaji
stalou hodnotu, tedy jsou rovny své rovnovazné hodnoté - mg = mj'. Z toho plyne, ze vy-
raz m(r;,t) —m®(r;,t) je vady roven nule, a tedy prvky matice S odpovidajici momentiim
konzervativnich veli¢in lze zvolit libovolné (pro pfipad D3Q19 modelu jde ziejmé o mo-
menty mg = p, ms = j, , Ms = j, a my = j,, a tedy prvky kolizni matice sq, s3, s5, s7 ).
Obvykle se v modelech bez uvazovani vnéjsi sily pokladaji tyto relaxacni ¢asy rovny nule —
abychom se pfi numerickém vypo¢tu vyhnuli kumulaci (zaokrouhlovaci) chyby. D’Humieres
a kol. [6] navrhuji néasledujici tvar kolizni matice S pro dosazeni maximélni numerické sta-
bility modelu

S = diag (0, s1, 52,0, 54,0, 54,0, S4, S, S10, S9, S10, 513, 513, S13, S165 5165 516, ) »

kde sy = 1,19, 80 =519 = 1,4, 54 = 1,2, s16 = 1,98 a prvky sg = s13 jsou vazany k viskozité

vztahem
1/1 1 1 1 1
v=—-|——=-|==2——=—2=].
3\sg 2 3 \si3 2

Tedy pro relaxacni ¢asy prvku tenzoru deformace p plati obdobny vztah jako pro rela-
xacni ¢as SRT modelti, sg = s13 = 1/7.
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Implementace MRT sestava z nékolika jednoduchych krokti. V zasadé jde o pouhé
rozsireni kolizni ¢asti Bolztmannovy rovnice. Jednotlivé kroky kolize jsou:

e 7Zjisténi makroskopickych veli¢in v uzlu r;.

e Vypocet momentu m(r;, t) z distribuéni funkce rychlosti: m(r;, t) = Mf(r;, ).
e Vypocet rovnovaznych momenti m®(r;,t) v uzlu.

e Zjisténi novych distribu¢nich funkei rychlosti f(r;, ¢ 4+ dt)

Pro urcité nastaveni parametri we, w.; & wy, se lze podle Duboise a kol. [7] a Gellera
a kol. [9] vyhnout vypoctu m® ze vztahi (2.1) a vyjit z rovnovazné distribuéni funkce
rychlosti f*/ definované vztahem (1.7). Potom plati, zZe

m®? = Mf*?,
coz vede na prihodnéjsi vyjadreni kolizniho kroku

f(r; + e dt, t + dt) — f(r;, 1) = —M'SM [f(r;, ) — £9(x;, t)].
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Kapitola 3

Teorie podobnosti

LBM je metoda urcena k feseni realnych problémi. Jelikoz vsak pracuje s vlastnimi ve-
licinami, je nutné znat prevody mezi nimi a veli¢inami fyzikalnimi. Vysledky simulace 1ze
propojit s redlnymi fyzikalnimi veli¢cinami mnoha zptisoby a teSit Siroké spektrum pro-
blémi [22]. Je ovSem tfeba dbat mnohych pravidel, aby nebyla porusena stabilita nebo
pfesnost metody [21].

Pr1i vytvareni miizky narazime na problém, jak spravné zvolit jeji rozmeéry a jaky casovy
krok, aby simulace odpovidala redlnému proudéni. Hleddme tedy takové nastaveni, které
bude v jistém smyslu korespondovat s redlnym problémem a zaroven bude prinaset vysledky
pozadované presnosti.

3.1 Vazby mezi fyzikalnimi a mrizkovymi jednotkami

Vychozimi rovnicemi pro feSeni proudéni nestlacitelné kapaliny jsou Navierovy-Stokesovy
rovnice. Ty vychéazi ze zdkona zachovani hmotnosti

\V4 FUp — 0, (31)
kde index F' znaci fyzikalni jednotky, a zdkona zachovani hybnosti

82 + (UFVF) Uur = —EVF]?F + VFV%UF, (32)
otp P
kde pr je tlak, vp kinematické viskozita a p je hustota.

Rovnice (3.1) a (3.2) jsou vyjadfeny ve fyzikalnich jednotkach, jednotlivé veli¢iny jsou
dany jednak ¢iselnou hodnotou a dale jednotkou. Stejné tak lze vyjadrit jednotlivé veli¢iny
v jednotkach mrizkovych, které budou dale znaceny indexem LB.

Kazda soustava jednotek je definovana zakladnimi jednotkami - jednotky odvozené jsou
jejich kombinaci. Je tedy ziejmé, Ze pti prevodu mezi systémy jednotek je potieba vysSetfit
pouze prevody mezi jednotkami zakladnimi. Pro pfipad veli¢in uzitych v LBM je nutné
definovat pfevod pro jednotky c¢asu a délky, ostatni veli¢iny jsou na nich zavislé. Vyjimkou
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je snad jesté hmotnost (hustota), kterd je pro model bez uvazovani ptsobeni vnéjsich sil
nepodstatna a bézné se poklada rovna fyzikalni hustoté; obé tyto hodnoty jsou pro svou
irelevantnost nastaveny na hodnotu 1 (s cilem zvysit jednoduchost vypoctu).
Prevody mezi zakladnimi jednotkami fyzikalniho a mfizkového systému jsou konstantni
a lze je zapsat jako
tr ¢ a lr_ . (3.3)
lLB s
Odvozené jednotky lze pfevadét mezi systémy pomoci jejich definice a jednotek zaklad-
nich. Souhrnné jsou prevodové koeficienty uvedeny v tabulce 3.1.

veli¢ina jednotky | prevod

rychlost u [ms™!] cu = e

¢asova derivace Ot [s7!] Cor = ¢; '

gradient V [m™1] ey =¢

tlak p [kgms_Q] ¢, = cpcic;? = ckep?
kinematicka viskozita v | [m2s7!] | ¢, = c?¢;?

Tabulka 3.1: Pfevody odvozenych jednotek

Zavedenim pievodovych funkci do rovnice (3.1) a podélenim rovnice konstantnimi pre-
vody dostaneme rovnici kontinuity vyjadfenou v mrizkovych jednotkach

1
Vipurgeye, = 0 /

CvCy
VLBuLB = 0.

Rovnice (3.2) ztstane téz po prevodu beze zmény (aZ na index, samoziejmeé):

ourg ¢ a 1 a 9 o /c
— + (usVip)urpw = —=V — +vgVigurp— / - 3.4
Olip ctg ( LB LB) LBC% P LBpLBctQ LBV LB LBC% o ( )
8uLB 9
+ (urgVig)urg = —=Vipprs +vieVigurs.
Otrg P

Tedy jak fyzikalni, tak miizkova rovnice jsou ¢iselné shodné.

Pokud zaroven zachovame geometrickou podobnost a Reynolsdsovo podobnostni ¢islo
v obou systémech bude totozné, pak feSeni tloh v nich bude ekvivalentni, rovnice popi-
suji stejnou problematiku [22]. Reynoldsovo éislo je bezrozmérné podobnostni éislo s tzv.
hlub$im vyznamem, vypovida uréitym zptisobem o proudéni. Udava pomér setrvacnych
a trecich ucinkid v proudéni.

Je téz pomérem charakteristické délky (zpravidla sitky kanalu) D, rychlosti u a kine-
matické viskozity v

Re= "2 (3.5)

14
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Je tedy zfejmé, Ze je mozné ziskat totozné Reynoldsovo ¢islo pro nescetné kombinace
zminénych veli¢in. V rdmci jediného vypoctu lze tedy postihnout mnoho podobnych pro-
blémt se stejnym Reynoldsovym c¢islem - coz je také prioritou teorie podobnosti.

3.2 Mrizkové parametry

Tyto jednoduché prevody lze kdykoli uzit k pfechodu mezi dvéma systémy. Nastaveni mo-
delu je pak pouze otazkou volby parametrii v zavislosti na vstupnich datech a s ohledem na
podminku stability metody. Ta je dana hlavné maximalni povolenou rychlosti v modelu,
ktera musi byt mnohokrat mensi nez rychlost zvuku (LBM nelze uzit pro nadzvukové rych-
losti) v modelované tekutiné (Ma < 1) [21]. Rychlost zvuku v tekutiné je dana hodnotou
1/4/3 charakteristické rychlosti na miizce, coz vychazi z Navierovy-Stokesovy rovnice (vice
v kapitole 4).

Déle, rychlost ¢astic na miiZce je vazana na délkou strany miizky uyp = dr /dt. Z pted-
choziho okamzité plyne vazba pro asovy krok dt < +/3dr.

Parametry modelu jsou tedy zavislé na redlném problému a jsou k nému vazany dvéma
konkrétnimi hodnotami - Reynoldsovym ¢islem (zajistujicim shodnost obou feSeni) s ma-
ximalni rychlosti v modelu (zajistujici stabilitu vypoctu).

V samotném vypoctu figuruje vsak pouze relaxacni ¢as 7. Ten je vazan ke kinematické

viskozité dle vztahu (1.8) a pii znalosti Reynoldsova ¢isla a pocatecni rychlosti 1ze béhem
nékolika malo krokl jeho hodnotu zjistit:
Ze znalosti jemnosti miizky a skutecné charakteristické sitky kanalu D lze zjistit prevod
Cp, délka strany mfizky je pak dr = 1/CpD. Déle lze uréit prevod rychlosti ze zvolené
vstupni rychlosti uypy v mrizkovych jednotkach a skutecné pocatecni rychlosti upg ve
fyzikalnich jednotkédch C, = wupo/urpo, pfevod pro kinematickou viskozitu C, = C,C,
a nasledné samotnou kinematickou viskozitu modelové tekutiny v;p. Pouhym dosazenim
do vztahu (1.8) ziskdme kyZzeny relaxacni ¢as, a tedy vSe potfebné k zahdjeni simulace.
Zjistovat ¢asovy krok casto neni nezbytné nutné.

Cely postup je shrnut nasledujicim diagramu:

W;ze, fyzikalni rychlost Ugp, C, Cy Cr

y
wow s on ey > v >
§ffka kandlu, jemnost mriZky c LB T

Obr. 3.1: Diagram postupu pfi zjistovani prevodovych funkei a rela¢niho ¢asu.
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Kapitola 4

Odvozeni Navierovych-Stokesovych
rovnic

Na nésledujicich fadcich je ptiblizeno odvozeni Navierovych-Stokesovych rovnic z Bolt-
zmannovy diskrétni rovnice.
Vychozim tvarem je tedy jiz diive popsand diskrétni Boltzmannova rovnice

fa(ri +e,dt,t +dt) = fo(rit) — — [fa(ri,t) — f3(x, )] (4.1)

1
Tf

Jelikoz dt je mala zména cCasu a nasledné e,dt je mald zména polohy, nalezi distribucni
funkce f,(r; + e dt,t + dt) okoli vychozi funkce f,(r;,t). Lze ji tedy vyjadiit Tayloro-
vym rozvojem. Pro odvozeni Navierovych-Stokesovych rovnic posta¢i Taylortv rozvoj do
druhého radu vcetné

W +eaV fulrs, t)} +

fa(ri+eadt,t+dt) == fa(ri,t)+6|:
8fa(ri,t)

102 fo(rs,t)
2 - 67 (2
€ [ ——— 4 e,V T

1
2 R + éeaveana(ri, t)] (4.2)

Dosazenim do puvodni rovnice (4.1) a zjednoduSenim zapisu distribu¢éni funkce

(fa(r;,t) = f,) ziskdme

Ofa 10%f, Ofn 1 1
—— te Vi, +el 3 +e,V——+-e, Ve, Vf, | = ——(fa— f1). 4.3
ot Jate (2 a2 at 2 / erf(f fa) (43)

Pred dalsimi tupravami je nutné vzit v tivahu néasledujici: Jelikoz cas potfebny pro
difuzi (t3) je mnohem delsi nez ¢as §ifeni tepla pii proudéni (¢1), je nutné jednotlivé casy
separovat. Chapmantiv-Enskogtv rozvoj navrhuje rozlozit ¢asovou derivaci nasledovné [5],
8]

0 0 0

- — 2_
ot~ o on (44)
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Obdobné lze rozvést derivaci podle prostorové proménné (pro kterou postacuje jediny
¢len Chapmanova-Eskongova rozvoje) a distribuéni funkei kolem své rovnovazné polohy

0 o
EE = GE%’ t=2,Y,% GL5)
fa = J& el (4.6)
kde
fot = efD+ P (4.7)

Déle, rovnovazna funkce f¢¢ zavisi vzdy na mistnich makroskopickych veli¢inach — hus-
toté a hustoté hybnosti a naplinuje vazby

q q
p=> _[fU a pu=j=) fde,, (4.8)
a=1 a=1

kde q je celkovy pocet smeérii.
Tu doplnuje nerovnovazna funkce "¢, ktera je vazana podminkami

q

q
0=> % a 0=> nflMe, kde k=12 (4.9)
a=1

a=1

To proto, ze nerovnovazna funkce popisuje vykyvy makroskopickych veli¢in, hustoty

a hustoty hybnosti, ze svych rovnovaznych poloh, a tedy tyto vykyvy se musi vzajemné

vyrusit, aby dostaly zakontim zachovani hmotnosti a hybnosti. Dosadime-li predpoklady

(4.4) - (4.5) do rovnice (4.3), dostaneme rozséhly vyraz. Pro piiklad je uvedena tprava
prvniho ¢lenu vyrazu (4.3) dosazenim Chapmanovych-Eskongovych rozvojt

Ofu _ 0fct  0fer [ 0fs  0f 017 | L0f

o o o TN\ o T "o T an )

Po této tipravé rovnice (4.3) lze porovnat ¢leny s jednotlivymi fady € a ziskat tak

ofe %
a% eaVyfi = —fT (4.10)
pro iad €° a
o1 o w1 o ofet 19t [
ot + Ot +eaVif, +§eav1eavlfa +e.Vy ot +§ (‘)t% - (4.11)

pro fad €', kde 7 = ery.
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Jednoduchymi algebraickymi tpravami lze rovnici (4.11) pfevést na tvar (4.14)

eV, CeaViofe 1 o €aVifs)
(4.10) 25, + 2eaV1eaV1fa = 5 (4.12)
0 O2fed 1 ofed ofiY
—— . (4.10) : a4 - a — _ 4.1
20t (4.10) e 2%V, 210t (4.13)
| 1Y (of w) , ofe  ofd
(4.11) — (4.12) — (4.13) (1—5) ( o, +eVify | + . .(4.14)

Rovnice (4.10) a (4.14) vedou po seCteni pfes o na nasledujici makroskopické rovnice
zédkont zachovani hmotnosti a hybnosti

dp

- = 4.1
5 + Vpu 0 (4.15)
Jdpu

—_ IT = 4.1
5 +V 0, (4.16)

kde II je tenzor toku hybnosti a pro plosnou tlohu ma tvar

sz = Zeaweay |:f§q + (1 - %) fc(ul):| ) (417)

a=1

kde e, a eqy jsou po fadé x-ta a y-ta slozka a-tého vektoru rychlosti.
Obdobny vztah plati i pro prostorovou tilohu (tensor je fadu 3 a zohledriuje vSechny tii
slozky rychlosti).

Konkrétni podobu tenzoru II ziskame pro konkrétni systém rychlosti a rovnovaznou
funkci f°, pro konkrétni model. V dalsim odvozeni budeme uvazovat dfive predstaveny
model D2Q9 s deviti diskrétnimi rychlostmi (viz kapitola 1). Odvozeni timto neztraci na
obecnosti, nasledujici plati pro mnohé modely, které spliuji potiebné symetrie pro dosa-
zeni Navierovych-Stokesovych rovnic (napf. prostorové modely D3Q15, D3Q19) [5], [8]. Pfi
evaluaci tenzoru Il musime nejprve definovat rovnovaznou funkci, kterad zatim nema kon-
krétni podobu. Chen a kol. [4] navrhuji pro nizké Machovo ¢islo u/Cy (kde Cj je rychlost
zvuku) néasledujici tvar f z4visly az na O (u?)

[ = p(a+b(equ) +c(eu)’ + du?) (4.18)

kde a, b, ¢ a d jsou koeficienty miizky, které lze ziskat analyticky uzitim vztahu (4.8).
Kone¢ny tvar rovnovazné funkce tedy je [5]

3

fer = g (143 ) + 5 (en® = 3u2), (4.19)

kde wy =4/9,w1 234 = 1/9 a w5675 = 1/36 pro model D2Q9.
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Po dosazeni do rovnice (4.17) dostaneme pro nulty a prvy fad e
q
ch%) - Z €azCayfa’ = POuy + PUsly
a=1

1 q
ey = (1 B Z) > castay ) = v (Valpuy)) + Vy(pus)

a=1

kde tlak p = p/3 a kinematicka viskozita v = (27 — 1)/6 [5]. Pro dfive zminénou rychlost
zvuku navic plati Cy =1/ V3.

Konec¢né, dostavame rovnici

Oouy

P (E + Vy“ﬂﬁ“l/) = —Vup + vV, (Valpuy)) + Vy(puz)) , (4.20)

ktera pro malé zmény hustoty odpovidd Navierovym-Stokesovym rovnicim [5], [25].
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Kapitola 5
Vypocet sily

Jednou z Gloh v rdmci numerického simulovani proudéni je zjisfovani sily pisobici na obté-
kané téleso a nasledné odporovych a vztlakovych koeficient pro rtizné profily. Na nasledu-
jicich tadcich je uvedeno, jak lze vyuzit Boltzmannovy metody k ziskani odporového koefi-
cientu pomoci dvou rtznych metod: souctu elementarnich tlakt na plochu télesa a zmény
hybnosti.

5.1 Odporovy koeficient

Odporovy koeficient cp je v jistém smyslu odrazem tvaru télesa a jeho interakce s kolem
proudici tekutinou. Cim vyssi je koeficient odporu cp, tim vétsi odpor klade téleso proudu.
Télesa aerodynamického tvaru maji odporovy koeficient cp pomérné blizky nule.

Vztah pro ziskani odporového koeficientu je

Fp

T 517 5.1
%POU?)A ( )

Cp =

kde Fp je skutecnéd odporova sila piisobici na téleso, pg je hustota tekutiny na vstupu, ug je
vstupni rychlost tekutiny a A je primét télesa do roviny kolmé k proudu.

Citatel pfedstavuje silu, kterd ve skutecnosti pfisobi na téleso ve sméru rovnobézném
s proudici tekutinou. Jmenovatel je pak vyjadfenim hrubého odhadu této sily - 1/2pgu? je
hydrodynamickym tlakem vyvolanym tekutinou o hustoté py a rychlosti ug, ktery ptisobi
na plochu A. Odhadovana sila tedy zahrnuje jen vstupni parametry tekutiny a zanedbava
tvarové vlastnosti télesa.
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Obr. 5.1: Znazornéni vyznamu odporového koeficientu: v popredi realné téleso a v pozadi
jeho prumét.

5.2 Soucdtova metoda

Souctova metoda je velice prosta. Vychéazi z pouhého sec¢teni vSech elementarnich sil piiso-
bicich na povrch obtékaného télesa ve sméru rovnobézném k proudu. Kazdou takovou silu
muzeme potom vyjadrit jako elementarni tlak p; ptisobici po orientované plosce A;, tedy

S
Fpi =Y piA;, (5.2)
=1

kde S je celkovy pocet elementarnich ploch, které tvoii povrch obtékaného télesa.

Jelikoz LBM se aplikuje na kubickou miizku, veskeré obtékané objekty jsou téz upraveny
na soubor malych krychlicek. Pro zpfesnéni vypoctu je vhodné ptejit k trojihelnikovym
prvkim, které lépe kopiruji zvlasté oblé povrchy téles.

Pro vypocet koeficientu odporu jsem pouzila triangulaci, ktera prevede tvar z kubické
miizky na soustavu trojuhelniki tak, ze vrcholy trojihelnikd vzdy lezi na uzlech ptivodni
miizky. Na obr. 5.2 je ukazka variant vlozeni trojihelnikového prvku do ptivodni kubické
mrizky.

Tlak, ktery ptisobi na elementarni plochu je uvazovan konstantni a jeho velikost je dana
tlakem v nejblizsich uzlech. Elementarni tlaky p;s jsem pro kazdou plosku ziskala linearni
interpolaci z okrajovych uzli (A,B,C) ve tvaru aritmetickému primeéru

_ bia + piB + Pic
3 )

Dis (53)

kde p;4, pip a pic jsou tlaky v uzlech ve vrcholu trojihelniku, jak je znazornéno na obr. 5.3.
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Obr. 5.2: T¥i zakladni priklady triangulace pouzité pro vypocet odporového koeficientu cp.
Dalsi mozné varianty pak vzniknou natacenim uvedenych podle soutadnych os.

C A

Fy Obr. 5.3: Trojuhelnikovy prvek na
A B povrchu obtékaného télesa.

5.3 Zména hybnosti

Tato teorie vychézi z prace A. J. C. Ladda [17], [18], ktery navrhuje vypocet sily pisobici
na obtékané téleso ze zmény hybnosti ¢astic tekutiny srazejicich se s obtékanym télesem.

P1i narazu ¢astice na povrch obtékaného télesa se tato Castice odrazi zpét a ztraci cast
své hybnosti. Tedy velikost rychlosti takové c¢astice je po narazu o néco mensi a jeji smér
je opacny.

Jak bylo nastinéno v kapitole 1.3, odrazeni c¢astic od stény miize byt vyjadieno jako

for(rit +dt) = fa(rit) — S[fa(rs ) — f3(ri, 1)] (5.4)
kde f, je distribu¢ni funkce rychlosti odpovidajici smérovému vektoru e,s, ktery je
opa¢ny k ptvodnimu vektoru e, (e, = —e,). Rovnice (5.4) pfedstavuje zménu hybnosti

odrazenych castic a zahrnuje téz kolizi.

Céstice proudici ve sméru e, maji pied narazem na povrch obtékaného télesa hybnost

ja = eafa- (55)
Hybnost stejnych ¢astic po narazu je pak
Jor = € for- (5.6)
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povrch télesa

Obr. 5.4: Céstice odrazejici se od obtékaného télesa se vraceji do ptivodniho uzlu s hybnosti
opacné orientace a jiné velikosti zavislé na koliznim procesu.

Z rovnic (5.4), (5.5) a (5.6) vyplyva, ze zména hybnosti ve sméru « je dana souc¢tem
opa¢nych distribu¢nich funkei funkei f,(r;,t) a f.(r;, t 4+ dt) [23], jak je téZ ilustrovano na
obr. 5.4. Je samoziejmé, ze o volime pouze takové, jaké odpovidaji sméru, kde se vyskytuje
prekazka proudu (napf. pro uzel A z obr. 5.4 volime o = 5, 6).

V kazdém uzlu bezprostiedné blizkém povrchu télesa tedy zname zménu hybnosti ¢astic
Aj; pti narazu. Jelikoz se pohybujeme v jednotkach mfizky, kde c¢asovy krok je roven jedné
(dt = 1,dr = 1) a pfedpokladdme malou zménu hybnosti (Aj;, = dj,), pak celkovd zména
hybnosti v uzlu odpovida elementarni sile ptisobici na obtékané téleso v daném bodé

dj,
% Ji (5.7)

P1i vypoctu odporového koeficientu pottebujeme znat pouze tu slozku, ktera je rovno-
bé&zn4 s proudem. Casto se smér proudéni voli rovnob&zny s osou x (viz obr. 1.4), a proto
potfebnou slozku sily 1ze vyjadrit:

Fpi = eae (fa(rit) = fo(ri, t +dt)), (5.8)
kde eqqfo(ri,t +dt) = —enry for (s, t + dt)

pro ¢ jdouci pres vSechny uzly v tésné blizkosti obtékaného télesa. Celkovou silu pak lze
jednoduse ziskat sec¢tenim elementarnich odporovych sil Fp;

Fp=> Fpi. (5.9)

Ladd téz uvadi, ze tento pfistup k vypoctu odporové sily je limitovan nizkymi Rey-
noldsovymi ¢isly, tedy niz$imi nez 100 [17].

25



Kapitola 6

Numerické vysledky

V této kapitole je stru¢né nastinéna struktura programu a dale tfi testovaci priklady, na
nichz jsem ovétila jeho spravné fungovani. Jde o porovnani vlastnich vypoctt s pracemi
Benese a kol. [1], vedouciho této prace Ing. Bublika a Richtera [26].

6.1 Implementace v jazycich Matlab a C++

Pro implementaci LBM jsem uzila programovaciho jazyka MATLAB a jazyka C++. Pii
modelovani proudéni ve 3D je nejvétsim tuskalim objem dat. U trojrozmérnych piipadi
je matice distribu¢nich funkci rychlosti ¢tyfrozmérna, jelikoz v kazdém bodé prostoru je
navic definovano celkem 19 funkci. Takové rozvrzeni je vSak z hlediska paméti nevhodné.

Casto se pomoci trojrozmérného modelovani fesi piipady, kdy jen mala ¢ast objemu
oblasti je dilezitd pro vypocet a zbylé distribu¢ni funkce rychlosti (mimo tekutinu) jsou
konstantné rovny nule. Proto se uzly fadi do jediného fetézce a spolu s 19 distribu¢nimi
funkcemi tedy tvori matici ¢ x 19, kde ¢ jde pres vSechny uzly v tekutiné. Takové rozvrzeni
zbytecné neuchovava informace o uzlech mimo tekutinu. Samoziejmé je pak tireba ulozit
dalsi informace o ptivodni struktufe (informace o pozici uzlu a jeho uzlech sousednich), ale
v porovnanim s ptivodnim rozvrzenim jde bezesporu o uspornéjsi variantu.

MATLAB je velice ptijemny k pouzivani, jelikoz mnoho procest, které by se progra-
movaly jen velice zdlouhavé, nabizi jako hotové metody pripravené k pouziti. Toho jsem
vyuzila jednak pii vytvareni mriizky, kdy je tfeba definovat, jaké uzly se nachazi v teku-
tin€ a které nikoli, a dale naptiklad pfi triangulaci povrchu télesa pti urcovani odporového
koeficientu.

Pro vlastni aplikaci LBM jsem vSak pouzila programovaciho jazyka C++ v podobé
vlozené metody. Efektivita jazyka C++ je totiz mnohonasobné vyssi nez u MATLABu
a v ramci LBM neni potifeba komplikovanych programovych operaci. Metodu v jazyce
C-++ jsem do ptvodniho programu vlozila pomoci rozhrani MEX (MATLAB executable).
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Obr. 6.1: Diagram LBM. Zluty rdmecek oznacuje ¢ast programu psanou v jazyce C++.

6.2 Kanal s kolmym ramenem

V této ¢asti je porovnan vystup mého programu MRT LBM s vysledky Benese a kol. [1],
kteri pracovali s metodou konec¢nych objemt.

Byl uvazovan kanal ¢tvercového prifezu o strané D, délka tiseku kanalu pied i za
ramenem byla nastavena na 10D a samotné rameno mélo délku téz 10D. Vsechny pa-
rametry byly vazany pouze Reynoldsovym ¢islem, které bylo nastaveno na hodnotu 400.
Konkrétné pro sviij vypocet jsem uvazovala délku strany kandlu D = 0.04|m], vstupni
rychlost ug = 1[ms™1] a kinematickou viskozitu v = 10~4[m?s™1].

Obr. 6.2: Tlustrace tvaru kanalu a jemnosti mtizky.
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Problém byl metodou kone¢nych objemii pocitan na ptriblizné 50 000 elementarnich
objemech [1], v MRT LBM jsem pouzila p¥iblizné 100 000 uzlt.
Na obrazcich 6.3 a 6.4 jsou uvedeny vysledky ziskané v podélném fezu kanalem.

Obr. 6.3: Porovnani izoc¢ar pole rychlosti v kanale ziskanych pomoci vlastniho softwaru
MRT LBM (vlevo) a metody koneénych objemt (vpravo) publikovanych v [1].

Obr. 6.4: Porovnani proudnic v kanale ziskanych pomoci vlastniho softwaru MRT LBM
(vlevo) a metody koneénych objemi (vpravo) publikovanych v [1].

6.3 Kanal s rozsifenym kolenem

Druhym srovnavacim prikladem je kanal s rozsitenym kolenem.

Kanal je ¢tvercového prirezu. Pred a za ohybem, v uzsi ¢asti, je sitka 10 uzld a rozsitena
¢ast mé rovnéz Ctvercovy priifez se stranou o 15 uzlech. Déle bylo stanoveno Reynoldsovo
¢islo na hodnotu 100. Na obrazku 6.5 je pfiblizena podoba kanéalu.

Vysledky znazornéné na obrazcich 6.6 jsou vesmés pocitany pomoci MRT modelu.
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Obr. 6.6: Mé vysledky (nahofe) porovnané s vysledky pana Bublika (dole). Izo¢ary rychlosti
v prifezu na zacatku (vlevo), v koleni (uprostfed) a na konci kanélu (vpravo)

6.4 Vypocet odporového koeficientu

Poslednim srovnavacim ptikladem je vypocet odporového koeficientu krychle. Volba krychle
je vhodna z hlediska presnosti, jelikoz povrch krychle lze pfesné vystihnout kubickou miiz-

Vypocet jsem provedla pro kandl o ¢tvercovém prifezu o strané 100 dr a délce 90 dr,
do jehoz stfedu jsem umistila krychli o strané 10 dr. Odporovy koeficient jsem zjistila
pro mnoho riznych Reynoldsovych c¢isel v rozmezi 10 a 250. V tabulce 6.1 jsou uvedeny
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Obr. 6.7: Rez kanalem pro
vypocet odporového koefi-
cientu a umisténi obtékané

krychle.

vysledky [26] porovnané s vystupy mého MRT LBM pro souctovou metodu a metodu

zmény hybnosti, stejné tak v grafu 6.8.

Re 10 25 20 5 100 150 200 250
Richter a Nikrityuk | 4,815 | 2,653 | 1,775 | 1,428 | 1,233 | 1,014 | 0,89 0,819
souctova metoda 7,18 3,76 2,04 | 1,5037 | 1,2314 | 0,97 0,8271 | 0,7467
zména hybnosti 5,2787 | 2,6478 | 1,83 | 1,38 0,9822 | 0,8651 | 0,8191 | 0,7927

Tabulka 6.1: Tabulka odporovych koeficienti pro rtiznd Reynoldsova c¢isla. Vysledky po
fadé Richtera a Nikrityuka, MRT LBM souctové metody a MRT LBM metody zmény

hybnosti.
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Obr. 6.8: Porovnani vysledkt Richtera a Nikrityuka s MRT LBM.

Vypocet pomoci metody zmény hybnosti je relativné presny, hodnoty pro proudéni
s Re<100 jsou velice blizké referenénim. Dokonce ani hodnoty pro Re>100 nejsou prilis
odchylené od referenc¢nich, prestoze metoda zmény hybnosti neni pro vyssi hodnoty Rey-
noldsova ¢isla doporucovana [17].

Vysledky souctové metody jsou uspokojivé. S klesajicim Reynoldsovym ¢islem vSak
odchylky od referen¢nich hodnot rostly. Pfesnost metody by se patrné dala zvysit vyssim
rozliSenim miizky a Sir§im kanalem - ani jedno vSak nebylo mozné kvili pamétové kapacité
vypocetni techniky.

6.5 Proudéni v cévach

Poslednim piikladem je vyuziti Boltzmannovy miizkové metody (MRT LBM) pro vypocet
neni jako takové predmétem této prace, je zde cévni systém bran pouze jako dalsi z moz-
nych geometrii, na které je ukdzano pouziti LBM pro vypocet proudéni v kanalu s vicero
vétvemi a proménnou prutoc¢nou plochou. Pouzita geometrie byla ziskana z CT snimku
useku cévniho systému a déale upravena pro pouziti ve vypocetnim softwaru. Rychlost na
vstupu byla uy = 1[ms~ '], kinematicka viskozita v = 3 - 10~3[m?s~!] a charakteristicky

-----
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ostatni konce jsou vystupni. Nasledujici obrazky ilustruji vysledek simulace.

Rychlost [ms”]
2.5000

1.8750
1.2500
t0.62500
0.00000

Obr. 6.9: Rychlosti profily v nékolika fezech cévami.

Rychlost [ms”]

Obr. 6.10: Proudnice zobrazujici proudéni krve v cévnim systému. Jejich barva odpovida
rychlosti proudéni.
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Zaveér

Cilem této prace bylo seznamit se se zakladni teorii LBM. Dale pak jeji rozsifeni na sta-
bilnéjsi MRT model a uplatnéni v modelovani trojrozmérného proudeéni.

K ovéfeni spravného fungovani vlastniho vyvinutého softwaru jsem nemohla pouzit
srovhani s experimentem, proto jsem pfristoupila k moznosti porovnani alespon s nume-
rickymi vysledky publikovanymi jinymi autory [1], [26]. Srovnani bylo provedeno jednak
s numerickymi vysledky ziskanymi za pomoci softwaru vyuzivajiciho téz LBM, softwaru
vedouciho této prace Ing. Bublika, a téZ s numerickymi vysledky dosazenymi Benesem
a kol. [1], ktefi publikovanych vysledki dosahli pouzitim metody koneénych objemt. Nu-
merické vysledky vlastniho softwaru MRT LBM v obou pfipadech kvalitativné odpovidaly
referencnim.

Déle byl jiz ovéreny software rozsifen o metodu pro vypocet odporového koeficientu. Vy-
sledky vyhodnoceni odporového koeficientu krychle pro rizné Reynoldsova ¢isla byly opét
srovnany s referenénimi vysledky uvedenymi v praci Richtera a Nikrityuka [26]. Vysledky
se daly povazovat za presné pro Re>75, a to pro obé uzité metody, souc¢tovou metodu i me-
todu zmény hybnosti (pfestoze metody zmény hybnosti je doporuc¢ovana pro Re<100 [17]).
vrch télesa nelze dostatecné presné popsat ¢tvercovou miizkou. Tomuto problému se vénuji
ve své praci napiiklad Mei a kol. [23] a mohlo by byt i moznou nadstavbou a pokra¢ovanim
této prace.

Déle by do budoucna bylo mozné pracovat na stabilité vypocta vyvinutého softwaru.
Nabizi se predevsim implementace realnéjsich okrajovych podminky na vstupu a vystupu.
Ty jsou pfedmétem mnoha praci, napfiklad Succi [27] ¢ Ho a kol. [15]. TéZ by bylo moznosti
upravit stavajici model modelem pro turbulentni proudéni, coz vy vedlo na mnohem Sirsi
vyuzitelnost vyvinutého softwaru.

LBM je metoda, ktera se stale vyviji. Ma vsak obrovsky potencial a pro svou jednodu-
chou implementaci a vysokou variabilitu i jistou budoucnost mezi numerickymi metodami
mechaniky tekutin.
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