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Abstrakt

Hlavnim cilem této prace je prozkoumat moznost vyuziti centroidniho Voroného
diagramu pro modelovani terénu. Pivodni body (X, y7) jsou touto metodou premistény
tak, Zze vysledna teselace na téchto bodech ma vyhodnéjsi vlastnosti. Pfemisténi bodl
vsak vyzaduje prepocitat souradnici z ¢imz dochazi k urcité chybe. Prace otestovala
velikost chyby pro riizna vstupni data.

Dalsim dil¢im tkolem bylo zjistit, jak se centroidni Voroného diagram chova na
realnych datech (tedy jak se zméni puvodni vzhled terénu), kde méfeni chyby neni
mozne.

Poslednim tikolem bylo vytvofeni pomocnych modulli, naptiklad generatoru zkusebnich
bodii, které pomohou s testovanim.

Abstract

The main objective of this paper is to explore the possibility of using centroidal VVoronoi
tessellations for modeling of the terrain. The original points (x,y) are relocated by this
method so that the resulting tessellation of those points has more favorable properties.
Relocation of the points requires recalculation of z coordinate, which creates error. We
tested the error for different input data.

Another partial task was to determine how centroidal VVoronoi tesselletaion behaves on
real data (ie how it changes the original appearance of the terrain), where measuring
error is not possible.

The last task was to create auxiliary modules, such as a generator of test points.



Obsah

I G OO 5
2. TEOTEHICKA CASL ..veeeeiiiiieeeiiiee ettt ettt ettt e s sttt e e s abe e e e s sbt e e e s s eabeeeeeanes 6
2.1, POtEDNE POJIIIY..eeerurieiiiieiiieesiiee ettt e sttt et e ettt e sttt e sabe e e bt e sttt e sab e e sabeesabeeesabeeennreesanee 6
2.2 TrojuhelInIKOVA ST ...ccoiuiieiiieiiiee ettt sttt et s s e e 8
2.3 KoNVeXNT ODALKA......cuviiiiiiiiiii ittt s e e e 10
2.4 VOron€ho diagramml....c.cueeruiieriieiiiiienieee st eniiee sttt et e et e st esabe e esabeesbeeesareesnnneeeas 11
3. INAVIZENE TESCI..ceeuuveeeeieeeiieesiiee ettt ettt e sttt e sit e ettt e sttt e st e sbbeesabe e e sabeeebbeesabeeesabeeennneeaas 15
00 1Y/ o o (1] YRS PPSRN 15
3.2 Vstupni @ VYStUPNT SOUDOTY ...cceiiuiiiiiiiiiiieiiiieeessieee st e e sriae e e s sareeesssreeeessnreeessnns 16
I G T4 A F: 1 172X (o) o PRSPPI 17
3.4 Modul pro generovani oAU ..........evevviieeieiriieee e crirer et sree e s e e e s sareeeseae 19
3.5 Modul pro premistovANT BOAU.........eeeeueieiiiieiiie et sre e sree e ens 21
3.6 Modul pro Delaunayho triangulace (DT)......ccceeeeieeicieeeieee e siee e sree e 23
3.7 Modul pro vypocet ,z° SOUFAANICE ......cuvvereirrrererriieeessiiteeeerreeessssrreesssreeeesssareeessnns 24
3.8 Modul pro vypocet odchylky Centroidil.........ceeevreuvereririeereiriieeeeiiireresreeeessereeesenns 25
3.9  Modul pro méteni piesnosti interpolace bodli.........evevvvveereiriiereiiiiieeeerieeeerieee e 26
4, EXperimenty @ VYSICAKY ..covcuvveiiiiiiiieiiiiee sttt ee s sree e st e e s s e s ssntree e s snsnne e s snnnaeee s 29
4.1  Experiment 1: Méfeni zavislosti chyby na poctu bodi........cceeevvereircvereeriiiereernnennn. 30
4.2 Experiment 2: Méteni zavislosti chyby na poctu iteraci..........cceeveeeiieeenieeeniienennnen. 35
4.3  Experiment 3: VIiv pfesuntl na vzhled terénu .........ccceeevveveeeeiiivereiicieeesscieeeeesineenn 38
4.4 Experiment 4: Orientacni ZAtEZOVE tESTY...cccevvurerirriiiiieiiiiiee et 41



1. Uvod

Pro digitalni reprezentaci teréni je potieba velkého mnozstvi naméfenych bodu.
Z téchto bodl se nasledné vytvaruje trojuhelnikova sit. Pro co moznd nejptesnéjsi
modely je vSak dulezité se zaméftit také na rozlozeni bodu. Pro pfesun bodl existuje
mnoho rtznych interpolacnich algoritmi, které je vhodné pouzit podle casové ¢i
vykonnostni naro¢nosti. Bézné¢ se pro tento druh problému pouzivaji centroidni
Voroného diagramy, které vhodné rozd¢€luji prostor na mensi podprostory tvorené
mnozinami bodu.

Centroidni Voroného diagramy (dale CVT) jsou zplisobem, jak rozd¢lit prostor k dané
diskrétni mnoziné objektd v prostoru, napiiklad diskrétni mnozin¢€ bodi. CVT se velmi
Casto pouziva naptiklad pro upravu povrchi triangulovanych modeld. V této praci nas
tedy zajima, jak lze vyuzit CVT pro digitalni modely terénu.

Ukolem této prace je ovéfit, zda pii premisténi bodd dle CVT dostaneme vhodng&jsi
model terénu, nez byl plvodni. Toho docilime porovnanim chyby interpolace na
puvodnim a upraveném modelu na bodech vygenerovanych z funkce z = f(x, y). Dale
ukazeme chovani na realnych bodech naméfenych v terénu, kde pfimé porovnani neni
mozné. Soucasti prace jsou dal$i pomocné moduly, naptiklad generator zkuSebnich
bodl (x, y, f(x, »)) pro rizné funkce.

Préace obsahuje nasledujici ¢asti:

- Kapitola 2 - Teoretickda ¢ast — podava stru¢né informace o interpolacich,
trojihelnikovych sitich, Voroného diagramech (obzvlast¢ o Centroidnim
Voroného diagramu), vhodné metody pouzivané pro interpolaci bodi a
vysvétleni dalSich dalezitych pojmii.

- Kapitola 3 - Realizace feSeni — v€nuje se navaznosti modull, jednotlivym
modulim bakaléiské prace, jejich navaznosti a vhodnému zpusobu ukladéani dat
do souboru pro dalsi pouziti.

- Kapitola 4 - Experimenty — vénuje se pribéhu testovani, popisuje experimenty a
vyhodnocuje jejich vysledky.

- Kapitola 5 — Zavér — rekapituluje stanovené cile a shrnuje dosazené vysledky.



2. Teoreticka ¢ast
2.1. Potfebné pojmy
Afinni prostor

Afinni prostor je v geometrii prostor, na kterém je definovano sc¢itani bodu a vektori.
Jedna se o zobecnéni eukleidovského prostoru [2].

Afinni prostor je mnozina 4 spolu se zobrazenim
+VxA-A4 (va)—v+a
kde Vje vektorovy prostor, ktery ma nasledujici vlastnosti [13]:

1. Pro kazdé av Aplati 0 + a = a, kde 0 € V je nulovy vektor
2. Prokazdé v, wve Vaav Aplativ+ wW+a) = w+w)+a
3. Pro kazdé av A, zobrazeni V — A, v v + a je bijekce.

Volbou pocatku a € A je moZné identifikovat 4 s vektorovym prostorem I zobrazenim
a + v v. Naopak, kazdy vektorovy prostor V je afinni prostor nad sebou samym.

Barycentrické souradnice

Tento soutadnicovy systém byl vytvoien Augustem Ferdinandem Mdobiem v roce 1827
[4]. Obecnou definici barycentrickych soutradnic lze zapsat takto:

Necht’ x3,...,x5 jsou vrcholy simplexu v afinnim prostoru A. Pokud pro jakykoliv bod p
V A plati:

(ap+ 4+ a)dp= ax; + -+ apx,

a zaroven alespon jedno z ajy, ..., 4, je nenulové, mizeme fict, ze koeficienty (ay, ..., an)
jsou barycentrické soufadnice bodu p s ohledem na x, ..., xn.

Barycentrické soufadnice jako takové nejsou unikétni — pro kazdé b, které neni nulové,
plati, ze (bay .., ban) jsou rovnéz barycentrickymi soufadnicemi bodu p. Z tohoto
divodu se v nékterych ptipadech pouziva podminka:

Zai:].

kterd déla soutfadnice unikatnimi. Pokud tato podminka plati, barycentrické soutfadnice
Jiz nejsou homogenni soufadnice, ale afinni soufadnice.

M¢éjme trojuhelnik 7" definovany jeho tfemi vrcholy ri, rz a r3 Kazdy bod p uvnitf
trojuhelniku pak lze zapsat jako unikatni konvexni kombinaci téchto tii vrcholti. To
znamena, ze pro kazdé p existuje unikdtni kombinace Cisel A4,4,,43 =0, pro které
plati:



/11 + /12 + /13 = 1
pak kazdy bod p lze definovat jako:
p - /117"1 + /127‘2 + /’137‘3

Cisla Az, Az Az jsou pak barycentrické soufadnice bodu p s ohledem na trojuhelnik,
ve kterém se p nachazi.

Jednim z nejefektivnéjSich zplsobl zjisténi barycentrickych soufadnic je pouziti
Cramerova pravidla pro feSeni linearnich systémi. Pokud zname umisténi vrcholi 4, B,
C trojuhelniku a bod p, u kterého chceme zjistit barycentrické soufadnice, spocitame
vektory vy, = C- A, vy = B- A, v, = p- A, poté jejich skalarni souCiny doty, =
Vo X Vg, doty; = vy X V1, doty, =V XV, doty; =v; Xv; a doty, =v; Xv, a
dostaneme tuto soustavu rovnic:

dOt()l dotoz - d0t01 d0t12
1 dotoo d0t11 - dOtOldOt()l

dotoo d0t12 - dOtOldOtoz
N dotoo d0t11 - dOtOldOt()l

2

/13 =1- /11 - /12
pro které plati:
(dotyy doty; — dotyidoty;) # 0

Centroid

Vv oew

aritmeticky pramér pozic vSech boda v simplexu. V konvexnich tvarech obecné plati, ze
centroid se nachazi uvniti konvexniho obalu. V trojuhelniku lezi centroid na misté, kde
dochazi k pruniku v8ech téznic trojihelniku. Lezi tedy na Eulerové piimce trojuhelniku

[1].

V trojuhelniku 1ze centroid popsat pomoci kartézskych soutadnic. Mame-li trojuhelnik
svrcholy a = (x5, ya), b = (x5, y1), ¢ = (X yc), |ze centroid C vyjadfit pomoci vzorce:

1 1 1
C= §(a+b+c) = (§(xa+ Xp + xc):g(ya'i' Yp + yc))

Pro obecny vypocet centroidu musime znat body oblasti a jeji velikost. Velikost oblasti
A tvofené N body mizeme spocitat pomoci rovnice [3]:

A=

N| =

N-1
z (XiYi+1 — Xix1Yi)
i=0

a nasledné lze vypocitat centroid C pomoci soustavy rovnic [3]:
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N-1

1
Ce=— ) (i +Xip1)(XiYig1 — Xig1Yi)
64 Z ’
1=

N-1
1
C, = A z Vi + Yir) XiYier = Xi41 Vi)
i=0

Interpolace

Existuje n€kolik bézn¢ pouzivanych matematickych definic interpolaci. Jednotlivé
definice se od sebe 1i$i pouze tim, pro jakou matematickou ¢innost je autor pouziva
nebo s jakymi daty pracuje. Interpolace (z latinského inter-polare, vylepsit vkladanim)
maji vV numerické matematice nasledujici definici:

,Interpolace je metoda pro nalezeni pfiblizné ¢i piesné hodnoty za pomoci znamych
hodnot.* [15]

Jedna se tedy o zplisob, jak nalézt hodnoty bodil funkce za pomoci jinych spoctenych
nebo naméfenych hodnot.

Nyni definujme interpolace z matematického hlediska. Mé&jme funkci f(x), jejiz hodnota
je znama v bodech f(xy), f(x7), ... f(xs). V tomto piipadé interpolace znamena nalezeni
funk¢ni hodnoty f(x), plati-li, ze x0 < x < x, — tedy zname-li body xy a x, muizeme
pomoci interpolace nalézt bod x (napiiklad polynomem).

2.2 Trojuhelnikova sit’

M¢gjme mnozinu bodl v terénu, kterou nazyvame vrcholy. Tyto vrcholy pak budou
vstupem do triangula¢niho algoritmu. Hranou nazvéme spojnici mezi dvéma vrcholy
V siti, jez neprotind zadnou z jinych hran. Z toho vyplyva, Ze hrany se mezi sebou
neprotinaji nikde jinde nez ve vrcholech sité. Trojice hran pak tvofi jeden trojihelnik
vsiti a kazda vnitini hrana (tedy neokrajovd) je soucdsti dvou trojihelnikl v siti.
Celkovy pocet hran a trojihelnik sit€¢ v 2D nezdvisi na pouzitém triangulacnim
algoritmu.

Samotnou trojuhelnikovou sit’ [14] pak tvoii mnozina sousedicich a vzajemné se
nepiekryvajicich trojihelnikli interpolujici zadané body. K jejich popisu se obvykle
pouziva mnoZzina vSech vrcholil a hran.

Pro vypocet trojiihelnikové sité je potfeba vstupni mnozina bodl. B&zné jsou rozsifené
dva mozné druhy vstupnich dat — pravidelné a nepravidelné vzorky dat. Pravidelné
vzorky se b&zné v literatute nazyvaji pojmem GRID a z nazvu vyplyva, Ze se jedna o sit’
pravidelné rozmisténych vrcholi. Zpravidla se pro pravidelné sit€ vyuziva Etvercové
rozmisténi bodl v siti, ale obCas se lze setkat i s Sestithelnikovym rozmisténim.



Vyhodou tohoto druhu sité je jednoduchost samotné triangulace bodl a pravidelnost
vysledku. Hlavni nevyhodou je mala flexibilita — nemoznost reagovat na nerovnosti
Vv terénu, které se kvuli pravidelnosti ve vysledcich ztrati. Tim lze ztratit urcité¢ detaily
terénu a zaroven tim dochazi k nedokonalosti interpolace.

Nepravidelné sité se bézné oznacuji jako Triangulated Irregular Network (TIN, viz obr.
2.1), z nazvu lze poznat, Ze rozmisténi vrcholi postrada pravidelnost. Hlavni vyhodou
tohoto modelu je schopnost reprezentace dat s proménlivou piesnosti. Triangulace
takovéto sité je sice obtiznéjsi nez u pravidelné, ale ma své vyhody — napt. na roviné
neni potieba velkého mnozstvi vrcholl pro pfesnou reprezentaci, zatimco na nerovnych
terénech je rozmisténo vice vrcholi. Tim se zvySuje pfesnost interpolace v takovychto
terénech. Dalsi vyhodou je vyssi efektivita ukladani dat, protoze neni tteba konstantni
piesnosti na celé siti pro podobnou ptesnost, jakou ma hustd pravidelna sit’. Nevyhodou
je vSak obtizn€j$i manipulace, triangulace a pozd¢jsi tpravy.
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Obr. 2. 1 Pfiklad TIN pro 256 bodu

Nepravidelné trojahelnikové sité se z mnoziny bodu ziskaji procesem, ktery nazyvame
triangulaci. Existuji rGzné algoritmy triangulace podle kritérii, kterd ma vysledna sit’
splnovat. Kritéria jsou lokalni a globalni.

Lokdlni kritéria lze rozd¢lit na dvé hlavni skupiny — kritéria zabyvajici se thly
Vv trojihelniku (thlova kritéria) a kritéria zabyvajici se délkou hran (hranova kritéria).
Obecné jsou v praxi vice rozsifena thlova kritéria, a to hlavné z divodu vysledku, které
se vyhybaji piili§ malym, velkym & ,jizkym*“ trojuhelnikéim. Uhlova kritéria se
zaméfuji na maximalizovani minimalniho Ghlu trojuhelniku (Delaunayho triangulace,
dale DT), minimalizovdni maximalniho thlu (minmax triangulace) a minimalizovani
maximalni excentricity. Hranova kritéria se pak zaméfuji na minimalizovani sumy délek
hran (triangulace s minimalni vahou), jeji mistni aproximace, sloZzené z nejkratSich
moznych hran (greedy triangulace, dale GT), minimalizovani maximalni délky hrany.

Jednou z nejcastéjsich metod triangulace sité vyuzivajici uhlové kritérium je DT. Jeji
nejvetsi vyhodou je produkce ,,dobrych® trojihelnikd (jde o maximalni minimalizaci
uhla).



Hlavni mys$lenkou GT je pak vzdy pouzit nejkrat$i hranu. To znamend, Ze se vygeneruji
vSechny mozné hrany, sefadi se a ndsledné se V cyklu testuje hrana po hrané v potadi
rostouci délky. Proces skon¢i az ve chvili, kdy se ukonéi triangulace. GT je sice
slozitéjsi na implementaci nez DT, pfesto ma pouze srovnatelné vysledky s jednodussi
DT. Proto se ¢asté&ji voli DT pted GT.

2.3 Konvexni obalka

Ve vypocetni geometrii je konvexni obalka (nékdy také oznaCovana jako konvexni
obal) jednou ze zékladnich struktur. Vypocet konvexniho obalu je jednim ze zakladnich
geometrickych problémi studovanych v tomto oboru a pouziva se v mnoha algoritmech.
Ve vypocetni geometrii je konvexni obalka @ oznacovan H(Q), resp. jako CH(Q).

Konvexni obalku lze definovat takto: , Konvexni obal Q je mnozinou vSech konvexnich
kombinaci bodii v dané mnoziné¢ Q.“ [11]

Z algebraického hlediska je konvexni obalka:

,Mnozina x, je mnozinou vSech bodi ve tvaru < x + By kde x>0, f >0, a a +
B =1 aa f jsou realna Cisla, zatimco x a y jsou body nebo vektory. Konvexni
kombinace bodl X7, ... Xk je sumou vSech aix; + azxz + ... + axxx, Kde a; = 0 pro
vSechna 7a a7 + ... ax = 1. [11]

Z toho vyplyva, ze konvexni obalku usecky tvoii konvexni kombinace vrcholi usecky,
nebo je trojuhelnik tvofen vSemi konvexnimi kombinacemi svych tii vrcholi.

Algoritmus baleni darku (gift wrapping)

Existuje mnoho riiznych algoritmi pro vypocet konvexni obalky, mimo jiné Grahamiv
algoritmus (R. Graham 1972), Quickhull algoritmus (W.Eddy 1977 a A. Bykat 1978),
Andrewiiv algoritmus (A. M. Andrew 1979) nebo algoritmus baleni darku (Chand a
Kapur 1970 a R. A. Jarvis 1973). Protoze jsem ve své praci vyuzil zminovany
algoritmus baleni darku, budu se jim nyni zabyvat podrobnéji.

Algoritmus baleni darku (také zndmy jako Jarvistiv pochod) je algoritmus s ¢asovou
naro¢nosti O(nh), kde n je pocet bodi a h je pocet bodu konvexni obalky. Tento
algoritmus je vhodny pro mala n a A, nebo pokud ocekavame malé 4 [6].

Algoritmus za¢ind s / = 0 a bodem p;, o kterém vime, ze se nachazi na konvexni obalce
(jedna se o bod nejvice vlevo). Dale vybereme bod p;+s, ktery tvoii s bodem p; pfimku,
od kterého se vSechny ostatni body nachazeji vpravo. Tento bod lze najit v ¢ase O(n).
Poté zménime 7na i+1 a opakujeme, dokud ps # pe. Tim ziskame konvexni obalku v A
krocich. V pseudokoddu Ize tento proces popsat ndsledovné:
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Gift_wrapping(S)
bodObalu = bod nejvice vlevo v S
i=0
opakuj
P[i] = bodObalu
koncovyBod = S[0]
for jfrom 1 to |S]|
if(koncovyBod == bodObalu) or (S[j] je vlevo od P[i] a koncovéhoBodu)

koncovyBod = S[j] //nalezen bod nejvice vlevo
i=i+l
bodObalu = koncovyBod
dokud koncovyBod == P[0] //isme zpét na prvnim bodé obalu

2.4 Voroného diagram

Necht’ £7 je n-rozmérny euklidovsky prostor a Skonecna nespojitd mnozina K bodi z;
na tomto prostoru (nékdy se body z také nazyvaji generatory Voroného diagramu) [12].
Pro kazdé dva body p, q,Q € S; p # q definujeme délici nadrovinu P(p,q) =

P (g, p) adva poloprostory D(p, q), D(q, p)

vx € P(p,q);Ip x| = lq x|

vx € D(p,q); lp x| < |qx|

vx € D(q,p);Ip x| > |q x|
kde /p x/a /q x/ je vzdalenost bodu p resp. g od bodu x. Potom Voroného burika v(2.5)
bodu p z mnoziny .S je definovana prinikem:

v(P,S) = ﬂ D(p,q)
QES\P

a Voroného diagram Vor(S) definujeme jako sjednoceni hranic vSech téchto bunék na
mnoziné S. Toto Ize zapsat:

Vor(s) = E"(U v(P,S))
Pes

Z definice lze poznat, Ze Voroného diagram rozdéluje prostor £7 na m bunek. Kazda
Z nich pak obsahuje veskeré body z, jejichz poloha je nejblize k jednomu bodu z;
z mnoziny S. Pokud mame vzdalenostni funkci d(p, g) pro body p, g mizeme
definovat Voroného bunku V; jako:

Vi={Q €51d(Q,z) <d(Q, z),i =1,..,K,i #j}

11



Vsechny tyto Voroného butiky jsou pak konvexnimi mnohouhelniky. Nékteré bunky
jsou neuzaviené — koresponduji s body konvexni obalky.

Centroidni Voroného diagram

M¢jme K generatort zj, mnozinu Voroného bunék Vi a mnozinu K centroidii Voroného
bunék z;. Bézné plati, ze:

zZ; * Z{, i=1,..,K

V piipadé, Ze pro vSechny generatory z; plati:

*,

Obr. 2. 2 Nalevo: Voroného buriky a jejich centroidy pro 10 bodt v ¢tverci; generatory a centroidy jsou rtizné.
Napravo: Voroného buriky pro 10 bodi v ¢tverci; generatory a centroidy jsou totoiné

Za normalnich okolnosti je Sance, Zze mnoZina bodt {z;}X; bude mit vlastnosti CVT
(generatory Voroného diagramu jsou zaroven centroidy), nulova. Proto je tfeba CVT
sestrojit pomoci jinych metod. Sestrojeni CVT je vSak samo o sobé problematické
z divodu, ze zadné rozlozeni vrcholi nema unikatni CVT (viz obr. 2.3).

Obr. 2. 3 Dva rdizné dvoubodové Voroného diagramy stejného ¢tverce

CVT lze vyuzit i pro jiné diskrétni mnoziny dat (napiiklad vektory v R7). Pro tyto
diskrétni mnoziny dat lze na CVT nahlizet jako na shlukovaci algoritmus — zptisob
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rozdélovani mnozin na podmnoziny, které maji podobné vlastnosti (naptiklad
vzdalenost od generatoru Voroného buiiky nebo od geografického stfedu). Lze tedy
v ptipad¢ shlukovani oznaCit CVT za zobecnénou formu k-means shlukovaciho
algoritmu.

Nejdualezitéjsi vlastnost CVT lze popsat pomoci Gershovy domnénky prokazané ve
dvou dimenzich. Ta tika, ze pro kazdou mnozinu bodu, pii dostate¢né velkém mnozstvi
bodd, je distribuce bodti v CVT lokaln¢ uniformni — tedy vezmeme-li dostate¢né maly
vzorek bodii z mnoziny, bude distribuce bodi CVT vypadat uniformné nehledé¢ na
uniformnost bodi v celé mnoziné [5]. Ve dvou dimenzich to tedy znamena, ze CVT
Voroného bunék budou vZdy pravidelné rovnostranné Sestithelniky — lokalni body jsou
vrcholy rovnostrannych trojuhelnik. Takova data jsou vyhodna pro Delaunayho
triangulace, nebot’ u nich chceme docilit co nejvice rovnostrannych trojuhelnikti. Pro
vice nez dvé dimenze vSak Gershova domnénka neni prozkoumana a vzhled CVT neni
znamy.

CVT se vyuzivda v mnoha riznych oborech. Lze jej zejména vyuzit pro shlukovani,
optimalni rozdéleni prostfedki (napiiklad problém umisténi poStovnich schranek),
generovani siti, distribuci bodii a vytvafeni siti na rizném povrchu, pro numerické
feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic, pro kompresi dat ¢i segmentaci obrazki.

Nyni popiSeme dva zakladni algoritmy vypoctu CVT.
Lloydova metoda

Lloydova metoda, také znama jako Voroného iterace, je algoritmus pojmenovany po
svém autorovi Stuartu P. Lloydovi a slouzi k nalezeni rovhomérné rozloZzenych mnozin
bodi V podprostoru Euklidovskych prostort a k rozdéleni téchto podmnozin na
konvexni buiiky uniformni velikosti [9]. Slouzi tedy k vytvafeni centroidnich Voroného
diagramu.

Stejn¢ jako nékteré k-means shlukovaci algoritmy postupné naléza centroidy danych
mnozin bodl v oblasti a nasledné piedéla tyto oblasti bodl podle toho, kde se centroidy
nalézaji.

Od ostatnich k-means algoritmi se Lloydova metoda 1i§i hlavné tim, Ze pouZziva
Voroného diagramy misto toho, aby urcila nejblizsi stied pro kazdy bod z konecné
mnoziny bodi.

Postup Lloydovy metody pro vstupni mnozinu K'bodi {z;}¥_, Ize zapsat takto:

1. Sestrojime Voroného diagram {V;}X_; oblasti, kterou tvoti body {z;}¥_,

2. Sestrojime centroidy Voroného bunék {V;}¥X, nalezenych v kroku 2; témito
centroidy nahradime ptivodni mnozinu boda {z;}¥_,

3. Opakujeme postup od kroku 2, nebo ukon¢ime algoritmus, pokud jsme jiz
s vysledkem spokojeni.
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McQueenova metoda

McQueenova metoda je metodou ndhodného vzorkovani a zaokrouhlovani. Jedna se o
typicky k-means shlukovaci algoritmus [10]. Postup McQueenovy metody pro vstupni
mnozinu K'bodt {z;}¥_, Ize zapsat takto:

Vybereme nahodny bod w v oblasti, kterou tvoff mnozina bodti {z;}¥_,
Zjistime, které ze z; je nejblize k bodu w

Najdeme stfed na pfimce mezi W a nejbliz§im z;

Vyménime bod z; za stied

M owbdhpR

Proces opakujeme od bodu 2, ale:

- Pamatujeme si, kolikrat jsme ptesunuli bod ze své ptivodni pozice na novou
- Pokud hledame stied, dbame na to, kolikrat byl bod v minulosti pfesunut

Uved'me ptiklad pro lepsi predstavu:

M¢gjme bod z,, ktery byl jiz pfesunut 12krat (ptivodni pozici povaZzujeme za prvni
ptesun), pak:

w+ z, w+ 12z,
, VEZME S€ Z, « R

- Misto toho, aby se pocitalo: z, «

Z toho lze tedy urcit vzorec pro nové z;

w + pocet presuni * z;

Zi = - - o
pocet presunu + 1

Vyhodou McQueenovy metody oproti Lloydové je, Ze nevyzaduje sestrojeni Voroné¢ho

bunék ¢i nalezeni centroidli. Piesto ale plati, ze body vzniklé McQueenovou metodou

konverguji k centroidiim centroidniho Voroného diagramu.

Konvergence McQueenovy metody je velmi pomala a pro ziskani mnoziny bodu
centroidniho Voroného diagramu je tfeba mnoho (az miliony) iteraci. Dlivodem je, Ze
vzorkujeme vzdy jen jeden bod pted premisténim.

Pro zrychleni McQueenovy metody lze zavést upravy, které jsou vhodné pro paralelni
vypocet:

- Misto jednoho bodu vezmeme mnoho (n€kdy i tisice) bodu a rozdélime je do
oblasti podle jejich nejblizsiho z;

- Nalezneme nejblizsi bod k bodu z; pro kazdou oblast

- Presuneme kazdé ze z;, stejné jako v plivodni metodé, a zapamatujeme si, Ze
jsme bod piesunuli
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3. Navrzené resSeni

V této kapitole se budu zabyvat samotnym feSenim problému. Konkrétné si fekneme,
jakym zptisobem jsme vytvareli CVT (pfemistovali body), zda ndmi vybrana
McQueenova metoda opravdu vytvaii rozlozeni CVT a jakym zpusobem jsme
porovnavali chyby interpolace mezi body ptivodniho a nového modelu. Postupné si
popiSeme hierarchii moduld, jejich vstupni a vystupni data a zmény, ke kterym dojde po
pouziti dat v jednotlivych modulech.

V feSeni nejprve potrebujeme vytvofit vstupni data, na kterych lze méfit chybu
interpolace. Jakmile mame vstupni data, musime z nich vytvofit trojihelnikovou sit’ pro
pozdéjsi pouziti. Body, které jsme si vytvofili, pfemistime pomoci McQueenovy
metody tak, aby jejich rozlozeni bylo CVT. Kviili nepfesnostem vzniklym pfi pfesunech
pomoci trojuhelnikové sité prepocitdme zsoufadnici premisténych bodd. Nakonec
spocteme relativni chybu a stfedni kvadratickou odchylku vstupnich dat. Témito
problémy se zabyvaji jednotlivé moduly feSeni (viz obr. 3.1).

3.1 Moduly

Na zacatku popiSeme samotné rozlozeni moduli realizovaného feSeni. Protoze
jednotlivé dilci problémy mutze byt zapotiebi fesit samostatn€, jsou jednotlivé dilci
moduly v samostatnych programech. Celé feSeni je rozdéleno na tyto moduly:

- Modul pro generovani bodu, ktery vytvaii vstupni data

- Modul pro premistovani bodl, ktery za pomoci McQueenovy metody
piremistuje body a tim vytvaii CVT

- Modul pro Delaunayho triangulace (DT), ktery vytvaii trojuhelnikovou sit’
(modul DT byl dodan vedoucim prace)

- Modul pro vypocet zsoutadnice, ktery pomoci barycentrickych soufadnic a
trojuhelnikové sité spocita presnejsi z souradnici vstupnich bodt

- Modul pro vypocet odchylky centroidi, ktery zjistuje odchylku bodu od
centroidll

- Modul pro méfeni piesnosti interpolace bodl, ktery z mnoziny bodi a
trojuhelnikové sité zjiStuje stfedni kvadratickou odchylku a relativni chybu

Pouziti vystupii jednotlivych modult jako vstupy jinych moduld je popsano na obrazku
3.1
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Generator Plemisfovani
o T
Bodii emustovani

Vypocet
'z’ soufadnice
Centroidy Interpolace

Obr. 3. 1 Moduly Feseni a jejich pfedavani vystupti do dalSich moduld

3.2 Vstupni a vystupni soubory

Z diivodu kompatibility dat, ktera jednotlivé moduly vytvareji, S tvarem vstupnich dat
pro modul DT, jsou omezeny vstupni a vystupni data na dva typy: soubor s trojihelniky
a soubor s body.

Soubor s body

Aby mohl byt soubor s body pouzit jako vstupni soubor pro jednotlivé moduly, musi
mit nasledujici format:

- Pocet bodl
- Jednotlivé body ve tvaru x y z

Pokud byl soubor vygenerovan modulem pro generovani bodt, muze dale na konci
obsahovat:

- Nazev generovaného tvaru (plochy)
- Rozmezi x, ya z

Piiklad souboru s body je na obrazku 3.2.
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'j rovina — Poznamkovy blok

o) |

Soubor L:Ipravy Format Zobrazeni MNapovéda

] -

0.021889034203202 0.084272020070009 0

0.194305238404453 0,273374716878577 0O

0.383251249037334 0.682618299817023 0

0.959863773062762 0.727482013277468 0 |

0.673470791277229 0.813262943091459 0

0.127201223805175 0.047029009576435 0

x from 0 to 1

y from 0 to 1

z from 0 to O

x, y random in range

4 13

Radek 14,

—_— ——

Obr. 3. 2 Priklad souboru s body

Soubor s trojuhelniky
Soubor s trojihelniky je vytvaren v modulu DT. Ma nasledujici tvar:

- Pocet vrcholi

- xy zsoufadnice jednotlivych vrcholti

- Pocet trojahelniki

- Vrcholy jednotlivych trojahelnika

- Pocet sousedil

- Sousedi jednotlivych trojuhelnikii (neni-li soused, zapisuje se -1)

Ptiklad souboru s trojuhelniky je na obrazku 3.3:

[ - b
_| rovina — Poznamkovy blok = | G 2
| Soubor Upravy Format Zobrazeni MNapovéda
6 -
0.021889 0.084272 0. 000000
0.1943205 0.273375 0. 000000
0.383251 0.682618 0. 000000
0. 959864 0.727482 0. 000000
0.673471 0.813263 0. 000000
0.127201 0.047029 0. 000000
5 =
3 2 1
2 0 1
3 4 2
3 1 5
1 0 5
5 |
1 3 2
4 o -1
-1 o -1
4 -1 0
-1 3 1 L
4 3

Obr. 3. 3 Piiklad souboru s trojuhelniky

3.3 Vizualizatory

K zobrazeni bodi a trojihelnikovych siti byly pouZzity dva programy dodané vedouci
prace — Viewer a ShowDT.
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Viewer

Viewer je program pro grafické zobrazeni bodu ze soubort s body. Jeho autorem je Ing.
M. Varnuska, Ph.D..

Pro spusténi programu Viewer a zobrazeni bodi:

- Spustime ptikazovy fadek a pifepneme do adresaie, v némz se nachazi program
Viewer

- zobrazime body ze souboru s body pomoci Vieweru pies piikaz: viewer
cesta_k_souboru_s_body

Pokud bylo vSe zadano spravng, spusti se program Viewer a zobrazi body stejné jako na
ptikladu na obrazku 3.4.

Obr. 3. 4 program Viewer zobrazujici funkci "hladké udoli"

ShowDT

Program ShowDT slouzi k zobrazovani trojithelnikovych siti a bodt ze souboru
s trojithelniky (viz obr. 3.5). Autorem programu je Prof. Dr. Ing. I. Kolingerova.

Pro zobrazeni trojuhelnikd ze souboru s trojuhelniky:

- po zapnuti ShowDT odskrtneme moZnost trojuhelniky
- stiskneme tlacitko ,,Go!* a vybereme soubor s trojihelniky, které chceme
zobrazit
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Vykreslit:

¥ body

[~ indexy badu

¥ trojuhelniky

[~ indexy trojuhelniku

[~ Corvert_y
I~ Dual

|~ Checkingle

¥ hranice
[ constraints
[~ filtroweat male trojuhelniky

(mensi nez

Obr. 3. 5 Grafické uzivatelské rozhrani ShowDT

3.4 Modul pro generovani bodii

Kromé¢ dat namétfenych v terénu je potfeba mit i1 data, u kterych miizeme spocitat piesné
hodnoty soufadnice z, ktera se zméni interpolaci. Z tohoto divodu byl vytvoten a ptidan
modul pro generovani bodl. Tento modul slouzi ke generovani bodii rGznych
matematickych funkci z = f(x,y) pro x, y generované s rovnomérnym nahodnym
rozloZzenim na uZivatelem zadaném intervalu xa y nebo funkci f(x,y,z) = 0.

Modul mé velmi jednoduchou implementaci. Podle vstupnich udajii vybere ze seznamu
spravnou funkci, kterou ma vygenerovat, a poté body ulozi do souboru. Modul umi
vytvafet 10 rozloZeni bodl: rovinu, ,ulitu, ,srdce®, ,schod®, ,nové hory“, ,hladky
kopec®, ,,dvé udoli*, ,.divoky schod®, ,hladké udoli* a ,.elipsoid”. Jejich reprezentace
body je na obrazku 3.6.

Obr. 3. 6 Ruzna rozloZeni bodl vygenerovana modulem pro generovani bodl. Horni fada zleva: rovina, ulita,
srdce, schod, nové hory. Spodni fada zleva: hladké udoli, dvé udoli, divoky schod, hladky kopec, elipsoid
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Data jsou generovana ve formatu double z diivodu vyssi presnosti.

Uzivatelska dokumentace

s 5
a-! Generovani Bodd E=RRE X
—
Funkece
Rovinz - o s |
Pocet generovanych bodd
5000 2
Po&et generovani
1 (3)
Rozsah x Ffesnost
0 1 15
Rozsah y PFesnost
0 1 15 @
. I Pridej l l Odeber l
Rozsah z Ffesnost
0 0 15
I Start l
Vyber jména
rovina_5000 G min x: 0 maxx: 1
Vyber adresar pro vystupni soubor () g irrE
pocet generaci: 1 podet bodl: 5000
Viyber l @)
c:\Users\Pavel\Documents\Visual Studio 201
[ Uk#izat vysledky (8)
Ffidéna nova polozka pro generovani. Podet poloZek pro generovani: 1
_——— — —

Obr. 3. 7 Grafické uZivatelské rozhrani modulu pro generovani bodi

Uzivatelské rozhrani (viz obr. 3.7) modulu pro generovani bodt umoziuje uzivateli
snadno vybrat pozadované rozlozeni bodu. Pro vygenerovani bodu:

HAwbdheE

Vybereme pozadovanou funkci ze seznamu funkci.

Vybereme pozadovany pocet bodi. Minimalni pocet je 100 bodu.

Vybereme pocet generovani zadané funkce o pozadovaném mnozstvi bodi.
Ur¢ime rozsahy soufadniCc x;, y a z pokud je to pro danou funkci mozné. Lze
také nastavit maximalni pfesnost za desetinnou ¢arkou (implicitné 6 Cisel)
Vybereme jméno vystupniho souboru. V piipadé¢ vice generovani modul
generuje soubory podle vzoru jmenoSouboru_cisloGenerace.

Pokud ndm vyhovuji zadané udaje, stisknutim tlacitka ,,Pfidej* pfidame funkci
do seznamu. V ptipad¢, ze chceme funkci odebrat, ozna¢ime funkci v seznamu a
stiskneme tlacitko ,,Odeber

Po stisknuti tlacitka ,,Pfidej“ se funkce zobrazi v seznamu funkci pro generovani
V pravém hornim rohu.

Pokud chceme vygenerované vysledky zobrazit, zaSkrtneme ,,Ukézat vysledky*.
(Tato funkce funguje pouze v piipadé, ze ve stejném adresati, ve kterém se
modul nachazi, se vyskytuje program viewer.exe. Tato moznost neni
doporucovana pro generovani velkého mnozstvi rozlozeni bodit)

Vybereme misto, kam se zadané soubory vygeneruji. Implicitné je nastaven
adresar, ve kterém se modul vyskytuje.

10. Generovani nakonec spustime stisknutim tlacitka Start.
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Po stisknuti tlacitka ,,Start* se pak vygeneruji body a ulozi do souborti.

3.5 Modul pro premist’ovani bodu

Tento modul slouzi pro pfemistovani bodi pomoci McQueenovy metody. Tak lze
dosdhnout rovnomérnéjsiho rozlozeni bodt funkce po plose, protoze metoda postupné
meéni rozlozeni na centroidni Voroného diagramy. Tim lze naptiklad dosahnout mensiho
poctu artefaktl pti vytvareni modelu nebo lepSich dat pro tvorbu trojihelnikovych siti
(trojuhelniky konverguji k rovnostrannym trojuhelniktim).

Algoritmus

Jak jiz bylo zminéno, modul pfemistuje body pomoci McQueenovy metody (viz 2.4).
Ta byla v praci zvolena ptedev§im z divodu jednoduché implementace a rychlosti
premistovani pro mensi az stiedné velké pocty bodi (to znamena tisice az desitky
miliont). Byl tedy vybran hlavné z diivodu optimalniho poméru naro¢nosti ku rychlosti
vykonavani.

Algoritmus probiha timto zptisobem:

- Nacteme vstupni mnozinu bodi P

- Najdeme konvexni obalku mnoziny Ppomoci algoritmu baleni darka

- Postupné vybirdme ndhodné body w uvnitt konvexniho obalu

- Vzdy, kdyzZ se vybere bod w; nalezneme nejblizsi bod z ze vstupni mnoziny P

- Pfesuneme bod z podle pravidel McQueenovy metody a zapamatujeme si, Ze byl
bod piesunut

- Opakujeme vybéry wa ptesuny z podle poctu vstupnich iteraci

Omezeni premist’ovani bodi

Algoritmus mizeme dale vylepsit vzorkovanim velkého mnozstvi bodi w nezavisle na
sobé a nalezenim jejich nejbliz§iho z Algoritmus by tedy mohl paralelné vykonavat
McQueenovu metodu na né€kolika bodech, aby snizil ¢asovou naroénost. K tomu je
zapottebi rozdélit mnozinu P na podmnoziny z divodu bezpecnosti — mohlo by totiz
dojit k situaci, kdy by dva body w byly stejné vzdalené od jednoho za chtély by jej
pfesunout dle pravidel metody. Tim by dochazelo k chybé. Z tohoto divodu modul
vzorkuje wvzdy po jednom bodu.

Presnost

Z diivodu velkého mnozstvi pfesunt bodll je nutné upozornit na fakt, Ze soufadnice
zma vzhledem k mnoha pfepoc¢tim sniZzenou piesnost, coz znamena, ze kazda iterace
zavadi pti vypoctu malou chybu. Jelikoz je zapotiebi velkého mnozstvi iteraci, chyba se
neustale zvySuje. Proto je vhodné€jsi vysledné body ptedat do modulu pro vypocet
soufadnice za soufadnice zZpro né spocitat zpuvodnich bodld interpolaci na
trojuhelnikové siti.
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Uzivatelska dokumentace
Okno aplikace pro premistovani bodl je zobrazeno na obrazku 3.8.
Pro ptemisténi bodti v GUI modulu pro pfemistovani bodu:

1. Zadejte jméno vstupniho souboru

2. Zvolte jméno vystupniho souboru

3. Zvolte pocet presund. Je tieba dbat na to, ze pokud chceme dosdhnout vysledku
o nejbliz§imu centroidnimu Voroného diagramu, je zapotiebi mnoha (az
miliontl) iteraci, pocet iteraci je tfeba nadéle zvySovat v zavislosti na poc¢tu
vstupnich bodl. Minimalni doporuc¢eny pocet je 10000 ptesuntl, ale vhodnéjsi je
vybrat vyssi pocet.

Nakonec stiskneme tlacitko ,,Start. Ptiklad vysledku lze vidét na obrazku 3.9.

Jméno vstupniho souboru

E—

Zadejte misto vystupniho soubomu
e

C:\lUsers'\Pavel\Documents“\Visual Studio 2010MProjects'\Premistovani®.Premistovani®bin‘\Debug*.

Pocet presunt

10000 (3)

‘ Start ‘ (/1)

Cekidm na wibdr

Obr. 3. 8 Grafické uZivatelské rozhrani modulu pro pfemistovani boda
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Obr. 3. 9 Triangulace 200 bodu pfed pfemisténim bodd (vlevo) a po 100000 pFemisténich (vpravo)

3.6 Modul pro Delaunayho triangulace (DT)

? Constrained Delaunay triangulation

CONSTRAINED
TRIANGULATIONS
Data [~ CDT
(" Random [~ Format Jaro
(« File [~ Format Alexe
[~ Mesh Refinemen t

[~ Mesh Smaathing

— |l S

Number of iterations 1 =

[ Timings into a file
(1) [v Tiiangles into a file

[~ Check triangles

¥ Randomize points |}

() [v Neighbours to a file [ Measure quality

Obr. 3. 10 Grafické uzivatelské rozhrani modulu pro Delaunayho triangulace

Tento modul slouzi pro vytvareni Delaunayho triangulaci (dale DT) ze soubori s body
(viz obr. 3.10). Program byl dodan vedouci prace a pro nase ucely je tfeba dbat na

zapnuti voleb tak, aby:

1. do vysledného souboru byly vygenerovany trojuhelniky
2. do vysledného souboru byli vygenerovani sousedi trojihelniku

Poté uz jen zvolime vstupni soubor a misto a ndzev vystupniho souboru (v dialogovych

oknech, ktera se objevi po stisknuti tlacitka ,,Start®).

Autorem modulu je Prof. Dr. Ing. lvana Kolingerova.
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http://iason.zcu.cz/~kolinger/

3.7 Modul pro vypocet ,z¢ souradnice

Tento modul slouzi pro vypocet soufadnice z Vv souborech sbody, které byly
zpracovany modulem pro piemisténi bodd. Modul ke svému chodu vyzaduje soubor
s body, které byly pfemistény v modulu pro pfemistovani bodt, a soubor s trojuhelniky
vytvofeny z puvodnich bodi pied premisténim v modelu pro Delaunayho triangulace.
Z nich poté modul vytvofi pomoci barycentrickych soufadnic soubor s piesnéjSimi
soufadnicemi z.

Tento modul potfebujeme, protoze v modulu po ptemistovani bodu dochazi k vytvareni
chyby v soufadnici z Kni dochazi kvili velkému mnozstvi pfepocti soufadnic
jednotlivych bodii. Proto je tfeba soufadnici zpiepocitat. Tento krok UmysIn€ neni
soucasti modulu pro pfemistovani bodud, aby bylo mozné tento modul vyuzit 1 pro jina
vstupni data nez jsou body prepoctené CVT.

Algoritmus

Jak jiz bylo zminéno dfive, modul vypocitava piesnéjSi Zzsoufadnice pomoci
barycentrickych soutadnic. Algoritmus postupuje nasledovné:

- Nacte se vstupni mnozina bodii p a trojahelnikova sit’ 7

- Pro kazdy bod p zjistime, do které¢ho trojuhelniku sit¢ 7' nalezi.

- Spocteme barycentrické souradnice bodit p pomoci Cramerova pravidla (viz
kapitola 2.1 barycentrické soufadnice)

- Z barycentrickych soufadnic pfepocteme z soufadnici bodl p

Je dobré upozornit na fakt, ze modul je schopny timto zpisobem dopocitavat z bodi p,
pokud je nezname — na nalezeni barycentrickych soufadnic nam sta¢i pouze soufadnice
xa yubodua p.

U algoritmu pro vypocet barycentrickych soufadnic pomoci Cramerova pravidla lze
oproti popsanému algoritmu v kapitole 2.1 dosahnout vyssi efektivnosti v piipadé, ze si
jmenovatel vypocitdme pfedem. Tim v programu snizime pocet nutnych elementdrnich
operaci piiblizn€ o 20 (zaleZi na pouzitém programovacim jazyce).

UZivatelska dokumentace
Pro vytvoteni souboru s pfesné€jSimi z soutadnicemi (viz obr. 3.11):

1) Vybereme soubor, ktery jsme si pfipravili v modulu pro pfemist'ovani bodu.
Poté vas modul vyzve k zad4ni jména souboru, do kterého budou vysledky
zpracovany

2) Vybereme soubor, ktery obsahuje trojiihelniky na pivodnich nepfemisténych
datech
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Nakonec stiskneme tlacitko ,,Start a pockdme na vysledky. Vysledny soubor obsahuje
presnéji spoctené soutadnice, a proto je vhodné€jsi pro méfeni presnosti interpolace.

- %

o5 Vypocet £ Souradnice = | B |-

Vyber soubor s body

‘ Viber ‘ (1)

C:Users'\Pavel\Documents’\Visual Studio 2010%Froj

| Wyber soubor s trojuhelnila
L
I ‘ Wyber ‘ (2 )

CAUsers'\Pavel\DocumentsVisual Studio 2010%Pro

Start

| Zadni ‘ (3)

W

Obr. 3. 11 Grafické uzivatelské rozhrani modulu pro vypocet z souradnice

3.8 Modul pro vypocet odchylky centroidi

Ucelem modulu je uréeni odchylky centroidti v dané triangulaci oproti vypoé&itanym
centroidim. K tomu je zapotiebi vstupniho souboru s trojuhelniky. Z néj pak modul urc¢i
prumérnou a maximalni odchylku, které naméfil. Ovefeni toho, zda jednotlivé body
(centroidy) po pfemisténi bodi jsou s minimalni odchylkou stejné jako centroidy
spocitané, je dulezit¢ z divodu ovéieni toho, Ze nase implementace McQueenovy

metody vraci body, které pii dostate¢ném mnozstvi iteraci konverguji k centroidim
CVT.

Algoritmus
Algoritmus funguje na jednoduchém principu, ale jeho implementace byla mirné slozita.

Pfedpokladame, Ze kazdy bod, kromé& bodii na hranici, je centroidem. Proto postupné
bereme body, najdeme, ve kterych trojiihelnicich je aktualni bod vrcholem, a ze zbylych
vrcholu téchto trojuhelnikli vytvofime polygon S, pro ktery povazujeme tento bod za
centroid. Dale spocitame centroid plochy Sa zjistime odchylku mezi bodem a
centroidem. Postup lze tedy zapsat takto:

- Nacte se vstupni mnozina boda p, které tvoii trojuhelnikovou sit’ 7"

- Vytvotime polygon z bodu a trojuhelniki S, ve kterych se p nachazi

- Pokud neni p soucasti konvexni obalky, zjistime, ve kterém trojuhelniku se
nachazi, a body g a r, které spolu s p tvofii trojuhelnik, vlozime do .S

- Zjistime, ktery bod z g a rje dal po sméru hodinovych rucicek, a najdeme dalsi
bod o, ktery spolu s p a r (popiipadé g) tvoii trojuihelnik. Bod o pfidame do
mnoziny S. Timto zpisobem postupujeme do doby, nez najdeme celou plochu,
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ve které se bod p nachazi (tedy do doby, nez by dalsi vybrané o mélo byt prvnim
Z bodi, ktery se v mnozin¢ S nachazi).

- Spocteme centroid Coblasti S (viz 2.1 centroid)

- Spocteme odchylku mezi Ca p.

Vyse popsany algoritmus jsme vylepsSili tak, ze pii hledani bodii o nemusime
prohledavat celou trojuhelnikovou sit’ 7, protoze zndme sousedni trojuhelniky
trojuhelniku pgr. Hledani prvniho trojuhelniku, ve kterém se bod p nachazi, je
sekvenéni prohledavani v case O(N), protoze nebyl kladen dliraz na efektivitu.

Uzivatelska prirucka

o= Centroidy i =R X

Vyberte soubar
e (1)
C:\Users\Pavel\Documents\V
Prumema odchylka
0,0310650377773857
Nejwyssi odchylka

0.1948269123398109

@

Obr. 3. 12 Grafické uZivatelské rozhrani modulu pro vypocet z souradnice

Ovladani modulu je velice snadné (viz obr. 3.12). Je tieba pouze:

1) Vybrat soubor s trojuhelniky
2) Spustit program

Po stisknuti tla¢itka ,,Start* je tfeba vyckat do doby, nez se spocita primérna odchylka a
nalezne maximalni odchylka.

3.9 Modul pro méreni presnosti interpolace bodi

Modul pro méfeni ptfesnosti interpolace bodii slouzi k vypoctu stfedni kvadratické
odchylky a relativni chyby mezi zsoufadnici vzniklou z interpolaci bodi ku
z soufadnici spoctené z barycentrickych soufadnic bodii trojuhelniku, ve kterém se
nachazi, nebo ku pfesnym zsoutadnicim (zname-li funkci, ze které pochazi mnoZzina
vstupnich bodt, nebo mame-li soubor, ve kterém spravné zsoufadnice dodame). Ke
svému chodu vyzaduje modul soubor sbody, které byly premistény v modulu pro
pfemistovani bodl, a soubor strojihelniky vytvofeny =z plivodnich bodi pied
premisténim v modulu pro Delaunayho triangulace.

Pro stfedni kvadratickou odchylku byl pouzit vzorec:
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o? = %Zﬁ\;l(pl‘esné hodnota z; — spoltend hodnota z;)* (3.1)

a pro relativni chybu vzorec:

1 fesna hodnota z;—spoctena hodnota z;
ox = ~yN P Uy 2 100 [%] (3.2)

N max z;—min z;

Algoritmus

Podle vybraného zptsobu métfeni piesnosti (ptes barycentrické soutradnice, pfes znamé
funkce nebo ze souboru s hodnotami) algoritmus probiha timto zptsobem:

Pokud bylo vybrano méfeni pies barycentrické soufadnice pro kazdy bod p,
zjistujeme, ve kterém trojihelniku se nachazi. Poté spocteme jeho barycentrické
soufadnice a vypocteme z

Pokud bylo vybrano méteni ptes znamé funkce, algoritmus najde ptislusnou
funkci a spocte piesnou z soufadnici

Pokud bylo vybrano méteni ptes soubor s hodnotami, algoritmus vezme hodnoty
ze souboru a porovnd je S hodnotami interpolovanych bodt

Po zjisténi vSech odchylek boditt modul spocité stiedni kvadratickou odchylku.

Uzivatelska prirucka

Pro zméfeni odchylky interpolace pomoci uzivatelského rozhrani (viz obr 3.13):

1)
2)
3)
4)

5)

6)

Vybereme metodu méteni

Vybereme soubor s trojuhelniky a soubor s body

Stiskneme tlacitko pro nacteni hodnot

Pokud nacteni prob€hlo uspésné, v pravych seznamech by se mély objevit
vrcholy, trojihelniky, seznam sousednich trojihelnika a body

Stiskneme tlacitko ,,Spust™. Pokud jsme vybrali zplisob méfeni ,hodnoty ze
souboru®, program bude vyzadovat soubor s hodnotami

Po skonceni vypoctu se vysledek objevi ve stavovém fadku
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~ |vrchol O » | |trojuhelnil -
trojuhelnik 1 zbodu 1 D
vrchol 2 trojuhelnilc 2 zbodu 2
chl 3 [ETEETEM | |zbods 3
@ |

Otevrit Soubor vrchol 4 trojubelnik 4 zbodu 4
vrchol 5 trojuhelnilc 5 zbodu 5

vrchol & trojuhelnil & z bodu 6
|D‘6137?3

CUsersPavel Documents'Visual Studio 20104

l Nacti Hodnoty (3) ]

a

‘ 0,848109191 |

| (0102535742 |
Spust (%) l 7 0952578535

Stredni Kvadraticka odchylka je: 3,54489365763444F-05 (6)

Obr. 3. 13 Grafické uZivatelské rozhrani modulu pro méfeni pfesnosti interpolace bodu
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4, EXxperimenty a vysledky

Kapitolu Experimenty a vysledky jsem rozclenil podle nékolika riznych kritérii. Testy
po dohodé¢ s vedouci prace probihaly na dvou druzich triangulace — Delaunayho
triangulaci (DT) a lokdIn¢ minimalni triangulaci (LT).

Experimenty probihaly S riiznymi pocty bodi - od 100 po 10000 bodi. Experimenty
dale probihaly pouze na rovnomérné nahodné rozlozenych bodech, protoze podle
Gershovy podminky (viz kapitola 2.4) by mély byt vysledky nezavislé na rozlozeni
bodii (body jsou po dostatecném poctu iteraci vzdy lokalné uniformni nehledé na
pocate¢ni rozloZeni).

Experimentovalo se s riznym poctem iteraci — od 10000 po 2000000. Iteracemi je
mySlen pocet presuni bodi pomoci McQueenovy metody, kterd vytvari z boda
centrodni Voroného diagramy (viz kapitola 2.4).

V casti 4.1 nejprve testujeme zavislost velikosti chyby na poétu bodi pti stejném poctu
iteraci. Body budou testovany na tfech konfiguracich bodi — ,,hladké udoli®, ,,nové
hory* a ,,dvé udoli, u kterych zname piesné hodnoty z (rozloZzeni budou vice popsana
v kapitole 4.1).

V Casti 4.2 se budeme zabyvat zavislosti velikosti chyby na poctu iteraci — tedy poétu
piesunu bodl v terénu, na kterém se nachazi.

V casti 4.3 se budeme zabyvat tim, jak pifesuny bodt zménily vzhled terénu a piipadné
narusily jeho celkovy vzhled (Tedy zda nékteré zajimavé ¢asti zmizely apod.).

V Casti 4.4 se budeme vénovat orientacnim zatézovym testim a jejich vysledkiim.

Pro méfeni piesnosti interpolace bodi jsme pouzili dva vzorce uvedené v kapitole 3 —
prvnim je vzorec pro stiedni kvadratickou odchylku 3.1. Pro méfeni relativni chyby byl
pouzit vzorec 3.2.

Vypocty probihaly na ¢tyf-jadrovém procesoru AMD Phenom IT X4 945 @3GHz.
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4.1 Experiment 1: Méreni zavislosti chyby na poctu bodi

Nasledujici testy se zaméfuji na zavislost chyby vypoctenych hodnot z oproti
skute¢nym hodnotam na poctu bodi. Pro vSechny tyto testy byl pouzit pevny pocet
iteraci, a to 2 miliony. Pro prvni pokus byl pouzit model ,,nové hory*, ktery je definovan
funkci:

1 cos(40 X x2) X sin(40 X y)

Prvni testovana data maji velmi ¢asté zmény v soufadnici z, a proto lze funkci oznacit
jako funkci ,,divokou®, viz obrazek 4.1. Test probihal pro Sest mnozin boda s N = 100
az 10000. Prvni testy ukazaly, Ze sttedni kvadraticka odchylka 1 relativni chyba s riistem
poctu bodt pro tento druh funkce klesa.
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Obr. 4. 1 Funkce "nové hory"; nahofe funkce reprezentovana 1000 body; vlevo dole pavodni trojuhelnikova sit,
vpravo trojihelnikova sit této funkce po 2000000 pFesunech
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Presné vysledky experimentu jsou uvedeny v tabulce 4.1 a grafu 4.2.

DT LT
Pocet bodii | Pocet iteraci Stredni Relativni Stredni Relativni
kvadraticka chyba kvadraticka | chyba
odchylka [%0] odchylka [%0]
100 2000000 0,0198 25,57% 0,0219 34,63 %
200 2000000 0,0177 24,50% 0,0176 24,44%
500 2000000 0,0107 17,39% 0,0114 17,41%
1000 2000000 0,0051 10% 0,0051 10,17%
2000 2000000 0,0004 6% 0,0021 6,15%
5000 2000000 0,0003 2,41% 0,0002 2,51%
10000 2000000 0,0001 1,26% 0,0001 1,31%
tab. 4. 1 Vysledky testd pro "nové hory"
35,00% it
2 30,00%
2 25,00% | =
g 20,00%
5 15,00% —DT
% 10,00% \.\!, -7
= 5,00%
g 0,00% : : : : \.i
100 200 500 1000 2000 5000 10000
Pocet bodu

Obr. 4. 2 Graf zavislosti relativni chyby [%] na poctu bodi funkce

Dalsimi testovanymi daty byl model ,,hladké idoli* s definici:

1
fxy) = 7 (cos(4x?) sin(4y))

Funkce ,,hladké udoli ma mirn&j$i zmény v soufadnici zoproti ,,novym horam®, viz
obr. 4.3. Vysledky testii ukazaly, Ze stejné jako u ,,novych hor* u ,hladkého udoli
stiedni kvadraticka odchylka i relativni chyba klesaji S rostoucim poctem bodd.
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Obr. 4. 3 Funkce "Hladké udoli"; nahofe funkce reprezentovana 1000 body; vlevo dole ptvodni trojuhelnikova sit,
vpravo trojthelnikova sit této funkce po 2000000 pFesunech

Piesné vysledky experimentu jsou v tabulce 4.2 a grafu v obrazku 4.4.

DT LT
Pocet bodii | Pocet iteraci Stfedni Relativni Stfedni Relativni
kvadraticka chyba kvadraticka chyba
odchylka [%] odchylka [%]
[10°] [10°]
100 2000000 112,352 1,58% 122,291 1,63 %
200 2000000 452,22 0,82% 464,642 0,97%
500 2000000 6,279 0,30% 7,781 0,33%
1000 2000000 102,35 0,13% 102,484 0,13%
2000 2000000 0,395 0,07% 0,463 0,08%
5000 2000000 0,054 0,03% 0,058 0,03%
10000 2000000 0,014 0,01% 0,016 0,01%

tab. 4. 2 Vysledky testd pro "hladké udoli"
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1,80%

1,60% I§§\
1,40%

1,20% \Qb\
1,00% \\\

Velikost Relativni chyby [%]

—o—DT

0,80%
‘\\ ——T
0,60% <\\\
0,40%
0,20%
0,00% T T T T T T . 1
100 200 500 1000 2000 5000 10000

Pocet bodu

Obr. 4. 4 Graf zavislosti relativni chyby [%] na poétu bodu funkce

Poslednimi testovanymi daty byla funkce ,,dvé udoli®. Jedna se o funkci, ktera ma velmi
malo zmén soufadnice z vzhledem Kk rozsahu x, y soufadnic, viz obr. 4.5. Funkce je
definovana jako:

(x2—1)@O?—4)+x2+y2-5

floy) = (x2+y?2+1)2

I zde vysledky ukazaly, Ze velikost stfedni kvadratické odchylky a relativni chyby klesa
S vy§88im poctem bodd. Presné vysledky experimentu jsou v tabulce 4.3 a z grafu v
obrazku 4.6.
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Obr. 4. 5 Funkce "Dvé udoli"; nahofe funkce reprezentovana 1000 body; vlievo dole piivodni trojihelnikova sit,

vpravo trojlhelnikova sit této funkce po 2000000 pFesunech

DT LT
Pocet bodii | Pocet iteraci Stfedni Relativni Stfedni Relativni
kvadraticka chyba kvadraticka | chyba
odchylka [%] odchylka [%]
[10°] [10°]

100 2000000 5001,586 3,96% 4615,023 2,85%
200 2000000 1372,878 1,36 % 942,155 1,21%
500 2000000 74,210 0,36% 106,152 0,40%
1000 2000000 25,634 0,20% 30,275 0,21%
2000 2000000 10,483 0,11% 11,047 0,11%
5000 2000000 1,567 0,04% 1,590 0,04%
10000 2000000 0,442 0,02% 0,490 0,02%

tab. 4. 3 Vysledky testt pro "dvé udoli"
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Pocet bodu

Vysledky testii ukazuji, ze velikost chyby klesa s po¢tem bodii. Déle bylo zjiSténo, ze
LT vykazuje se stoupajicim poctem bodu vyssi nebo srovnatelnou chybu s DT, proto se

Vv dalSich testech budeme zabyvat pouze testy na DT.

Obr. 4. 6 Graf zavislosti relativni chyby [%] na poétu bodu funkce

4.2 Experiment 2: Méreni zavislosti chyby na poctu iteraci

V nasledujicich testech jsme se zabyvali zavislosti chyby na poctu iteraci (tedy na poctu
piesunti bodti v modelu). Testy probihaly na 1000 bodech modelu.

Prvni test probihal na funkci ,,nové hory“ (viz obr. 4.1). Vysledky Ize vidét v tabulce 4.4

a na grafu v obrazku 4.7.

Pocet bodu Pocet iteraci Stiedni kvadraticka Relativni chyba
odchylka [%]
1000 10000 0,005244484 10,38%
1000 20000 0,005420370 10,30%
1000 50000 0,005344482 10,63%
1000 100000 0,005586603 10,88%
1000 200000 0,005545985 10,68%
1000 500000 0,005291574 10,71%
1000 1000000 0,004814476 9,87%
1000 2000000 0,005084607 10%

tab. 4. 4 Vysledky test( pro funkci "nové hory"
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Obr. 4. 7 Graf velikosti chyby na poctu iteraci pro funkci "nové hory"

Z vysledného grafu nelze pfesné urcit, zda se relativni chyba po urcitém poctu iteraci
ustali ¢i bude nadale stoupat, proto pockame na vysledky ostatnich testi.

Druhy test probihal na funkci ,,hladké udoli“ (viz obr. 4.3). Vysledky jsou v tabulce 4.5
a v grafu na obrazku 4.8.

Pocet bodu Pocet iteraci Stiedni kvadraticka Relativni chyba
odchylka [%]
[10°]
1000 10000 1,10075 0,138%
1000 20000 1,11003 0,139%
1000 50000 1,17988 0,141%
1000 100000 1,20276 0,142%
1000 200000 1,13983 0,138%
1000 500000 1,02668 0,131%
1000 1000000 1,06193 0,133%
1000 2000000 1,02354 0,128%

tab. 4. 5 Vysledky testd pro funkci ,hladké udoli“
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Obr. 4. 8 Graf zavislosti chyby na poctu iteraci pro funkci "hladké udoli"

Z vysledku druhého testu je vidét, ze s rustem poctu iteraci dochazi k poklesu chyby.

Pro treti test byla pouzita funkce ,,dvé udoli“ (viz obr. 4.5). Vysledky testi jsou
v tabulce 4.6 a na obrazku grafu 4.9.

Pocet bodu Pocet iteraci Stiedni kvadraticka Relativni chyba
odchylka [%]
[10°]
1000 10000 2,36461 0,19%
1000 20000 2,35257 0,20%
1000 50000 2,64525 0,21%
1000 100000 2,50206 0,20%
1000 200000 2,38702 0,19%
1000 500000 2,40260 0,19%
1000 1000000 2,81310 0,22%
1000 2000000 2,56342 0,20%

tab. 4. 6 vysledky testti pro funkci "dvé udoli"
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Obr. 4. 9 Graf zavislosti chyby na poctu iteraci pro funkci "dvé udoli"

U ttetiho testu nelze urcit zda velikost testu stoupa Ci klesa, neustale se méni.

Vysledky tohoto experimentu nedokazaly ptfesné urcit, zda pocet iteraci zvySuje ¢i
snizuje chybu. Lze se ale domnivat, Ze vhodny pocet iteraci bude zavisly na typu
modelu, a nelze tedy piesné urcit vhodny pocet iteraci obecné.

4.3 Experiment 3: Vliv pifesunti na vzhled terénu

V tomto experimentu jsme se zabyvali vlivem poctu pfesunii na zmény vzhledu
puvodniho modelu.

Prvni experiment probihal na funkci ,hladké udoli®. Jak lze vidét na obrazku 4.10,
piesuny bodt nenarusily celkovy vzhled modelu, pouze jej vyhladily.
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Obr. 4. 10 Model funkce "hladké udoli". Vlevo model z pdvodniho rozloZeni bodu, vpravo model po 2 milionech
pfesuna bodt

Druhy experiment probihal na modelu botanické zahrady (data ziskana z PrF UK
Praha). Na obrazku 4.11 je vidét, ze model terénu ma podobné rozlozeni pied i po
pfesunech bodii. Navic ale presuny bodl odstranily artefakty, které vznikly pfi
vytvaieni modelu v pavodnim rozloZeni bodu.
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Obr. 4. 11 Model botanické zahrady. Vlevo pivodni rozloZeni bodl, vpravo model vytvofeny z bodi po 2
milionech pfesunt

Posledni experiment probihal na modelu hor (data ziskana z KMA ZCU). Na obrazku
4.12 vidime, Ze presuny nenarusily celkovy vzhled modelu, zda se pouze méné
»hranaty®, tedy vyhlazeny oproti plivodnimu rozloZeni bodu.
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Obr. 4. 12 Model hor. Vlevo model pivodniho rozloZeni bodt, vpravo model po 2 milionech pfesunti bodi

Z téchto experimentil Ize pfedpokladat, ze presuny bodii nenarusuji celkovy vzhled
modelu. Pro potvrzeni této domnénky by vSak bylo tieba provést vice testl na vétSim
mnozstvi testovanych dat.

4.4 Experiment 4: Orienta¢ni zatéZové testy

Tento experiment se zabyva ¢asovou ndrocnosti programu V zavislosti na poc¢tu bodl a
poctu iteraci. Vstupem byla data funkce ,,hladké udoli* a zabyvali jsme se 100 az 10000
bodf a 1000 az 1000000 iteract.

Vysledky lze vidét v grafu na obrazku 4.12 a tabulce 4.7 a ukazuji, ze ¢asova naroénost
zna¢né roste s rostoucim poctem iteraci i bodii. V zdsad¢ 1ze tict, Ze pro velkd mnoZstvi
bodli by bylo tfeba program optimalizovat. Tyto testy je proto nutno brat jako
orientacni.
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Obr. 4. 13 Graf ¢asové naroénosti na poctu iteraci pro 100, 1000 a 10000 bodu
Pocet bodu Pocet iteraci Cas
[s]

100 1000 0,029

100 5000 0,132

100 10000 0,264

100 50000 1,327

100 100000 2,621

100 500000 13,244

100 1000000 26,245
1000 1000 0,221
1000 5000 1,086
1000 10000 2,200
1000 50000 10,969
1000 100000 21,723
1000 500000 108,712
1000 1000000 217,362
10000 1000 2,161
10000 5000 10,690
10000 10000 21,716
10000 50000 108,635
10000 100000 217,243
10000 500000 1085,823
10000 1000000 2173,200

tab. 4. 7 Vysledky orientacnich zatézovych testl
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5. Zavér

Po implementaci a provedeni experimentii se mimo jiné ukazalo, ze velikost chyby je
zavisla na typu vstupnich dat. U stoupajiciho mnozstvi bodi se v experimentech
ukazalo, ze chyba u testovanych Delaunayho triangulaci vzdy klesd, ale u lokalné
minimdlnich triangulaci se mutze obcCas chyba zvétsit. Celkové testy prokazaly, Ze
Delaunayho triangulace vykazuji niz$i relativni chybu nez lokdln¢ minimalni
triangulace, a proto jsou pro interpolace vhodnéjsi.

U poctu piesunii nelze piesné urcit, zda chyba klesa ¢i stoupd, protoZze experimenty
ukazaly, ze toto kritérium je zavislé na vstupnich datech — u nékterych typt dat chyba
klesa, zatimco u jinych v neni pritbéh jednoznacény.

Také se ukazal fakt, Ze McQueenova metoda je velmi casové naro¢na pro vyssi pocty
bodli, a proto by bylo vhodné algoritmus optimalizovat. Zatimco pro stovky bodl
algoritmus piesouval body béhem sekund, pro desitky tisic bodl jiz byla Casova
naroc¢nost V desitkach minut az hodinach.
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