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Abstrakt

Diplomova préce se zabyva vyuzitim tfidy metod s vysokym rozliSenim v pomérné no-
vém piistupu k modelovani turbulence, nazyvaném ILES (implicit large eddy simulation).
Tento pristup je v praci prezentovan v kontextu obvyklych metod modelovani turbulent-
niho proudéni, kterymi jsou RANS, LES a DNS. P#i simulaci pomoci ILES diskretiza¢ni
chyba numerického schématu zastupuje roli explicitntho SGS modelu vyuzivaného pii LES
modelovani. V této praci vyuzivame centralni schéma s vysokym rozliSenim zaloZené na pii-
stupu Kurganova a Tadmora a rekonstrukci typu MUSCL. Timto schématem je provedena
diskretizace Burgersovy rovnice v jedné prostorové dimenzi a diskretizace soustavy rovnic
proudéni nestlacitelné newtonovské tekutiny ve dvou prostorovych dimenzich. Navierovy-
Stokesovy rovnice jsou s rovnici kontinuity propojeny vyuzitim metody postupnych kroku
(fractional-step method) a posunuté (staggered) kartézské sité. Nakonec jsou provedeny nu-
merické experimenty na jednodimenzionélni tloze pro Burgersovu rovnici s ndhodné gene-
rovanou pocateéni podminkou a dvoudimenzionalnich tlohach proudéni pres zpétny schod
a obtékani prekazky.

Klicova slova: vypocetni dynamika tekutin, modelovani turbulence, ILES, LES, RANS,
DNS, proudéni nestlacitelné newtonovské tekutiny, Navierovy-Stokesovy rovnice, Burgersova
rovnice, metoda kone¢nych objemii, metody s vysokym rozlisenim, rekonstrukce MUSCL,
metoda postupnych kroku (fractional-step method), posunuta (staggered) sit.

Abstract

The thesis deals with the application of a class of high-resolution methods in a relatively
new turbulence modelling approach called ILES (implicit large eddy simulation). This ap-
proach is presented in the context of common methods for turbulent low modelling - RANS,
LES and DNS. In ILES, the truncation error of a discretization scheme is exploited to substi-
tute an explicit SGS model used in LES. In the thesis, a central high-resolution scheme based
on the approach of Kurganov and Tadmor employing a MUSCL-type reconstruction is used
for discretizing the Burgers’ equation in one space dimension and the incompressible New-
tonian fluid flow governing equations in two space dimensions. The Navier-Stokes equations
and the continuity equation are coupled utilizing a fractional-step method and a staggered
Cartesian grid. Finally, numerical experiments on one-dimensional problem for the Burgers’
equation with a randomly generated initial condition and two-dimensional problems of flow
over a backward facing step and flow over an obstacle are performed.

Keywords: CFD, turbulence modelling, ILES, LES, RANS, DNS, incompressible New-

tonian fluid flow, Navier-Stokes equations, Burgers’ equation, finite volume method, high-
resolution methods, MUSCL reconstruction, fractional-step method, staggered grid.
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Uvod

Turbulence je fascinujicim jevem, ktery miuZeme bé&Zné pozorovat v podobé proudéni
vody v Fece, koure nad hoticim prfedmétem nebo tvorby mrakt na obloze. Turbulentni prou-
déni byva charakterizovano jako vitfivé, chaotické chovani tekutiny se zdanlivé ndhodnymi
zménami okamzitych velicin.

Zaklad matematického modelu, ktery je dodnes vSeobecné povaZzovan za platny model
proudéni, a to véetné proudéni turbulentniho, tvofi soustava Navierovych-Stokesovych rov-
nic, formulovanych jiz pred témér 200 lety. Tato soustava nelinearnich parcialnich diferenci-
alnich rovnic byla formulovédna spojenim druhého Newtonova zédkona a projevii molekularni
viskozity tekutin na makroskopickych skalach za pomoci predstavy kontinua - spojitého pro-
stfedi se spojitym rozlozenim hmotnosti latek [1].

Navierovy-Stokesovy rovnice nam nékteré zakonitosti turbulentniho proudéni pomohly
odhalit, nicméné k tplnému pochopeni turbulence stile nedochézi [26]. Extrémni slozitost
a rozsah ¢asovych a délkovych kil ndm znemoziuji analyticky popis feSeni pomoci béznych
funkci. Otazka existence a jednoznacnosti hladkého feSeni pocatecni tlohy pro Navierovy-
Stokesovy rovnice po neomezenou dobu od pocate¢niho ¢asu neni dodnes vyfeSena [10].
Pokud se ukaze, ze existenci a jednoznacnost feSeni nelze obecné zarucit, je mozné, ze néjaky
fyzikalni princip stojici za turbulentnim proudénim nam zatim unika [26][28|. Slavny fyzik
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fyziky [26].

Vypocetni dynamika tekutin (CFD) jako obor, objevujici se v diisledku rozvoje vypo-
Cetni techniky, fesi rovnice proudéni tekutiny za pomoci numerickych metod. Obtékani kiidel
letadla, proudéni v cévich v lidském téle pri snizené viskozité krve nebo proudéni vzduchu
v atmosféfe a meteorologické jevy jsou nékteré piiklady turbulentniho proudéni, které se
takto pomoci vypocetnich systému snazime simulovat. Zdanlivé chaotické chovani tekutin
a vlastnosti turbulentnitho proudéni na vétsich délkovych skalach jsou disledkem komplexity
pohybi na malych Skalach. Zachyceni spravnych fyzikalnich vlastnosti pfi numerickém fe-
Seni rovnic tak neméme zaruceno, pokud na nejmensich skaldch proudéni pfimo nevytesime.
Takovy pristup s sebou ale pfinasi neskuteénou vypocetni naroc¢nost. V disledku toho se
vyuZzivaji tzv. modely turbulence. Jedn& se o modely, pomoci kterych se snazime popsat
chovéni turbulentnfho proudéni na vétsich délkovych gkalach bez toho, aniz bychom pfimo
feSili proudéni na malych Skéalach.

Modelovani turbulentniho proudéni je obvykle zaloZeno na feSeni upraveného systému
rovnic pro jisté primérované hodnoty veli¢in. Hlavni sméry modelovani turbulentniho prou-
déni zahrnuji pristup RANS (Reynolds-averaged Navier-Stokes), vyuzivajici jisté statistické



stfedovani Navierovych-Stokesovych rovnic, a p¥istup LES (large eddy simulation), jenz vy-
uziva filtrovani Navierovych-Stokesovych rovnic v prostoru. V takto upravenych soustavach
rovnic se vyskytuji oproti pivodnimu systému Navierovych-Stokesovych rovnic dodatecné
¢leny, které reprezentuji efekty fluktuaci na hodnoty prumérovanych veli¢in. Tyto ¢leny jsou
aproximovany pomoci model turbulence. Nicméné presnost doposud vyvinutych modeli
turbulence je diskutabilni a jejich aplikovatelnost ¢asto omezena [8]. Existence obecného
modelu turbulence je jednim z otevienych problému fyziky [4].

V posledni dobé se ukazuje, Ze jista schémata spadajici do t¥idy metody konecnych
objemt, tzv. metody s vysokym rozliSenim, pfi aplikaci na pivodni systém Navierovych-
Stokesovych rovnic tvarem diskretiza¢ni chyby pfipominaji nékteré modely turbulence typu
LES. To Ize zduvodnit mimo jiné tim, Ze metoda konecnych objemi je odvozena na zakladé
obecnéjsi integralni formulace zdkonu zachovéani a je pro vyvinuta pro aproximaci integralnich
prumérua veli¢in, coZ je velice podobny pfistup jako hledani filtrovaného feseni pii modelovani
pomoci LES. Modelovani turbulence pomoci téchto metod je proto oznacovano jako ILES
(implicit large eddy simulation) [13].

Pristup ILES s sebou pfinasi ur¢ité vyhody. Jednou z nich je zjednoduSeni procesu mo-
delovani turbulence diky vSeobecné rozsifenosti algoritmti metody kone¢nych objema v exis-
tujicich vypocetnich softwarovych balicich. Metody s implicitnim modelem turbulence navic
miizeme aplikovat na libovolnou tulohu proudéni, aniz bychom pfedem védéli, zda se bude
jednat o proudéni turbulentni nebo ne. Nicméné piistup ILES nebyl po dlouho dobu CFD
komunitou uznavan [13].

Tato prace je strukturovana nasledujicim zpusobem. Prvni kapitola je koncipovana jako
prehled zakladnich pojmi a principt tykajicich se problémi se zakony zachovani a metody
konecénych objemt pro jejich feSeni. Zaméirujeme se zejména na vlastnosti entropického reseni
skalarni hyperbolické rovnice v jedné prostorové dimenzi a na vlastnosti metod pro hledani
jeho aproximace. Na rozsifeni uvedenych principi jsou pak zalozené metody konecnych ob-
jemu pro ulohy ve vice prostorovych dimenzich.

Ve druhé kapitole je uveden matematicky model proudéni nestlacitelné newtonovské te-
kutiny tvoreny soustavou Navierovych-Stokesovych rovnic, reprezentujici bilanci hybnosti,
a rovnici kontinuity, predstavujici zakon zachovani hmotnosti. Jsou uvedeny zakladni cha-
rakteristiky turbulentniho proudéni a sméry jeho studia. Ve tieti kapitole jsou pak predsta-
veny klasické metody modelovani turbulentniho proudéni, a to p¥istupy DNS, RANS a LES.
V jejich kontextu je nasledné uveden piistup ILES.

Ctvrta kapitola této prace pak popisuje vybrané schéma ze t¥idy metod s vysokym rozlise-
nim, a to schéma Kurganova a Tadmora zaloZené na po ¢astech linearni MUSCL rekonstrukei
s pouzitim limitert. Toto schéma spada pod metody potencidlné vhodné pro simulace po-
moci pristupu ILES. Popisujeme aplikaci tohoto schématu na nelinedrni Burgersovu rovnici
v jedné prostorové dimenzi a soustavu rovnic popisujici proudéni nestlacitelné tekutiny ve
dvou prostorovych dimenzich. V paté kapitole jsou pak provedeny numerické experimenty
na ulohach, v jejichz feseni se vyskytuji fluktuace pod drovni rozliSeni diskretizacni sité.



Kapitola 1

Metoda koneénych objemii pro reseni
problémi se zakony zachovani

1.1 Obecny tvar zdkona zachovani

Uvazujme vektor konzervativnich veli¢in ¢, jehoz hodnoty jsou v prostoru a Gase vyjad-
feny jako vektorova funkce ¢(z,t), ¢ : © C R™ x [0,00) — R™. Slozky vektorové funkce g
oznacime gp, p = 1,2, ..., m. Zakon zachovani konzervativnich veli¢in ¢ vyjadiime v integral-
nim tvaru jako rovnost !

t2

/ qp(x,tg)dx—/ qp(x,tl)da:—l—/ fp(@ny(z)dSdt =0, p=1,2,...m, (1.1)
Qo Qo t1 00

pro libovolnou kontrolni oblast g C Q a libovolné hodnoty t¢1,ts € [0, 00), pfi¢emz r nabyva
hodnot od 1 do n. Funkce f : R™ — R"™ x R™ je tokovd funkce veli¢iny a n(z) je vektor
vnéjsi normaly k hranici kontrolni oblasti €.
Za predpokladii existence derivaci funkci lze prejit k diferencialnimu tvaru zédkona zacho-
vani ve tvaru rovnosti
ap 01y (q)

ot ox,
pro libovolné z € Q a t € (0,00) [6].

=0, p=1,2...m (1.2)

1.2 Skalarni rovnice v jedné prostorové dimenzi a vlastnosti
jejiho reseni
Zakladni pojmy zavedeme na tloze v jedné prostorové dimenzi pro skalarni veli¢inu

qg=q(x,t), ¢ : R x[0,00) = R s tokovou funkei f(q), f: R — R.

Zakon zachovani skalarni veli¢iny ¢ v integralnim tvaru vyjadiime jako rovnost

/mq(x,tg)d:r—/mq(m,tl)dx—l— @) di— [ faut)di=0  (1.3)

1 1 t1 t1

1V zapisech se vyuziva Einsteinova sumaéni konvence, tedy s¢itame pies viechny indexy, které se v daném
vyrazu vyskytuji pravé dvakrat.



pro libovolné z1,x2 € R a t1,ts € [0,00). Diferencialni tvar zdkona zachovéani veli¢iny ¢ pak
za predpokladu existence derivaci funkci ¢ a f zapiSeme jako rovnost

dq  9f(q)
— =0 1.4
ot~ or (1.4)
pro libovolné x € R a t € (0, 00).
Zabyvejme se pocatecni tilohou

dq  Jf(q)

— =0 R, te (0

ot or 0 vER1E00) (1.5)

q(z,0) = qo(x), z €R.

Definice 1 (klasické feseni). [7] Klasickym TeSenim ulohy (1.5) nazveme q(z,t) takové, Ze
q(z,t) € C(R x [0,00)) md vechny derivace obsaZené v rovnici (1.5) spojité na R x (0,00)
a spliiuje rovnici (1.5) na R x (0,00) a pocdtecni podminku na R. 2

Jelikoz i pro hladkou pocatecéni podminku se v FfeSeni nelinedrni rovnice mohou objevit
nespojitosti, je nutné zavést koncept zobecnéného reseni.

Definice 2 (slabé feseni). [7] Slabym FeSenim ilohy (1.5) nazveme q(x,t) takové, Ze q(x,t) €
(R X [0,00)), qo(,t) € L°(R), f(g) € CH(R) a pro libovolné ¢ € C§°(R x [0,00)) plati

rovnost / /Oo 890 (q))dx 4 — _/°° o(z,0)q0(z) da. (1.6)

—0o0

Ma-li uloha klasické FeSeni, je toto FeSeni i slabym FeSenim. Slabé FeSeni ulohy (1.5) ale
obecné neni dano jednozna¢né. Kdybychom ovsem uvazovali tlohu

9q , 0f(a) _ 3
ot o " Von2
q(x,0) = qo(x), z€R

z €R, te(0,00), (1.7)

pro v > 0, lze ukazat, Ze tato tloha mé jednoznac¢né klasické feSeni |7]. Uvazujeme tedy,
7e ,fyzikalné smysluplné* feseni ulohy (1.5) lze vyjadfit jako limitni feSeni ulohy (1.7) pro
v — 04. Tyto uvahy vedly k nésledujici definici.

Definice 3 (entropické feseni). [7] Slabé FeSenim tlohy (1.5) nazveme entropické, pokud pro
libovolné p € Col (R xR), o >0 a pro kazdou konvexni a spojitou entropii E s entropickym
tokem F toto Feient splituje nerovnost *

/ /oo &PE giF(q)) dzdt + /00 o(z,0)E(qo(z))dz > 0. (1.8)

—0o0

2C(Q) znagi prostor funkei spojitych na Q.

3L5°.(Q) znadi Lebesguetiv prostor funkei esencialné omezenych na vsech kompaktnich podmnozinach €.
C*(Q) zna&i prostor funkei jednou spojité diferencovatelnych na Q. C§° () znaéi prostor funkci nekoneéndkrat
spojité diferencovatelnych na Q majicich kompaktni nosic.

1C3(Q) znadi prostor funkei jednou spojité diferencovatelnych na Q s kompaktnim nosicem.



KAPITOLA 1. METODA KONECNYCH OBJEMU PRO ZAKONY ZACHOVANI 5

Jako Riemanniv problém pro skalarni nelinedrni rovnici budeme oznacovat tilohu s ne-
spojitou pocatecni podminkou ve tvaru

dq  9f(q)
EJF ox

¢(x,0) = go() = {ql

=0, z€R, t e (0,00),

pro z < 0,
qr prozxz >0,

kde q;, ¢» € R.

Daéle uvedeme dulezitou existen¢ni vétu.

Véta 1. [7][24] Skaldrni pocdtecni iloha (1.5), kde f € CY(R) a qo € LS.(R), md jedno-
znacné entropické veseni q(x,t) € L(R x (0,00)). °

Entropické feSeni tulohy (1.5) mé néasledujici vlastnosti |7][24]:

stabilita, tj. plati [|g]| Lo mx(0,00)) < 190/ o0 (R), ©
o konzervativita, tj. pokud [; |go(x)|dz < oo, potom [;q(z,t)dz = [;go(z)dz pro

viechna t € (0, 00),

e konecnd oblast zdvislosti (princip kauzality), tj. feSeni v libovolném bodé (z, t) je zavislé
pouze na restrikci pocateéni podminky go(x) na interval [z — Mt,x + Mt], kde M =

sup{|f'(@)]; ¢ € [infzer(qo()), supger(qo())]},

e monotonie, tj. pokud pro dvé pocateéni podminky ag(x) a bo(x) plati ag(z) < bo(x)
pro skoro vSechna x, potom pro piislusna feseni plati a(x, t) < b(z,t) pro skoro vSechna
x € R a v8echna t € (0, 00),

e nerostouct totdlni variace (TVD vlastnost) 7, tj. pokud TV (go(.)) < oo, potom
TV (q(.,t)) < TV (qo(.)) pro vSechna t € (0,0),

e zachovdni monotonie, tj. pokud je go(x) monotonni funkce, je Feseni g(zx,t) také mo-
notéonni funkce vzhledem k z pro v8echna t € (0, c0).

1.3 Metoda kone¢nych objemii pro skalarni problém v jedné
prostorové dimenzi

1.3.1 Diskretizace tilohy

Diskretizace ulohy metodou koneénych objemu (podrobnosti lze nalézt v [19]) vychézi
z tvaru zékona zachovani (1.3). Zavedeme déleni prostoru /9 < ... < o150 < Tiq1/2 <
. < xny12 pro ¢ = 1,..., N, N € N. Timto délenim vypocetni oblast rozdélime na N

5L°°(Q) znagi Lebesguetiv prostor funkci esencialné omezenych na Q.

®Norma na prostoru L™ () je definovana jako ||g|| = essup,.q |q()]

"Totaln{ variace funkce q(z) je definovana jako TV (¢(.)) = supp Zjvzl lg(&5) — q(&§5-1)], kde D je déleni
—0=¢( < <. <énm1 <=0, NeN



intervalt (obecné konecngjch objemd, ty v jedné dimenzi predstavuji interval). Buitka C; je
pak dana jako interval

Ci = (Ti—1/2, Tit1/2)- (1.10)
Za predpokladu existence parcialnich derivaci podle ¢asu zakon zachovéani (1.3) prechézi do
tvaru

aat/c q(:n,t) dz = (f(Q(xi—l/Qat)) - f(Q(ZEZ‘+1/2,t))), 1= 1, cees N. (111)

Zavedeme-li aproximaci integralniho priméru veli¢iny ¢ v bunice C; jako
1
Qi(t) = Az /Cl q(z,t)dz (1.12)

a aproximace toku f(q(z;41/2,t)) hrani¢cnim bodem z;  ; buiiky C; pomoci numerické tokové
funkce F jako

Fii1)9(t) = F(Qi—k(t), -, Qini(t)) = f(q(zi1/2,1)), (1.13)
zapiSeme tzv. semidiskrétni schéma metody kone¢nych objemu jako
dQ;(t) 1 .
dt = *E(Fi_i_l/Q(t)*Fi_l/z(t)), 1= 1,...,N. (114)

Pro numerickou tokovou funkci Fii;/o(t) = F(Qi(t), Qit+1(t)) je celkovy numericky tok
—(Fip12(t) — Fi_1/2(t)) do buiiky C; zavisly na tiech hodnotach Q;—1(t), Qi(t), Qi+1(t),
tedy fikame, Ze se jedné o tribodové schéma.

Zavedeme-li oznaceni

Qi = Qi(tn), Fz’Z—l/Z =F( ?7Q?+1)7 (1.15)
vektor
Q" =(QT,...Q7F-.,Qx) (1.16)
a operator N jako operator prechodu od ¢asové vrstvy t, k casové vrstvé t,,1 pomoci
explicitniho schématu pro aproximaci ¢asové derivace, schéma miiZzeme obecné zapsat jako

Q" = N (QM). (1.17)

Pokud je N linearni operator, fekneme Ze metoda je linedrni.

Pri aproximaci ¢asové derivace pomoci explicitni Eulerovy metody prechazi schéma do
tzv. divergentniho tvaru

QiH = @ _E( i+1/2_‘Fz’—1/2)7 i=1,..,N, (1.18)

kde At =t 41 —t,,. Jedna-li se o t¥ibodové schéma, oznac¢ime x;_1, x;, ;41 jako numerickou
oblast zdvislosti bodu x; v jednom kroku metody.

Numerickou tokovou funkei F(QF, Q?H) zévislou pouze na dvou hodnotach Q7, Q?H,
muZeme interpretovat jako resi¢ lokalniho Riemannova problému (1.9) s hodnotami ¢; = Q7
a ¢ = QF,, (rovnice je autonomni, feSeni problému je tedy nezéavislé na poloze x). Resenf
Riemannova problému je obecné konstantni na paprscich x/t = konstanta a hodnotu feseni
na paprsku z/t = 0, tj. pro x = 0, ozna¢ime jako ¢ = ¢(0,¢). Numericky fesi¢ Riemannova
problému pak aproximuje piesné feSeni Riemannova problému, tedy F(Q7, Q?H) ~ f(q).

Uvedeme dale definice nekterych dulezitych pojmt.
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Definice 4 (konzistence). [6][7] Rekneme, Ze numerickd tokovd funkce F je konzistentni
s rovnici (1.5), jestliZe jsou splnény ndsledujici dvé podminky

e F(q,q,-..,q) = f(q) pro libovolné q € R,

e 3K >0:|F(q1,92, .- k) — f(g)] < Kmax(|g1 —ql, .., lax — ql)
pro libovolné qq,qo,...,qx € R a q € R.

Pro potfeby nasledujici definice zavedeme vektor hodnot pfesného feseni g(z,t) v asové
hladiné ¢,, ve stfedech bungk Cj, tj. v bodech z; = %2%;1/2, jako

" = (q(x1,tn), s q(miytn), ooy q(xs, ty)). (1.19)
Definice 5 (lokalni diskretiza¢ni chyba). [7][19] Lokdlni diskretizacni chybu ™ metody de-

finujeme vztahem
1

"= —(N(g") - ¢"). 1.20
"= W) =) (1.20)
Definice 6 (fad metody). [7][16] Rekneme, Ze metoda je Fadu p, pokud pro lokdlni diskreti-
zacni chybu ™™ pTi konstantnim poméru % plati

™ = O(AP) (= O(AzP)). (1.21)

}?ekneme, Ze metoda je Tddu q v prostoru a Tddu r v case, pokud pro lokdlni diskretizacni
chybu " plati
™" = O(Az? + At"). (1.22)

Predchozi definici uvazujeme, Ze presné reSeni lze rozvinout do Taylorova rozvoje. To
v8ak nelze provést, pokud se v pfesném feSeni objevuji nespojitosti. Proto obvykle hovofime
pouze o formdlnim fadu metody.

Definice 7 (globaln{ diskretizacni chyba metody). [7] Globdini diskretizacni chybu €] v bodé
x; a case t, definujeme vztahem

ef = Qi — q(wi, ty). (1.23)

Definice 8 (konvergentni metoda). [7] Metoda oznacime jako konvergentni, jestlize pro li-
bovolné T' € (0,00) a vSechna i € {1,..., N} an takovd, Ze n < Alt, plati

ef =0 pro At —0 (1.24)

pTi konstantnim poméru %.

Nutnou podminkou konvergence metody je tzv. CFL podminka (Courant — Friedrichs —
Lewy) [7][19]. Tato podminka hovoii o tom, Ze metoda muZe byt konvergentni pouze pokud
oblast zavislosti libovolného bodu diskretiza¢ni sité vzhledem k piislusné rovnici je podmno-
Zinou numerické oblasti zavislosti tohoto bodu pro At a Ax jdouci k nule pfi konstantnim
poméru ﬁ—i. Pro tfibodové schéma méa podminka tvar

At<1

FL = ! S 1.2
CFL = max|f/()] 5 < 1 (1.25)



pri¢emz maximum uvazujeme pres vSechny hodnoty veli¢iny g objevujici se v feSeni tlohy
a C¢islo C'F L nazyvame Courantovo cislo.

Nyni uvedeme definice nékterych vlastnosti numerickych metod analogickych k vlastnos-
tem entropického feSeni ulohy (1.5).

Definice 9 (konzervativni metoda). [7] Metoda se nazyvd konzervativng, pokud pro priblizné
reSent Q™ ulohy plati pro vsechna n € N

N

N
Y Q= Q. (1.26)
=1

i=1
Poznamenejme, Ze metody v divergentnim tvaru (1.18) jsou vzdy konzervativni.

Definice 10 (monoténni metoda). [7] Metoda se nazjvd monoténni, pokud pro kazdd dvé
pibliznd Feseni U™ a V" dané dlohy s pocdtecnimi podminkami ug a vy pro vSechna n € N
plati

(Vr>ur Vie{l,..,N}) = (VT >urtt vie{1,..,N}). (1.27)

Definice 11 (pozitivni metoda). [6] Metoda se nazgvd pozitivni, pokud pro pFiblizné Teseni
Q" dané ulohy plati
Qi € [min(Q}), max(Q})] (1.28)
(2 (2

pro vsechnan € N ai e {1,..,N}).

Definice 12 (TVD vlastnost). [7] Metoda md vlastnost TVD (total variation diminishing),
pokud pro priblizné feseni Q" pro vSechna n € N plati

TV(Q™) < TV(Q™), (1.29)

kde totdlni variace priblizného Teseni TV(Q™) je definovdna jako
N-1
TVIQ") = ) Qi — Q7' (1.30)
i=1

Definice 13 (zachovani monotonie). [7] Rekneme, Ze metoda zachovdvd monotonii, pokud
pro monotonni pocéatecni podminku qo(x) ulohy je priblizné Feseni Q™ lohy také monotonni.

Nyni uvedeme dulezité véty tykajici se vlastnosti numerickych metod.
Véta 2. [7] Kazdd monoténni metoda md vlastnost TVD.
Véta 3. [6] Kazdd pozitivni metoda md vlastnost TVD.
Véta 4. [7] Kazdd TVD metoda zachovdvd monotonii.

Véta 5. [7] Numerické teseni ziskané konzistentni monotdnni metodou konverguje k entro-
pickému Tesentd.

Véta 6 (Godunovova). [7][16] Linedrni metoda zachovdvagici monotonii je (aZ na specidlni
vyjimky) proniho fddu.
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1.3.2 Rad metody a modifikovana rovnice

K zakladnim charakteristikim metody patii jeji rad, ktery je urcen tvarem lokalni dis-
kretizacni chyby. S tou pak tzce souvisi tzv. modifikovana rovnice. Jedna se o parcialni di-
ferencialni rovnici sestavenou tak, aby hodnoty jejiho pfesného feSeni v prislusnych bodech
odpovidaly hodnotam ziskanym z diferené¢niho schématu numerické metody. Tato rovnice
tedy umoziuje vySetfovani chovani diskrétniho numerického schématu metodami analyzy
funkei na spojitém prostoru [19].

Zpusob odvozeni fadu metody a modifikované rovnice uvedeme na jednoduché tloze pro
linedrni metodu typu upwind. Uvazujme linearni advekéni rovnici ve tvaru

dq  Oaq
T a =0 (1.31)

kde @ je realné konstanta a tokova funkce je vyjadiena jako f(q) = aq. Rovnice reprezentuje
jednoduchy transport pocateéni podminky konstantni rychlosti @ ve sméru osy x. Jednou
ze zékladnich numerickych metod typu metody koneénych objemu je metoda upwind, jejiz
schéma lze zapsat v divergetnim tvaru (1.18) s numerickym tokem pro @ > 0 vyjadifenym
jako

Fiyip = F(QF, Q) = f(QF) = a@y'. (1.32)

Diferenc¢ni schéma metody pro FeSeni této rovnice tak dostava tvar
Q=0 - af@" 1) (1.33)

Aplikujme toto schéma na presné feseni rovnice ¢(z,t) v ¢ase t,. Pro lokalni diskretiza¢ni
chybu dostavame vztah

T = Ait (qw, tn) — 5%(61(% tn) — q(xi—1,tn)) — g, tn+1)>- (1.34)

Piedpokladejme, Ze ¢(z,t) je hladka funkce a mizeme ji rozvinout to Taylorova rozvoje

(@i tni1) = ql@i, ) + Ar22E) | AR Falaitn) | (1.35)
q(xi—1,ty) = q(xi,tn) — Ax% + %ﬁ% + ... (1.36)

Dosazenim dostavame vztah

. . 2 2 .
S aQ(xutn) +68Q($Zatn) T laA 0 (3317 n) . lAta Q(xlutn)

i ot oz 2 922 5 o T (187

Jelikoz uvazujeme, Ze q(z,t) je feSenim rovnice (1.31), ¢len v hranaté zavorce je roven nule
a diskretiza¢ni chyba ma tak tvar

2 2
TnzlaA 0 (xz; ”)_an (xu n)

2 dx? ot? (1.38)

Toto schéma je tedy prvniho fadu v prostoru i ¢ase.
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UvaZzujme nyni odlisné. Necht g(x,t) je pfesnym FeSenim rovnice

8q(w,t)+65q(x,t) 1_ . 0%qx,t) 1, 0%*q(a,1)

= AT TRt e

= — 1.
ot 9r 2 * (1.39)

V tom piipadé by lokalni diskretiza¢ni chyba schématu byla nulové pro viechna i € {1,..., N},
a tedy schéma presné aproximuje hodnoty feSeni této rovnice. Tato rovnice se nazyva modi-
fikovand rovnice schématu.

Z rovnice (1.39) lze pfi uvazovani konstantniho poméru % odvodit vztah
d%q d%q
— =a-—— + O(At), 1.40
g2 = Op2 T O(AY (1.40)

tedy modifikovanou rovnici lze pti zanedbani ¢lentt O(At?) upravit na tvar

oq(z,t) _Oq(xz,t) 1_ aAt\ 0%q(z,t)
=-aAzx|(1l— — ) ———. 1.41
ot o 2\ T Ar) o (141)
Tedy schéma presnéji Fesi advekéné-difuzni rovnici s difuznim koeficientem
1 aAt 1

Tuto hodnotu nazyvame numerickd difuze. Z nutné podminky konvergence plyne, ze CFL < 1,
tedy difuzni koeficient je kladny. Dominantni ¢ast diskretizacni chyby schémat prvniho radu
tedy prida do tlohy jisté mnozstvi numerické difuze, ktera zptsobuje ,yvyhlazeni* priblizného
fFeSeni [16].

Definujeme-li energii jako

/ q(x;)? da, (1.43)

1ze pro advekéné-difuzni rovnici s difuznim koeficientem v > 0 odvodit vztah [16]

d [aq(=t)?, dq(x, 1)\
T 5 dx = V/ o dz <0, (1.44)

tedy dochazi k disipaci energie a v dusledku toho vyhlazeni feSeni a stabilizace schématu.
Schéma, jehoz diskretiza¢ni chyba zptisobuje disipaci energie, pak oznac¢ujeme jako disipativni
schéma. Schémata prvniho fadu jsou disipativni.

Uvazujme nyni linedrni Laxovo-Wendroffovo schéma druhého fadu [19] pro FeSeni lineérni
advekéni rovnice (1.31). Pro lokalni diskretiza¢ni chybu bychom pii uvazovani konstantniho

poméru ﬁ—; v tomto piipadé odvodili vztah [19]
no Lang (1o (FANY) Palwit) ooy (1.45)
TG Ax o3 ‘ '

Modifikovana rovnice schématu odpovida pfi zanedbani ¢lentt O(Ax3) rovnici

dq(x,t) | _Oq(z,t)  Pq(x,t)
ot Ta or | 9z% (1.46)
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kde tzv. disperzni koeficient ~ je vyjadien jako

e o[- (1)), "

Jedn4 se o tzv. advekéné-disperzni rovnici. P¥i uvaZzovani rozkladu feSeni do frekvencéniho
spektra disperze zptsobuje rozdilnou rychlost &ifeni vin s riznym vlnovym ¢&islem, coz ma
za nasledek vznik nefyzikalnich oscilaci v okoli nespojitosti v feSeni.

Lze ukazat, Ze pro advekéné-disperzni rovnici plati [16]

d [ q(z,t)?

& 5—dx =0, (1.48)

tedy disperzni Clen, jenz tvori dominantni ¢ast diskretiza¢ni chyby Laxova-Wendroffova sché-
matu, nezplsobuje disipaci energie. V okoli nesposjitosti v feSeni se v diisledku disperze
objevuji oscilace, nicméné jejich velikost je omezena a tyto oscilace nezpusobuji nestabilitu
schématu. Schémata, jejichz diskretizacni chyba nezptsobuje disipaci energie oznacujeme
jako medisipativni.

1.3.3 Metody s vysokym rozliSenim

V entropickém feSeni nelinearni transportni rovnici ve tvaru (1.5) se objevuji nespojitosti
- rdzové viny. Metody prvniho fadu pf¥idavaji do tlohy jisté mnozstvi numerické difuze, ktera
zpusobi pfilisné ,yyhlazeni* feseni v okoli rdzové viny. Linearni metody druhého radu, vycha-
zejici ve svém odvozeni z Taylorova rozvoje feSeni, pak vytvareji v okoli rdzové viny oscilace.
Jako metody s vysokym rozlisenim nebo neoscilativni metody oznacujeme nelinedrni metody,
které byly vyvinuty za tcéelem spravného zachyceni réazovych vin pfi soucasném zachovani
nékterych nutnych vlastnosti entropického feseni tdlohy, jako je zachovani monotonie, TVD
vlastnost, nebo nékteré slabsi varianty téchto podminek. Popis nékterych metod lze nalézt
v [19]. Metodami se také zabyva bakalarska prace [22].

Jako metody s vysokym rozlisenim jsou oznac¢ovany metody s nasledujicimi vlastnostmi:

e metoda negeneruje umeélé oscilace,
e metoda negeneruje feSeni s velkou numerickou difuzi,
e metoda korektné aproximuje entropické reseni,

e metoda je formélné vyssiho fadu v bodech, ve kterych je feseni hladké.

Mezi metody s vysokym rozliSenim se fadi schémata MUSCL, ENO, WENO a dalsi.

Tyto algoritmy obvykle vyuZzivaji tzv. rekonstrukci veseni v jednotlivych ¢asovych vrst-
vach, kdy na nékolika sousednich bufikdch sestrojime funkci, jejiz integralni priméry na
bunikach C; odpovidaji piislusnym integralnim praméram (7. Na hranicich bunék pak vy-

uzivame hodnoty rekonstruovaného reSeni pro uréeni toku F" Tim muZzeme dosdhnout

i+1/2°
vyssiho Fadu presnosti v prostoru v mistech, kde je feSeni hladké.
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Pro zachovani nékterych pozadovanych vlastnosti pfiblizného feseni (napf. TVD vlast-
nost) se ¢asto vyuzivaji tzv. limitery. Limitery jsou zavislé na tvaru samotného feseni a mi-
zeme je interpretovat bud jako limitery rekonstrukee feSeni, nebo jako limitery tokové funkce.
Efekt limiterd se obvykle projevuje hlavné v okoli nespojitosti a extrému feseni, kde v du-
sledku jejich pouziti dochézi ke snizeni formélnfho f4d metody. Proto o téchto metodach
hovofime jako o metodach s adaptivnim Tddem.

Metody s vysokym rozliSenim jsou ¢asto vyjadieny pomoci semidiskrétni formulace a pro
¢asovou integraci pak vyuzivame feSi¢ obycCejnych diferenciélnich rovnic.

1.4 Metoda konec¢nych objemi pro nelineirni soustavy rovnic
v jedné prostorové dimenzi

Pocatecni tlohu pro nelinedrni hyperbolickou soustavu m rovnic v jedné prostorové di-
menzi mé tvar

9gp | 0fp(q)

— +——==0 R, te (0 =1,..

ot + o ’ rTER, € ( ,OO), p y ooy 1Ty (149)
ap(2,0) = ¢b(x), reR, p=1,...,m.

Entropické feSeni soustavy rovnic jiz kvuali provazanosti jednotlivych proménnych nemé
vlastnosti jako je TVD, monotonie, zachovani monotonie a dalsi. Nicméné metody odvozené
pro na zékladé téchto vlastnosti pro feSeni skalarni rovnice lze Gspé&sné pouzit i pro reSeni
soustav rovnic.

Metody lze zapsat v semidiskrétnim tvaru

dQ;(t 1 .
MO L Firal) ~ Filt), =10, (1.50)
kde Q;(t) = (QL(1), ..., Q"(1)) a Fi1)2(t) = (Fil_H/Q(t), ...,Fﬁ:lﬂ(t)).
Rekonstrukei feseni a aplikaci limiterd je mozné provadét v jednotlivych slozkich feSeni.
V hrani¢nich bodech bunék se pak fesi Riemanniv problém pro soustavu rovnic.

Pro skalarni dlohy v jedné prostorové dimenzi 1ze obecné analyticky odvodit pfesné entro-
pické feSeni Riemannova problému a vyuzit ho pro numericky fesi¢. Pro nelinearni soustavy
blému, jelikoz kvtli provazanosti proménnych je entropické reseni obvykle obtizné analyticky
odvodit. Nékteré fesice vyuzivaji feSeni Riemannova problému lokalné linearizované verze
soustavy rovnic. Regent je pak zéavislé na struktufe vlastnich ¢&isel a vektort Jacobiho matice
linearizované vektorové tokové funkce f (Roeuv fe8i¢ |7]), nicméné je tieba zajistit aproxi-
maci spravného entropického feSeni (entropy fir). Dalsi tiidou jsou tzv. centrdlni schémata,
aproximujici entropické feSeni Riemannova problému nezavisle na struktufe vlastnich vek-
tori Jacobiho matice vektorové tokové funkce, a lze je tak vyuzit univerzalné za cenu o néco
nizs$i presnosti. Mezi centrilni schémata patii napt. lokalni Laxova-Friedrichsova metoda,
jejiz numericky tok pro rovnici s vektorovou tokovou funkei f(g) vyjadiime jako [7][22]

FEQ Qi) = (@) + F(Qun) — gorap(@in — Q). (15)
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pro a;; /7 definované jako

172 = Max([A1(Qq)], N(Qiv1)], o M Qi) [N (Qis 1)), (1.52)

kde Ap(g) je p-té vlastni ¢islo Jacobiho matice tokové funkce f/(q).

1.5 Metoda kone¢nych objemiti pro nelinearni soustavy rovnic
ve vice prostorovych dimenzich

Problém existence a jednoznacnosti feSeni a jeho vlastnosti neni obecné pro nelinearni
hyperbolickou soustavu rovnic ve vice prostorovych dimenzich vyfeSen. Zobecnéni metod
odvozenych na zakladé skalarni tlohy v jedné prostorové dimenzi se navic potyka s fadou
problémii, nicméné i tak lze pomoci nich sestavit az prekvapivé tspésna numericka schémata.

Schéma metody konecnych objemii pro hyperbolickou soustavu ve vice prostorovych di-
menzich vychazi z obecného tvaru zakona zachovani (1.1). Schéma lze sestavit pro libovolny
tvar diskretiza¢ni sité.

Pro hyperbolickou soustavu m rovnic ve dvou prostorovych dimenzich ve tvaru

dgp  0fp(9) +89p(Q)
ot ox oy

qp(x7y70):(ﬁ;))(xay)v .CL'ER, yeRv pzlv-"7m7

=0, zeR, yeR, te(0,00), p=1,...,m,
y (0,00), p (1.53)

lze jednoduché semidiskrétni schéma metody kone¢nych objemi na kartézské siti zapsat jako

dQ;; 1 1
Qd;(t) = _E(Fi, jr1/2(t) = Fi j_1/2(t)) — Iy(Gi+l/2’ () = Gi_1y9, ;(t),  (1.54)

kde
Qij (1) = (Q;(1), -, QT (1)),

Q
Fi jy120t) = (le j172(8)s s F iy 0 ()
Git1y2, j(8) = (Giija j(0); -

Rekonstrukce Feseni ve vice dimenzich je jiz slozitéjsi tloha, zejména na nepravidelnych
sitich. Ve vice dimenzich je tak obecné obtizné formulovat schémata vyssich fada pfesnosti.

: (1.55)
z+1/2 ](t))

Riemanntv problém, na jehoZ feSeni jsou metody zaloZeny, je ze své podstaty jednodi-
menzionalni, a metody tak na hranicich bunék vyuzivaji zjednodusSeni vicedimenzionélniho
problému do jedné dimenze.
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Kapitola 2

Matematicky model proudéni

Matematicky model proudéni vychéazi z hypotetické predstavy kontinua, tedy spojitého
prostiedi. Hmotnost latek v kontinuu je rozprostiena spojité, nicméné skuteéné latky se
skladaji z jednotlivych ¢astic. Bodové hodnoty veli¢in v predstavé kontinua tak fyzikalné
odpovidaji jistému priameéru hodnot veli¢in pfes ¢astice v okoli bodu. Diky této predstaveé
muZeme zavést matematicky model proudéni zaloZeny na analyze funkci na spojitém pro-
storu. Takova pfedstava je relevantni, jelikoz odchylky od téchto primérnych veli¢in spojené
s molekularnim charakterem latek se projevuji na délkovych skaldch az mnohem mensich, nez
jsou nejmensi skaly proudéni popsaného pomoci predstavy kontinua, a to véetné proudéni
turbulentniho [23].

Zakladem modelu je systém Navierovych-Stokesovych rovnic formulovanych jiz v prvni
poloviné 19. stoleti, které jsou povaZovany za obecné platny fyzikilni model proudéni v ramci
platnosti hypotézy kontinua [8]. V této praci se budeme zabyvat modelem proudéni nestla-
Citelné newtonovské tekutiny.

2.1 Soustava rovnic popisujici proudéni nestlacitelné newto-
novské tekutiny

Matematicky model proudéni nestlacitelné newtonovské tekutiny je tvoren Navierovymi-
Stokesovymi rovnicemi a rovnici kontinuity.

Navierovy-Stokesovy rovnice jsou nelinearni soustavou parcialnich diferencialnich rovnic
reprezentuji bilanci hybnosti tekutiny vychazejici z druhého Newtonova pohybového zakona.
Pro nestlacitelnou tekutinu ve t¥ech prostorovych dimenzich lze bilance hybnosti (vztazené
na jednotku hmotnosti) zapsat v diferencialnim tvaru jako

Ouj | Ouny _ 10p O
ot or;  poxj 0x;0z;’

J=123, (2.1)

kde u; = u;(x,t) jsou slozky rychlosti proudéni tekutiny, p = p(z,t) vyjadiuje tlak, p hustotu
tekutiny (pro nestlacitelnou tekutinu konstantni v ¢ase i prostoru) a v je tzv. kinematicka
viskozita tekutiny (uvazujeme také konstantni v prostoru a ¢ase).
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Druhy ¢len na levé strané rovnice reprezentuje makroskopicky transport hybnosti a ozna-
¢ujeme ho jako nelinearni konvektivni ¢len.

Druhy ¢len na pravé strané rovnice pak reprezentuje difuzi hybnosti v disledku inter-
akce Castic na molekularni Grovni a vychézi z kinetické teorie latek. Koeficient této difuze,
kinematické viskozita v, tedy vyjadifuje miru jistého vnitiniho tfeni tekutiny zptisobujictho
disipaci kinetické energie proudéni. Z fyzikalniho hlediska se jedna o pfeménu kinetické ener-
gie proudéni na vnitini energii latky. JelikoZ se jedné o difuzni ¢len, intuitivné ho chapeme
tak, Ze ,vyhlazuje* rychlostni pole.

Dalsi rovnici v systému je pak rovnice kontinuity reprezentujici zdkon zachovani hmot-

nosti. V diferencidlnim tvaru lze tuto rovnici zapsat jako

@ 8pu,~
ot 8.%,

= 0. (2.2)

Jelikoz uvazujeme hustotu tekutiny konstantni v ¢ase i prostoru, rovnice kontinuity prechézi
na tvar

ﬁui _
o = 0. (2.3)

Soustava parcidlnich diferencidlnich rovnic popisujicich proudéni nestlacitelné newtonov-
ské tekutiny ve tfech prostorovych dimenzich je tedy dana jako

. 2 2, .
% 8”1”] :—l%‘{‘l/ 6 uj 3 j:1a2;37
ot o0x; p Ox; 0x;0x; (2.4)
(‘9xi o

Uvazujeme-li pocateéni tlohu pro soustavu (2.4) s hladkou poc¢ateéni podminkou, pro-
blém existence, jednoznacnosti a vlastnosti jejiho feSeni neni plné vyfeSen. Obecné je do-
kazéana existence a jednozna¢nost hladkého feSeni tlohy pouze po jistou kratkou dobu T
zévislou na pocateéni podmince [10]. Dale je dokazana existence slabého feSeni tlohy po
libovolné dlouhou dobu, nicméné neni dokdzana jeho jednozna¢nost (na slabé feSeni jsou
kladeny slabsi pozadavky z hlediska diferencovatelnosti) [10]. Otazka ohledné existence hlad-
kého Teseni Navierovych-Stokesovych rovnic pro libovolny ¢as je jednim z problému tisicileti
vyhlagenych Clayovym matematickym institutem [10]. Tento problém tzce souvisi s pocho-
penim jevu turbulence.

2.2 Reynoldsovo ¢islo

Zavedenim novym proménnych a veli¢in dle vztahua

7= x t = g
el e et (2:5)
U(.T,t) = U p(x,t) = pU2 )
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pro jistou charakteristickou délku L a charakteristickou rychlost U mtizeme soustavu rovnic
(2.4) prevést do tzv. bezrozmérného tvaru 23]

Oy | Oty _ _0b L O gy
ot o0T; 0%;  Re0%;0%; (2.6)
O _ '
ox;
kde bezrozmérny parametr Re oznaujeme jako Reynoldsovo ¢islo. To je vyjadiené jako
UL
Re = —. (2.7)
v

Reynoldsovo ¢islo je dtlezitym podobnostnim &islem. Je jedinym parametrem v soustaveé
rovnic (2.6). VSechny ulohy, které jsou shodné v bezrozmérné formulaci, tedy budou mit
stejnou strukturu feseni, pouze se budou lisit Skalou svych proménnych a veli¢in dle vztaht
(2.5). Reynoldsovo ¢islo je proto ¢asto vyuzivano k charakterizaci feSené tlohy. Jako charak-
teristicka délka L se obvykle voli prumér kanélu ¢i obtékaného télesa a jako charakteristicka
rychlost U se voli stfedni hodnota rychlosti proudéni.

2.3 Turbulence

Pro dostatetné maléd Reynoldsova ¢isla (proudéni na malé oblasti pifi velké hodnoté ki-
nematické viskozity a malé rychlosti) méa proudéni tzv. lamindrni charakter. Pfekro¢enim
jisté kritické hodnoty Reynoldsova ¢isla pak proudéni prechazi na proudéni turbulentni. To
je charakterizovano mj. nasledujicimi vlastnostmi: [8]

e zdanlivé chaotické, ndhodné chovani,

o extrémngé citlivé na pocatecni podminky,

e velky rozsah délkovych a ¢asovych skal,

e zvySena mira difuzivity (miseni transportovanych veli¢in) a disipace energie,
e vifivé a trfidimenzionélni.

Je dulezité si uvédomit, ze za turbulentni proudéni miiZze byt povazovano pouze prou-
déni tiidimenzionalni, jelikoZ nékteré dilezité turbulentni jevy nemaji analogii ve dvou nebo
v jedné prostorové dimenzi, a dochézi tak ke kvalitativnim rozdilim v chovani [§]. Jednim
z téchto jevi je tzv. ,protahovani viri* (z anglického vortex stretching).

Kvtli narocnosti feSeni zékladniho systému rovnic bylo pivodné turbulentni proudéni
zkoumano predevsim experimentilné. Komplexni teorie turbulence dodnes neexistuje, zejména
kvili nejasnostem ohledné existence a vlastnosti feSeni Navierovych-Stokesovych rovnic.
Proto neexistuje ani pfesna definice turbulence. Historicky se vyvinulo nékolik odlisnych
pohledt na jeji studium [8].

Nejstarsi je smér statisticky (Reynolds, Prandtl, Kolmogorov a dalsi). Chovéni veli¢in pfi
turbulentnim proudéni je povaZovano za ndhodné a je analyzovano metodami teorie statistiky
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a pravdépodobnosti. Jedné se o analogii ke kinetické teorii latek propojujici makroskopicky
pozorované veli¢iny s mikroskopickou Césticovou strukturou latek. Statisticky pFistup pii-
nési velké mnozstvi vysledki a konstitutivnich vztaht, které jsou vyuzivany v modelech
turbulence.

S rozvojem métici techniky v 50. letech 20. stolet{ se zacalo ukazovat, Ze teorie turbulence
zaloZend na statistickém popisu neni plné obhajitelnd. Novy strukturdini smér analyzoval
turbulence na zékladé koherentni struktury virtt odhalené pii experimentech.

Nejmladsi deterministicky smér (Lorenz a dalsi) pak zkouma turbulentni proudéni z hle-
diska teorie dynamickych systémut a chaosu. Objevil se v 60. letech 20. stoleti s rozvojem
vypocetni techniky a analytickych matematickych metod. Je zdtraziiovan deterministicky
charakter Navierovych-Stokesovych rovnic a rozpor pii popisu jejich feSeni pomoci ndhod-
nych veli¢in. Jednim z tspéchii deterministického sméru je popis posloupnosti prechodt mezi
ruznymi stavy proudéni

stacionarni — periodicky — kvaziperiodicky — turbulentni,

jejichz existence je potvrzena i experimentalné [8].

2.4 Energetickid kaskdda a Skaly turbulentniho proudéni

Na zékladé Kolmogorovych hypotéz (1941) ohledné statistické izotropie proudéni na do-
statecné malych skalach byly odvozeny nékteré dilezité charakteristiky turbulence [8][23].

Jednou z téchto dulezitych charakteristik je existence jisté energetické kaskddy. Energie
nejvétsich vird je postupné prenasSena na viry mensi a mensi pfi zvySujici se mife disipace
energie v disledku molekulérni viskozity tekutiny. U nejmensich vira pak dochézi kvili vyssi
mife disipace a malému mnozstvi energie téchto virt k jejich zéaniku [8][23].

Délkové skaly turbulence lze v ramci této kaskady rozdélit na nékolik pasem [23]:

o integrdlni pdsmo, které souvisi s geometri{ problému a zahrnuje velké viry,

e inercidlni pasmo, ve kterém dochéz{ k transportu energie na mens{ skaly,

e disipacni pdsmo, kde dochézi k zaniku nejmensich viri v disledku disipace energie.

Pri prostorové analyze rychlostniho pole ve Fourierové frekvenénim spektru lze v inercidlnim
pasmu popsat zavislost mnoZstvi energie na vlnovém ¢isle jako

E(k) = Ce¥3K75/3, (2.8)

pric¢emz pohybtim na skélach [ odpovidéa vinové &islo k = QT” [23] a € znagi rychlost disipace
turbulentni kinetické energie vyjadrenou jako

g = 2Z/<SZ]SZJ> (29)

Tzv. tenzor rychlosti deformace S;; je vyjadien jako

1 8uz 8’U,j
== 2.1
5 2 <8{L'j + 8a:z> ( O)
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a operace ( . ) oznacuje jistou stfedni hodnotu definovanou pozdéji v sekei 3.2.
Rozméry nejmensich virt vyskytujicich se v feseni jsou charakterizoviny pomoci tzv.

Kolmogorovy délky [23]
1
3\ 4
=— . 2.11
U ( 8 > (2.11)

Nejkratsi ¢asova Skala je pak charakterizovana dobou

1
VN2
= (g) (2.12)
a charakteristickou rychlost{
1
uy = (ve)t. (2.13)

2.5 Proudéni v blizkosti pevné stény

Uvazujme tlohu s pritomnosti pevnych stén. Pro vazkou tekutinu na sténach volime tzv.
no-slip okrajovou podminku u; = 0, j = 1,2,3. Pro malou hodnotu kinematické viskozity
tekutiny pak vznika tenka tzv. mezni vrstva s vysokou hodnotou gradientu rychlosti.

Pro popis mezni vrstvy se zavadi relativni vzdalenost od stény pomoci vztahu [23]
yt == (2.14)

kde y je normélova vzdalenost od stény a 6, je tzv. viskdzni délka definovana jako

d -1/2
5, = v'/? <C<1;L> ) . (2.15)
y=0

Pro popis chovani proudovych veli¢in v mezni vrstvé pro y < 50 jsou empiricky odvozeny
dulezité vztahy Casto vyuzivané v modelech turbulence.

2.6 Eulerovy rovnice

Pokud se hodnota kinematické viskozity blizi nule, nabizi se otazka, co se stane, kdy-
bychom uvazovali piimo v = 0, tedy idedini nevazkou tekutinu. Systém rovnic popisujici jeji
proudéni ve tvaru

Oou;  Ouju, 10p .
J zJ:_f ) ]:172737
ot ox; p Oz
8ui _ 0’
ox;
nazyvame Fulerovy rovnice nestlacitelného proudéni. Stejné jako u Navier-Stokesovych rovnic
je problém existence a jednoznacnosti feSeni a jeho vlastnosti nevyreSen. Eulerovy rovnice

(2.16)

déle trpi nékterymi zésadnimi fyzikdlnimi nedostatky.
Lze ukazat, ze rovnice jsou ¢asoveé reverzibilni, coz odporuje 2. termodynamickému zakonu
a umoziiuje existenci perpetum mobile [15][23].
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Lze ukazat, ze Eulerovy rovnice pro tlohy obtékani téles umoznuji tzv. potencidlni resent,
které je stacionarni a nevifivé [15]. Nevazka tekutina nepfilne k povrchu télesa (namisto
okrajové podminky no-slip uvazujeme tzv. slip okrajovou podminku u;n; = 0). To umoziuje
pohyb télesa proudovym polem s nulovym odporem. To vSak neni nikdy v realnych situacich
pozorovano. Tento jev se nazyvi d’Alemberttiv paradox.

Za standardni vysvétleni paradoxu je povazované to, které podal v roce 1904 Prandtl.
Dle né&ho je klicovym faktem, Ze realna tekutina je vzdy alesponn mirné vazka. Vazka tekutina
prilne k télesu a jeji rychlost se v bezprostiedni blizkosti stény blizi nule. Kolem télesa se tak
vytvaii tenkd mezni vrstva. Odtrzenim proudu (tzv. odtrZeni mezni vrstvy) prechézi proudéni
na turbulentni, které zptsobi pokles tlaku za télesem a tedy vznik odporu [15].

Nicméné ukazuje se, ze 1ze podat i alternativni vysvétleni v ramci Eulerovych rovnic bez
uvazovani mezni vrstvy. Pii uvazovani okrajové podminky slip potencidlni feSeni Eulerovych
rovnic vykazuje v bodé€ setkani proudu za télesem nestabilitu. V disledku malé odchylky
v TeSeni (napf. pfi numerickych vypoctech) pak potencialni obtékani pfechazi na proudéni
yturbulentni, které zpisobi pokles tlaku za télesem [15]. Numerickymi experimenty bylo ukéa-
zano, ze takové feseni je velice podobné numerickému reSeni ziskanému pomoci Navierovych-
Stokesovych rovnic s no-slip podminkou a nizkou hodnotou kinematické viskozity [15].

Jelikoz Eulerovy rovnice odpovidaji situaci, kdy v — 0, a tedy Re — oo, velikost nejmen-
sich délkovych a €asovych §kal neni pii uvazovani Kolmogorovy teorie néjak omezena. Nej-
kratsi skaly tak jiz jsou mimo ramec platnosti pfedstavy kontinua. Nicméné pii numerickych
vypoctech vidy uvazujeme néjakou diskretizacni sit s kone¢nym krokem, a feSeni Eulerovych
rovnic tak mohou pfi spravné interpretaci davat fyzikalné smysluplné vysledky [15].



Kapitola 3

Metody modelovani turbulence

V této kapitole se budeme vénovat obvyklym pristuptim k modelovani turbulence, zalo-
zenych na soustavé Navierovych-Stokesovych rovnic, abychom nakonec mohli uvést pristup
ILES do sirsich souvislosti s ostatnimi metodami.

Rozsah délkovych a ¢asovych kil turbulentniho proudéni je zna¢ny a jeho modelovani je
tedy extrémné naro¢ny problém. Pokud bychom fesili ilohu turbulentniho proudéni pifimo
diskretizaci soustavy rovnic proudéni tekutiny, oviem na pfili§ hrubé siti, nelze automaticky
predpokladat, Ze feseni bude popisovat spravnou dynamiku problému, jakou bychom ziskali
v pfipadé pfesného feSeni tlohy. Regenf tlohy turbulentniho proudéni je citlivé na jakékoliv
chyby a zanedbanim fluktuaci pod trovni rozliSeni prostorové nebo ¢asové diskretizacéni sité
ho zdsadnim zptsobem ovlivnime a dostdvame kvalitativné rozdilné vysledky.

Metoda, ktera fesf lohu turbulentniho proudéni diskretizaci rovnic proudéni tekutiny na
velmi jemné prostorové i casové siti tak, aby byly zachyceny fluktuace feSeni i na nejkratsich
délkovych a casovych Skalach, se nazyva DNS - direct numerical simulation. Tento pristup
je z hlediska smért studia turbulence Cisté deterministicky.

Rozdilnym pfistupem k feSeni turbulentnich tloh je pak modelovani pomoci RANS
(Reynolds-averaged Navier-Stokes), kdy upravou soustavy rovnic proudéni tekutiny problém
prevedeme na hledani pouze jisté statistické stfedni hodnoty FeSeni. Veskeré fluktuace reSeni
od této stfedni hodnoty (a jejich efekty na samotné stfedni hodnoty) modelujeme pomoci
modelt turbulence, které nemuseji pfimo vychézet z Navierovych-Stokesovych rovnic, ale
tfeba z empirickych znalosti turbulence. V této souvislosti obvykle hovofime o tom, Ze pfi
DNS jsou vegkeré skily problému feSeny pifimo (v anglicky psané literatufe se uziva vyraz
resolved), zatimco pii RANS jsou veskeré skaly modelované (modelled) [8]. RANS pfistup
lze oznadit jako pristup statisticky.

Kombinaci obou pfedchazejicich pristupt je metoda LES - large eddy simulation, kde
dynamika velkych vira je feSena piimo pomoci Navierovych-Stokesovych rovnic, ale efekty
prostorovych fluktuaci na Skilach pod trovni rozliSeni diskretiza¢ni sité jsou modelovany
pomoci modeli turbulence. Jedna se tak o deterministicky pristup s prvky statistického
pristupu pfi modelovani fluktuaci pod pod trovni diskretiza¢ni sité.

Pri simulaci je nutné si uvédomit, jaké jsou naSe cile a co jednotlivé metody modeluji.
Pro inZenyrské tlohy ¢asto neni diilezité znat ¢asovy pribéh okamzitych hodnot veli¢in, ale
je potieba ziskat jejich globalni statistiky. S timto zamérem jsou vyvijeny RANS modely.
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V nékterych aplikacich ale mtize byt nutné detailnéji zjistit dynamiku vétsich virti nebo
zachytit jevy, jako je prechod od laminarniho k turbulentnimu proudéni. Pro tyto ucely
metoda RANS vhodna neni [8] a vhodné&jsi volbou je metoda LES. Dalsi otézkou je, nakolik
jsou nami hledané veli¢iny zavislé na malych chybach v pocateéni a okrajové podmince.
Pokud by bylo nasim cilem napiiklad modelovat ¢asovy priubéh okamzité rychlosti v jistém
bodé prostoru, jsou jakékoliv pokusy o toto modelovani pro turbulentni proudéni irelevantni,
nebot hodnoty budou extrémné zéavislé na jakékoliv odchylce v parametrech i feSeni tlohy.

3.1 DNS

Jak jiZz bylo zminéno v uvodu kapitoly, metoda DNS (direct numerical simulation) je
metodou pifimé simulace turbulentniho proudéni tak, aby byly v feSeni ziskané touto metodou
zachyceny veskeré fluktuace na vSech Casovych i délkovych gkalach. Pri diskretizaci dlohy
turbulentniho proudéni metodou DNS je nutné pouzit velice jemnou sit.

Rozméry nejmensich virt vyskytujicich se v feSeni jsou charakterizoviny pomoci Kolmo-
gorovy délky (2.11). Rychlost disipace turbulentni kinetické energie 1ze fadové odhadnout
jako

jaf®
~ T
kde |@| znaci velikost fluktua¢ni ¢asti rychlosti od své stfedni hodnoty proudéni (pfesnéji
definovano v sekei 3.2) a L je charakteristicka délka tilohy. Pro pomér nejdelsich a nejkratsich
rozmérovych skal dostdvame odhad

e (3.1)

L 3
p (3.2)

Pro pomér nejdelsich a nejkratsich ¢asovych skal pak z (2.12) dostavame odhad

L Ret, (3.3)

Tn

Abychom tedy pomoa; DNS vyfesily dlohu pro dané Re, je nutné pro tiidimenzionalni pro-
stor pouzit fadové Re4 diskretizac¢nich bodu. Jako efektivni metody feSeni se jevi takzvané
pseudospektralni metody zalozené na Fourierovu rozkladu feSeni [23]. Bereme-li v ivahu na-
vic i slozitost tohoto algoritmu, 1ze odhadnout slozitost takové tlohy turbulentniho proudéni
jako O(Re3)[23]. Vzhledem k soucasném trendu rychlosti riistu vypocetniho vykonu poéi-
tactl, kdy se vykon zdvojnasobi ptfiblizné kazdé dva roky, lze tak odhadnout, Ze kazdych 5 let
bude mozné zdvojnasobit Reynoldsovo ¢islo tilohy pii zachovani stejného vypocetniho ¢asu.

Pravdépodobné zatim nejveétsi DNS simulace turbulentniho proudéni nestlacitelné teku-
tiny byla provedena pro tlohu proudéni v kanalu obdélnikového prifezu, a to v roce 2013
na superpocita¢i Mira o rychlosti 10 petaflopii. Pfi vypoctech bylo vyuzito 786 tisic vy-
pocetnich jader a simulace vygenerovala 140 terabytt dat. DosaZena hodnota integralniho
Reynoldsova &isla byla 4 - 10° [18]. Je tedy ziejmé, Ze pro praktické tlohy inZenyrské praxe
stale neni a v blizké budoucnosti ani nebude efektivni DNS vyuzit. Uvedme ale, Ze v 60. a 70.
letech 20. stoleti bylo odhadovano, ze DNS nebude nikdy mozné vyuzit pro tlohy relevantni
v inZenyrské praxi [27]|. To se nyni ukazuje jako odhad az piilis pesimisticky.
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I pfes tyto extrémni vypocetni naroky je v soucasné dob& DNS mimofadné dilezitym
néastrojem vyzkumu turbulence. Ze ziskanych vysledkt lze vyextrahovat data potfebné k po-
pséani zakonitosti turbulentniho proudéni, které bychom nebyli schopni ziskat ani experimen-
talné. Data lze také vyuzit k apriornim a aposteriornim odhadtm chyb modeli turbulence
a k navrhim novych modelii.

3.2 RANS

Pocatky modelovani turbulence pomoci piistupu RANS (Reynolds-averaged Navier-Stokes)
sahaji az do konce 19. stoleti. Ziskané experimentalni vysledky byly v dobré shodé s odvo-
zenymi FeSenimi Navierovych-Stokesovych rovnic, a ty tak byly povazovany za platny model
proudéni. Nicméné chovani okamzitych hodnot veli¢in v turbulentnim proudéni se pii ex-
perimentech jevilo jako ndhodné, za jediny mozny piistup analyzy byl tedy povazovan pii-
stup statisticky. Reynolds ve svém ¢lanku v roce 1895 pouzil myslenku primérovani veli¢in
v Navierovych-Stokesovych rovnicich a v prib&hu 20. stoleti se s vyvojem teoretickych zna-
losti o turbulentnim proudéni a FeSseni Navierovych-Stokesovych rovnic objevily rtzné dalsi
varianty a interpretace tohoto pristupu. Pro prehled uvedeme nékteré z nich.

Vsechny pristupy vychazeji ze zékladni pfedstavy, Zze uvazované veli¢iny rozlozime na
jejich jistou stfedni hodnotu a fluktua¢ni ¢ast, tedy rychlost a tlak rozlozime jako

u(z,t) = (u)(x,t) +u(x,t), (3.4)
p(.%’,t) = <p>(l’,t)+ﬁ(.1‘,t), (3~5

pricemz jako ( . ) je oznacena stfedni hodnota a vlnovkou je zna¢ena fluktuacni ¢ast. Pfesné
definice téchto pojmi se ale v literatufe lisi a pro piehled tedy uvedeme nékteré z nich.

Sti¥edni hodnota v €ase Tento popis nalezneme napiiklad v [27]. Stfedni hodnotu sledo-
vané veli¢iny ¢ stanovime jako

T
@@ =7 [ oo (3.6

pricemz T uvazujeme dostateéné velké, pfipadné uvazujeme, ze se T' limitné blizi nekonecénu.
Tuto definici l1ze dle [27] pouZit, pokud je stfedni hodnota veli¢iny stacionarni. Takto ziskana
hodnota (¢) neni proménnou v ¢ase.

Dalsi mozny piistup ke stfedovani v ¢ase je uveden v [21][23], kdy je st¥edni hodnota
definovana jako

t+T
() (@, ) = % /t o(x,7) dr. (3.7)

Takto definovana hodnota je proménné v ¢ase i prostoru. Uvadi se, Ze hodnota T" se v tomto
piipadé voli mezi nejkratsi a nejdelsi ¢asovou $kalou proudéni [21].
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Prameér pies realizace V nékterych publikacich, mj. [11][27], je uvaZovan tzv. pramér
pres realizace. Ten je charakterizovan jako primér okamzitych hodnot hodnot dané veli¢iny,
pokud by bylo realizovano N identickych experimenti, tj.

N

(6)(.1) = - 306, 1), (39)

n=1

tedy tato hodnota je proménna v Case i prostoru. Teoreticky uvazujeme, Ze hodnota N se
blizi nekonec¢nu.

Stifedni hodnota nahodné veli¢iny Tento pfistup je vyuzit v [23]|. Uvazujeme, Ze sle-
dované veli¢iny jsou ndhodné ve smyslu teorie pravdépodobnosti. Tyto veli¢iny jsou tedy
popsény funkei hustoty pravdépodobnosti. Okamzité hodnoty veli¢iny, které zméiime pii ex-
perimentu, se povazuji jen za jednu realizaci ndhodné veli¢iny. Stfedni hodnotu veli¢iny pak
uvazujeme jako stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny, tj.

(P)(z,t) = /_OO VIi(V;x,t)dV, (3.9)

tedy stfedni hodnota je proménné v ¢ase i prostoru.

Pro libovolnou z téchto definic plati, Ze stfedni hodnota fluktuacni ¢asti veli¢iny je nulova,
tj. .
(8)(@,t) = 0. (3.10)

Stredovanim Navierovych-Stokesovych rovnic, ziménou derivace a stfedovani, dosazenim
rozkladu (3.4) do nelinearniho konvektivniho ¢lenu a vyuzitim vztahu (3.10) dostavame tzv.

RANS rovnice ) o
O{u;) n Ofui)(uy) _ 0°(u;)  O{usty) 19(p)
ot 0x; 0x;0x; 0z; p Ox;
Stfedovanim rovnice kontinuity a zaménou derivace a stfedovani pak dostavame vztah ana-
logicky rovnici kontinuity i pro stfedované hodnoty veli¢in
O (ui)

8901-

(3.11)

= 0. (3.12)

Pokud uvazujeme Ze stiedni hodnota byla zavedena pomoci vztahu (3.6), tedy ze (u) =
(u)(z), vypadne z RANS rovnic ¢asova derivace a dostavame tvar rovnic

Oui)(ug) _ 0P(u) _ O{istiy) _ 10(p)
Ox; O0x;0x; Oz p Oxj

(3.13)

Ackoliv se stfedovani (3.6) objevuje ¢asto v literatufe, tvar rovnic bez ¢asové derivace (3.13)
neni obvykly a misto nich se obvykle uvazuji rovnice s ¢asovou derivaci ve tvaru (3.11). Toto
je zminéno v [§].

Rovnice (3.11) se od ptvodnich Navierovych-Stokesovych rovnic lisi pouze o vyraz se
¢lenem (u;u;). Tento ¢len se oznacuje jako Reynoldstiv tenzor napéti a je vyjadien jako

(Witg) = (ugu;) — (ui) (u ). (3.14)
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JelikoZ pro stanoveni tohoto rozdilu bychom museli znat veli¢iny pred stfedovanim, RANS
rovnice (3.11) s rovnici kontinuity (3.12) netvofi uzavienou soustavu. Abychom soustavu
uzavteli, je nutné Reynoldsova napéti néjakym zpisobem aproximovat (pomoci modeld tur-
bulence). Tato aproximace je tedy kli¢ovym prvkem modelovani turbulence pomoci pfistupu
RANS. Modely turbulence se snazi tento ¢len co nejlépe aproximovat na zékladé ruznych
matematickych a fyzikdlnich avah a znalosti vysledkt experimenti, a to jak fyzikalnich, tak
DNS simulaci.

3.2.1 Modely zalozené na turbulentni viskozité

Jedné se o nejvétsi t¥idu modelt turbulence, ktera zahrnuje vétsinu modeli nyni vyuzi-
vanych v technické praxi. Popis metod lze nalézt v knize [23].

Modely jsou zaloZené na dvou piedpokladech [23|. Prvnim pfedpokladem je, Ze anizot-
ropni ¢ast Reynoldsova tenzoru napéti, tj.

(Uitij) — %k%, (3.15)

lze vyjadrit v zavislosti na prostorovych derivacich stfednich hodnot rychlosti a{%;). Symbol

0;; oznacuje Kroneckerovo delta. Hodnota k znaci turbulentni kinetickou energii definovanou
jako k = (@)

Druhym pfedpokladem je, Ze tato anizotropni ¢ast Reynoldsova tenzoru napéti lze apro-
ximovat pomoci Boussinesquovy hypotézy (1877) jako

<'I~iiﬁj> — gk&] = —vr <88<Z;> + 8a<zz>> . (3.16)

Hodnotu vr oznacujeme jako turbulentni viskozita. Vztah je pfimou analogii ke vztahu pro
vazka napéti v newtonovské tekutiné objevujici se v disledku molekularni viskozity. Dosa-
zenim tohoto vztahu do RANS rovnic (3.11) a predefinovanim tlakového pole na p = p+ 2k
dostavame
Olus) | Olus)uy)
8t 8{[:@

0*(u;)  19(p)
dx;dx;  p Oz

= +vr)

(3.17)

Témito modely tedy v podstaté fesime tlohu pro Navierovy-Stokesovy rovnice s prostorové
a Casové proménnou efektivni viskozitou veg(x,t) = v + vp(x,t).

V [23] je popsana fada uloh, pro kterou je prvni, druhy nebo oba popsané predpoklady
naprosto nespravné. Ukazuje se, Ze predpoklad analogie s molekularni viskozitou je velmi
slabé teoreticky podlozen. Pfedpoklady nemaji obecnou platnost, a to ma velky vliv na
pouzitelnost téchto modelu.

Modely tohoto typu se obvykle tfidi podle zpisobu stanoveni turbulentni viskozity v
na algebraické, jednorovnicové a dvourovnicové. Pro prehled uvedeme nékteré nejznaméjsi
z nich.
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Baldwintv-Lomaxtav algebraicky model Jedna se o jeden z nejjednodussich vyuziva-
nych modelt turbulence. Turbulentni viskozita je stanovena na zakladé algebraického vztahu.
V modelu je jeji vypocet oddélené uvazovan pro tvz. vnitini oblast a tzv. vnéjsi oblast (blizko
hranice oblasti). Turbulentni viskozita na vnitini oblasti se stanovi na zékladé vztahu

vr = I [Q] = [0/ (205 Q), (3.18)
kde ;= § (G -

hypotézy (1925), jejiz rozloZeni v prostoru je tieba déle specifikovat. Model je kompletné
popsén v [1].

) a hodnota l,, = l,,(z) oznacuje tzv. smésovaci délku z Prandtlovy

Pro urcovani sméSovaci délky na slozitéjsich oblastech je zapotiebi mnoho odhadu [23],
coz limituje aplikovatelnost a snizuje vérohodnost vysledkd. Na druhou stranu pro velkou
t¥idu inZenyrskych tloh na jednoduchych oblastech je vhodné rozlozeni sméSovaci délky
zndmé a model lze vyuzit.

Dvourovnicovy k — e model Dvourovnicové modely jsou nejcastéji vyuzivané modely
turbulence v soucasné technické praxi. PopiSeme standardni k£ — ¢ model, jehoZ varianty jsou
implementoviny ve velkém mnozstvi komerénich programi pro simulaci proudéni. Model je
zaloZzeny na transportnich rovnicich pro turbulentni kinetickou energii k£ a rychlost disipace
turbulentni kinetické energie €. Tento model zohlediuje historii proudéni.

Rovnice pro k je odvozena primo z RANS rovnic, pficemz na jednotlivé ¢leny jsou apliko-
vany aproximace. Rovnici pro € je rovnéz mozné odvodit, nicméné ¢leny v této rovnici nelze
ispésné aproximovat za zakladé stfednich hodnot veli¢in, a vyuziva se tak rovnice empiricka,
odvozena na zékladé tvaru energetického spektra [23|. Soustava pro k a € ma tvar [8]

ok ok 0 v\ Ok
— i— = — — ) — P—e, 1
ot + <u >8.%'Z 8.%']' |:<V+ Uk> (%cj + © (3 9)
Oe Oe 0 vr\ Oe € g2
— i— = — — ) — —P - — 2
ot + >833i Ox; [<V+ O'€> Ox]} + Cslk Cez k (3:20)
se zdrojovym Clenem
~ o~ 0 Uq
P = —(uiuj> (;x), (321)
J

ve kterém vyraz (@;u;) aproximujeme pomoci Boussinesquovy hypotézy (3.16). Vztah pro
turbulentni viskozitu vr je odvozen z rozmérové analyzy [8] a ma tvar

k.2
v = Cp—. (3.22)
€
Standardni hodnoty konstant jsou [8][23]
C,=0,00, Co =1,44, Cop=1,92, 0, =1,0, 0. =1,3. (3.23)

Rovnice jsou silné nelinearni. V tloze je pak tfeba navic specifikovat okrajové a pocateéni
podminky. Pro ziskani fyzikalné pfesnéjsiho feSeni v blizkosti pevnych stén je pak mozné
zahrnout do rovnic takzvané sténové funkce.
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V kategorii dvourovnicovych modeltt bychom déale nalezli ¢asto vyuzivany k — w model,
ktery je zaloZeny na podobném principu jako uvedeny k — ¢ model, ale druha uvazovana
transportni rovnice je pro tzv. rychlost specifické turbulentni disipace w.

Modely jsou zna¢né slozité, jejich aplikovatelnost je ale omezené. Nicméné lze je vyuzit
pro t¥idu tloh technické praxe, pro které jsou modely kalibrovany.

3.2.2 Komplexnéjsi modely turbulence

Kvili nedostatecné obecnosti modeli zaloZzenych na aproximaci Reynoldsovych napéti
pomoci linearnfho vztahu s turbulentni viskozitou bylo odvozeno mnoho modeld turbulence,
které se pokousi o komplexnéjsi piistup, bud za pouziti vztahu nelinearniho, nebo o aproxi-
maci pfimou - bez pouziti konceptu turbulentni viskozity. Nékteré modely jsou popsany v [1].
Jednim z nejkomplexnéjsich modelt je RSM ( Reynolds stress model). Tento model je analy-
zovan v [8]. Ukazuje se, Ze v modelu je nutné aproximovat 22 neznamych vztahu. Vysledky
modelu jsou jen mirné lepsi nez vysledky z modelt dvourovnicovych, ovSem implementacni
i vypocetni ndrocnost je navySena vyrazné.

3.2.3 Problémy modelid RANS

V teorii RANS modelovani lze nalézt jisté nedostatky, o kterych je mj. pojednévano
v textu [8]. Uvedeme nékteré uvahy.

Ackoliv pristup k definicim stfednim hodnoty se u riznych autora lisi, turbulentni mo-
dely se vyuzivaji obvykle stejné a nejsou zavislé na uvazovaném stiedovani. Z modeli tedy
dostavame vzdy stejné vysledky, jejich interpretace se ale u riiznych autori lisi. Porovnavani
vysledkt modelu s vysledky experimentu je ale zavislé na tom, jakou interpretaci vysledki
zvolime. Pokud bychom chtéli porovnat vysledku RANS modelu s vysledkem jednoho kon-
krétniho DNS nebo fyzikalniho experimentu, miZzeme tak korektné ucinit, pouze pokud uva-
Zujeme stfedovani v case dle definice (3.6) nebo (3.7). Porovnani vysledku interpretovanych
pomoci praméru pres realizace vyzaduje dal3i fyzikalni zjednoduseni (hypotéza o ergodicité
[8]), které vede k jistym logickym sporim [8].

Dale, v odvozeni modelt RANS je ¢asto definovano, Ze veliéiny maji charakter ndhod-
nych veli¢in a automaticky je uvazovan pojem fyzikalniho experimentu - mj. v [23]. OvSem
Navierovy-Stokesovy rovnice a rovnice kontinuity jsou soustava deterministickych rovnic.
Jedné se o systém, ktery je za urcitych okolnosti citlivy na infinitezimélni poruchy pocatec-
nich nebo okrajovych podminek. Neni ale jasné, jakym zptisobem chapat, Ze feSeni téchto
deterministickych rovnic je vyjadieno jako ndhodné veli¢ina. Pokud je v feSeni ndhodnost,
mél by takovy systém byt spiSe popsan stochastickymi rovnicemi namisto deterministickych.
Predstava nahodnych veli¢in se zd& nyni byt matematicky nedostateéné odtvodnéna.

Dale kdybychom pfedpokladali jednoznac¢nost feseni tlohy pro Navierovy-Stokesovy rov-
nice, neni jasné, jakym zptusobem bychom méli ménit poc¢ateéni nebo okrajovou podminku
nebo jiny parametr tlohy, abychom dostévali rtizna reSeni pies realizace stejného experi-
mentu. Takovy pramér bychom bez pouziti pojmu fyzikalniho experimentu mohli mozné
chapat jako primér feSeni rovnic pii vSech moznych infinitezimalnich zménach v paramet-
rech dlohy. Exaktnéjsi definice a teorii by mohla poskytnout teorie deterministického chaosu.
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Preneseme-li se pres tento teoreticky nedostatek, dale uvazujme ¢&isté prakticky. Reynold-
suv tenzor napéti (;u;) vyjadiuje stfedni hodnotu sou¢inu fluktuacnich ¢asti slozek rychlosti
a jeho aproximace je klicovym prvkem turbulentnich modeld. P¥i modelovani se ze stfed-
nich hodnot slozek rychlosti snazime odhadnout, jaké jsou fluktua¢ni ¢asti slozek rychlosti.
Tedy na zakladé znalosti rozlozeni stfednich hodnot rychlosti v prostoru (a pfipadné jejich
historie) modelujeme v kazdém bodé tvar funkce hustoty pravdépodobnosti rychlosti, tedy
musime rozhodnout, zda je v daném misté proudéni turbulentni a v jaké mite.

Kvli absenci obecného modelu turbulence je prirozené, Ze modely, které se o toto snaizi,
nemohou byt pouzitelné univerzalné. V téchto modelech turbulence je vzdy vétsi mnozstvi
empirickych vztaht (Gasto bez obecné platnosti) a parametri, které je nutné upravit pro
konkrétni tlohu. Hodnoty parametrt se pro dany typ tlohy stanovuji obvykle tak, aby vy-
jsou modely kalibrované, predpovédi ziskané RANS modely znacné lisi od experimentalnich
vysledku [8]. RANS modely také mohou jen tézko zachytit slozitéjsi jevy, jako je pfechod od
laminarniho k turbulentnimu proudéni, kvaziperiodické nebo periodické chovani.

3.2.4 Shrnuti RANS

I pfes v8echny své nedostatky se v technické praxi vyuziva témér vyhradné RANS modelo-
vani pomoci dvourovnicovych modeli. Je to diky relativné velmi nizké vypocetni narocnosti,
kterd navic neni zavisla na hodnoté Reynoldsova ¢isla. RANS modely jsou jiz dlouhou dobu
vyuzivané a validované pro velké mnozstvi tloh. Hodnoty ziskané z RANS modeli byvaji
dostate¢nym vystupem pro technické potieby. Diky tomu, Ze proudéni lze Casto uvazovat
jako statisticky dvoudimenzionalni, lze dokonce modelovat turbulence (tfidimenzionélni jev)
na 2D oblastech. To zadna z metod LES a DNS neumoziuje.

3.3 LES

Modelovani pomoci Large Eddy Simulation (LES) je jistym kompromisem mezi ¢isté
statistickym pfistupem RANS, pfi kterém se snazime z méla informaci modelovat az prilis
mnoho, a Cisté deterministickym pristupem pii DNS, kde je limitem nesmirné vypocetni
narocnost.

Pristup LES je zaloZen na myslence, Ze makroskopické turbulentni pohyby jsou charakte-
rizovatelné ,makroskopickymi“ veli¢inami (jako je rychlost pohybu jistého objemu tekutiny)
a tyto pohyby lze pak simulovat pomoci béznych metod, zatimco turbulentni pohyby na
malych skalach lze povaZzovat za lokalné statisticky izotropni a jejich vliv na makroskopické
veli¢iny lze modelovat pomoci SGS (subgrid-scale) modelii. Jedna se tedy o kombinaci de-
terministického a statistického pfistupu.

LES vyuziva tzv. filtrovani rovnic proudéni tekutiny v prostoru. Operace filtrovani funkce
o(x,t) je dle [23]| definovana jako konvoluce

o(z,t) = /G(r, x)p(x —r,t)dr, (3.24)
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kde integrace se provadi pres celou vypocetni oblast a filtracni jadro G spliiuje vlastnost

/G’(r,x) dr=1 (3.25)

pro libovolné z. Filtrace tedy provadi jistou formu ,primérovani‘ hodnot na okoli bodu =.
V nejjednodussim piipadé se filtracni jadro G uvazuje homogenni, tedy nezavislé na prosto-
rové soutadnici z.

Ptehled moznych voleb filtra¢niho jadra lze nalézt v [23]. Jednou z nich je (ve své jedno-
dimenzionalni verzi) tzv. bozx filter

1 1
=—H|=-A- 2
6(r) = 51 (32 -1r1). (3.26)
kde funkce H je Heavisideova funkce (jednotkovy skok) a parametr A nazyvame charak-

teristicka délka. Tato funkce G(r) pak ma konstantni hodnotu % na intervalu [—1A, TA].

Hodnoty funkce ¢(x) jsou pak integralnim priimérem hodnot ptivodni funkce ¢ na %-okoli
bodt z. Rozsifeni jadra do dvou nebo tii dimenzi lze provést bud izotropné, kdy funkce
G(r) bude mit konstantni hodnotu na sféfe se stfedem v bodé z, nebo anizotropné napiiklad
tak, ze funkce G(r) bude mit konstantni hodnotu na obdélniku, nebo kvadru, o rozmérech
ha, hy (a h.). Mezi dalsi mozné volby filtra¢niho jadra patii Gaussova funkce (tzv. Gaussian
filter), ktera narozdil od filtru typu box vykazuje lepsi vlastnosti pfi frekvencni analyze FeSeni
a nasledné analyze energetickych procesu [23].

Pouzijme nyni operaci filtrovani na soustavu rovnic proudéni nestlacitelné newtonovské
tekutiny. Pro homogenni filtr dostavame vztahy

8@ 8uiuj B 82ﬂj 1 0p
@ " om T Vomow  pow;’ (3:27)
ou;
= 0. 2
i 0 (3.28)

Rozdil oproti ptivodni soustavé rovnic se nachézi ve druhém ¢lenu v prvni rovnici, jelikoz
obecné plati

Soustava (3.27), (3.28) tak neni uzaviena, protoze pro ziskani hodnoty wju; potiebujeme
znat puvodni nefiltrovanou funkci u. Zavedeme tzv. tenzor rezidudlnich napéti Ti];“ ve tvaru
R

Tij = Wity — Ui (3.30)

Tento tenzor je analogii s Reynoldsovym tenzorem napéti v RANS (3.14).

Tenzor dale rozlozime jako

2

kde hodnotu k, definovanou jako k. = %Tﬁ' = %(uzul — W;u;) nazveme rezidudlni kinetickd

energie a ¢len T Je pak anizotropni ¢ast tenzoru rezidualnich napéti. Predefinovanim filtro-
vaného tlakového pole na

iy (3.32)

Wl o

P=p+
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a po dosazeni téchto vztaht do (3.27) dostavame neuzavienou soustavu

8ﬂj 8@@ _ 82ﬂj B 87—113 _ 1 Jp 7 (3_33)
ot ox; O0x;0r;  Ox;  pOx;

ou;

0z, 0. (3.34)

Abychom docilili uzavienosti této soustavy, ¢len 7;; vhodné aproximujeme (modelujeme) na
zékladé ostatnich veli¢in v soustavé. Modely pro aproximaci tohoto ¢lenu se nazyvaji SGS
modely (subgrid-scale models) a jsou kli¢ovym prvkem LES.

3.3.1 Energetickd analyza

Analyza kinetické energie proudéni nam poméahé pochopit vlastnosti SGS modeli pro
rezidudlnf napéti 7/; a lze ji nalézt v [23].

Na pole kinetické energie (vztaZené na jednotku hmotnosti) ptuvodniho nefiltrovaného
rychlostniho pole E(x,t) = %uz(l‘, t)u;(z,t) aplikujeme operaci filtrovani a dostavame filtro-
vané pole kinetické energie

1
E(z,t) = §ui(x,t)ui(ac,t). (3.35)
Kinetickéd energie obsaZena ve filtrovaném rychlostnim poli je ale dano jako
1
E¢(z,t) = 5@(% t)ui(z, t). (3.36)
Rozdil téchto dvou hodnot tvoii reziduélni kineticka energie, tj. energie obsazena ve fluktu-

acich rychlosti pod charakteristickou délkou filtru, tedy piSeme

— 1 1 1 1
E = Ey + ky = Sui; + 575 = STl + 5 (Wt — Wil;) (3.37)

Pro dalsi analyzu zavedeme filtrovany tenzor rychlosti deformace §Z~j dany vztahem

1 /[ Ou; Gﬂj

]

a jeho charakteristickou hodnotu S definovanou jako

S =1/25;;5j. (3.39)

Pienasobenim filtrované soustavy Navierovych-Stokesovych rovnic vektorem rychlosti u;
a upravou ziskané rovnice dostaneme bilanci kinetické energie obsazené ve filtrovaném rych-
lostnim poli. Po apravé méa bilance tvar [23]

0B; , OBy 10wp ., 0uSy O

a7 - = — — PT’7 340
at +U] 8.’E]’ P (%sj 856j aﬂjj Ef ( )

kde leva strana rovnice reprezentuje transport kinetické energie a na pravé strané jsou zdro-
jové ¢leny. Clen €5 ma tvar
Ef = 2I/SijSij (3.41)
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a vyjadiuje disipaci kinetické energie filtrovaného rychlostniho pole vlivem vazkych napéti.
Clen P,, vyjadieny jako
P, = —1,;5ij, (3.42)

reprezentuje produkci rezidualni kinetické energie, tedy disipaci kinetické energie filtrovaného
pole rychlosti vlivem prenosu energie na fluktuace rychlosti pod charakteristickou délkou
filtru [23]. PTi turbulentnim proudéni je v rovnici dominantnim zdrojovym ¢lenem P, zatimco
hodnota disipace kinetické energie vlivem vazkych napéti je mala.

7 Kolmogorovy teorie turbulence plyne, Ze v prameéru je energie prenéSena z velkych $kal
na malé gkaly, tedy (P,) > 0, nicméné lokalné dochazi i k tomu, Ze energie z malych skal se
vraci do pohybti na velkych skilach. Potom plati P, < 0 a tento jev se v angli¢tiné oznacuje
jako backscatter.

3.3.2 Modely zaloZzené na SGS turbulentni viskozité

Témito modely aproximujeme anizotropni ¢ast tenzoru reziduéalnich napéti 7;; pomoci
analogie s Boussinesquovou hypotézou (3.16) jako

. — ou;  Ou;
Tij = _2ngsSij = —Vsgs (ax + 8$]> : (343)
j i

Filtrovanou soustavu rovnic LES lze diky této aproximaci pfevést na tvar [23|

ou;  Ougu; o*u; 1 0p
e R Lo R 5gs) =t — =L 44
ot ox; (v Vsgs) 0x;0r;  pOx; (3.44)
ou;
pu— -4
o 0, (3.45)

pricemz SGS turbulentni viskozita je proménné v prostoru a ¢asu. S témito modely tedy
vlastné tlohu pro Navierovy-Stokesovy rovnice s efektivni viskozitou ves(x,t) = v+vsgs(x, t)
proménnou v Case i prostoru a zavislou na zvolenych parametrech filtra¢ni funkce a SGS
modelu.

Smagorinského SGS model [1][8][21][23][27]

Tento model uvedl ve svém ¢lanku v roce 1963 J. Smagorinsky a jedné se o pravdépodobné
nejjednodussi a nejznaméjsi SGS model. Model je analogii k algebraickym modelim RANS.

SGS turbulentni viskozitu v4ys stanovime jako

Vegs = 128 = O2A?S = C§A2\/m. (3.46)

Konstanta A je charakteristickid délka filtru. Konkrétni tvar filtru nemusi byt pfimo speci-
fikovan. Parametr [; se nazyva Smagorinského smésovaci délka a parametr Cg je tzv. Sma-
gorinského koeficient vztahujici se k uvazované filtracni funkei a jehoz hodnota je stanovena
empiricky.

Produkce rezidualni kinetické energie dle vztahu (3.42) stanovime jako

Pr = *Tzﬂjgij = 2ngs§ij§’ij = I/SQSEQ = C§A2§3 (347)
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Tedy produkce rezidualni kineticka energie je vzdy kladna a neni umoznén backscatter.

Puvodni hodnota konstanty Cg byla stanovena jako C's = 0.17 [23]|. Tato hodnota byla
odvozena na zékladé analyzy energetického spektra turbulentniho proudéni za predpokladu,
7e charakteristickd délka filtru A lezi v prechodovém péasmu. Nicméné pro laminarni prou-
déni v pripadé, kdy jsou mimodiagonélni slozky tenzoru rezidualnich napéti nulové, nemé
rezidualni tenzor napéti vliv na pfenos hustoty hybnosti v prostoru, a spravné hodnota kon-
stant [ a Cg by tak mé&la byt nulova [23]. Porovnanim s vysledky DNS simulaci se skuteéné
prokazalo, Ze pfi laminarnim proudéni je piivodni hodnota Cg prilis vysokd a model je tedy
prilis disipativni, zatimco v nékterych pripadech je pro lepsi vysledky nutné hodnotu Cyg
naopak zvysit [23][27]. Obvykle se tak voli Cg v rozsahu 0.1 —0.2 dle typu alohy [1][27]|. Déle
také plati, Ze v blizkosti stén by hodnoty I; a Cs mély klesat k nule. To se obvykle zajisti
vyuzitim van Driestovy tlumici funkce pro hodnotu I

+

I, = CsA[l — exp(%)], (3.48)

kde konstanta AT = 26 [23].

Modely s transportni rovnici [1][21][23][27]

Modely s transportni rovnici jsou analogii k jednorovnicovym modelim RANS. Ptuvodni
model navrhl v roce 1974 Deardoff a pozdéji se objevily jeho rtzné dalsi varianty. V téchto
modelech se vyuziva odvozena transportni rovnice pro rezidualni kinetickou energii s né-
kterymi ¢leny dodanymi empiricky. Pro aproximaci anizotropni ¢ésti tenzoru rezidualnich
napéti 7;; se obvykle vyuziva analogie s Boussinesqovou hypotézou (3.43) a SGS turbulentni

viskozity vsgs vyjadiené jako
Vsgs = CuAV Ky (2, t). (3.49)

Transportni rovnice pro k, mé tvar

3
2
86]2’“ +ujgf; = C, Ak, 8:;Sij — CE% - 88% [ <V + S’T’A\/E) gZ] (3.50)
a v modelu jsou empirické konstanty, jejichZz obvyklé hodnoty jsou C. = 0,7, C, = 0,1
aor = 0,7 [23]

Jelikoz modely tohoto typu zohlediiuji historii proudéni, uplathuji se predevsim v né-
kterych specialnich aplikacich (meteorologie, reaktivni procesy). Kromé téchto specialnich
ptipadi vsak vyrazné zvySena vypocetni narocnost a slozitost algoritmu obvykle nepfinési
dostatecné zpresnéni vysledkt, a pouziti téchto modelu tak ¢asto neni efektivni.

Dynamicky SGS model [1][8][21]]23][27]

Tento model vychazi z ptivodniho Smagorinského SGS modelu. Na zakladé uvahy, Ze
Smagorinského koeficient C's by bylo vhodné uvazovat jako proménnou v prostoru a Case
Cs(x,t), vyvinuli Germano et al v roce 1991 tzv. dynamicky SGS model.

Model pro stanoveni rozlozeni C's v prostoru vyuziva dva filtry s riznymi charakteristic-
kymi délkami A a A, pricemz obvykle A = 2A. Aplikaci druhého filtrovani na @ dostévame
[23]

U(z,t) = /Gz(r)u(ac —rt)dr = /G;(r)u(a} —r,t)dr, (3.51)
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kde A je tzv. efektivni délka filtru, jejiz hodnota lze pro konkrétni typ filtru stanovit na
zékladé frekvencni analyzy a pro gaussovsky filtr plati A = A’ + A2,

Kromé standardniho tenzoru reziduélnich napéti TZ-}} dale zavedeme tenzor rezidualnich
napéti po dvojitém filtrovani TZI;:, tedy mame vztahy

Tg = Ujuj — ujuy, (352)

TZIJ?“ = UjUuj — UjUy. (3.53)

Aplikujeme-li operaci druhého filtrovani na tenzor reziduélnich napéti TZ-? a vztahy od sebe
odecteme, dostavame tzv. Germanovu identitu

~R e ndiad

L =TRE _ = UjUj — UjlU;. (3.54)

i Tij
Tento vyraz jsme schopni vyjadrit pfimo na zékladé znalosti u a muzeme ho interpretovat
jako prispévek prostorovych fluktuaci na 8kalach mezi A a A k tenzoru rezidualnich napéti
z hlediska filtru A a pomoci toho néasledné lokalné odhadnout vhodnou volbu konstanty Cg.

Pokud bychom anizotropni ¢asti tenzorta 7'1-1} a TZI]% aproximovali pomoci Smagorinského
SGS aproximace (3.43), dostavame vztahy

= —20%A°5 5, (3.55)
Tj; =-2C(A S5 S;;. (3.56)
Jelikoz L;; je vyjadfeno jako L;; = Té{ U, dostavame tak aproximaci L;; pomoci Smago-
rinského modelu jako
1 ~2= =
L35 — §LSGS<5U — 2027’5 5 Sij —205 A S Sy, (3.57)

pri¢emz pro zjednoduseni jsme uvazovali koeficient C's konstantni v prostoru (ackoliv cilem
modelu je dostat hodnotu koeficientu proménnou v prostoru). Definujeme-li vyraz

~2~ ~
MJ—2ASS -2A S S, (3.58)
miuzeme tuto aproximaci zapsat jako
1
L36% — ng,fsam CEM, (3.59)

Tuto aproximaci tenzoru L;; jsme schopni pifmo vyjadiit na zakladé znalosti w. Jelikoz jsme
ale schopni vyjadrit i samotny tenzor L;; pfimo ze vztahu (3.54), miZzeme se pokusit lokalné
najit hodnotu Cyg tak, aby se SGS aproximace anizotropni ¢ésti L%GS co nejlépe priblizovala
pfimému vyjadreni anizotropni ¢asti L;;. Pomoci metody nejmensich ¢tverci byla autory
metody stanovena jako nejlepsi aproximace hodnota

— . 3.60
M My (3.60)
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Protoze takto stanovené hodnoty vykazuji vysokou miru fluktuace v prostoru, autoii navrhli
upravené vyjadreni
o2 = (LijMij)

(M M)’ (3.61)

kde operace ( . ) v tomto pfipadé vyjadiuje jisté pramérovani ve sméru statistické homoge-
nity proudéni, pfipadné v kratkém casovém intervalu. Jelikoz vyraz na pravé strané miize
nabyvat zaporné hodnoty, mé oznaceni C’g pouze symbolicky vyznam pro konzistenci znaceni
s puvodnim Smagorinského modelem (3.46).

Pokud koeficient C% lokalné nabyva zaporné hodnoty, SGS turbulentni viskozita nebude
kladna, a to muzZe zpiuisobit, Ze celkova efektivni viskozita v rovnicich LES modelu (3.45) muze
byt zaporna. Takova situace pak vede na tlohu se zdpornym difuznim koeficientem, ktera je
Spatné podminéna. Zaporna hodnota efektivni viskozity nicméné umoziiuje jev backscatter
(pfenos rezidualni kinetické energie zpét do kinetické energie filtrovaného rychlostniho pole),
ktery se v redlnych turbulentnich proudénich skutecné vyskytuje. Kvili §patné podminénosti
tlohy ale néktefi autofi zpochybnuji korektnost toho modelu [8]. Pfi implementaci tohoto
modelu je nutné zajistit stabilizaci schématu. V nékterych implementacich jsou zaporné
hodnoty pfedefinovany na nulu [23|, ¢imz je backscatter znemoznén.

V aposteriornich porovnénich s DNS simulacemi model vykazuje dobré vysledky. Lze ho
vyuzit pro prechodné i turbulentni proudéni. V oblastech laminarniho proudéni je hodnota
Cyg spravné stanovena jako blizkd nule a v blizkosti stén neni nutné uvazovat tlumici funkci
jako u klasického Smagorinského SGS modelu.

Shrnuti modeld zaloZenych na SGS viskozité Pristup zaloZzeny na konceptu SGS
turbulentni viskozity je oblibeny diky relativn{ jednoduchosti implementace, robustnosti a
nizké vypocetni naro¢nosti [21]. Nicméné i pres dobré vysledky dynamickych modeli v apo-
steriornich porovnanich je nutné poznamenat, ze zakladni pfedpoklady, ze kterych jsou mo-
dely odvozeny, tedy Ze lze pouZzit aproximaci analogickou k Boussinesquové hypotéze (3.43),
nejsou obecné platné. Dle vysledki DNS simulaci se ukazuje, Ze rozlozeni slozek tenzoru
T;;, stanovenych presné, vykazuje velmi nizkou korelaci s usporddanim slozek Sij. Model
tak nemuze dobfe vystihnout vhodné usporadani 7;; a zaroven spravné hodnoty produkce
rezidualni kinetické energie P, = ngiij [23]. Uvadi se proto, ze dobré vysledky v aposterior-
nich porovnanich neprameni z toho, ze by model dokazal reprezentovat fyzikilni procesy na
nejmensich skalach [23]. Skuteéna prediktivni schopnost a obecnost modeli zalozenych na
SGS turbulentni viskozité je proto zpochybhovéana [8].

3.3.3 Modely typu scale-similarity a smiSené modely

Modely typu scale-similarity [8][21]|23] opoustéji koncept SGS turbulentni viskozity. Mo-
del, ktery navrhli v roce 1980 Bardina et al., vyuziva dekompozici tenzoru reziduélnich napéti
75 na

kde ¢len L?j nazyvame Leonardova napéli a dle Germanovy dekompozice plati [21][23]

LY = Tgu; — Uiy, (3.63)

-
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Tento tenzor miZzeme pomoci filtrovanych veli¢in piimo vyjadrit, zatimco ¢leny Czoj a jo ve
svém vyjadfeni obsahuji fluktua¢ni ¢asti funkce rychlosti, které nezname, a odhadujeme, ze
tyto cleny lze zanedbat. V tomto modelu tak jako aproximaci 7;; pouZijeme primo anizotropni
cast L?j prenéasobenou jistou konstantou Cy;p,, tedy [21]

1

77 = Caim (Lg’j — 3L2,€5ij> : (3.64)

Pouzijeme-li pro aproximaci Leonardovych napéti L?j aproximaci zalozenou na jejich
analytickém vyjadreni a Taylorové rozvoji, dostavame vztah [21]
A? ou; 8@-

V= — .
K 12 8:Ck 8xk

(3.65)

Model, ktery vyuziva tento vztah pro aproximaci T{j s dodate¢nou konstantou ve tvaru

2/ ou O 0 O
A <3ul ou; 10y aul&) (3.66)

1
R 70 70
Y " < Y " ”) ™12 \ Oy, Oz 30y, Oxy

3

se nazyva Clarkav model. Tento model byl uveden v roce 1979 [21].

Ackoliv dle apriornich porovnani by tyto modely mély velmi dobfe aproximovat ;> P
vypoctech vedou Casto k nerealistickym vysledktim, jelikoz se ukazuje, Ze tyto modely nejsou
pri numerickych vypoctech dostateéné disipativni. To je pripisovano faktu, ze kvili diskre-
tizaci tlohy dochézi k jisté ztraté informaci o filtrovanych polich rychlosti, ktera v idealni
aproximaci neni uvazovana [8]. Proto byly vyvinuty takzvané smiSené modely [8][21][23], kde
je disipace pfiddna tim, Ze zkombinujeme aproximace modelu typu scale-similarity a apro-
ximaci pomoci nékterého modelu SGS turbulentni viskozity bud jako jejich soucet [23]

1 = .
Tz’? - (L?j - 3L2k5ij> — 2595 5i], (3.67)
nebo jako néjakou jejich kombinaci [8]. Turbulentni viskozitu v téchto modelech obvykle
stanovujeme pomoci dynamického SGS modelu. Takovéto modely pak nazyvime dynamické
smiSené modely.

3.3.4 Modelovani v blizkosti stény

P1i simulaci turbulentniho proudéni ohrani¢eného sténami nelze procesy v mezni vrstvé
u stén povazovat za lokalné statisticky izotropni. Disipace kinetické energie a turbulentni
kineticka energie dosahuji pti turbulentnim proudéni maxima ve vzdalenosti y < 20, co# je
vzdélenost mnohem mensi nez je obvykla charakteristicka délka filtru a rozliSeni diskretiza¢ni
sité nutné pro simulaci volného proudéni mimo blizkosti stén [23]. Proto je pro spravnou
simulaci procest v mezni vrstvé nutné pristoupit k jednomu z néasledujicich postupi.

Jednou z moznosti je vyrazné zjemnéni diskretiza¢ni sité u stén, ovSem tim se vypo-
Cet stava znacné neefektivni pro praktické aplikace. Pocet potfebnych diskretizaénich bodu
v prostoru odhadem roste v zavislosti na Reynoldsovu &islu tilohy rychlosti Re!:"® [23]. Stejné
tak je nutné u stén zkratit charakteristickou délku filtru ve sméru normaly ke sténé y, tim
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by se ale filtr stal nehomogenni v prostoru a operace prostorové derivace a filtrovani by ne-
komutovaly, coZ by vedlo k tomu, Ze by se v rovnicich LES (3.33), (3.34) objevily dodate¢né
¢leny. Proto se misto toho obvykle pouziva pouze rovinny filtr v roviné & — z kolmé na smér
y, ktery lze uvazovat homogenni v prostoru [23].

Alternativou je pak efekty procest odehravajicich se v mezni vrstvé pouze modelovat
pomoci sténovych funkci nebo specialnich okrajovych podminek na smykové slozky tenzoru
rezidualnich napéti. Nékteré postupy jsou zminény v [23|. Tento pFistup nezvySuje vypo-
¢etni naroc¢nost tlohy v zavislosti na Reynoldsové ¢isle, nicméné neni vhodny pro simulace

v

slozit&jsich turbulentnich procest jako odtrzeni mezni vrstvy a dalsi [23].

3.3.5 Shrnuti LES

V této podkapitole jsme predstavili nejznaméjsi metody typu LES. Modely s SGS turbu-
lentni viskozitou jsou zaloZené na fyzikilné i matematicky nedostateéné podlozeném piedpo-
kladu analogickém s Bousinessquovou hypotézou, z ¢ehoz plynou jejich nedostatky, a nelze je
tak povazovat za dostatecné obecny a fyzikalné spravny model turbulence. Nicméné nékteré
pokrocilejsi modely se ukazuji jako tspésné pii praktickych vypoctech a jsou proto Casto
vyuzivany pro Siroké spektrum tloh.

Teoreticky nadéjné vypadajici modely typu scale-similarity generuji nestabilni numerické
algoritmy a pro zajisténi stability jsou tak kombinoviny s metodami zaloZenymi na SGS
turbulentni viskozité.

Modelovani pomoci LES se dale obecné potyka s nékolika dalsimi praktickymi problémy.
Abychom z modela LES dostali fyzikilné spravné vysledky pro tilohy proudéni ohrani¢eného
sténami, je nutné u stén volit mimofadné jemnou sit, nebo se uchylit k dalsi aproximaci
pomoci sténovych funkei. Za timto ucelem jsou vyvijeny také hybridni modely RANS/LES,
DES.

Dalsim problémem je samotné numerické reseni modeli LES. Modely LES pfedpokladaji,
Ze filtrované rovnice jsou feSeny piesné, coZ v praxi nelze zajistit. Aby diskretizacni chyba
numerického schématu neinterferovala se samotnym SGS modelem, je obvykle nutné volit
nedisipativni metody vyssiho fadu presnosti a dostatené jemnou diskretiza¢ni sit. Nicméné
i tak u nékterych tuloh mize dochazet k situaci, kdy i pfi pouziti metod vyssiho fadu je
velikost diskretizaéni chyby numerické metody vétsi nez velikost prispévkin SGS modelu [25].

Vyvoj novych modeli turbulence typu LES je ¢asto zalozeny fundamentélné odlisnych
pristupech. Mezi nové navrhovanymi modely jsou mj. modely zaloZzené na teorii pravdépo-
dobnosti, fraktalové analyze, teorii dynamickych systémt nebo model zaloZeny na feSeni jiné
soustavy rovnic - Lagrangian-averaged Navier-Stokes (LANS) alpha model [21].

3.4 ILES

Ponékud odlisnym piistupem je modelovani metodou ILES (implicit large eddy simu-
lation). A¢koliv svym charakterem se fadi k metodam typu LES, v tomto textu mu bude
vénovana samostatna podkapitola.
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Pfi numerickém fegeni filtrovaného systému rovnic LES (3.33), (3.34) je FeSeni zatiZeno
chybami, z nichZ obvykle nejpodstatnéjsi je prostorova diskretiza¢ni chyba [23|. Aplikujeme-
li metodu kone¢nych objemi pfimo na soustavu Navierovych-Stokesovych rovnic, prostorova
diskretizac¢ni chyba se v modifikované rovnici numerického schématu projevi jako ¢len ve
tvaru divergence [13]. Modifikovana rovnice semidiskrétniho schématu lze tak pro w; a p

vyjadiujici integralni priméry veli¢in ve smyslu metody kone¢nych objemu zapsat ve tvaru

ou;  Oum; _ 0°u;  Om; 10m
ot Oz; _Vax,-&ci o0x; paxj’ (3.68)

kde clen 7;; je dodatetnym clenem oproti ptivodni soustavé Navierovych-Stokesovych rov-
nic objevujici se v disledku prostorové diskretizace. Tento ¢len je zavisly na prostorovém
diskretiza¢nim kroku h.

V klasickém piistupu LES se snazime fesit filtrované rovnice LES (3.33), (3.34) s expli-
citnim modelem pro 7/; a volime takovou metodu a diskretizacni krok, aby byla diskretizacni
chyba numerického schématu zanedbatelna oproti prispévkim SGS modelu. U ILES je pfi-
stup rozdilny - numerickou metodu aplikujeme na ptivodni soustavu rovnic proudéni tekutiny
(tedy explicitni model rezidualnich napéti vynechavame) a snazime se numerickou metodu
volit tak, aby se jako model rezidualnich napéti choval ¢len 7;; objevujici se v disledku
diskretizace.

Ukazuje se, Ze nékteré neoscilativni numerické metody spadajici pod metodu koneénych
objemil svym chovanim a tvarem diskretizacni chyby pfipominaji chovani SGS modeli zmi-
novanych v predchozi podkapitole [20][13]. Samotna numerickd metoda tak implicitné plni
roli filtru a SGS modelu a tim odpadé nutnost stanovovat aproximace tenzoru rezidualnich
napéti pomoci explicitniho SGS modelu.

To, ze pravé tyto algoritmy funguji jako ILES, je zdivodiiovano mimo jiné faktem, Ze
tyto metody aproximuji TeSeni rovnic, jenZ mejpresneji vystihuji dynamiku konecéniyjch ob-
jemi tekutiny [13]. Metoda kone¢nych objemi je odvozena z obecnéjsi integralni formulace
a je navrzena pro hledani integralnich primért veli¢in (namisto hledani bodovych hodnot
puvodnich funkei s vysokofrekvenénimi fluktuacemi). Metodou koneénych objemi tak apro-
ximujeme FeSeni rovnic popisujicich chovani integralnich primért veli¢in, namisto bodovych
hodnot. Tedy metodou kone¢nych objema pfimo hledame feSeni analogické s filtrovanym
feSenim v LES modelu.

Poprvé byla myslenka algoritmu typu ILES formulovana v textu [5] v roce 1990. V tomto
textu J. Boris uvadi tezi, Ze monoténni algoritmy, navrzené za ucelem dodrzeni fyzikalnich
pozadavkl pozitivity a kauzality, obsahuji v disledku toho minimalni LES filtr a jemu pii-
slusny SGS model. Pristup byl proto oznacovan jako MILES (monotone integrated LES)
[12]. AZ pozdéji se objevily publikace, ve kterych byly tyto vlastnosti exaktnéji matematicky
nitou zabyvajici se turbulentnim modelovanim se tento piistup stale nesetkal se vieobecnym
prijetim. Od doby ptuvodni myslenky se ukézalo, Ze monotonicita je az prili§ p¥isnd pod-
minka a Gspésné mohou byt i algoritmy, které ji striktné nedodrzuji, proto se nyni castéji
uziva oznaceni ILES (implicit LES).
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3.4.1 Porovnani klasického pristupu LES a pristupu ILES

LES Pii klasickém LES modelovani vychézime z diferencidlniho tvaru bilance hybnosti
a zékona zachovani hmotnosti. Pfedpokladdme, Ze numerickd metoda nedokaze spravnym
zpusobem zohlednit fluktuace feSeni pod trovni diskretiza¢ni sité. Proto provadime filtraci
soustavy rovnic proudéni tekutiny a dostdvame novou neuzavienou soustavu rovnic pro ,vy-
hlazené“ pole veli¢in. Soustavu musime pro jeji uzavieni doplnit o explicitni SGS model,
pomoci kterého aproximujeme efekty fluktuaci FeSeni pivodni soustavy rovnic pod charak-
teristickou délkou filtru na filtrované veli¢iny. Ziskanou soustavu rovnic pak vhodnou nu-
merickou metodou diskretizujeme a dostavime FeSeni pro pole filtrovanych veli¢in. Bodové
hodnoty filtrovanych veli¢in pak vyjadiuji jistou formu priméru presného fluktuujicicho fe-
Seni puvodni soustavy rovnic na okoli daného bodu.

zékony zachovani v integralnim tvaru

zékony zachovéani v diferencialnim tvaru

diferencialni rovnice pro filtrované veli¢iny + SGS model

diskretizace - hleddni bodovych hodnot filtrovanych veli¢in

Vyhoda tohoto pfistupu spociva zejména v tom, Ze filtr a SGS model muZeme zvolit
prakticky libovolné, mtizeme do néj zanést velké mnozstvi fyzikalnich a matematickych avah.

Nevyhodou ovSem je, Ze SGS modely jsou piimo zévislé na samotném filtrovaném FeSeni
(obvykle na jeho prostorovych derivacich), tedy aby se chovaly podle ofekavani, musi byt
stanoveno filtrované feSeni velmi presné. V idedlnim piipadé tak musime volit metodu nedi-
sipativni, vysokého Fadu, na diskretizacni siti s krokem mensim nez je charakteristicka délka
filtru. I tak mize byt obtizné vyhodnotit, nakolik diskretiza¢ni chyba numerické metody
ovlivnila ¢innost SGS modelu.

ILES Pii modelovani pomoci ILES vychazime z obecnéjsiho integralniho tvaru zékona
zachovani hybnosti a hmotnosti. Ten pfimo diskretizujeme metodou kone¢nych objem, hle-
dame tak TeSeni pro integralni pruméry velicin.

zékony zachovani v integralnim tvaru

diskretizace - hledani integralnich priméra veli¢in

Je dulezité si uvédomit, Ze samotné metoda kone¢nych objemi je tedy zaloZena na velice
podobné myslence jako LES modelovani - nehledame bodové hodnoty veli¢iny (protoze ty
jsou zatizeny fluktuacemi), ale jistou formu jejich praméru.
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Souvislost s klasickymi LES modely je velmi zifejmé, pokud odvodime soustavu diferenci-
alnich rovnic, jejimz feSenim je funkce, které ve svych bodech vyjadiuje integralni prameéry
hodnot pfesného Feseni plivodni soustavy rovnic proudéni tekutiny v jistém okoli pfislus-
ného bodu. Jedna se tedy o obdobu filtrovanych rovnic LES. Odvozen{ je pro pfipad ve dvou
prostorovych dimenzich provedeno v [13]. Funkce @;(z,y,t), j = 1,2, definovana jako

r+Ax/2 y+Ay/2
wi(xz,y,t) / (', t)dy' d2’, j=1,2, 3.69
]( A‘TAZ/ —Ax/2 Ay/2 ) ( )
je TeSenim soustavy rovnic
8ﬂj Gﬂiﬂj 82 87—5V 1 0p .
— = — - =1,2 .
ot + 0x; axzaxz 0x; p oz’ J T (3.70)
ou;
e 0, (3.71)
kde
v _ Ll 20 ’ > (01 + O(Az3, Ayd) (3.72)
D Ox oy 2V '
[ oy o Oty 0u
FV Fv _ 2 (U1 Y2 2 (U2 U1 3 3
Ty =T = g _Aa: (G:U 3y > + Ay <8x 3y >] + O(Ax°, Ay?), (3.73)
17T Ou9 2 Ous 2
Fv _ L 2 [ OU2 2 [ OU2 3 3
™ T _Ax (3:E) + Ay < (9y> ] + O(Ax, Ay?). (3.74)

Tato soustava rovnic ma tedy stejny tvar jako filtrované LES rovnice a ¢len Tgv je témer
shodny s Clarkovym modelem (3.66). ReSenim této rovnice je funkce uj(z,y,t), j = 1,2,
jejiz bodové hodnoty vyjadiuji integralni prameéry presného feSeni puvodni soustavy rovnic
proudéni tekutiny na okoli prislusného bodu. Metodou koneénych objemi hleddme hodnoty
integralnich priméru feseni puvodni soustavy rovnic, tedy hledame vysledky pravé takové,
které by byly v souladu s hodnotami FeSeni této diferencialni rovnice pro integralni praméry.
Tedy metoda kone¢nych objemt aplikovand na ptvodni systém rovnic proudéni tekutiny
nam déva aproximaci FeSeni témér stejné ulohy, jako je hledani feSeni filtrované soustavy
LES rovnic s Clarkonm SGS modelem.

Tvar ¢lenu 7' i V' (3.72 - 3.74) nam mj. dale podava vysvétleni, pro¢ metody fadu striktné
vyssiho nez druhého obvykle neni mozné pouzit jako ILES model. Diskretizac¢ni chyba me-
tody 7 by méla byt druhého fadu v prostoru, tedy 7;; = O(Ax?, Ay?), i,j = 1,2. Ana-
logicky lze tento vysledek dle [13] zobecnit do tfech prostorovych dimenzi, tedy 7;; =
(’)(Ahi,Ahg,Ahz), 1,7 = 1,2,3. Linearni metoda druhého fadu neni dostateéné disipa-
tivni a v TeSeni vznikaji oscilace, proto se pro ILES dobfe uplatiuji neoscilativni metody,
zejména takové, které k metodé druhého fadu nelinearné pridavaji disipativni ¢leny.

3.4.2 Historicka perspektiva

Vyvoj a analyza pokrocilejsich metod kone¢nych objemu byla providéna predevsim na
tlohéch v jedné prostorové dimenzi pro parcidlni diferencialni rovnice hyperbolického typu.
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V feSeni téchto rovnic se vyskytuji nespojitosti. Slabé feSeni téchto rovnic ale neni jedno-
znafné, a proto byl zaveden koncept entropického (fyzikalné piipustného) feseni které je
analogii s limitou feSen{ rovnice s dodate¢nym difuznim ¢lenem s koeficientem v — 0.

Cilem bylo vyvinout takovou metodu, ktera by dokazala nespojitosti vyskytujici se v fe-
Seni téchto uloh zachytit co nejkvalitnéji, bez ohledu na forméalni ¥ad metody [13]. JiZ u nej-
jednodussich metod se ukézalo, Ze vneseme-li do tlohy metodou jisté mnozZstvi numerické
viskozity, mizeme tim zajistit stabilitu schématu a konvergenci k entropickému feseni. Me-
tody prvniho Fadu pfesnosti ale do tlohy vnasi numerické viskozity prilis, ta pak freSeni
zejména v okoli razovych vin pfili§ vyhlazuje. Naopak linearni metody druhého fadu kviili
absenci numerické viskozity a nedostatec¢né disipaci energie vytvareji v feSeni nefyzikalni osci-
lace. Usp&snym piistupem se staly nelinearni neoscilativni metody, které mnozstvi numerické
viskozity pridané do tlohy stanovuji lokdlné na zakladé tvaru feSeni.

Vyvoj explicitnich SGS modela probihal velice analogicky. Od Smagorinského modelu
(1963), ktery vnasi do ulohy pfili§ velké mnozstvi turbulentni SGS viskozity (analogie s me-
todami prvniho fadu), pfes Clarkiv model (1979), ktery je pfi numerickych simulacich ne-
dostatecné disipativni (analogie s metodami druhého radu) az po smiSené modely, jenz jsou
obvykle kombinaci Clarkova modelu a né&jakého modelu s turbulentni SGS viskozitou (ana-
logie s neoscilativnimi metodami). Zd4a se tak, Ze oba tyto sméry se ve vysledku zabyvaji
velice podobnou tlohou. Zatimco smér LES modelovani ji analyzuje na trovni spojitého
matematického modelu, pii paralelnim vyvoji metody koneénych objemt jsme se ji zabyvali
z pohledu numerického feSeni pomoci rozdéleni tlohy na velké mnozstvi nespojitych tloh -
Riemannovych problémd.

3.4.3 Zachyceni fyziky pomoci numerické metody

Pro fyzikalné pfipustna (entropickd) feSeni rovnic hyperbolického typu v jednodimen-
ziondlnim piipadé plati mj. podminka zachovani monotonie, nezvysujici se totalni variace
(TVD vlastnost), konzervativity a kone¢né oblasti zavislosti [7]. Metoda kone¢nych objemu
ve své obvyklé formulaci prirozené splituje podminku konzervativity a kone¢né oblasti za-
vislosti feSeni. Metody s vysokym rozlisenim byly vyvinuty tak, aby zachovavaly monotonii
fesen{ a TVD vlastnost a zaroven TeSeni zachycovaly ,co nejkvalitnéji, bez striktniho trvani
na vysokém fadu metody [13].

Tento pfistup je oznacovan jako zachycent fyziky pomoci numerické metody [13]. Ve stan-
dardnim vyvojovém schématu fyzikdini realita - matematicky model - numerickd metoda se
tak pridava jesté jedno piimé spojeni: fyzikdlni realita - numerickd metoda. Numerickou
metodu se snazime navrhnout tak, aby feSeni spliiovalo nutné fyzikalni podminky. Metody
s vysokym rozliSenim byly navrzené préavé tak, aby generovaly co nejkvalitngjsi fyzikalné
relevantni reSeni.

Nicméné vzhledem k tomu, Ze byly tyto metody vyvijeny a optimalizovany pro jednodi-
menzionalni dlohu, neméame automaticky zaruceno, Ze jejich zobecnéni bude spravné fungovat
i ve vice dimenzich. Implementace metod do vice dimenzi nabizi navic velké mnozstvi variaci
schémat a je tézké posoudit, kterd z nich budou tspésné. Ukazuje se vSak, ze pTistup zachy-
cend fyziky pomoci numerické metody méa v tomto pripadé své dusledky i pfi aplikaci metody
ve vice dimenzich, kde nékteré metody dokéz{ samy o sobé popisovat jevy mnohem komplex-
né&jsi, nez se puvodné predpokléddalo. Na mnozstvi provedenych ILES simulaci se ukazuje, ze
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nékteré varianty metod lze vyuzit jako model turbulence s vysledky srovnatelnymi s LES
simulacemi s explicitnimi SGS modely [13].

3.4.4 Metody vhodné pro ILES

Dulezité prvky pifi navrhu ILES schématu jsou shrnuty v nasledujicich bodech [13]:

e vybér schémat vyssiho a nizsiho fadu, kde schéma vyssiho fadu je urcené pro oblasti,
kde je feseni hladké, a schéma nizsitho fadu pro oblasti, kde se gradient feSeni prudce
méni,

e vybér limiteru, ktery lokalné stanovuje, jakou kombinaci schémat v daném misté pro-
storu volime,

e analyza bilance mezi prispévky disipacnich a disperznich ¢leni chyby téchto metod.

Mezi potencialné vhodné varianty metody koneénych objemi se dle [13] fadi mj. metoda
flux-corrected transport (FCT), piecewise parabolic method (PPM), schéma MUSCL a TVD
metody. Spole¢nym rysem metod vhodnych pro ILES byvéa adaptivni fad metody.

Modifikovana rovnici schématu by se v idedlnim pripadé méla co nejlépe shodovat s rov-
nicemi pro integralni priméry presného feseni ulohy (3.70), (3.71), nicméné je potieba brat
v tvahu stabilitu algoritmu a pfi navrhu schématu zajistit dostate¢nou disipaci energie.

Modifikovanou rovnice kompletniho numerického schématu véetné ¢asové diskretizace je
kvuli rovnici kontinuity eliptického typu prakticky nemozné odvodit [14]. Obvykle se tak
zabyvame pouze chybou prostorové diskretizace Navierovych-Stokesovych rovnic. I tak je
ve vice dimenzich chyba prostorové diskretizace zna¢né zavisla na konkrétni implementaci
metody [13].

Ve zjednoduseném jednodimenzionélnim pfipadé je v [13] provedena analyza schématu
s po Castech linearni rekonstrukei typu MUSCL (kapitola 4) s limiterem minmod pro jedno-
dimenzionélni nevazkou Burgersovu rovnici, jejiz tokova funkce je analogickéi ke konvektivni
tokové funkci v Navierovych-Stokesovych rovnicich. Burgersova rovnice mé tvar

ou 8(%u2)
E—F ox

Modifikované rovnice odpovidajici této prostorové diskretizaci je odvozena ve tvaru

ou N 0 (3u?) o

=0. (3.75)

ot ox Oz’ (3.76)
kde 7 je vyjadreno jako
1 /ou\? 1_0%u 1|2%|6%u
— _ 21 - (=22 el el 1ozl | Y © 3
T=—-Azx [24 (&T) + 15552 + gg 92 ] O(Ax?). (3.77)

Tedy 7 obsahuje ¢len ve tvaru Clarkova modelu. Nicméné z energetické analyzy provedené
v [13] vyplyva, Ze toto schéma je piilis disipativni kviili pouzitému limiteru typu minmod
a je navrhovano pouziti limiteru double minmod, ktery je ekvivalentni s limiterem MC. Pti
numerickych experimentech v kapitole 5 budeme analyzovat chovani tohoto schématu ve
dvou dimenzich s témito dvéma typy limiterd.
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3.4.5 Shrnuti ILES

V této podkapitole byla predstavena metoda ILES zejména v kontextu klasickych LES
modeld. Bylo uvedeno zdtuvodnéni, pro¢ jsou metody s vysokym rozliSenim svym chovanim
podobné explicitnim SGS modeltm.

Vyhody pristupu ILES spoéivaji zejména v jeho jednoduchosti a obecnosti, kdy lze stejna
numericki metoda pouzit pro laminarni i turbulentni proudéni a nemusime predem rozho-
dovat, zda budeme uvazovat rovnice LES a SGS model ¢i ptivodni soustavu rovnic proudéni
tekutiny. Dalsi podstatnou vyhodou je jednoduchost implementace a vSeobecna rozsifenost
metody kone¢nych objemt v mnoha softwarovych balicich pro simulace proudéni. Vyhodou je
i relativné nizkd vypocetni narocnost oproti standardnim LES modeltim, pro jejichZ sprav-
nou funkci je nutné volit idealné nedisipativni metody vyssiho fadu a explicitné provadét
vypocet aproximace tenzoru rezidualnich napéti SGS modelem [20].

Jednou z nevyhod pfistupu ILES je naopak naprosté provazani numerického schématu
a SGS modelu, kdy teoreticky nemusime byt schopni (nebo velice obtizné) do implicitniho
SGS modelu zahrnout pozadované vlastnosti (napf. pfipadné nové objevy ve studiu turbu-
lence).

Metoda ILES dale sama o sobé& nefesi problém modelovani procesi v mezni vrstvé. Pro
modelovani mezni vrstvy tak musime stejné€ jako u modeli LES bez sténovych funkei volit
velice jemnou sit u stény, coz vyrazné zvySuje vypocetni narocnost.

Stejné jako u vSech LES modelu je i u ILES nutné provést validaci konkrétnich metod
vzhledem ke zndAmym ovéfenym vysledkiim pro co nejvétsi mnozstvi tloh. ILES predstavuje
relativné novy smér modelovani turbulence a z tohoto divodu jsou klasické LES modely
v tomto ohledu nyni v jisté vyhodé, jelikoZ jejich specifika jsou uZz obvykle znama.

V soucasné dobé se objevuji préace, zabyvaji se validaci nékterych metod typu ILES.
V publikaci [13] se objevuje rozséhlejsi analyza vice typi ILES metod pro feSeni riznych
typu uloh. Jednou z uvedenych metod je schéma MPDATA, které je prakticky vyuzivano
v meteorologickych aplikacich [13]|. V préci [14] je pak analyzovana adaptivni lokalni dekon-
volu¢éni metoda (ALDM), v ¢lanku [30] schéma zalozené na metodé WENO a v praci [25]
schéma zaloZzené na metodé DGFEM.

V této praci budeme testovat chovani vybraného schématu ze t¥idy metod s vysokym roz-
lisenim v jedné a dvou prostorovych dimenzich, nicméné experimenty provedené v této préci
zdaleka nemohou slouzit jako validace toho modelu pro turbulentni proudéni. Pro validaci
ve tfech prostorovych dimenzich, které jsou nad ramec této prace. Jelikoz v jedné a dvou
prostorovych dimenzich nemizeme povazovat proudéni za turbulentni, budeme v této praci
pouze testovat chovani metod pii aproximaci feSeni, jenz vykazuje prostorové fluktuace pod
drovni rozlieni diskretizaéni sité.



Kapitola 4

Popis zvoleného diskretizac¢niho
schématu

Pro numerické experimenty bylo zvoleno semidiskrétni schéma Kurganova a Tadmora
[17]. Jedné se o metodu s vysokym rozlisenim vyuzivajici po ¢astech linearni MUSCL re-
konstrukci za pouziti limiteru. Jako centralni schéma pro feSeni Riemannovych problémi je
pouzita lokalni Laxova-Friedrichsova metoda. Pro ¢asovou diskretizaci jsme zvolili metody
druhého radu, a to Adamsovu-Bashforthovu metodu pro konvektivni ¢leny a metodu Cranka
a Nicolsonové pro difuzni ¢leny (pfi pouziti explicitni metody pro ¢asovou diskretizaci difuz-
nich ¢lent by bylo pro zajisténi stability schématu nutné splnéni podminky na délku ¢asového
kroku pfisnéjsi neZ je CFL podminka).

Nejprve provedeme diskretizaci vazké Burgersovy rovnice v jedné prostorové dimenzi.
Tato rovnice je povazovana za velmi zjednoduseny model Navierovych-Stokesovych rovnic,
jelikoz v konvektivni tokové funkci Burgersovy rovnice se vyskytuje stejny typ nelinearity.

Dale provedeme diskretizaci soustavy rovnic popisujicich proudéni nestlacitelné newto-
novské tekutiny ve dvou prostorovych dimenzich. Oproti Burgersové rovnici je navic nutné
vyuzit nékterou z metod propojeni eliptické rovnice kontinuity s evoluénimi Navierovymi-
Stokesovymi rovnicemi. V této praci vyuzivame metodu postupnych kroku (fractional-step
method) [3] ze tFidy tzv. projekénich metod a posunutou (staggered) kartézskou diskretizacéni
sit.

4.1 Diskretizace Burgersovy rovnice v jedné prostorové di-
menzi

Popiseme diskretizaci skaldrni konvekéné-difuzni Burgersovy rovnice s nelinearnim kon-
vektivnim ¢lenem v jedné prostorové dimenzi na ekvidistantni diskretiza¢ni siti. Burgersova

ou 93w _ 0 (au) 1)

rovnice mé tvar

ot or  ox\ox
Semidiskrétni schéma Kurganova a Tadmora [17]| zapiSeme ve tvaru

dlgt(t) _ _i(ﬂﬂ/z(t) ~ Fapp(t) + v g (Viajal®) = Vi o). (42)
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Numerické konvektivni toky Fj /o jsou vyjadreny jako

Fiy12 = }—LLF(UZ‘L+1/2’“£H/2) (4.3)

L

pomoci numerické tokové funkce lokalni Laxovy-Friedrichsovy metody (1.51). Hodnoty u; ‘172

a ufil /9 stanovime pomoci po ¢astech linearni rekonstrukce typu MUSCL ve jako [29]

1
uiL—i-l/Q = Ui+ 59(7"2‘)(Ui+1 - Uy),

1 (4.4)
Uﬁuz =Uit1 — 59(7"i+1)(Ui+2 —Uit1),
kde 7; je ddno jako
Ui—U;i1
.= 3 4.5
" Uiy1 — Ui (4:5)
a funkce 6(r) je limiter. V této praci budeme pouzivat nasledujici limitery:
minmod 0(r;) = max(0, min(1,r)), (4.6)
1
monotonized central (MC) (r;) = max(0, min(2r, %, 2)). (4.7)

P1i pouziti funkce 0(r) = 0 se uvedena rekonstrukce redukuje na po ¢astech konstantni.
Difuzni toky V1 /; aproximujeme centralné jako
U1 = U;
V; = ——. 4.8
Casovéa diskretizace je realizovana explicitni dvoukrokovou Adamsovou-Bashforthovou
metodou druhého fadu pro konvektivni ¢leny a semi-implicitni metodou Cranka a Nicolso-
nové pro difuzni ¢leny. Schéma ma tvar

3 1
n+l _ 7t = ny _
Urtt = U At<2’H(U )~ 3

kde H je nelinearni diskrétni operator konvekce a L je linearni diskrétni operator difuze,

H(U"1)> +Atv L (;U"“ + ;U”> : (4.9)

HU)=| m&Fp—Fioip) |» LU= 2Vigi2—Viei2) |- (4.10)

4.2 Diskretizace soustavy rovnic proudéni nestlacitelné new-
tonovské tekutiny ve dvou prostorovych dimenzich

Diskretizujeme soustavu rovnic popisujici proudéni nestlacitelné tekutiny ve dvou pro-
storovych dimenzich ve tvaru

Ouy n ou? n Ouguy _@ Ly 0%uy N 9%u,
ot Ox oy  Ox Ox? oy? )’
Quy | Oupuy 0wy Op Py Puy (4.11)
ot Ox oy oy Ox? oy )’
Ouy | Dy

Ox + oy =0
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Soustavu lze rovnéz zapsat jako

duy  Ofi(u)  9gi(w)  Op 0 (Oug 0 [ Ouy
ot * Ox + oy Oz +V83: Ox +y8y oy )’
Ouy  Ofa(u)  Oga(u) Op 0 [ Ouy 0 [ Ouy
_ O 9 (Ouy 9 (9uy 412
ot + Ox + Oy oy + Yor o v y \ Oy )’ (4.12)
Dy % =0
Oz oy

pro

(5) - () () e

Veli¢ina p v téchto rovnicich oznacuje tzv. kinematicky tlak, definovany oproti tlaku v rovni-
cich (2.4) jako p = %p. Takto definované tlakové pole umoznuje formulovat rovnice proudéni
nestlacitelné tekutiny bez explicitniho vyjadien{ konstantni hustoty p. V kapitoldch 4 a 5
budeme pod pojmem tlak vzdy uvazovat tlak kinematicky.

4.2.1 Diskretizaéni sit

7 duvodu vzniku Sachovnicového efektu pri propojeni rovnice kontinuity s evolu¢nimi
konvekéné-difuznimi rovnicemi pii pouziti bézné diskretiza¢ni sité [27] provedeme diskreti-
zaci na posunuté (staggered) siti. Pro diskretizaci pouZijeme nerovnomérnou kartézskou sit.
Struktura sité je na obrazku 4.1.

j—1/2 j+1/2

Obrazek 4.1: Posunuté (staggered) nerovnomérné kartézska sit a kontrolni objemy
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4.2.2 Schéma casové diskretizace a metody postupnych krokt

Casova diskretizace je realizovana pomoci explicitni dvoukrokové Adamsovy-Bashforthovy
metody druhého Fadu pro konvektivni ¢leny a semi-implicitni metody Cranka a Nicolso-
nové druhého Fadu pro difuzni ¢leny. Propojeni eliptické rovnice kontinuity s evolu¢nimi
konvekéné-difuznimi rovnicemi je feSeno pomoci metody postupnych kroku (fractional-step
method), ktera je také druhého fadu [3].

Pro vektory integralnich pramért slozek rychlosti U, integralnich primért kinematického
tlaku P a tlakovych korekci 7w ve tvaru

U

U?r . : :
U = 2}‘7+1/2 s P = P@j , = 7Ti,j (414)
i+1/2, j . .

zapiSeme schéma metody jako

i. U =U"—-At (2%((]”) - ;H(U”1)> — At GP" + At vL (;U + ;U") , (4.15)

1
= —DU* 4.1
it. Lrm s U, (4.16)

iii. U™ =U* — At G, (4.17)

Pl = P 4 (4.18)

Nelinearni operator ‘H je diskrétni operator konvekce, lineadrni operator £ je diskrétni Lapla-
ceuv operator, linearni operator G je diskrétni operator gradientu a D je diskrétni operator
divergence.

V i. kroku schématu feSime algebraickou soustavu rovnic pro ziskani vektoru slozek pfe-
chodné rychlosti U*. V ii. kroku Fesime algebraickou soustavu rovnic (diskretizovanou Po-
issonovu rovnici) pro vektor tlakovych korekci 7. Ve iii. kroku pak na zakladé tlakovych
korekei aktualizujeme vektor slozek prechodné rychlosti a tlaku a dostavame vektory U™ 1!,
prtl

V prvnim ¢asovém kroku (pro n = 1) je ¢asova diskretizace konvektivnich ¢lent realizo-
vana pomoci explicitni Eulerovy metody jako

1 1
U* =U" — At H(U™) — At GP" + At vl <2U* + 2U"> . (4.19)

4.2.3 Aproximace konvektivnich toku

Konvektivni ¢leny jsou aproximovany pomoci schématu Kurganova a Tadmora [17] s po ¢as-
tech linearni MUSCL rekonstrukei provadénou pro kazdy smér x a y a kazdou slozku rychlosti
u zvlast. Riemannovy problémy na hranicich bunék jsou feSeny pomoci numerického toku
lokalni Laxovy-Friedrichsovy metody (1.51).
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Nelinearni diskrétni operator konvekce H(U) je vyjadien jako

1 1. —F. 1 ,
H(U) = Azji1)2 (Fz i+~ 5 y) + Ay <Gz+1/2 12 = Gicape, i (4.20)

- )

1 (g2 _ 2 1 (¢?2., —G?.
Az; Fz’+1/2, j+1/2 Fi+1/2, j—1/2 "‘AyHl/Q Gz—i—l,] G ;

kde konvektivni toky jsou vyjadrené jako

1 _ LLF, L .R
Fp = Fr (ug, i),
LLF/ L uR
Fz+1/2 jH1/2 = =k (Uz+1/2 j+1/2: Witr1/2, j+1/2)7

(4.21)
Gi+1/2 j+1/2 = QfLF(Uﬂl/z J+1/20 zU+1/2, j+1/2)’
(

D U
ui] u,j)

xL R
L U g R U g s ) : e
Hodnoty u;; = uyi s Ui =\ v ziskdime MUSCL rekonstrukei (4.4) jednotlivych

slozek u ve sméru z. Hodnoty uZD] = yﬁ ) ] < y& ) stanovime pomoci MUSCL

0.J
rekonstrukce ve sméru y.

Z divodu pouziti staggered sité nemame hodnoty integralnich praméra U Lit1/20 Uiy+1 2
potfebné pro rekonstrukci k dispozici na stejnych bunkéich. Proto pro ucely rekonstrukce
zavedeme integralni priméry slozky rychlosti u, na buiikich C;i /o ; a integralni praméry
uy na bunkach C; ;1,2 jako prumér ¢tyr sousednich hodnot integralnich priumeéri, tedy

T 1 33
Uit1/25 = 3 (Ui,j+1/2 U172 T Ui grye + Uik 1/2) (4.22)
1 .
y —
Uigri2 = 4 (Uz+1/2j + U —1/25 T U+1/2 1 T UL 1/2J+1)

4.2.4 Aproximace Laplaceova operatoru, gradientu tlaku a divergence
rychlosti

Difuzni ¢leny, divergence rychlosti a gradient tlaku jsou aproximovany pomoci centréilnich
diferenci. Linearni diskrétni operator difuze odpovida diskrétnimu Laplaceovu operatoru a je
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pomoci centralnich diferenci vyjadien jako

1 1 _ 1 1 1 _ il
LU — Azjiq)0 (VLJH Vu) + Ay; (W/i+1/2,j+1/2 Wi71/2,j+1/2
1 2 2 1 2 2
Ax; Vi-i-1/27j+1/2 - Vz’+1/2,j—1/2> + AYiti)2 Wi—i—l,j - Wm

(4.23)
Uffj+3/2_UZj+1/2 Uijl/z_Uf,Hm Uf+1,j+1/2_Uz‘]fj+1/2 Uﬁl,j+1/2_Uf,j+1/2
A1151'+1/2A=’70j—0—1 A$j+1/2ij AyiAyi+1/2 AyiAyi—léQ
- Y L =UY .Uy . =UY .U —UY R U4 —U? .
i+1/2,5+1 i+1/2,5 i+1/2,5—1 i+1/2,5 i+3/2,5 i+1/2,5 i—1/2,5 i+1/2,5
AzjAx;yq/2 AzjAz;_q/9 Ayi1/2AYi4+1 Ayiy1/2AYi
Aplikaci operatoru £ na vektor m pak dostavame vztah
— Ti,5+1—Ti,5 Ti,5—1—Ti,5+1 Tit1l,5— T4 ”iflyj*Uigfj 4.24
Lm Az Az;iq9 AzjAz; /9 Ay Ayiy1/2 AyiAy;_1/0 ( ’ )
Lineédrni diskrétni operator gradientu tlaku je vyjadien jako
Pijr1=Pi;
Az,
— Jj+1/2
gP = P -b |- (4.25)
A3/1‘4-1/2
Lineérni diskrétni operator divergence rychlosti ma tvar
2 — Y _J7Y
DU = Uiiti2=Yii-1/2 + Uiz Yicey | (4.26)

Aw; Ay;

4.2.5 Okrajové podminky

. . 0 :
Na pevné sténé pouzivame no-slip okrajovou podminku u = ( Zm ) = < 0 ) . Reali-

Y
zace této okrajové podminky je znazornéna na obrazku 4.2. Pro kone¢né objemy, jejichz sténa
lezi na pevné sténé oblasti (na obrazku Ufj 41 /2), predepisujeme nulovou hodnotu piislus-
ného konvektivniho toku sténou. Pro stanoveni hodnoty difuznich tokd je pouZita metoda
fiktivnich bunék, kdy na fiktivni sousedni buiice predepiSseme hodnotu tak, aby pfi prolozeni

hodnot integralnich priméri linearni funkci v norméalovém sméru ke sténé byla hodnota této
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| l |
A
IR N RN O S U SN
| : i
I g U?.
J41/2 J—1/2
— X —t> X — _II_,. X Litl/ LRI
I | A
B S Y SO S
- Y R
l : I | Ui+1/2,j+1y_
—> — 15 X —_ X P cieaneanens i+1/2.
I | pv. —o
1 _ 1/2,j
Gij2j41/2 =0 | / ]* f
¥ ) 1 e,
e :
Uojaaye =
H J— €T
e L2
Obrazek 4.2: Realizace nulové Dirichletovy a Neumannovy okrajové podminky
funkce na sténé nulova, tedy pro pfipad na obrazku jednoduse (]I,j tip = —Uf’j 12 Od-
lisny pristup pouzivame pro hodnoty na buiikach lezicich ,ve stén& (na obrazku Uly /2,j)’ kdy

pifimo pfedepisujeme hodnotu integralniho priméru Uf 12 = 0. Pro Dirichletovu okrajovou
podminku na vstupu oblasti pouzivame analogicky pristup.

Pro homogenni Neumannovu podminku pouzivame metodu fiktivnich bunék s predepsa-
nymi hodnotami ze sousednich bunék (extrapolace nultého fadu). Tento pfistup je znédzornén
na obrazku 4.2.

4.2.6 Reseni algebraickych soustav rovnic

V 1. a #. kroku schématu fesime algebraické soustavy rovnic. Tyto soustavy lze obecné
zapsat ve tvaru

Ax = b, (4.27)

pricemz matice A je vzhledem k pouziti neadaptivni diskretizacni sité konstantni v priab&hu
celého vypoctu. Pro efektivnéjsi priubéh vypoctu v prostiedi MATLAB tedy v inicializa¢nim
kroku provadime LU rozklad matic soustavy A pomoci piikazu [L,U] = 1u(A) a v pribéhu
vypoctu soustavy fesime pomoci piikazu backslash jako

x = U\(L\b). (4.28)

P1i pouziti adaptivni diskretizacni sité by matice A nebyla v pribéhu vypoctu konstantni
a vhodnou volbou by pak bylo vyuziti nékteré z itera¢nich metod feseni [9].
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Kapitola 5

Numerické experimenty

Pro numerické experimenty jsme zvolili tlohu pro vazkou Burgersovu rovnici v jedné
prostorové dimenzi a tlohy pro rovnice proudéni nestlacitelné newtonovské tekutiny ve dvou
prostorovych dimenzich.

Pro experimenty byla pouzita schémata popsané v kapitole 4 implementované v prostiedi
MATLAB R2013a. Zdrojové kédy pouzitych metod jsou soucasti piilohy prace na disku CD.

5.1 Burgersova rovnice

Testovaci tloha pro Burgersovu rovnici mé tvar

u  0Gut) _ 0 <0u>

ot~ or 0z \owx )
u(x,0) = ug(x), x € [0, 27], ’
u(0,t) = u(2m,t), t € (0,00).

5.1.1 Parametry experimenti

Pocateéni podminka byla ndhodné vygenerovana v prostiedi MATLAB pomoci inverzni
diskrétni Fourierovy transformace komplexni posloupnosti

)
F— C 59;‘@ pro ¢ € {1,...,50}, (5.2)
C £ 3eWw pro & € {51,...,2000}

pro parametry
C =5-10° - rand([0, 1]),
rand((0, 1) 59
w= 27 -rand([0,1]),

kde rand([0, 1]) je realizace ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti na
intervalu [0, 1] vygenerovana zvlast pro kazdé &. Inverzni diskrétni Fourierovou transformaci
posloupnosti F¢ dostavdme komplexni posloupnost N hodnot f, ve tvaru

N—
1
fo= Z Fee?™/N = {0,...,N — 1}, (5.4)
£=0
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jejichz realnou ¢ast pro N = 10* budeme povazovat za bodové hodnoty po¢ateéni podminky
uo(xy) v N bodech z,, rovhomérné rozlozenych na intervalu [0, 27]. VInové ¢islo £ pak od-
povida fluktuacim funkce ug(z) o periodé | = 2?” Pocateéni podminka je znazornéna na

obrazku 5.1.

Energetické spektrum takto vygenerované pocateéni podminky mé analogicky tvar jako
spe5ktrum turbulentniho proudéni popsané v ¢asti 2.4. Spektrum v ,inercialnim pasmu‘ klesa s
&3 v analogii ke vztahu (2.8). Fyzikalni relevantnost této ulohy je diskutabilni, nicméné tato
tloha bude slouzit pouze pro testovani schopnosti metod zachytit vliv fluktuaci na skalach
pod tdrovni diskretiza¢ni sité na celkovy tvar feSeni. Porovnani hustoty diskretiza¢nich bodi
a tvaru je fesSeni je na obrazku 5.2.

0.8

061

04

0.2

ug(z)
o

0 1 2 3 4 5 6 10° 1;)1 1;)2 1(‘)3

’ ¢
Obrazek 5.1: Pocateéni podminka pro Burgersovu rovnici na intervalu [0, 27] je vykreslena
v levém grafu. Napravo je amplitudové spektrum diskrétniho Fourierova obrazu energie po-
¢atecni podminky E(z,) = 2uo(2,)? pro N = 104,

0.6 T S|
N=10 000
O N=200
0.4 qQ *  N=100
i +  N=50
0.2— . a —
¢ |
Q + A @ O . 9 +Pp V
3 0 . @ o Dx® I} . & b —
s N G 4 * b @
¥ P oy T H b ¢! AxP 0 Yot
-0z~ + o ’ dVax*p 0 ®
® [} O o v d *
o)
-0.41 . d b/
) * o
-0.6— —
| | | |
3 35 4 45

T

Obrazek 5.2: Porovnani hustoty diskretizacni sité a tvaru pocateéni podminky na vybraném
tseku osy x. Charakteristickd délka implicitniho filtru schématu v analogii s energetickym
spektrem turbulence odpovida pro pocet bodi N = 50 jesté ,integralnimu pasmu“, pro
N =100 a N = 200 pak pocatku ,jinercidlnitho padsma®“. Pro vSechna tato N pak hodnoty v
grafu predstavuji integralni priméry pocateéni podminky pouZzité v numerickém schématu.
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V experimentech je testovano schéma Kurganova a Tadmora popsané v kapitole 4 s po ¢as-
tech linedrni MUSCL rekonstrukei s limitery minmod a MC (tyto metody zkracené oznaceny
jako MUSCL minmod a MUSCL MC'). Déle je pouZito toto schéma s po ¢astech konstantni
rekonstrukei (oznaceno jako LLF') a s po Castech linearni rekonstrukci bez pouziti limi-
teri (oznaceno LW), které je analogické k Laxovu-Wendroffovu schématu. Dalsi schémata
porovnévana v experimentech jsou metoda spektralnich objemi a metoda ENO, popsané
v bakalarskeé praci [22]. Metoda spektralnich objemta s CVTVDM limiterem je oznaena jako
SVk a metoda ENO jako ENOE, pticemz k — 1 oznacuje Fad polynomidlni rekonstrukce fe-
Seni pii aproximaci konvektivnich ¢lent. Tyto metody vyuzivaji centralni diference 2. fadu
presnosti v prostoru pro aproximaci difuznich toku a ¢asova diskretizace je provedena ex-
plicitni TVD Rungeovou-Kuttovou metodou 3. fadu pro konvektivni ¢leny a semi-implicitni
metodou Crank-Nicolson 2. fadu pro difuzni ¢leny.

Referenéni feseni dvou tloh pro difuzni koeficienty v = 0 a v = 1073 a vySe popsanou
pocateéni podminku byla stanovena pomoci simulace na rovnomeérné diskretizacni siti s N =
10* body metodou ENOS, u které narozdil od metod vyuzivajicich limitery nedochézi k jevu
snizovani hodnot lokalnich maxim.

U vSech experimentt byl pouzit ¢asovy krok dt = C%, coz pro tuto ulohu odpovida

hodnoté CFL =~ 0.15.

5.1.2 Vysledky experimenti pro v =0 a v = 1073

Vysledky pro v = 0 jsou zaznamenané na obrazku 5.3 a pro v = 1072 na obrazku 5.4.
Vysledky obou experimentti jsou podobné a budou tedy okomentovany soucasné.

Ukazuje se, ze pro N = 50 neni struktura reSeni zachycena zadnou z metod pfesné.
Metody prilis ,rozmézavaji razové viny v feSeni, nicméné v ramci malé hustoty diskretizac¢ni
sité je znat zachyceni jeho zékladnich rysa.

Pro N = 100 je zachycena struktura feSeni vSemi metodami o néco presnéji, nicméné
hustota sité stale neni dostate¢na. Metody ENOS a SV pii v = 0 generuji oproti metodam
MUSCL v nékterych mistech odlisnou strukturu reSeni, nicméné vysledky metod jsou i tak
srovnatelné.

Pro N = 200 je jiz feSeni znatelné pfesnéjsi. Metody zachycuji dobfe strukturu feSeni.
Vysledky vSech metod vhodnych pro ILES jsou srovnatelné.

Metody, které jsou nejsou uvadéné jako vhodné pro ILES, byly testovany pro v = 1073
a N = 100 a vysledky jsou na obrézku 5.5. Dle o¢ekavani metoda LW generuje vyssi hod-
noty maxim reSeni a metoda LLF oproti ostatnim metodam feSeni vice vyhlazuje. Vysledek
metody ENOG s polynomidlni rekonstrukei 5. fadu bez pouziti limitertu je srovnatelny s vy-
sledkem ENQOS a vyrazné zvySeni fadu metody tak neprinasi zlepSeni presnosti FeSeni.

V provedenych experimentech je dominantnim jevem tzv. jev N-wave decay [19], kdy se
jednotlivé mensi razové viny postupné spojuji do vétsiho celku a dochéazi ke ztraté informace
o tvaru pocatecni podminky. Pro ziskani reprezentativnéjsich vysledki by dal$im vhodnym
experimentem bylo feSeni Burgersovy rovnice se stochastickym zdrojovym ¢lenem a analyza
energetického spektra ziskaného feseni [14].
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10000 ENO3

50, MUSCL MC

50, MUSCL minmod [ ]|
5

5

zzzzZz

-0.25
3 6
x
015
N=10000 ENO3
o1l N=100, MUSCL MC
' N=100, MUSCL minmod
N=100, ENO3
0.05 N=100, SV3 fl
ol 4
= 005 -
-0.1- -
-0.15 - i
-0.21- -
-0.25 : :
3 6
xr
015
N=10000 ENO3
o1l N=200, MUSCLMC |

N=200, MUSCL minmod
N=200, ENO3
N=200, SV3

Obrazek 5.3: Vysledky experimentt pro N = 50, N = 100 a N

v Case t = 4.

= 200 pro parametr v = 0
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t =4, v =0.001
015 ‘ ‘
10000 ENO3
50, MUSCL MC
50, MUSCL minmod [ ]|
5
5

zzzzZz

N=10000 ENO3

N=100, MUSCL MC
N=100, MUSCL minmod
N=100, ENO3

~0.25 | | | | | |
1 2 3 4 5 6
T
0.15
N=10000 ENO3
01 N=200, MUSCL MC

N=200, MUSCL minmod

N=200, ENO3
N=200, SV3

Obrazek 5.4: Vysledky experimenti pro N = 50, N = 100 a N = 200 pro parametr v = 1073
v Case t = 4.
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t =4, v =0.001
T

I
N=10000 ENO3 [
LW
LLF H
ENO6

Obrazek 5.5: Vysledky experimentii pro metody ,nevhodné pro ILES“ pii N = 100 a v =
1073 v case t = 4.

5.2 Proudéni nestlacitelné tekutiny ve dvou prostorovych di-
menzich

Resime soustavu rovnic proudéni nestlacitelné newtonovské tekutiny ve dvou prostoro-
vych dimenzich ve tvaru

Ouy n aui n Ougz ity _@ n Dy n 0%y
ot | or | oy ar "\ axz T a2 )7

ou,  Ougu, —Oul _Op O*u,  O%uy, 55
ot " or oy oy "\ o Tag ) (55)
Oug  Ouy
or Ay =0

Pro feseni je pouzito schéma popsané v ¢ésti 4.2. Schéma vyuzivaji MUSCL rekonstrukei
s limiterem minmod budeme oznacovat jako MUSCL minmod a schéma s limiterem MC
oznacime jako MUSCL MC. Schéma vyuZzivajici po ¢astech konstantni rekonstrukeci oznacime
jako LLF.
5.2.1 Popis testovacich tloh

Byly zvoleny nasledujici dvé testovaci tilohy:

e proudéni pFes zpétny schod (geometrie problému znézornéna na obr. 5.6),

e obtékani piekazky (obr. 5.7).
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Obrazek 5.6: Uloha proudéni pies zpétny schod
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Obrazek 5.7: Uloha obtékani piekazky

U obou tuloh je pro rychlost na vstupu zadana Dirichletova okrajova podminka ve tvaru
parabolického profilu rychlosti u, s maximem 4, = 3 a nulova hodnota rychlosti u,, tedy
uy = 0. Na pevnych sténach je volena no-slip okrajova podminka, tj. u = (uz,uy) = (0,0).

Na vystupu je volena nulovd Neumannova okrajova podminka g—x =0,t. G2 =0a %ny = 0.

Pro tlak je na vystupu volena nulova Dirichletova okrajova podminka a na vstupu a na
sténach nulovd Neumannova okrajovid podminka.

Poc¢atetni podminka je pro rychlost i tlak je volena konstantni nulova, tj. ug(z,y) =
(U:po,uy()) = (07 0)7 po(l',y) =0.

Obé tlohy budeme Fesit pro hodnotu kinematické viskozity v = 5 - 10~* m?s~!. Pro
urc¢eni Reynoldsova ¢isla tlohy dle vztahu (2.7) volime jako charakteristickou rychlost U
priimér rychlosti na vstupu, tedy U = 2 ms™!, a jako charakteristickou délku L vysku
schodu h = 1 m, resp. sitku pfekazky ho = 0,5 m. Pii této volbé tloha proudéni pres zpétny
schod odpovidé Reynoldsovu ¢islu Re = 4000 a tuloha obtékani prekidzky Reynoldsovu ¢&islu
Re = 2000.

5.2.2 Parametry diskretizace

Pro prostorovou diskretizaci byla pouZita nerovnomérné kartézska sit se zjemnénim kroku
v blizkosti stén. Délky hran bunék u stény v diskretizac¢ni siti pouZzité pro vypocty odpovidaji
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hodnoté pfiblizné 0,01 v normélovém sméru ke sténé. Délky hran nejvétsich bunék v oblasti
jsou pak priblizné 0, 05. Struktura zjemnéni sité pro tlohu obtékani pfekazky je pro mensi
pocet prvki zobrazena na obrazku 5.8.

25

2

15

1

0.5

0
0 1 2 3 4 5 6 7

Obrazek 5.8: Struktura diskretizac¢ni sité pro dlohu obtékani prekazky. Diskretiza¢ni sit na

obriazku ma rozmér 53 x 26 prvkd, tj. méné prvku nez je pozdéji pouzito pii vypoctech.

Pro diskretizaci Casové derivace je volen konstantni ¢asovy krok. Délka kroku je pro
zajisténi stability vypoctu volena tak, aby ¢islo C'F'L nepiesahovalo hodnotu 0, 9.

5.2.3 Referenc¢ni reseni

Vysledky testovacich tdloh stanovené pomoci schématu z ¢asti 4.2 budeme srovnéavat
s TeSenimi stanovenymi pomoci open-source baliku pro CFD vypoéty OpenFOAM verze
2.3.0 [2] zaloZzeném na metodé konecnych objemii. Regenf jsou stanovena pouzitim feSice
rovnic proudéni nestlacitelné newtonovské tekutiny icofoam na velmi jemné diskretizacni
siti. Toto TfeSeni budeme nazyvat referencni resend.

Kolmogorova délka pro testovaci tulohy lze dle vztaha (2.11) a (3.1) pfi hodnoté |u'| = 3
a L = 1 odhadnout jako n = 0,0015. Diskretiza¢éni sit pro vypocet referenéniho feSeni je pro
obé ulohy volena s rovnomérnym krokem Ax = Ay = 0,0031.

Resi¢ icofoam vyuziva pro propojeni rovnice s kontinuity s Navierovymi-Stokesovymi
rovnicemi algoritmus PISO. Pro diskretizaci konvektivnich ¢lentt jsme zvolili metodu re-
konstrukce limitedLinearV phi 1.0. Pro ostatni ¢leny v rovnicich je volena standardni
rekonstrukce metodou linear, odpovidajici pouziti centralnich diferenci. Pro diskretizaci
casové derivace vyuzivame metodu Euler.

5.2.4 Vysledky experimenti
5.2.4.1 Proudéni pres zpétny schod

Resent tlohy proudéni pres zpétny schod v ¢ase t = 6 stanovenéd pomoci schémat MUSCL
MC a MUSCL minmod jsou vizualizovana na obrazku 5.9 pro pole velikosti rychlosti ||ul|
a 5.11 pro pole kinematického tlaku p. Piislusné referencéni feSeni jsou na obrézcich 5.10
a b.12.

Ukazuje se, ze i pfes vyssi hodnotu Reynoldsova ¢isla (Re = 4000) v této uloze nedochéazi
k vytvareni vétstho mnozstvi malych virt. To lze zdivodnit tim, Ze simulace je provedena ve
dvou prostorovych dimenzich, kde je proudéni kvalitativné odlisné oproti proudéni ve tfech
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prostorovych dimenzich. Lze ocekavat, ze pfi feSeni tilohy ve tfech prostorovych dimenzich
by se virové struktury vytvarely v podstatné vétsi mite.

V porovnani s referenénim fesenim podavaji metody MUSCL MC a MUSCL minmod
v této uloze velice dobré vysledky. Struktura viri v feSeni je shodné s referenénim reSenim.
Metoda s MC' limiterem ostfeji zachycuje extrémy rychlostniho i tlakového pole.

Metoda LLF (obrazek 5.13) oproti tomu strukturu feSeni nezachycuje dostate¢né presné.
Potvrzuje se tak, Ze tato metoda je prilis disipativni.

MUSCL MC

1]

B VWAL
18]

A AARCOO

Obrézek 5.9: Proudéni pies zpétny schod v ¢ase t = 6 na siti 198 x 76 prvki pro At = 5-1074.
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Obrazek 5.10: Referen¢ni feSeni v ¢ase t = 6 na siti 2560 x 640 prvka pro At =2 - 1074,
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Obrazek 5.11: Proudéni pfes zpétny schod v ¢ase t = 6 na siti 198 x 76 prvki pro At = 5-1074,
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Obrazek 5.12: Referenéni feeni v ¢ase t = 6 na siti 2560 x 640 prvki pro At = 21074
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Obrézek 5.14: Obtékani prekazky v ¢ase t = 4 na siti 214 x 106 prvki pro At =4 - 1074,

5.2.4.2 Obtékani prekazky

Regen{ tlohy obtékéni piekézky v ¢ase ¢ = 4 jsou zobrazena na obrazku 5.15 pro pole
[|u|| a 5.17 pro pole p. Referen¢ni feSeni této tlohy jsou na obrazcich 5.16 a 5.18.

V tomto pfipadé v referenc¢nim feSeni dochézi k vytvareni malych virt. Rozlien{ diskre-
tizaéni sité pouzité pro vypocty pomoci metod MUSCL jiz neumozihuje zachytit strukturu
téchto malych vira a vysledky schémat MUSCL MC a MUSCL minmod se tak od refe-
ren¢énfho feseni i od sebe navzajem jiz znaéné lisi. Nicméné metoda MUSCL MC' zachycuje
nékteré rysy referen¢niho feseni (vytvoreni a odtrzeni prvniho vétsiho shluku vira). P¥i pou-
ziti metody MUSCL minmod pak dochézi k vytvareni virt a odtrzeni proudu o néco pozdéji
nez v referenénim feSeni a feSeni metodou MUSCL MC. Ve struktufe TeSeni se projevuje
vyssi mira disipativity schématu.

Schéma LLF (na obrazku 5.13) s jesté vySsi mirou disipativity pak strukturu feSeni
nevystihuje.
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Obrazek 5.15: Obtékani prekazky v ¢ase t = 4 na siti 214 x 106 prvki pro At =4-1074.
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Obrazek 5.17: Obtékani prekazky v ¢ase t = 4 na siti 214 x 106 prvki pro At =4-1074.
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Obrazek 5.18: Referenéni feSeni v ¢ase t = 4 na siti 2400 x 880 prvkii pro At = 21074
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5.3 Shrnuti vysledkii experimenti

Numerické experimenty provedené v této kapitole davaji zakladni pfedstavu o chovani
testovanych schémat pfi vyskytu fluktuaci v feSeni pod arovni rozliseni diskretizacni sité.

Prokézalo se, ze schéma MUSCL MC' je oproti schématu MUSCL minmod o néco méné
disipativni a v testovacich tlohéach ostfeji zachycuje extrémy feSeni. Obé tato schémata pak
podavaji vyrazné kvalitnéjsi vysledky oproti schématu s po ¢astech konstantni rekonstrukei
LLF, které je vice disipativni.

Dale se ukazalo, ze vétsi viry v feSeni dvoudimenzionalni tilohy jsou testovanymi schématy
MUSCL MC a MUSCL minmod zachyceny dobfe, nicméné pii vyskytu malych virta, které
nemohou byt zachyceny v rdmci rozliSeni diskretiza¢ni sité, je struktura pfiblizného feSeni
stanoveného pomoci testovanych schémat odlisné.

Provedené experimenty nicméné nemohou poskytnout obecnou odpovéd na otazku, na-
kolik jsou testovana schémata skuteéné vhodna pro modelovani turbulence. Pro ziskani vy-
povidajicich vysledka by bylo nutné provést srovnani s ostatnimi modely LES a vykonat
rozsahlejsi testovani pro tlohy ve tfech prostorovych dimenzich a srovnéni s vysledky DNS
simulaci a experimenti. Je nutné rovnéz vyhodnotit, jaké veli¢iny nebo jevy maji byt pfi
konkrétni aplikaci modelovany a dle toho nasledné posoudit presnost vysledki jednotlivych
schémat.
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V préci jsme se zabyvali metodou ILES jako relativné novym pristupem v oblasti mode-
lovéni turbulentniho proudéni. Piistup ILES byl pfedstaven v &irsich souvislostech s mode-
lovanim problému se zakony zachovani pomoci metody konecnych objemu a v kontextu SGS
modelt turbulence vyuzivanych v metodé LES. Byly pfestaveny vyhody pfistupu ILES,
spocivajici predevsim v jeho jednoduchosti a aplikovatelnosti na libovolné tlohy proudéni
nezavisle na tom, zda se jedna o proudéni laminarni, nebo turbulentni.

Byly shrnuty zakladni principy metody kone¢nych objemt pro modelovéini transportnich
problémt a uvedeny zakladni charakteristiky metod s vysokym rozliSenim. Tyto metody se
fadi k metodam potenciidlné vhodnym pro modelovani turbulence pomoci ILES. Vybrané
schéma spadajici do kategorie metod s vysokym rozliSenim, schéma Kurganova a Tadmora,
vyuzivajici po ¢astech linearni rekonstrukci hodnot veli¢in, bylo v préci popsano a imple-
mentovano v prostfedi MATLAB. Byly provedeny numerické experimenty na tloze pro Bur-
gersovu rovnici v jedné prostorové dimenzi a dlohéch proudéni nestlacitelné newtonovské
tekutiny ve dvou prosotorovych dimenzich, a to na tloze proudéni pres zpétny schod a tloze
obtékani prekazky.

Rozsah experimentii provedeny v této praci neni dostateény k posouzeni redlné vyuzi-
telnosti tohoto schématu pro modelovani turbulence. To by vyZzadovalo srovnani s ostatnimi
existujicimi LES modely turbulence a zejména rozsahlejsi testovani schématu na tlohéch
ve tfech prostorovych dimenzich. Nésledné je nutné posuzovat pfesnost schématu vzhle-
dem k veli¢inam, které maji byt modelovany. Vzhledem ke slozitosti turbulentniho proudéni
je pravdépodobné, ze zadny z doposud vyvinutych modelti nemize byt univerzalné piesny
vzhledem ke v8em veli¢indm vyskytujicim se v daném problému.

Druhé a tfeti kapitola prace mohou samostatné slouzit jako iivod do problematiky mode-
lovéni turbulentniho proudéni. Ve druhé kapitole byl predstaven matematicky model prou-
déni zaloZeny na soustavé Navierovych-Stokesovych rovnic a rovnici kontinuity. Déle byly
shrnuty zakladni charakteristiky a poznatky o turbulentnim proudéni. Ve tfeti kapitole pak
byly shrnuty nejbéznéjsi pristupy k modelovani turbulentniho proudéni, a to p¥istupy DNS,
RANS a LES.

Modelovani turbulentniho proudéni a studium turbulence obecné se ukazalo jako mimo-
radné zajimava a naro¢né problematika vyzyvajici k dalsimu studiu. Turbulence je jednim
z ditkazl, Ze komplexita prirody vyrazné pievySuje miru naseho poznéni.
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