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Abstrakt

Tato diplomové prace se zabyva podminénosti inverznich dloh pfi transformaci para-
metrh gravita¢niho, resp. tthového, pole Zemé. Nejprve jsou uvedeny zdkladni pojmy
souvisejici s tthovym polem Zemé a jeho geodetickym popisem. Déle je uveden ma-
tematicky apardt pouzity pfi vySetfovani podminénosti inverznich tloh. Jsou predsta-
veny druZicové mise GRACE a GOCE a nékolik typt tiloh na transformaci gravimetric-
kych a gradiometrickych dat. Po sestaveni matic danych pfimych tloh je vySetfovéna
podminénost pfislusnych inverznich tloh. Na zavér je navrZeno feSeni inverznich tloh
pomoci metody sdruzenych gradientti a zptisob zlepSeni podminénosti a tim i zrychleni
konvergence metody sdruZenych gradientt.

Kli¢ova slova

Cislo podminénosti, GRACE, GOCE, poruchovy potencidl, singuldrni ¢islo, soustava
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linearnich rovnic, tthovy potencidl, vlastni ¢islo
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Abstract

This Diploma Thesis deals with conditionality of inverse problems for Earth’s gravity,
or more precisely, gravitational field parameter transformation. First, basic concepts re-
lated to Earth’s gravitational field and its geodetic description are mentioned. Further-
more, the matematical apparatus used in the investigation of conditionality of inverse
problems is mentioned. Satellite missions GRACE and GOCE and several types of pro-
blems for gravimetric and gradiometric data transformation are introduced. After cre-
ation of matrices of given direct problems conditionality of corresponding inverse pro-
blems is investigated. Finally, solution of inverse problems by conjugate gradient me-
thod is suggested as well as a way of impovement of conditionality and thus accele-
ration of convergence of conjugate gradient method.

Keywords

Condition number, GRACE, GOCE, disturbing potential, singular value, system of li-
near equations, gravitational potential, eigenvalue
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Uvod

Popis tthového pole Zemé je vyznamnym tkolem soucasné geodézie. Jeho znalost pfi-
nasi cenné informace o hustotnich nehomogenitach zemské kury. Znalost téchto infor-
maci ndm umozni napi. vyhledavani oblasti perspektivnich pro vyskyt loZisek ropy,
zemniho plynu a dalSich strategickych nerostnych surovin. Popis tthového pole je ob-
vykle charakterizovan tthovym potencidlem. Tthovy potencidl se neda pfimo méfit, Ize
vSak méfit jeho rozdil ve dvou bodech nebo jeho gradienty. Hodnotu tthového potenci-
alu ve zvoleném bodé l1ze pak zjistit vyfeSenim piislusné tlohy. Cilem této prace je urcit
¢isla podminénosti inverznich tloh ke konkrétnim pfimym tloham.

V prvni kapitole se seznamime se zakladnimi pojmy, které souvisi s tthovym polem
Zeme a jeho geodetickym popisem. Pfedstavime skute¢né, normalni a poruchové tthové
pole Zemé a veli¢iny, které poruchové tthové pole definuji.

Ve druhé kapitole se zabyvame feSenim Dirichletovy okrajové tlohy pro poruchovy
tthovy potencidl. Je zde pfedstaven matematicky aparat vyuzity pfi vySetfovani podmi-
nénosti inverznich tloh. Na zavér kapitoly jsou uvedeny veli¢iny, které ovliviiuji pod-
minénost.

Tteti kapitola je vénovédna druZicové gravimetrii a stru¢nému popisu cilt druZzico-
vych misi GRACE a GOCE.

Ctvrtd aZ Sesta kapitola maji podobnou strukturu. V kazdé kapitole se zabyvame
konkrétni tlohou. Dané dlohy v tomto textu nazveme tloha GRACE typu 1, tloha
GRACE typu 2 a aloha GOCE. Uvedeme integralni vyjadfeni, kterd aproximujeme po-
moci obdélnikového pravidla a soustavy rovnic zapiSeme v maticovych tvarech. Poté
zkoumame podminénost odpovidajicich inverznich tloh a aplikujeme poznatky ze dru-
hé kapitoly.

V posledni kapitole je nastinén zptisob feSeni inverznich tloh. Zabyvdme se meto-
dou sdruzenych gradientt a rychlosti konvergence této itera¢ni metody, kterd souvisi
s podminénosti.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

V prvni kapitole se sezndmime se zdkladnimi pojmy, které souvisi s tthovym polem
Zemé a jeho geodetickym popisem. Pfedstavime skute¢né, normdlni a poruchové ti-
hové pole Zemé a veliciny, které poruchové tthové pole definuji. Diiraz je kladen na
vysvétleni pojmt. Odvozeni a dalsi poznatky méZeme nalézt v [12].

1.1 Ptitazlivost a potencial

V roce 1687 Isaac Newton matematicky formuloval gravita¢ni zdkon. Tento zdkon fik4,
Ze kazdé dva hmotné body (dale ¢astice) se navzajem pritahuji stejné velkymi silami
opacného sméru. Kazdé dvé ¢astice na sebe vzajemné ptisobi gravitacni silou ﬁg pfimo
umérnou soucinu jejich hmotnosti m; a my a nepfimo tmeérnou druhé mocniné jejich
vzdalenosti r. Velikost gravita¢ni sily je tudiZ ddna pfedpisem

My

(1.1)

Konstantu tmérnosti G nazyvame Newtonova gravitaéni konstanta. Céstice se vzdy
pfitahuji smérem k sobé a nikdy se neodpuzuji od sebe, to jest ¢astice o hmotnosti 1
(déle castice mq apod.) pfitahuje castici m, gravitacni silou ﬁg, ktera sméfuje k castici
my. Pitazlivé sily Fg a —ﬁg jsou stejné co do velikosti a maji opacné sméry, viz [4].
PrestoZe se Castice pritahuji vzdjemné, oznac¢ime jednu ¢astici jako pfitahujici a dru-
hou jako pfitahovanou. Pfedpis
m

Fp=G ) (1.2)
vyjadiuje velikost sily, kterou pfitahuje ¢astice m ¢astici o hmotnosti 1 ve vzdalenosti r.

Uvazujme kartézsky soutadnicovy systém xyz, v jehoZ pocatku lezi pfitahujici ¢as-
tice m a pfitahovana &éstice 1 se nachazi v poloze [x, y, z]. Slozky vektoru gravita¢ni sily



F ptisobici na ptitahovanou &astici 1 jsou dany vztahy

X X
— _rY_ _cm¥
I R (14)
Z = —FZ= -
= —F-=-Gm 3 (1.5)
kde r = \/x2 4+ 2 + 22
Gravita¢nim potencidlem nazveme skaldrni funkci
Gm
Slozky gravitaéni sily (L.3) pak zapiSeme ve tvaru
V. aV, V.
X=_-38 y=_28 7z_2"8 1.7
dx’ dy’ dz ’ (1.7)
to jest
Fo = [X,Y,Z] = grad V. (1.8)

Je jednodussi pracovat s potencidlem, ktery je vyjadfen jedinym &islem, neZ se silou,
jejiz vektor ma tfi slozky.

1.2 Gravitacni potenciil télesa

UvaZzujme soustavu &éstic my,my, ..., my,. Gravitaéni potencidl této soustavy ziskdme
jako soucet gravitacnich potencialii jednotlivych ¢éstic

n m:
Ve=G) —, (1.9)
i=1 T
kde r; jsou vzdalenosti ¢astic m; od pfitahované ¢astice.

Hmotna redlna télesa jsou spojité soustavy nekone¢né mnoha ¢éstic. Diskrétni for-
mulace prechézi ve spojitou

n — oo, Z—>///Q, m; — dm. (1.10)

Téleso () se sklada z hmotnych elementti

dm(x,y,z) = p(x,y,z) dxdydz = p(7) do, (1.11)
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kde p je hustota elementu a do je pfislusny objemovy element. Integraci pies vSechny
¢astice, ze kterych se sklada téleso (), dostaneme

Vg=G///QdTm:G//Q§dv. (1.12)

Gravita¢ni potencidl V, spliiuje Poissonovu rovnici

I LA/ ST - 1.13

§ a2 9y2 922 e (1.13)
viz [12]. Symbolem A zna¢ime Laplacetiv operdtor
2 2 2

< L9 9 (1.14)

o "o a2
Vné ptitahujiciho télesa je hustota p nulovd, rovnice (1.13) potom prechdzi na tvar
AV, =0, (1.15)

ktery se nazyva Laplaceova rovnice. ReSeni Laplaceovy rovnice se nazyvaji harmonické
funkce. Gravita¢ni potenciél je tudiZ harmonickd funkce vné pritahujiciho télesa, ale ne
uvnitf.

1.3 Skutecné tihové pole

Vovoe v

a rotacni osa splyva s osou z. Takovy soufadnicovy systém budeme nazyvat kartéz-
sky geocentricky soufadnicovy systém. Zemé je hmotné téleso, vytvari tudiz gravita¢ni
Zemé kolem své osy je vSak navic vyvoldna setrvacnd odsttedivd sila F., kterd ptisobi
na télesa v kolmém sméru od osy rotace Zemé. Velikost této sily vypocteme pfedpisem

F. = pw’m, (1.16)

kde p = /x%2+y? je délka kolmice spusténé z t&zisté daného télesa na osu rotace
Zemé, w je thlova rychlost otdceni Zemé a m je hmotnost télesa. Snadno nahlédneme,
Ze velikost odstfedivé sily se méni s polohou. Jeji smér je shodny se smérem vektoru
7 = (x,y,0). Pro jednoduchost déle uvaZujeme misto télesa ¢astici o hmotnosti m = 1,
potom plati

E = pwz = <xa)2, yw2,0> . (1.17)
Definujme potencial odstfedivé sily

V.= (x2 + y2> w?, (1.18)

N[~
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takovy, Ze

= aVC aVC aVC
EF. = d V. = _—, =, = | . 1.19
¢ = grac Ye ( ox ' dy’ oz (1.19)
Vektorovym souétem gravitaéni a odstiedivé sily je tthové sila F
F=F +FE. (1.20)

Tihovy potencidl dostaneme souftem gravitatniho potencidlu V, a potencidlu odstte-
divé sily V,

W =W = W(xy,z) = Ve + Ve = G///gdwr% (2 +9?) > (1.21)
v

V definici tthového potencidlu vystupuje nezndmé hodnota hustoty zemskych hmot p.
Tihovy potencidl Zemé nelze podle tohoto vztahu vypocitat, protoze hustotu zemskych
hmot p nelze urcit pfesné.

Z druhého Newtonova pohybového zakona vime, Ze silu ptisobici na téleso lze vy-
jadfit jako sou¢in hmotnosti télesa m a zrychleni, které télesu sila udili

F=mg. (1.22)

Zrychleni ¢ nazyvame tithové zrychleni. Je to vyslednad sila (soucet gravitacni a odstfe-
divé sily) ptisobici na ¢astici s hmotnosti m = 1. Pro vektor tthového zrychleni pak plati

g=grad W. (1.23)

Velikost tthového zrychleni ¢ miizeme méfit. Na zdkladé této znalosti dokaZeme urcit
tthovy potencial W.
Z definice potencidlu odsttedivé sily (L.18) odvodime vztah

2V, 9%V, N 92V, _

2
2 T e =2 (1.24)

AV, =

Tato rovnost spolu s Poissonovou rovnici (I.13) d4 dohromady zobecnénou Poissonovu
rovnici pro tthovy potencidl W

AW (7) = —4nGp(7) + 2w (1.25)

Pokud uvazujeme tihovy potencidl vné Zemé, zanedbdme hustotu hmot ve vnéjsim
okoli a rovnice (.25) se zjednodusi na tvar

AW = 2w?. (1.26)
Pro body, které nerotuji se Zemi, dostaneme Laplaceovu rovnici

AW = 0. (1.27)



1.4 Normalni tthové pole

V prosinci 1979 byl definovéan referen¢ni elipsoid (Geodeticky referenéni systém 1980),
jehoz tthové pole se nazyva normélni tthové pole, viz [12]. Tento elipsoid je urcen ¢tyifmi
parametry uvedenymi v tabulce[l.1l Referen¢ni elipsoid ma stejnou hmotnost jako Zemé
a rotuje kolem své vedlejsi osy stejnou thlovou rychlosti jako Zemé.

Parametr | Nazev

GM geocentrickd gravita¢ni konstanta

a hlavni poloosa elipsoidu

J20 dynamicky faktor uréujici zplosténi Zems
w tthlova rychlost rotace Zemé

Tabulka 1.1: Parametry urcujici GRS 1980

Normalni tithové pole je v kazdém bodé popsdno vektorem normélniho tthového
zrychleni . Podobné jako skute¢né tthové pole miiZzeme normdlni tthové pole popsat
pomoci gradientu skaldrniho pole

¥ = grad U, (1.28)

kde U je normélni tthovy potencidl. Obdobné jako tihovy potencidl W se normalni ti-
hovy potencial rozdéluje na ¢ast gravitacni U, a odstfedivou U,. RovnéZ splnuje Pois-
sonovu rovnici (1.25)

AU(7) = —4nGp(7) + 2w*. (1.29)

Za predpokladu, Ze uré¢ujeme normadlni tthovy potencidl vné elipsoidu v bodé, ktery
nerotuje s elipsoidem, dostaneme Laplaceovu rovnici

AU = 0. (1.30)

1.5 Poruchové tihové pole

Pomoci normélniho tthového pole aproximujeme skute¢né tthové pole Zemé. Poru-
chové tthové pole je rozdil ktery vznika pii této aproximaci. V nasledujici sekci piedsta-
vime veli¢iny, které definuji poruchové tihové pole.

1.5.1 Poruchovy potencidl

Rozdil v bodé 7 mezi potencidly skute¢ného tthového pole W a normdlniho tthového
pole U nazyvame poruchovy potencidl T. Plati rovnost

T(7) = W(F) — U(7). (1.31)
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Rozdilem rovnic (1.25) a (1.29) dostaneme
AW(F) — AU(F) = —4rGp(F) + 2w? — (—47TGp(?) + 2w2) = 0. (1.32)
Poruchovy potencial T tudiz spliiuje Laplaceovu rovnici
AT =0 (1.33)

nejen v bodech vné Zemé, které nerotuji, ale i v bodech spojenych se zemskym povr-
chem a v bodech, které rotuji vné Zemé, resp. referen¢niho elipsoidu, s tthlovou rych-
losti w.

1.5.2 Tihova porucha

Skutecné tthové pole je popsdno vektorem tthového zrychleni g, normaélni tthové pole
vektorem normadlniho tthového zrychleni . Pro poruchové tthové pole ekvivalentné
existuje vektorova veli¢ina 6g, kterou nazyvame tthova porucha. Vektor tthové poruchy
je definovan pfedpisem

§(r) = &(7) = (7). (1.34)
1.5.3 TiZnicova odchylka

TiZnicovou odchylku © definujeme jako thlovy rozdil mezi sméry tthového zrychleni
¢ a normdlniho tthového zrychleni ¥

© = L (3(),7(7). (1.35)

Sklada se ze dvou slozek, ve sméru poledniki ¢ a ve sméru rovnobézek 1
g = ®—B, (1.36)
n = (A—L)cosB, (1.37)

kde ® a A jsou astronomické soutadnice, B a L jsou elipsoidické soutadnice, viz [12].



Kapitola 2
Vypocet poruchového potencialu

V nasledujici kapitole feSime Dirichletovu okrajovou tlohu pro poruchovy potenciél
a zabyvame se ¢islem podminénosti pro odpovidajici inverzni tlohu.

2.1 Piima dloha

UvaZujme homogenni Dirichletovu okrajovou tlohu

¢

AT(r,Q) = 0, r>R,
T(R,Q) = f(R Q) 2.1)

lim T(r,Q)) = 0.

\ 7r—

(r,Q) = (r, ¢, A) jsou sférické geocentrické soufadnice, ptitemZ r oznactuje délku pri-
vodice, ¢ € (—90°,90°) sférickou sifku a A € (—180°,180°) sférickou délku. R oznatuje
polomeér sféry, kterd obepind Zemi a dotyka se ji v jejim nejvyssim bodé. Pro transfor-
maci sférickych geocentrickych soufadnic z kartézskych geocentrickych soufadnic plati

vztahy
R T
: z . Z
¢ = arcsin = arcsin —,
VX2 +y? + 22 r
( arctg%, (x>0)A(y>0), (2.2)
A = arctg2(y,x) = arctg% +m,  (x<0),
\ arctg% -, (x>0)A(y<D0).
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Pokud chceme provést inverzni transformaci, to jest sférické geocentrické souradnice
transformovat na kartézské geocentrické soufadnice, pouZijeme vztahy

X = rcos@cosA,
Yy = rcosg@sinA, (2.3)
z = rsing.

Reseni tlohy (2.1) je ve tvaru tzv. Abelova-Poissonova integralu ve sférické aproxi-
maci

T(r, Q) = ﬁ [ TR QK w) 0. 2.4)

Bod dany sférickymi geocentrickymi soufadnicemi (7, ()) nazyvame vypocetnim bo-
dem. Sférickymi geocentrickymi soufadnicemi (R, ()’) jsou urceny integraéni elementy.
Odvozeni vztahu (2.4) nalezneme niZe.

Poruchovy potencidl T spliiuje Laplaceovu rovnici (1.33), je to tudiz harmonicka
funkce. Poruchovy potencidl T v bodé uré¢eném sférickymi soufadnicemi (r,Q2), ktery
spliiuje okrajovou dlohu (2.1)), se obvykle v literatufe uvadi ve tvaru rozvoje sférickych
harmonickych funkci, viz [12],

) n n+1
T(r,0) = 90y Y. (?) Ty Vo (€0). 25)
n=0m=—n

GM oznatuje geocentrickou gravitaéni konstantu, T, jsou geopotencialni koeficienty
a Yy jsou sférické harmonické funkce stupné n a fadu m.

Abychom uméli poruchovy potencidl T urcit pfesn€, museli bychom znat neko-
nec¢ny pocet geopotencidlnich koeficienti. Geopotencidlni koeficienty ur¢ujeme na za-
kladé znalosti okrajové podminky T(R, }) = f(R, Q)), kterou ziskame métenfml]. V pra-
xi probihd méfeni v diskrétnich bodech. Pocet geopotencidlnich koeficientti musi byt
tudiz kone¢ny. Soubory koeficientti 1ze najit na webovych strankach [13]].

Sférické harmonické funkce jsou dany predpisem

Py (sin @) cos(mA), m >0,
Yum (Q) = (2.6)
Pym(sin @) sin(|m|A), m <0,

IPoruchovy potenciél dostaneme ode¢tenim normalniho tthového potencialu, ktery je uréen parame-
try uvedenymi v tabulce[l.I] od skute¢ného tihového potencialu. V pfedchozim textu vak bylo uvedeno,
7e tihovy potenciél nelze p¥fmo métit. UvaZujme vsak, Ze okrajovou podminku zndme. Uloha @.1) slouzi
jako demonstraéni tiloha, na které ukaZeme postup vysetfovani podminénosti. V dalSich kapitolach okra-
jové podminky jiz ziskat mtizeme, protoze se bude jednat o rozdil poruchovych potencidld ve dvou bo-
dech nebo jeho gradienty, pficemz rozdil tthovych potencidlti ve dvou bodech a jeho gradienty pomoci
druzicovych méfeni ziskat Ize.



kde P, jsou normované pfidruzené Legendreovy funkce 1. druhu, viz [12]. Y, tvoii
ortonormdlni bazi na sféfe, plati tak

1

o o, Yo (@) V(@) A = 6, 7)

kde symbol 4 je Kroneckerovo delta.
Za ptedpokladu R = r, resp. Q) = )/, upravime vztah (2.5)

T(R, Q) _—Z Z Toum Yum (). (2.8)
n=0m=—n

Provedenim dalsi ipravy ziskame

1 _ 1 e} n
o [ TR 40 = L [ SR Y Y TV (@)¥i(0) . @9)
T/ n=0m=—n

Za pfedpokladu stejnomérné konvergence fady zaménime poradi sumace a integrovani

1 N r_ GM & < v; / /
o | RO () do T L Y Ty e T(0) 40 210

~\

OnkOm
Ze vztahu (2.7) plyne, Ze vyraz na pravé strané je nenulovy pravé tehdy, kdyz n = k

am = l. Nové ziskany vztah

1 I\ \/ !/ !/
o | TR AT (@) d = 25T, (2.11)

se nazyva reprodukéni vlastnost. Na zdkladé reprodukéni vilastnosti vyjadiime vztah
pro vypocet geopotencidlnich koeficientti

R

= N / /
Tan = i Jo TR ) () AV (2.12)
Tento ptedpis dosadime do rozvoje (2.5)
1 [e] n R n+1 _ _
()= Y Y <7> [ TR T () Yo () 0, (2.13)
n=0m=—

a za pfedpokladu stejnomérné konvergence fady zaménime pofadi sumace a integro-
vani

1 ] n R n+1
T(r,Q)=-— | T(R — Yum (QY)Y,, dqy'. 2.14
)= g [ TR T L () Yunl@)Fan() @14)
Pred dal$im odvozenim vyslovime nékolik definic a vét.
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Definice 2.1 (Sféricky trojuhelnik). UvaZujme tfi body A, B a C na sféfe. Spojenim
kazdé dvojice téchto bodti nejkratsimi spojnicemi na sféfe dostaneme sféricky trojtihel-
nik ABC. Jeho strany jsou tudiz oblouky hlavnich kruznica = BC,b = AC ac = AB.
Vnitini thly pfi vrcholech sférického trojuhelnika A, B a C budeme znacit standardné

a,Bay.

Véta 2.1 (Kosinové véta ve sférické trigonometrii). Plati
cosc = cosacosb + sinasinb cos v, (2.15)

kde a, b a c jsou strany sférického trojihelnika,  je vnitini thel trojahelnika, ktery
sviraji strany a a b. Analogicky vyjaddfime vztahy pro cosa a cosb.

Diikaz. Dtikaz plyne z kosinové véty v rovinné trigonometrii. O

Véta 2.2 (Adi¢ni teorém). Plati

Py o(cosp) = 2n+ : ; m(QY), (2.16)

kde P, o je Legendretiv polynom stupné n a 1 je sférickd vzdalenost vypocetniho bodu
a integra¢niho elementu.
Diikaz. Dtikaz muZzeme nalézt v [12]. ]
Véta 2.3. Plati

= u(Q, Q) = cos ¢ = sin ¢sin ¢’ 4 cos ¢ cos ¢’ cos (A — A'). (2.17)

Diikaz. Dtikaz plyne z kosinové véty ve sférické trigonometrii. Dosadime-li za bod C
severni pol, bodu A pfifadime sférické geocentrické soufadnice (¢, A), bodu B (¢, \')
a stranu ¢ ozna¢ime symbolem 1, potom

cosp = cos(90° — ¢) cos(90° — ¢) 4 sin(90° — ¢) sin(90° — @) cos(A — A') =

= sin@sin ¢’ + cos ¢ cos ¢’ cos (A — /).

O
Vztah (2.14) upravime pouzitim adi¢niho teorému (2.16)
T, =1 [ TRQ)Y <5) " D)Py(cosy) dY. (218)
’ 47 Jor ’ =\ ’
Suma v této rovnosti se nazyvd jddro ve spektralnim tvaru. P¥i pouZiti substituce
— Hr,R) = ? (2.19)

11



kdy t nazveme ttlumovy faktor, pisSeme

oo
K(t,u) = Y "7 (2n + 1)Pyo(u). (2.20)
n=0

Pfi dosazeni (2.20) do rovnosti (2.18) ziskame vztah (2.4), neboli vyjadfeni poruchového
potencidlu T Abelovym-Poissonovym integralem ve sférické aproximaci.

Je vhodnéjsi provadét vypocty s uzavienym tvarem jadra
t(1—12)

g3
kde g je normovand euklidovskd vzdélenost mezi vypocetnim bodem a integra¢nim
elementem vypoctend na zakladé kosinové véty

1
gz;\/rz—ercostp+R2:v1—2tu+t2. (2.22)

Pfislusné odvozeni uzavieného tvaru jddra miZeme najit v [12].
Pro ti¢ely numerického vypoctu pfevedeme rovnici (2.4) na diskrétni tvar. Pouzitim
obdélnikového pravidla, viz [5], dostaneme

/ /! m
1 mhg A Y T(R, Q))K(t, uj) cos ¢/. (2.23)
j=1

K(t,u) = , (2.21)

T(r,Q)) ~
(r,Q) 47t 180 180
Rovnitkem ~ vyjadfujeme, Ze se aproximaci dopoustime jisté chyby. Déle ho vsak bu-
deme zaméniovat rovnitkem =. UvaZujeme-li n vypocetnich bod{i, potom dostaneme
soustavu 7 rovnic

TAQ' AN & .
T(r;, Q) = %802; T(R, Q)K(t,uij)cos ¢, i=12,...,n. (2.24)
Soustavu rovnic (2.24) zapiSeme v maticovém tvaru
b = Ax, (2.25)
kde
b = [T(r;, ), T(r2, Oa),..., T(re, )",
[ K(t,u11)cos ¢} K(ti,u1p)cos@h -+ K(ty,uym,)cos @), |
TAG AN K(tp,up1)cos @y K(tp, ugp)cos @y --- K(tp, tzm)cos ¢y,
A = —-
4 - 1802 ’
| K(tn, ttn1)cos @y K(ty,upn)cos@h -+ K(ty, Unm)cos ¢, |
x = [T(R,Q), T(R,Q),..., T(R,)]". (2.26)
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Vektor b reprezentuje poruchovy potenciél ve vypocetnich bodech, vektor x poruchovy
potencial v diskrétnich bodech dany okrajovou podminku T(R,Q)) = f(R, Q). Prvky
vektoru x, x; = T(R, Q;) = T(R, q)}, /\;-), jsou sefazeny podle lexikografického uspofa-
dani

[QO}, )‘;] <Le [§0}+1f/\;‘+1] = (QO; < §9;+1) Vv ((P; = 4’;’+1 A )‘;' < A;-_H). (2.27)
Maticovy tvar bude vychodiskem fe$eni tloh v dalsich kapitolach.

2.2 Inverzni dloha a jeji podminénost

V této sekci popiSeme vypocet ¢isla podminénosti inverzni tlohy, kterd odpovidé pfimé
tloze (2.25). Matice A € R™*™ neni obecné ¢tvercova. Pocet fadkt n odpovidad poctu
bodu, ve kterych zndme okrajovou podminku T(R,Q)) = f(R, Q) na zadkladé druZico-
vych méfeni, zatimco pocet sloupcti m odpovidd poctu vypocetnich bod. Vypocetni
body tvofi pravidelnou sit’, kdeZto body, ve kterych probihd méfeni, jsou nepravidelné
a odviji se od pohybu druzice a ¢asovych okamZiki, ve kterych méfeni probiha. Aby
mélo smysl zabyvat se inverzni tlohou, budeme déle pfedpoklddat, Ze matice A je re-
guldrni.
Vyndsobenim p¥imé tlohy (2.25) matici AT zleva

ATb =ATAX, (2.28)
~ B

dostaneme na pravé strané &tvercovou matici B = ATA. Vynasobime-li (Z.28) zleva
inverzni matici B~!, dostaneme inverzni tilohu

x=Bl¢, (2.29)

kterou pii ptivodnim znaceni zapiSeme ve tvaru
-1
X = (ATA) ATpb. (2.30)

V nasledujicim textu zavedeme ¢islo podminénosti.

Definice 2.2 (Cislo podminénosti). Budeme ¥fkat, Ze tiloha je dobfe podminén4, pokud
maléd zména ve vstupnich datech vyvola malou zménu feSeni. Podil relativni chyby vy-
stupu ku relativni zméné vstupu nazveme cislem podminénosti tlohy a budeme ho
znacit x. Uvazujme dlohu Ax = b. Necht’ vstupni chyby prvki reguldrni ¢tvercové
matice A tvoii matici, kterou oznac¢ime AA a vstupni chyby sloZek vektoru b tvoii vek-
tor, ktery oznatime Ab. Je-li x, pfesné feSeni soustavy Ax = b, potom pfesné feseni
soustavy (A + AA)x = b + Ab oznacime x, + Ax, to jest plati

(A + AA)(xp + AX) = b + Ab. (2.31)
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UvaZzujme situaci, kdy matice A je dédna pfesné, to jest AA = 0. Z rovnosti (2.31) pak

plyne
AAx = Ab, (2.32)

to jest
Ax = A"1Ab. (2.33)

Odtud dostaneme odhad chyby feSeni
1AX|| = HA—lAbH < HA—1H |Ab||, (2.34)

kde odpovidajici si normy vektort a matice jsou libovolné. ProtoZze b = Ax;, potom

bl = [|[Axy[| < [[A]l[[xp]], tojest
I = ﬁ. (2.35)
Pro relativni chyby proto dostdvdme
1Ax]] ~1|| |Ab]]
Al [|A —- 2.36
ol <4127 oy 22

Cislo

x=x(A) = A HA‘l , (2.37)

vyjadfuje miru citlivosti relativni chyby feSeni na relativni chybé vstupnich dat a na-
zyva se ¢islo podminénosti matice A, resp. uvazované tlohy.

V ostatnich situacich dojdeme rovnéz ke stejnému vyjadieni ¢isla podminénosti da-
nému vztahem 2.37), viz [7].

Poznamka 2.1. Z definice ¢&isla podminénosti (2.37)) plyne
K (A) =« <A‘1) . (2.38)

Nyni se vratme k vySetiovani podminénosti tulohy 2.30). Cislo podminénosti této
tlohy hleddme jako ¢islo podminénosti x (ATA>. V nésledujicim textu nejprve zave-
deme pojmy vlastnich &isel a vlastnich vektorti matice.

UvaZzujme reguldrni matici A € R"*", n > m. Ozna¢me A; vlastni ¢isla a v; pfislusné
ortonorméln{ vlastni vektory matice ATA,

ATAv, = Avi, |vill =1, i=1,2,...,m. (2.39)
Matice AT A je pozitivné semidefinitni, to jest x’ AT Ax > 0 pro libovolny vektor x € R”.
Ditikaz je ziejmy

x'ATAx = (Ax)T Ax = ||Ax||* > 0. (2.40)
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Pozitivné semidefinitni matice je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyZ je reguldrni,
viz [2]. Vlastni ¢isla A; jsou tudiZ kladnd. Bez jmy na obecnosti pfedpokladejme uspo-
radani
AM>A > > A, >0 (2.41)
Oznadime-li V = [vq, vy, ..., V,] matici, jejiZ sloupce jsou ortonormalni vlastni vektory
matice ATA, potom plati
VIATAV = diag(A1, Az, ..., Am). (2.42)

Dale zavedeme pojem singularniho rozkladu matice a pomoci ného vySetfime pod-
minénost dlohy (2.30).

Definice 2.3 (Singuldrni rozklad). Reguldrni matici A € R"*", n > m, lze vyjadfit ve
tvaru tzv. singuldrniho rozkladu
A=UzVT, (2.43)

kde U € R"*" a V € R™*" jsou unitdrni matice, to jest
uvl=u!, vlu=uu’ =1 (2.44)

I je jednotkova matice. Pro matici V plati analogické vztahy. Déle piSeme

T = { ZO’” ] e R™™, %, = diag(oy,09,...,0m) € R (2.45)
Cisla oy > 0o > -+ > 0 > 0 nazyvame singularnimi &isly matice A. Sloupce u; ma-

tice U nazveme levymi singuldrnimi vektory, sloupce v; matice V pravymi singuldrnimi

vektory

T

wA=0ov!, Av=0cn;, i=12,...,m. (2.46)

Matice U a V nejsou urceny jednoznacné, zatimco singularni ¢isla jsou urcena jedno-
znacné.

Z definice singuldrniho rozkladu (2.43) plyne
ATA = vzuTuzv! = v?vT, (2.47)
Odtud dostaneme
VTATAV = VIVEVTV = 52 = diag ((712, 72,.. .,a,i) . (2.48)

Porovnanim vztaht (2.42) a (2.48) vyjadfime singularni ¢isla matice A jako druhé od-
mocniny piislusnych vlastnich ¢isel matice ATA

o=/, i=12,...,m. (2.49)
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Nyni se vratime k vyjadieni vlastnich &isel a vlastnich vektort (2.39). MnoZina vlast-

nich ¢isel matice ATA se nazyvé spektrum matice a oznacuje se sp (ATA>. Spektralni

polomér matice AT A je nezdporné redlné &islo
0 (ATA) — max {|A|, A€ sp (ATA) } . (2.50)

Z uspotadani vlastnich ¢isel matice ATA @2.41) a vyjddieni singularnich &fsel
plyne
0 <ATA> Sy p——-s (2.51)

-1
Dale hleddme spektrdlni polomér matice (ATA> . Vynasobime-li vztah (2.39) ma-
-1
tici (ATA> zleva
-1 -1
<ATA) ATAy, = (ATA) A, (2.52)

-1
dostaneme tlohu na vlastni ¢isla matice (ATA>

1

-1
A._lvi=<ATA> vi, i=12,...,m. (2.53)

-1
Inverzni matice (ATA> mé stejné vlastni vektory jako matice ATA, jeji vlastni &isla

jsou pievracené hodnoty vlastnich ¢isel matice ATA. Z definice (2.50), usporadani vlast-
nich ¢isel (2.41) a vyjadieni singuldrnich &isel (2.49) plyne

0 ((ATA) _1> =\ =02 (2.54)

Daéle definujme spektrdlni normu ¢tvercové reguldrni maticdd A € R™™, viz [11],

_ T _
|A = /o (ATA) = max [[Ax]. (2.55)

Z definice spektrdlni normy (2.55), vztahti (2.51) a (2.54) plyne
IA] = oy, HA*H =l (2.56)

Nyni se vrat'me k vySetfovani podminénosti tlohy (2.30). Z definice ¢isla podminé-
nosti (2.37) vyplyvd, Ze &islo podminénosti tlohy (2.30) hledame ve tvaru

K =K (ATA> - HATAH H (ATA> -, (2.57)

ZPro &tenate miize byt matouci pouZiti stejného oznageni matice jako v tloze (2.30). Hovotime vak
o obecném piipadu.
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K vySetteni podminénosti tlohy 2.30) zbyvé vyjadtit spektralni normy matic ATA
-1
a <ATA> . Z definice spektrdlni normy (2.55) dostaneme

HATAH = max HATAXH. (2.58)
x||=1

Pro libovolny ortonormaélni vektor x € IR plati

2 T T T
HATAXH — (ATAx> ATAx = xTATAATAx = xT (AAT) <AAT> X =
T T T T T
_— <UZ‘.VTVZU ) (U):V VZU ) X =
T T 2.59
— xT <UZ‘.2UT> (UZ‘.ZUT) x = x'UTZ2UUT22Ux = (2:59)
Ty1T v4 Tv4 £ 4. 2
= xU X Ux =y ZY:Z‘Tiyi-
= v i=1
y
Odtud )
HATAXH < otyly = ofxUTUX = o{x"x = of||x|| = 0. (2.60)

Daéle ukdzeme, Ze ve vztahu (2.60) mtZeme psat misto nerovnosti rovnost. Vyjdeme
z tlohy na vlastni ¢isla (2.39)

ATAv, = \yvy = oPvy. (2.61)
Odtud ziskdme

Hm”ax HATAXH = HATAle = H(lele = ‘(712‘ vy = o3 (2.62)
x||=1

Dosadime-li tento vysledek do vztahu (2.58), obdrzime

HATAH _ (2.63)

-1
Vyjadfeni spektrdlni normy inverzni matice (ATA) miiZzeme odvodit analogic-
kym postupem. Jednodussi je vSak vyuzit faktu, Ze porovndnim rovnosti (2.63) a prv-
niho vyrazu z (2.56) dostaneme

HATAH = |A|? = o2 (2.64)
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-1
Z (2.53) plyne, Ze i matice (ATA> je pozitivné definitni. Pfi vyuziti (2.64) a druhého
vyrazu z (2.56) muzeme tedy psat

H <ATA> 1“ - HA_1H2 =0 (2.65)

Dosazenim (2.63) a (2.65) do (2.57) ziskdme vyjadfeni ¢isla podminénosti matice ATA,

resp. dlohy (2.30)

2
U1

= —. 2.66

K 2 (2.66)

2.3 Veli¢iny ovliviiujici ¢islo podminénosti
V nésledujici sekci prozkoumédme, jakym zptisobem mtiZeme zlepSit podminénost tlohy

(@30), to jest snizit ¢islo podminénosti matice ATA.

2.3.1 Krok sité

V ptedchozim textu jsme dosli k zdvéru, Ze ¢islo podminénosti tlohy (2.30) zdvisi na
singuldrnich ¢islech matice A € R"*™, viz (2.66). Ze vztahu (2.49) plyne, Ze ¢islo pod-
minénosti tlohy (230) zavisi rovnéZ na vlastnich &islech matice ATA

A

=, 2.67
=1 2.67)

Prvky matice A jsou ve tvaru

A’ AN

ai,]- = JW K(ti, ui’]‘) CcOos (p;, (2.68)

Z pfedpisu (2.17) dostaneme
U;j = cos ¥; ; = sin @; sin ¢} + cos ; cos @; cos (Ai — A;) : (2.69)

Prvky matice A jsou tudiZ v jednotlivych fddcich sefazeny podle lexikografického uspo-
tadani C27).

Obdélnikova oblast ) = (¢’, ) je rozdélena na sit/, kterou tvoii n x m elementti
A¢’ x AN Budeme pfedpokladat A¢’ = AN = h, pFitem?Z veli¢inu h nazveme krokem
sité. Dédle prozkoumdame zavislost ¢isla podminénosti dlohy (2.30) na kroku sité h.

Oznaéme A € R™*("~1) matici, kterd vznikne odebrénim libovolného sloupce ma-
tice A. Prvky matice AT A jsou ve tvaru

m
aij =) kil (2.70)
k=1
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a prvky matice ATA
m—1

Rij= ) fgil;. (2.71)
k=1

Matici A" A mtizeme tudiz vytvofit i odebrdnim v poradi stejného sloupce a odpovida-
jictho fadku matice AT A jako v prvnim p¥ipadé. Mezi vlastnimi &isly téchto matic plati
vztah nazyvany Cauchyova vlastnost prokladani, ktery bez diikazu uvedeme dalsi vé-
tou.

Véta 2.4 (Cauchyova vlastnost prokladani). Necht' ¢tvercova matice A € R™*™ je sy-

metrickd a md vlastni &isla Ay > Ay > -+ > A, A je submatice ¥fadu (m — 1), ktera
vznikne z matice A vynechdnim urcitého sloupce a pfislusného fadku, s vlastnimi ¢isly
A > Ay > - > Ay q. Pak plati

Ai>A> Ay, i=12,...,m—1, (2.72)

7 Mz

to jest vlastni ¢isla se prokladaji.

Pokud vytvaFime hrubsi sit/, to jest sit’ s vétsim krokem &, vznikd matice A € R"*™,
kterd ma mensi rozméry nez matice A, i < n a M < m. Matici A mtzeme ziskat odebi-
ranim sloupcti matice A. Z Cauchyovy vlastnosti proklddéani (2.72) dostaneme

M <AL, Ag > A (2.73)
Cislo podminénosti matice ATA je tudiz mensi neZ ¢fslo podminénosti matice ATA
ST Mo_A
K (ATA> S R e R (ATA) : (2.74)
m Am

Cislo podminénosti ulohy (2.30) tak s rostoucim krokem sité 1 klesa.

2.3.2 Omezeni sférické vzdilenosti

Resgit ptimou dlohu (2.25) znamend numericky integrovat pfes oblast ('. Tuto oblast
miiZzeme rozdeélit do dvou podoblasti, tzv. blizké a vzdalené zony. Hranici zoén vyme-
zime volbou omezeni sférické vzdalenosti . Pro blizkou zénu pozadujeme ¢ < 1y,
pro vzdélenou zénu ¢ > . Prvky matice A jsou ve tvaru (2.68), zavisi tudiz na hod-
noté u; ;, ktera je ddna pfedpisem (2.69). Prvkiim matice A, které ndlezi vzdalené zoné,
to jest u; ; < cos iy, ptifazujeme nulovou hodnotu 4;; = 0.

Pfi volbé omezeni sférické vzdélenosti 9 = 180° je celd oblast )’ blizkou z6nou
a vzdélena zona je prdzdna mnoZina. Se zmensovanim i roste velikost vzdélené zony,
zatimco blizka zéna se zmensuje. Pro matici A se volba omezeni sférické vzdélenosti
1o promitd do po¢tu nulovych prvkia matice. Cim mensi ¢y zvolime, tim vice nulovych
prvki matice A obsahuje.
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Hypotéza 2.1. Na zdkladé provedenych numerickych experimentt v MATLABU (viz ka-
pitola 4] ] a [6) se ukazuje, Ze ¢islo podminénosti « (ATA), resp. Cislo podminénosti
tlohy (2.30), s rostoucim omezenim sférické vzdalenosti ¢ exponencidlné roste.
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Kapitola 3

Druzicova gravimetrie

V této kapitole popiSeme, jak méfime data potfebnd pro vypocet tthového potencialu.
Tihovy potencidl W nelze pfimo méfit. Umime v8ak méfit jeho rozdil ve dvou bodech
a gradient, to jest vektor tihového zrychleni, viz (L.23). Ulohy na vypocet tthového po-
tencidlu pozaduji spojitost a globdlnost naméfenych dat. Méfit vS8ak mtZeme pouze
diskrétni data a jedind metoda, ktera poskytuje globalni charakter dat je tzv. druzicova
gravimetrie.

V minulosti bylo zemské tthové pole zndmé s velkou pfesnosti pouze na nékolika
mistech planety. Pro velké casti svéta nebyla dostupnd Zadna data, protoZze zavisela na
pozemnim a leteckém méfeni, viz [12]. Pozemni gravimetrie sice poskytuje velmi pfesné
vysledky, méfeni vSak miiZe probihat jen v pfistupném terénu a data maji pouze lokalni
charakter. Problém ¢dste¢né odstraniuje leteckd gravimetrie, pomoci niz mizeme ziskat
data i z nepfistupnych oblasti. Data vSak stale nemaji globdlni charakter a navic jsou
zatiZzena Sumem zptisobenym nerovnomérnym pohybem letadla.

Téméi globalni pokryti zemského povrchu s vyjimkou polarnich oblasti dostaneme
pomoci druzicové gravimetrie. DruZice se nachazi ve vysce 200 az 500 km nad zemskym
povrchem. Nevyhodou této metody je omezené frekvencni rozliSeni, to jest vypocitdme
jen maly pocet geopotencidlnich koeficient(, viz [13]. Dosud byli realizovany tfi pro-
jekty, mise CHAMP, GRACE a GOCE.

V tlohéch, kterymi se budeme zabyvat v nasledujicich kapitolach, se z divodu ¢a-
sové i pamét'ové narocnosti omezime na oblast vymezenou rovnobézkami 30° a 65°
sférické sifky a poledniky —20° a 50° sférické délky. Tato oblast zaujimajici vétsinu po-
vrchu Evropy je zobrazena na obrazku[3.1]
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Obrazek 3.1: Zvolend vypocetni oblast.

3.1 Druzicova mise GRACE

e zacatek mise 17. bfezna 2002, pfedpoklddané ukonceni mise 2016
e vyska nad zemskym povrchem pfiblizné 450 km
e doba obéhu Zemé 90 minut

e zaznamendvani udaji kazdych 5 sekund

GRACE (Gravity Recovery and Climate Experiment) je spole¢ny projekt GFZ (Geo-
ForschungsZentrum), NASA (National Aeronautics and Space Administration) a CSR
(Center for Space Research). Cilem projektu je mapovani ¢asovych zmén tthového pole,
méfeni zmén hladiny oceant, ¢asovych variaci zavodnéni ve velkych vodnich tocich,
tdni ledovch v polarnich oblastech, pochopeni klimatickych zmén a geohazardd (Zi-
velné pohromy spojené s procesy probihajicimi v horninovém prostiedi zemského té-
lesa).

GRACE je dvojice druZic, které opisuji stejnou obéZnou drdhu a jsou od sebe vzda-
leny ptiblizné 220 km. DruZice nazyvame GRACE1 a GRACE2. Dochdzi k méfeni kar-
tézskych geocentrickych poloh jednotlivych druZic, vektorti okamZité rychlosti a zrych-
leni pomoci GPS. Tento zplisob méfeni je v anglicky psané literatuie nazyvan high-low
satellite to satellite tracking, protoZe pohyb druZice nachédzejici se na nizsi obézné draze
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je zaznamenavan soustavou druZic na vyssi obézné draze. Druzice GRACE se nachézeji
pfiblizné 450 km nad zemskym povrchem, zatimco GPS druZice se nachézeji ve vysce
20350 km nad povrchem Zemé. Toto méfeni budeme déle oznacovat high-low SST. Dru-
zice GRACE1 a GRACE2 zaroven zaznamendavaji pomoci mikrovinného spojeni vzdale-
nost mezi sebou. Tento zplisob méfeni se v anglicky psané literatuie oznacuje low-low
satellite to satellite tracking, déle low-low SST.

Gravita¢ni pole Zemé ptisobi na druzice GRACE1 a GRACE2 rozdilné. Zmenso-
vani a zvétSovani vzdalenosti druzic znamenaji zmény zemského gravitacniho pole.
Uved'me ptiklad, viz [14]. Pokud prvni druZice dosdhne oblasti s vétsi gravitaci, je ta-
Zena do této oblasti a rychlost jejtho pohybu se zvétsi. To zptlisobi zvétSovani vzdalenosti
mezi druZicemi. Jakmile se nachédzi v oblasti vétsi gravitace i druhd druzice, prvni zpo-
maluje, zatimco druha zrychluje a vzdalenost mezi nimi se zmensuje. V okamziku, kdy
druhd druZice opusti oblast vyssi gravitace, dojde k jejimu zpomaleni, zatimco prvni
druZici to neovliviiuje.

Maximalni prostorové rozliSeni A, které Ize pomoci GRACE méfit je A = 1°. Maxi-
malni frekven¢ni rozliseni N vyjadiime vztahem

. 180°

N
A

(3.1)

Pomoci méfeni GRACE Ize tedy ur¢it prvnich 180 geopotencialnich koeficientti.

3.2 Druzicova mise GOCE

e zacatek mise 17. bfezna 2009, ukonceni mise 11. listopadu 2013
¢ vyska nad zemskym povrchem pfiblizné 250 km
e doba obéhu Zemé 90 minut

e zaznamendvani tdaji kazdou 1 sekundu

GOCE (Gravity field and steady-state Ocean Circulation Explorer) byla jednou z kli¢o-
vych misi ESA (European Space Agency). Cilem projektu bylo stanoveni anomalii ttho-
vého pole s presnosti 1 mGal (107> m - s~2) pfi prostorovém rozlieni 100 km, uréeni
globélniho geoidu s pfesnosti 1 cm pfi prostorovém rozliseni 100 km, sjednoceni vysko-
vych systémii, zpfesnéni modelt cirkulace oceanti, sloZeni zemského télesa a odhadu
hmotnosti a tlousték ledovci.
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Druzice GOCE byla uréena k méfeni gradiometrickych dat. Kromeé high-low SST dat
méfila dalsi velicinu, kterou je gradiometricky (Marussiho) tenzor, resp. jeho slozky

V ® VV,(F)

D0y (= Py 2du (A | —
aoxvs(1)  32Ve(P) 55 Ve() | =
D01y 22V (7 Py (v
e Vs (1) 52y Ve(™) 52 Ve(7)

(3.2)

Marussiho tenzor (3.2) je symetricky, obsahuje tudiZ Sest riznych slozek. Pro body, které
jsou vné Zemé a nejsou spojeny s jejim povrchem, splfiuji prvky na diagonéle Lapla-

ceovu rovnici (L.27). Odtud

Vg,zz (?) = _Vg,xx(7) - Vg,yy(7)r (3-3)

a tenzor (3.2)) ma tedy pouze pét nezavislych slozek.
Maximdalni prostorové rozliseni A, které 1ze pomoci GOCE méfitje A = 0,72°. Dosa-
zenim do dostaneme, Ze pomoci méfeni GOCE lze urcit prvnich 250 geopotencial-

nich koeficientd.

Vice o misi GOCE se mlizeme dozvédét na webovych strankach ESA [15].
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Kapitola 4
Uloha GRACE typu 1

V nésledujicim textu se budeme zabyvat podminénosti tlohy, kterou nazveme tloha
GRACE typu 1. Odvozeni nékterych vzorct presahuje rdmec této prace, nékdy tak
pouze uvedeme platnost vztahu s odkazem na literaturu bez odvozovani ¢i dikazu.

GRACE je dvojice druZic, v textu budeme proto ptifazovat veli¢inam indexy [1] a [2]
odpovidajici druZicim GRACE1 a GRACE2. Prostiednictvim high-low SST dostaneme
vektory polohy, okamZité rychlosti a zrychleni druZic v kartézskych geocentrickych
soufadnicich

ﬂﬂ:hﬁﬁwﬂq,ﬂH:PMyMﬂﬂ,

<

wuzpmﬂqwq,
(4.1)
M:hWﬁjﬂ,M:hWWﬂﬂ,mzkmﬁﬂﬂ_

Pomoci transformaé¢nich vztaht (2.2) pfevedeme tato data do sférickych geocentrickych

soufadnic
Puy¢u3Auq, P“L¢“LAUQ, VUL¢ULAUq,
(4.2)
Puy¢pyAm], PVL¢VLAW], PﬁL¢BLAm},
Rozdjily vektort v (4.I) ozna¢ime jako
o7t =73 —7l sy =2 3l s =72 (4.3)

Uvazujme, Ze mame k dispozici pouze high-low SST data. Vzdalenost mezi druZicemi

vyjadiime vztahem
p = |7| (4.4)

Prvni a druhou derivaci vzdalenosti p podle ¢asu vyjadiime vztahy, viz [8],

B 5—"2_ -2
5 gy 0T 67

8, p=0t ; (4.5)
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kde €je jednotkovy vektor ve sméru spojnice druzic

¢= lex, ey, €] r_ % (4.6)

V textu [6] nalezneme, Ze rozdil tthovych potencidli druZic 1ze pfiblizné vyjadrit

predpisem
SW (?m,?m) —W (7[21) W (7“1) ~ ‘?U] b, 4.7)

Odec¢teme-li od skute¢ného tthového potencialu W normdlni tthovy potencidl U, dosta-
neme poruchovy potencidl T, viz (1.31). Upravime 4.7)

5T (7[1],7[2]) _T (7[2}) -7 (?m) ~ ‘?[” ’ p—u (7[2]> +U (;[1]) : (4.8)

Normalni tthovy potencidl U je aproximaci skutecného tthového potencialu W. Je urcen
pomoci parametrt uvedenych v tabulce [L.Il Poruchovy potencidl zapiSeme ve tvaru
Abelova-Poissonova integralu ve sférické aproximaci (2.4)

T (0l = 2 [ TR0k (1, ull) dey, ®9)
T (r,0%) = = [ T(ROK (12,uP) dcy, (410)

kde K(t, u) je izotropni integraini jédr dané vztahem (2.21). Levou stranu rovnice (4.8)
vyjadiime ve tvaru, viz [3],

ST (7[1],7[2]> _ T (r[z}’Q[z]> T (r[”,()[l]) _

_ ﬁ [, TR Q) [k (#2,u®) — x (41,ul7) | acy

Pro tely numerického vypoctu pievedeme rovnici (4.11) na diskrétni tvar

(4.11)
5T (7[1],?[2]) - % i T(R, Q%) [K (t[z},u][.z]) ~K (t“hu}”)] cosgf.  (4.12)
j=1

UvaZzujeme-li n vypocetnich bodti, potom dostaneme soustavu 7 rovnic

o (41.) = S ) [ (2.48) <k ()
j=1

1Pojmu izotropnosti integraénich jader je vénovana ptiloha[Al
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kde i = 1,2,...,n. Soustavu rovnic @.13) budeme nazyvat dlohou GRACE typu 1.
V maticovém tvaru ji zapiSeme v podobé

b= (A —Aj)x (4.14)
kde

b = [5T <r£1],r£2]> ,0T (ré”,rézg youisOT (rLl],rLZ]ﬂ T,

[ k() cos gt K(BTai])cosgy - k(B ) cos gl ]
A _ TGN K(B ) ) cosgy K(ul]) cosgy -+ K(Hulf,) cosg), |
41802 5 : 5
| K cos gl k() cosgh -+ K(Hal) cosl |
ke {1,2},
x = [T(R,Q), T(R,Q),..., T(R,)]". (4.15)

Oznadime-li rozdil matic A = A, — A1, maticovy zapis #.14) nabude tvaru
b = Ax, (4.16)

na ktery miiZeme aplikovat vzorce a postupy uvedené v sekcich[2.2]a

4.1 Podminénost inverzni tlohy

V nasledujici sekci analyzujeme vysledky inverzni tilohy GRACE typu 1 pro konkrétni
zvolené parametry. Integracni oblast vymezime intervaly

¢ € (30,65), A’ € (-20,50), (4.17)

arozdélime ji na ekvidistantni sit’ integratnich elementti A¢p’ x AN, pFicemZ uvazujeme
¢tverce s hranou o délce h = A¢’ = AX. Budeme volith = 1°ah = 0,5°. Krok h = 1°
odpovida maximalnimu prostorovému rozliSeni, které 1ze pomoci GRACE méfit.

PoZadujeme soufadnice ((p[k], A[k}> , k € {1,2}, nélezejici stejnym intervalim jako
v piipadé integra¢ni oblasti (4.17). Data pro nas konkrétni vypocet byla naméfena v ob-
dobi 1. ledna 2010 az 30. ¢ervna 2010, celkem se jednd o 55820 zdznamd.

Cisla podminénosti k vyjadfena vztahem (2.66) jsou pro zvolené kroky h a omezeni
sférické vzdalenosti 1y uvedena v tabulce 4.1l a zobrazena na obrazku Vysledky
ukazuji, Ze ¢islo podminénosti x s rostoucim krokem # klesd, zatimco s rostoucim ome-

zenim sférické vzdalenosti 1y exponencialné roste.
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Obrazek 4.1: Zavislost ¢isla podminénosti ¥ na omezeni sférické vzdalenosti ¢y pfi da-
ném kroku sité h.

Yo K
1 320,70 5310, 56
2| 1429,66 | 18478,69
3| 3311,49 | 43234,64
4| 6778,64 | 82621,27
5| 12607,85 | 146349,86
6 | 23126,48 | 254652,42
7| 37298,11 | 423365,12
8 | 62205,20 | 668375,27
9 | 95509,38 | 1057290, 60
10 | 140637,16 | 1599276, 86
180 | 2,12-10% | 3,12-10%®
[ ] 1 0,5 |

Tabulka 4.1: Zavislost ¢isla podminénosti x na omezeni sférické vzdalenosti 1y p¥i da-
ném kroku sité /.
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Kapitola 5
Uloha GRACE typu 2

V nésledujicim textu se budeme zabyvat podminénosti tlohy, kterou nazveme tloha
GRACE typu 2. Odvozeni nékterych vzorcti presahuje rdmec této prace, nékdy tak
pouze uvedeme platnost vztahu s odkazem na literaturu bez odvozovani ¢i dikazu.

Pfedpokladejme znalost vztahti (1) az (4.6). K uréeni parametr gravita¢niho pole
Zemé musi byt naméfend data vztaZena ke gravitatnimu potencidlu V,. PouZijeme
vztah uvedeny v [9]

SH12 — 52 — o
971 5 PP — 5.5V, (?[11,7[2}) . (5.1)
Podle rovnice (5.I) se kombinace low-low SST a high-low SST naméfenych dat na levé
strané rovnice rovnd rozdilu gradient(i gravita¢niho potencidlu promitnutého do sméru
spojnice druzic. Diferencidlni operator ¢ - §V zapiSeme ve sférickych geocentrickych
soufadnicich

10 1 0 ] / (52)

COV =l st 5 T reosgan

kde e;, ey a ey jsou slozky vektoru € ve sférickém lokdlnim severné orientovaném sys-

vvvvv

druZice, a pravotocivou ortogondlni bazi (¢ severni smér, A zdpadni smér a r radidlni
smér),

er cos@cosA  cospsinA  sinA ex
ep | = | —sinpcosA —singsinA cos¢ | = | e |. 5.3)
e sin A cos A 0 ez

Diferencidlni operétor ¢ - 0V mtizeme vyjadrit vzhledem k parametrtim f a u, které
jsou zavedeny vztahy (2.19) a (2.17), vztahem uvedenym v [9]

. 0 5\ © 5 0 , 5 0
e.év—ﬁ{er<—t)§+eq)cosat 1—u £+6As1no¢t\/1—u 34| (5.4)
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Uhel & nazyvame pfimy azimut. Azimut je orientovany thel, ktery svira uréity smér
od sméru severnitho, méfi se ve sméru pohybu hodinovych rucicek. Pfimy azimut je
azimut mezi vypocetnim bodem a integra¢nim elementem méfeny ve vypocetnim bodu
od severni ¢asti poledniku, ktery vypocetnim bodem prochézi, ke spojnici vypocetniho
bodu a integraéniho elementu. Pro pfimy azimut se daji pomoci vét sférické trigonome-
trie odvodit vztahy, viz [12],

cos ¢ sin ¢’ — sin ¢ cos ¢’ cos(A — A')

cosa = - =
sin

_ cosgsing’ —singcos ¢’ cos(A —A') (5.5)

V1 —cos?y

cos ¢ sin ¢’ — sin ¢ cos ¢’ cos(A — A')

V1—u? ’

cos ¢’ sin(A' —A)  cos¢’sin(A —A)
Sinl[) N V1 —u2 '

Odecteme-li od gravitatniho potencidlu V; gravita¢ni sloZku normalniho tthového
potencidlu Uy, dostaneme poruchovy potencil T. Upravime (5.1)

sina =

(5.6)

1671 ;’ P8 — & ovuy (#1,72) =& ovT (71, 72). (5.7)

Gravita¢ni slozka normalniho tthového potencidlu Uy je aproximaci gravita¢niho poten-
cidlu V. Je uréena pomoci parametrti uvedenych v tabulce .1l Aplikaci diferencidlniho
operéatoru € - 6V na poruchovy potencial T vyjadifeny Abelovym-Poissonovym integra-
lem (2.4) dostaneme

¢-6VT (?[11,?[2]) — ﬁ | T(R,Q)0 [er <—t2> %K(t,u)

+epcosa t\/1 —u? % K(t,u) (5.8)

+eysina ty/1—u? % K(t,u)] dqY.

Ozna¢me
Ki(tu) = —tZ%K(t,u), (59)
" 0
K'(t,u) = t 1—u2£K(t,u). (5.10)
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Rovnici (5.8) poté zapiSeme ve tvaru

g-ovT (71U 72) = 1 T(R, Q)6 e, KE(t, u) + e, cosa K*(t,u
4nR Jor ! (5.11)

+ ey sina K*(t,u)] dCY.

Uvazujeme-li jadro K(t, u) ve spektralnim tvaru (2.20), dostaneme

Ki(tu) = —tZ% (it”“(2n+1)Pm@(u)> _

n=0

= P Y+ D20+ 1) B (u) =
n=0

(ee]

= — Y (n+1)"22n+1)Pyo(u), (5.12)

K'(t,u) = tvV1—u? % <i t”+1(2n+1)Pn,o(u)> —

n=0

(e e]

= Y "2 2n+1)Py1(u). (5.13)
n=0

Je vhodnéjsi provadét vypocty s uzavienym tvarem jadra (2.21). Potom

_ 43
Ki(t,u) = —# 9 K(t,u) = —2 9 Pt S =
ot o\ (1-2tu+2)?

2 (1-3¢%) (1—2tu+t2)% — (t—£3) 3V1—2tu+ 2 (—2u + 2t)

a (1 - 2tu+ 2)° a
2 (1-32) (1 —2tu+ ) +3 (B —t) (t—u)
. =

(1 —2tu +t2)2
12 (1 — 2tu + 2 — 31> + 6t3u — 3t* + 3t* — 3t3u — 3t + 3tu)

(1—2tu + 2)3
t2 (1+ tu — 5t 4 3t3u)
(1—2tu+12)3

(5.14)
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Pfi pouziti substituce (2.22) piseme

t2 (1+ tu — 512 4 3t3u)

K'(t,u) = — pe

43
Ki(tu) = tvVI—12 2 K(tu) =t 1—u23( Pt 3>:
du o\ (1 - 2tu + 12)2

— (t=13) 3V1 —2tu + 2 (—2t)

= tV1—u? 3 =
(1—2tu + 2)

3(—1)vV1—u?
(1—2tu+ tz)%

P pouZiti substituce (2.22) piseme

3_ 45 1— 12
K”(t,u):3(t tg)S\/ u?

Obé integra¢ni jadra K'(t,u) a K*(t,u) jsou izotropn.
Pro aéely numerického vypoctu zapiseme rovnici (5.11) ve tvaru

1
" 47R Joy

{[er K! (t[Z},u[2}> + eq cos a K* (t[ZJ,u[Z]) 1 e, sina K* (t[z],u[z]”

¢ oVT (7[11,7[2}) T(R,QY)

— [er Kt (tm,um> + epcosa K* (tm, um> + e, sina K* (tm, umﬂ } dqy.
Diskrétni tvar rovnice (5.18) méa podobu

/ ! m
7. A1) 72| = AP AN /
¢ (5VT<r 7 ) 4_1802R]§T(R,Q])

{ [er K (tm’ u][2]> + eqcosa K" <t[2},u][2]> + ey sina K (t[zl,u][.z]ﬂ

— [er K! (t[lllu][.l]> + ey cosa K" (t[l],u][.l]> + e, sina K* (t[l],u][.l]ﬂ } cos (p}.

IPojmu izotropnosti integraénich jader je vénovana ptiloha[Al
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Uvazujeme-li n vypocetnich bodt, potom dostaneme soustavu 7 rovnic

z. 5VT< Al ”) %in&@;)
{[er K (tz[z], 1[2}> +egpcosa K" <tl[2], 2 ]> + ey sina K (tlp], 1[2]]” (5.20)

— [er Kt (tl[l], [ ]) + ey cosa K" ( ¢ u1[1]]> + ey sina K (tl[l],ul[,lj])] } cos q)},

kde i = 1,2,...,n. Soustavu rovnic (5.20) budeme nazyvat dlohou GRACE typu 2.
V maticovém tvaru ji zapiSeme v podobé

b= (AZ - Al) X, (521)

kde

b = [5T<r£},r£2]> 5T<r£],r£2}>,...,(5T<r,[11],r,[12}>r,

x = [T(R,Q}),T(RQ),..., T(R,Q)]". (5.22)

Prvky matic Ay, k € {1,2}, jsou ve tvaru

(”z‘,j)k = mAg AN [ K' (t[k] [k}) + ey cosa K" <t[k},u[k.})

. 2 iU L] L]
4 -180“R (5.23)
+ ey sinaw K* (tl[k],ug}]ﬂ cos ¢’
Oznacime-li rozdil matic A = Ay — Aj, maticovy zédpis (5.21) nabude tvaru
b = Ax, (5.24)

na ktery mtizeme aplikovat vzorce a postupy uvedené v sekcich[2.2]a

5.1 Podminénost inverzni tilohy

V nasledujici sekci analyzujeme vysledky inverzni tilohy GRACE typu 2 pro konkrétni
zvolené parametry. Integraéni oblast vymezime intervaly @.17) a rozdélime ji na ekvi-
distantni sit’ integratnich elementti A¢’ x AA/, pfitemZ uvaZujeme Ctverce s hranou
o délce h = Agp’ = A)N. Budeme volith = 1°ah = 0,5°. Krok h = 1° odpovidd ma-
ximalnimu prostorovému rozliSeni, které 1ze pomoci GRACE méfit. PoZadujeme sou-

fadnice (go[k], A[k}> , k € {1,2}, nalezejici stejnym intervalam jako v p¥ipadé integracni
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oblasti @.17). Data pro nas konkrétni vypocet byla naméfena v obdobi 1. ledna 2010 az
30. ¢ervna 2010, celkem se jedna o 55820 zdznamfi.

Cisla podminénosti « vyjadfena vztahem (2.66) jsou pro zvolené kroky h a omezeni
sférické vzdalenosti ¢y uvedena v tabulce 5.1l a zobrazena na obrazku 5.1l Vysledky
ukazuji, Ze ¢islo podminénosti x s rostoucim krokem # klesd, zatimco s rostoucim ome-
zenim sférické vzdalenosti g exponencialné roste.

%o K
1 229,33 4425, 64
2| 1552,58 | 28039,51
3| 5641,17 | 62723,75
4| 14064,67 | 151870,63
5| 28689,37 | 333874,17
6| 61031,36 | 672274,38
7 | 116610,23 | 1286374, 72
8 | 212047,55 | 2380696, 10
9 | 381761,90 | 4032673,95
10 | 626897,28 | 6703591,99
180 | 1,24 -10% | 2,70-10%®
| b 1 0,5 |

Tabulka 5.1: Zavislost ¢isla podminénosti x na omezeni sférické vzdalenosti iy pfi da-
ném kroku sité h.
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Obrazek 5.1: Zavislost ¢isla podminénosti k na omezeni sférické vzdalenosti ¢y pfi da-
ném kroku sité h.

Oznac¢me «; ¢islo podminénosti inverzni tlohy GRACE typu 2, ¢islo podminénosti
inverzni tlohy GRACE typu 1 oznac¢ime «;. V tabulce 5.2]je uveden rozdil x; — x1 a jeho
zavislost na omezeni sférické vzdalenosti ¢ pfi daném kroku sité h. Skoro vSechny
hodnoty v tabulce 5.2] jsou kladné. Inverzni tloha GRACE typu 1 je tudiz ve vétsiné

provedenych experimenti podminéna lépe nez inverzni tloha GRACE typu 2.

Yo Ky — K1
1 —91,38 —884,92
2 122,92 9560, 82
3| 232968 19489, 11
4| 7286,03 69249, 36
5| 16081,52 | 187524,31
6| 37904,88 | 417621,96
7| 79312,12 | 863009, 60
8 | 149842,34 | 1712320, 83
9 | 286252,52 | 2975383,34
10 | 486260,12 | 5104315,13

180 | 1,02-10% | —4,18-10%

] T 05]

Tabulka 5.2: Zavislost rozdilu ¢isel podminénosti k; — k1 nha omezeni sférické vzdale-
nosti 1Py pfi daném kroku sité .
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Kapitola 6
Uloha GOCE

V nésledujicim textu se budeme zabyvat podminénosti tlohy, kterou nazveme tloha
GOCE. Odvozeni nékterych vzorct presahuje rdmec této prace, nékdy tak pouze uve-
deme platnost vztahu s odkazem na literaturu bez odvozovani ¢i diikazu.

Druzice GOCE méf{ gradiometrickd data (3.2). Pfevedeme-li tato data do sférického
lokalntho severné orientovaného systému a odecteme-li od gravita¢nich gradientti V, i
gravita¢ni slozky normaélnich tihovych gradientd Uy, dostaneme poruchové tihové
gradienty

T (7) = Vo (7) — Uga(7), k1 €{p A1}, (6.1)
které reprezentuji Sest sloZek poruchového gradiometrického tenzoru ve sférickém lo-
kalnim severné orientovaném systému

Tpo?) Tor(F) Tyr(P)
VRVT(7) = | Tap(F) Taa(7) Ty(7) |- (6.2)
Tr(p (?) Tia (7) Try (?)

Poruchovy tthovy potencidl T(R,)’) a poruchové tihové gradienty Ty, ve sférickém
lokdlnim severné orientovaném systému jsou svazany integralnim vztahem, viz [10],

— 1 N 1kl !
Ta(r, Q) = ;- [ TROQ)KH (tu,a) A, k1€ {p,A,r}. (6.3)
Sest integra¢nich jader K¥ (¢, u, ) je dano piedpisy
K?(t,u,0) = K%(t u)+ cos2a K**(t,u), (6.4)
K (t,u,0) = —sin2a K**(t,u), (6.5)
K?(t,u,a) = cosa K™*(t,u), (6.6)
KM(t, un) = KO*(t, u) — cos22u KZ*(t, u), (6.7)
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KM (t,u,a) = —sina KY¥(t,u), (6.8)

K7 (t,u) = —2K%(tu), (6.9)

kde K** (¢, u) jsou izotropni integraini jédr. Spektralni tvary téchto jader jsou ve tvaru

3 32 oo
K%(t,u) = _%% K(t,u) = —% Y " 2n+1)(n+1)(n+2)Pyo(u), (6.10)
n=0
2 )
K™ (tu) = —£v1—u? a?ﬁ K(t,u)=— Y #"3@2n+1)(n+2)Py1(u), (6.11)
n=1
t(1—u?) 92 1 &
2% _ o — - n+3
K**(t,u) = —— 3. K(t,u) 5 Tgt (2n +1)Pyo(u). (6.12)

Bez odvozeni uvedeme uzaviené tvary jader K**(¢, u)

KO (t,u) = —;—35 {1 — 5+ tu (1+38) + % (2 4 2u (14 ) —5t]},

(6.13)

KY(t,u) = —w—;_”z {1 —t2+§ [2— 2 (7— t2> +tu (1 +3t2>]}, (6.14)

1580

K2 (t,u) = 27 (1 - t2> (1 . uz) . (6.15)

Pro ti¢ely numerického vypoctu pfevedeme rovnice (6.3) na diskrétni tvar

A’ AN I
T (r, Q) = Lll(gw Zl T(R, Q;-)Kkl(t, Uj, aj) Cos (p}, k,le{gp A1} (6.16)
j=

Uvazujeme-li n vypocetnich bodt1, potom dostaneme soustavy #n rovnic

TAQ AN ("

Ty (13, Q) = 1.1802R2 Z T(R, Q})Kkl(ti, Ui j, 061',]‘) cos QD;’, i=1,2,...,n. (6.17)
. =

Soustavy rovnic (6.17) zapiSseme v maticovém tvaru

by = Aux, klc{gAr}, (6.18)

'Pojmu izotropnosti integragnich jader je vénovéna ptiloha[Al

37



kde

T
by = [Tu(r, 1), Ta(r2, D2), ..., T (rn, Q)]
[ KM (ty,uy0,000) cos @ KM (turpa10)cosgh -+ KM (b1 00 ) cOS @l ]
KM (ty,upq,0p71) cos @) KM (taunpmop)cosgh -+ KM (tpupmma ) cos @,
Ay = ’
i Kkl(tn,un,l,zxn,l)cos 7 Kkl(tn,unrz,anrz)cos R KM (1 000 m ) €OS @l i
= [T(R,Q), T(R, Y T(R, Q)] " 6.19
x = [T(R,07), T(R,O),...,T(R,Q,)]" . (6.19)

Na maticovy zédpis (6.18) mtizeme aplikovat vzorce a postupy uvedené v sekcich

a3

6.1 Podminénost inverzni tlohy

V nésledujici sekci analyzujeme vysledky inverzni tlohy GOCE pro konkrétni zvolené
parametry. Pozadujeme podobnou integracni oblast jako v pfipadé tloh GRACE typu
1 a 2. Integra¢ni oblast té€chto dloh je ur¢ena intervaly (£.17). Integra¢ni oblast rozdélu-
jeme na ekvidistantni sit’ integra¢nich elementti A¢’ x AA/, pFi¢emZ uvazujeme Etverce
s hranou o délce h = A¢’ = AA'. Budeme volit h = 0,72°, coZ odpovidd maximalnimu
prostorovému rozliseni, které 1ze pomoci GOCE méf¥it.

Integra¢ni oblast uréenou intervaly (4.17) nelze pomoci takové volby h rozdélit. Aby-
chom dostali podobnou integra¢ni oblast jako v pfipadé tloh GRACE typu 1 a 2, vydé-
lime velikosti intervalti integra¢ni oblasti (4.17) ¢islem 0,72 a vypoctené zbytky po dé-
leni ode¢teme od hornich hranic intervalt (£.17). Integra¢ni oblast tlohy GOCE je tudiz
vymezena intervaly

¢’ € (30; 64,56), A’ € (—20; 49,84). (6.20)

Pozadujeme soufadnice (¢, A) néleZejici stejnym intervaltim jako v pfipadé integraéni
oblasti (6.20). Data pro nas konkrétni vypocet byla naméfena v obdobf 1. listopadu 2009
az 31. prosince 2009. V listopadu 2009 provedla druzice GOCE v oblasti vymezené in-
tervaly (6.20) 97729 méfeni, v prosinci 2009 zaznamenala 101629 poloh.

Cisla podminénosti x vyjadfena vztahem (2.66) jsou pro zvoleny krok h = 0,72°
a omezeni sférické vzdalenosti p uvedena v tabulce [6.1] pro listopad 2009, v tabulce
pro prosinec 2009 a v tabulce pro oba tyto mésice. Porovnani ¢isel podminé-
nosti pro jednotlivé slozky poruchového gradiometrického tenzoru jsou zobrazena na
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obrazku Vysledky ukazuji, Ze ¢islo podminénosti x s rostoucim omezenim sférické
vzdalenosti g az na vyjimky exponencidlné roste. Spojenim dat z obou mésicti ¢islo
podminénosti mirné klesne, ¥fddové je vsak stale stejné velké. Zvétsuje se vSak casova
i pameét'ova narocnost vypoctu.

%o K
T(p(p T(p)\ Tq)r Tar Tar Ty
1 1228,76 118,70 432,22 | 2165,03 314,52 | 1592,05
2| 11185,40 | 1558,08 | 8934,43 | 11529,05 | 8137,12 | 470034,29
3| 70278,43 | 17544,44 | 238138,23 | 65539,70 | 214389,24 | 94007,53
4 | 351529,90 | 105764,68 | 9,61 -10° | 408150,81 | 9,71-10° | 284851,95
5| 1,65-10° | 477605,56 | 1,53-10% | 1,68-10° | 1,42-108 | 1,06-10°
6| 598-10°| 1,64-10°| 5,02-107 | 5,97-10° | 4,63-107 | 3,38-10°
71 1,77-107 | 4,67-10°| 5,74-107 | 1,87-10” | 5,82-107 | 9,89 - 10°
8| 4,51-107 | 1,20-107 | 8,66-107 | 4,77-107 | 8,67-107 | 2,47 -107
9| 1,06-10% | 2,46-107 | 1,29-10% | 1,19-10% | 1,14-10% | 4,79-107
10| 2,27-10% | 5,26-107 | 1,98-10% | 3,30-10% | 2,25-10% | 9,50 - 107
180 | 3,15-10% | 1,31-10% | 2,51-10% | 1,09-10 | 1,01-10 | 9,84 - 1013

Tabulka 6.1: Zavislost ¢isla podminénosti ¥ na omezeni sférické vzdélenosti ¢y pro dané
slozky poruchového gradiometrického tenzoru, vypocteno na zdkladé dat naméfenych
v listopadu 2009.

Z hodnot uvedenych v danych tabulkach je patrné, Ze nejlépe podminéna (kromeé
pfipadu neomezeni sférické vzdalenosti ¢y = 180°) je inverzni tiloha

x:(A;AM> AT by (6.21)
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Yo
T(p(p Tq)A T(pr TAA TAr Trr
1 1589,97 141,52 524,63 | 2421,75 284,58 | 228445
2| 16410,26 | 2126,12 | 13642,65 | 15493,63 | 8962,93 | 1,45 -10°
3| 94687,05 | 18755,06 | 272535,64 | 51613,40 | 143672,29 | 95876,95
4 | 435898,27 | 74616,80 | 6,01-10° | 192462,23 | 3,27 -10° | 185369,70
5| 1,68-10° | 276618,47 | 3,37-10%8 | 1,27-10° | 2,71-108 | 604153,17
6| 4,80-10°| 1,01-10° | 4,20-107 | 5,36-10° | 4,86-107 | 2,27-10°
71 1,32-107 | 3,38-10° | 4,46-107 | 1,65-107 | 5,72-107 | 7,15-10°
8| 3,34-107 | 9,90-10° | 7,09-107 | 4,88-107 | 9,21-10”7 | 1,98-107
9| 7,86-107 | 2,54-107 | 1,21-108 | 1,25-10% | 1,54-10% | 4,89 -107
10| 1,85-10% | 5,78-107 | 2,06-10% | 2,83-10% | 2,55-10% | 1,08 108
180 | 5,69 -10%° | 2,76 -10'° | 6,86-10% | 4,20-10'* | 3,89 10 | 3,38 - 104

Tabulka 6.2: Zavislost ¢isla podminénosti x na omezeni sférické vzdélenosti ¢g pro dané
slozky poruchového gradiometrického tenzoru, vypocteno na zdkladé dat namérenych

v prosinci 2009.
o
T(pqo Tq)/\ Tgor Tar Tar Ty

1 742,61 89,60 238,17 | 1112,39 168,60 | 1046,16
2| 8514,90 | 1253,88| 7632,18| 7528,96| 5135,76 | 417917,82
3| 62045,48 | 11960, 88 | 173308,86 | 36477,60 | 105908,87 | 53482,70
4 | 311245,35 | 66715,31 | 5,66-10° | 186415,48 | 3,76-10° | 156720, 24
5| 1,34-10° | 290210,18 | 1,68-108 | 854653,38 | 1,26-108 | 575071,79
6| 4,51-10° | 990673,80 | 3,81-107 | 3,00-10° | 2,76-107 | 1,86-10°
71 1,34-107 | 2,89-10° | 4,29-107 | 9,77-10° | 3,37-107 | 5,48 -10°
8| 3,48-107 | 7,88-10°| 6,49-107 | 2,83-107 | 5,52-107 | 1,45-107
9| 8,34-107 | 1,97-107 | 1,04-10% | 7,22-107 | 9,34-107 | 3,46-107
10| 1,84-10% | 4,51-107 | 1,69-10% | 1,87-10% | 1,59-10% | 7,50-107
180 [ 2,69-10% | 1,13-10Y | 2,46-10% | 1,24-10 | 1,16 -10* | 1,04 - 1014

Tabulka 6.3: Zavislost ¢isla podminénosti ¥ na omezeni sférické vzdélenosti ¢y pro dané
slozky poruchového gradiometrického tenzoru, vypocteno na zdkladé dat naméfenych

v listopadu a prosinci 2009.
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2,5-108 [~ Tistopad 6-107r [ listopad
—— prosinec ; ——prosinec .
2.108/ |~ obamésice 5-10°7 | —~—oba mésice :
7L
1,5-108} 4-10
3-107¢
1-108;
2107+
8|
0% 3 15 6 7 8 910" 053 45 6 7 8 9 10"
. Tyr . Tax
3,5-10% ——listopad 3,5-10°% [ listopad '
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2-108 108}
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1-108; 108}
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1,5'108’ 6,107,
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Obrazek 6.1: Zavislost ¢isla podminénosti x na omezeni sférické vzdalenosti yp pro dané
slozky poruchového gradiometrického tenzoru.
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Kapitola 7

A4 V4

Gradientni metody a pfedpodminéni

V této kapitole predstavime gradientni metody numerického feSeni soustav linedrnich
rovnic a souvislost konvergence metod s podminénosti tloh, kterymi jsme se zabyvali
v predchozich kapitolach. Analytické metody feSeni soustav linedrnich rovnic jako je
Gaussova elimina¢ni metoda nebo LU rozklad, viz [11], jsou pro feSeni rozséhlych tloh
s velkym poctem neznamych prakticky nepouzitelné kvtli své ¢asové i pamét'ové na-

vvvvv

ro¢nost a nékdy jsou i vyrazné rychlejsi, viz [16].
Uvazujme soustavu linedrnich rovnic (2.28)

Bx = (ATA) X = c. (7.1)
Pfedpokladame, Ze matice A je regularni. Potom existuje jediné feSeni x;, takové, Ze
Bx, — (ATA> Xy = C. (7.2)
Definice 7.1 (Itera¢ni metoda). Itera¢ni metoda je zobrazeni ® : R" — R™
xe1 =P (x¢), k>0, (7.3)

kde x; je k-ta iterace.

Definice 7.2 (Konvergentni itera¢ni metoda). Itera¢ni metoda se nazyva konvergentni,
jestlize pro kazdé c € R" je limita

li = 7.4
fim xe = % o4

nezavisld na pocatecni aproximaci xg.
Definice 7.3 (Chyba itera¢ni metody). Chyba itera¢ni metody v k-té iteraci je rozdil

€ = Xp — X (75)
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7.1 Gradientni metody

Itera¢ni feSeni soustav linedrnich rovnic mtZzeme ztotoZnit s feSenim minimalizaéni
ulohy, jejiz vysledek je totozny s feSenim soustavy linedrnich rovnic. Za timto Gicelem
uvazujme tlohu

min f(x), (7.6)
kde
f(x) = =x"Bx—x"¢c, f:R™ —=R. (7.7)

2
Symetrickd matice B = ATA je diky piedpokladu regularity matice A pozitivné
definitni, viz [2]. Re$eni soustavy (ZI) je potom ekvivalentni s feSenfm minimaliza¢ni
tlohy (Z.6). Diikaz tohoto tvrzeni mtiZeme nalézt v [16].

7.1.1 Metoda sdruzZenych gradienti

Metoda sdruZenych gradientti je efektivni metoda minimalizace vyuZivajici tzv. sdru-
Zenych smér.

Definice 7.4 (Sdruzené vektory). Mnozinu nenulovych vektorti {p,, p;, . . ., p;} hazveme
mnoZinou sdruzenych vektorti, pokud

p/Bp; =0, Vije{01,... 1}, i#] (7.8)
kde B je symetricka pozitivné definitni matice.

Pfedpoklddejme, Ze v k-tém kroku mame k dispozici mnoZinu sdruZenych vektort
{pPo Py, -- -, P} andsledujici iteraci ziskdme pfedpisem

Xk 41 = Xk + &Py (7.9)

kde koeficient aj je zvolen tak, aby minimalizoval funkci f v daném sméru. Za tcelem
nalezeni optimélniho &) definujeme funkci

p(ax) = f (X + axpy) - (7.10)
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Vhodnymi tipravami dostaneme

1
p(a) = 2 (x¢ + ap)’ B (x + apy) — (x¢ +apy)’ ¢ =

1 1 1
= 5 x! Bx; + 5 a’pi Bp; + 5 (x,prk + p,{Bxk> —xlc—aplc=

1

= f(x)+ 5 txngBpk + <p£Bxk — ch) = (7.11)
1

= f(x) + 5 4°p{Bp; +apj (Bxg —¢) =

1
= f(x)+5 a’piBp — apiny,

kde ry = ¢ — Bx; je reziduum. Hleddme a takové, aby ¢(a) byla minimdlni. Derivaci
¢’ () polozime rovnou nule

¢ (a) = ocp,prk — p,?rk =0 (7.12)
a dostaneme staciondrni bod
T
w = kT (7.13)
P Apy

Z pozitivni definitnosti matice B dostaneme, ze funkce ¢(«) je konvexni na R, protoze
¢"(a) = p{Bp; > 0. (7.14)

i je tudiz minimem funkce ¢.
Reziduum lze zapsat pomoci chyby

1, = ¢ — Bx;, = Bx, — Bx; = B (x, — x¢) = Bey. (7.15)

Pomoci nasledujicich tprav

Xpt1 = Xk + akpy
Bxy 1 = Bxy + a Bp; (7.16)
c—Bxy; = c¢— Bxy —aBp,
dostaneme
1 = Iy — axBp;. (7.17)

Zbyva urcit sdruZzené vektory. Nejjednodussi poc¢atecni volbou je
Po = Yo = ¢ — Bxo. (7.18)
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Dal3i sdruzené vektory generujeme jako kombinaci rezidua a pfedchoziho sdruzeného
vektoru, provadime Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci

Pit1 = Tk+1 + Pr+1Pr (7.19)
pficemz
T
Brer = L — (7.20)
k 1k

Pfislusné odvozeni mtizeme najit v [11].

Nyni mame vSe potfebné k sestaveni algoritmu metody sdruzenych gradientii. Tato
metoda dosdhne pfesného feSeni x, € R soustavy rovnic (ZI) maximalné po m kro-
cich, viz [16]. S konecnou aritmetikou pocitact vSak prichdzeji netrividlni problémy.
Zaokrouhlovaci chyby zptsobi, Ze aproximace x,;, kterd by v pfesné aritmetice byla
feSenim, je pouze jeho aproximaci, jeZ mtiZe byt ddle vylepSovana pokracovanim algo-
ritmu, viz [11]. V praxi vSak volime podminku pro ukonceni algoritmu a nepoZadujeme
pfesné feSeni, nybrZ jeho vhodnou aproximaci.

7.1.2 Konvergence metody sdruZenych gradientt

Konvergence metody sdruzenych gradient(i zdvisi na ¢islu podminénosti matice B. Plati
odhad )
k(B) —1
Bey <2 —=—— Bey. 7.21
€be =~ (K(B)+1> €obeg ( )
Pro dobfe podminéné matice metoda sdruZenych gradient konverguje velmi rychle.
Pro $patné podminéné matice je ¢islo

k(B) —1

blizké jedné. Odhad (Z21) je vSak velmi ¢asto nadhodnocen. Spatna podminénost ma-
tice B ne vZdy nutné implikuje pomalou konvergenci metody, viz [11].

7.2 Ptredpodminéni

Konvergence gradientnich metod zavisi na ¢isle podminénosti matice soustavy. Cim
mensi je ¢islo podminénosti, tim rychlejsi je rychlost konvergence gradientni metody
k predem zadané chybé. Tohoto poznatku se pokusime vyuZit pfi modifikaci ptivodni
soustavy rovnic tak, aby metoda sdruZenych gradientt pouZita na transformovanou
tlohu dosdhla mnohem rychlejsi konvergence, nez pfi pouZiti na dlohu ptivodni. Proces
nahrazeni soustavy Bx = c ekvivalentni soustavou Bx = ¢, kde &islo podminénosti nové
matice soustavy B je mensi nez &islo podminénosti matice B, nazyvame predpodminén.
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UvaZzujme soustavu (ZI), kde B je symetrickd pozitivné definitni matice. Soustavu
chceme modifikovat tak, aby nové vznikld matice B byla opét symetrickd pozitivné de-
finitni. Necht' C je libovolna reguldrni matice. Potom Ize soustavu (7.1 zapsat ve tvaru

(C—lBC—T) <CTx) — c 'l (7.23)
Timto dostaneme novou pfedpodminénou soustavu
Bx =¢, (7.24)
kde
B=C'BCT, x=C'x, ¢=Clc (7.25)

Aplikujeme-li nyni metodu sdruZenych gradienti na modifikovanou soustavu (Z.24),
nedostaneme aproximace feSeni soustavy (Z.J), ale aproximace feSeni soustavy (Z.24).
ProtoZe ale zndme vztah mezi fe$enimi obou soustav X = C’x, vyuZijeme aproximaci
Xi k urCeni aproximaci x; ptivodniho feSeni x;,. Polozme

xe = C Tx. (7.26)

Pokud % aproximuje X,, potom x; vyjadfené vztahem (Z.26) aproximuje x,. Navic plati

T ~

— (chp — CTXk) "cipe T (CT"P B CTX"> B (7.27)

= (xp— Xk)TB (xp —x¢) =
= e,zBek,

to jest konverguje-li metoda sdruZenych gradientti rychle pro pfedpodminénou sou-
stavu (Z.24), pak stejné rychle konverguji i aproximace x; k pfesnému fesent x,,.

Z pozadavku rychlejsi konvergence metody sdruzenych gradientti plyne, Ze matici
C se snazime zvolit tak, aby jeji vlastnosti umoznovaly co nejrychlejsi konvergenci, ide-
alné

B=Cc'BCT~I, (7.28)

kde I je jednotkova matice.

Ptiklady metod pfedpodminéni a jejich algoritmti nalezneme v [1].
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Shrnuti

Cilem diplomové prace bylo vySetfeni podminénosti inverznich tloh ke konkrétnim
pfimym tlohdm inverznich tloh pfi transformaci parametrt gravita¢niho, resp. tiho-
vého, pole Zem¢.

Préace zahrnuje geodetické pojmy, vznikla vSak v rdmci studijniho oboru Matema-
tické inzenyrstvi. V kapitole [Il proto byly uvedeny zdkladni pojmy souvisejici s tiho-
vym polem Zemé a jeho geodetickym popisem. V kapitole 2| byl uveden matematicky
aparat pro vysetfovani podminénosti inverznich tloh. Byly zde také uvedeny veliciny,
které ovliviiuji podminénost inverzni tlohy. Na zdkladé Cauchyovy prokladaci vlast-
nosti bylo dokédzéano, Ze ¢islo podminénosti klesd s rostoucim krokem sité. Zavislost
¢isla podminénosti na omezeni sférické vzddlenosti byla vyslovena jen hypoteticky.

Kapitoly 4} Bl a [fl mély podobnou strukturu. V kazdé kapitole jsme se zabyvali kon-
krétni dlohou, to jest llohou GRACE typu 1, tlohou GRACE typu 2 a tlohou GOCE.
Byla uvedena integralni vyjadfeni, kterd jsme aproximovali pomoci obdélnikového pra-
vidla a soustavy rovnic zapsali v maticovych tvarech. Poté byla zkouména podminénost
odpovidajicich inverznich uloh aplikaci poznatki z kapitoly 2l Byla ukdzana o¢ekavana
zavislost ¢isla podminénosti na kroku sité. VSechny numerické experimenty také pod-
pofily hypotézu o tom, Ze ¢islo podminénosti s rostoucim omezenim sférické vzdale-
nosti roste.

V kapitole[7/jsme pfedstavili metodu sdruzenych gradientt a rychlost konvergence
této itera¢ni metody, ktera souvisi s podminénosti danych tloh. Tato kapitola predsta-
vuje teoreticky aparét, ktery se da vyuzit v budouci praci navazujici na dosaZené vy-
sledky.

Cilem diplomové prace bylo posoudit podminénost inverznich tloh. Na zékladé do-
sazenych vysledki lze vyslovit, Ze ¢islo podminénosti inverzni tilohy roste se zjemtio-
vanim sité a se zvétSovanim omezeni sférické vzdélenosti. U tlohy GOCE jsme porov-
nali vysledky obdrZené na zdkladé méfeni ve dvou mésicich a jejich slouceni. Spojenim
dat z obou mésicti ¢islo podminénosti mirné kleslo, fadové vsak ztstalo stejné velké.
Casové i pam&tova narotnost vypottu viak diky dvojndsobnému poctu dat Gtmérné
vzrostla. V literatufe je uvadéno, Ze podminénost tlohy je dobra, pokud je ¢islo podmi-
nénosti k blizké jedné. V ptipadé x > 100 je podminénost tilohy Spatnd, viz [7]. VSechny
tlohy studované v této diplomové praci 1ze z tohoto hlediska povaZovat za Spatné pod-
minéné.
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Analytické metody feSeni soustav linedrnich rovnic jsou pro feSeni rozsahlych taloh
s velkym poctem neznamych prakticky nepouzitelné kvili své casové i pamét'ové na-
pameét'ovou ndro¢nost a nékdy jsou i vyrazné rychlejsi. Rychlost konvergence gradi-
entnich metod souvisi s ¢islem podminénosti tlohy, resp. matice soustavy linedrnich
rovnic. Cfm mensi je &islo podminénosti, tim rychleji metoda konverguje k pfedem za-
dané chybé. PouZitim vhodné itera¢ni metody a provedenim pfedpodminéni lze rych-
lost konvergence itera¢ni metody vyrazné zlepsit. Reseni danych tloh v3ak jiZ neni na-
plni této diplomové préce.

Na zavér dodejme, Ze vSechny vykonané vypocty byly provadény na vzdaleném
pocitaci pi | | eus. kma. zcu. ¢z v programu MATLAB R2014a. Kédy programii jsou
soucasti priloZzeného CD.
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Piiloha A

Izotropnost integracnich jader

V pftiloze prozkoumdme integra¢ni jddra jednotlivych tloh studovanych v kapitolach 4
azl6l Zobrazime jejich zavislost na sférickych geocentrickych soufadnicich integraénich
elementti (¢, \') v oblasti vymezené rovnobézkami 30° a 65° sférické sifky a poledniky
—20° a 50° sférické délky pro zvoleny vypocetni bod dany sférickymi geocentrickymi
soufadnicemi (¢, A).

Zvolme vypocetni bod dany sférickymi geocentrickymi soufadnicemi (¢, A). Rek-
neme, Ze jadro K(t, u) je izotropni, pokud

K(t,u) = konst. pro u pevné. (A1)

Jadro K(t,u) je funkci sférické vzdélenosti ¥ mezi vypocetnim bodem a integraénim
elementem, viz (2.17). Jadro K(t, u) zfejmé nabyva ve vypocetnim bodé (¢, A) lokalniho
extrému, protoZe
u = cosy = sin@sin ¢’ + cos ¢ cos ¢’ cos(A — ') =
(A2)
= singsin@ + cos ¢ cos ¢ cos0 = sin? ¢ + cos? =1

Jdeme-li od vypocetniho bodu kterymkoli smérem, priibéh izotropniho jadra je stejny,
nezavisly na sméru. Jeho hodnota v8ak zévisi na sférické vzdalenosti 1.

A.1 Uloha GRACE typu 1

Zvolime dvojici bodd, jejichZ soufadnice byly naméfeny pomoci high-low SST. Vybrana
dvojice bodi je urcena sférickymi geocentrickymi soufadnicemi

[r[l],q)[l],)\[lq = [6835812,26; 47,43; 17,69,
(A.3)
[7[2], o, A[Zq = [6836222,73; 45,41; 17,78].
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Obrazek A.1: Izotropni integrac¢ni jadro K <tm, um> .
Na obrazcich [A. T a [A.2]jsou zobrazena integra¢ni jddra K <t[1], u[l]> a K (t[z], um>

dand uzavienym tvarem (2.2]). Je patrné, ze jadro K(f,u) je izotropni, jeho hodnota
klesa s rostouci sférickou vzdélenosti ¢.

9
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Obréazek A.2: Izotropni integra¢ni jadro K (t[z], u[z]) :
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Na obrazku[A.3lje zobrazen rozdil integra¢nich jader 6K (7[1], ?[Z]>

5K (?[1],?[21) — K (tm,u[z]) _K (t“l, u[”) . (A4)

Tento rozdil izotropni neni.

65 | 150
60 | I100
55
- 150
50 |
10
45 {
£ {50
40 |
~100
35 |
,, W -150

-20 -15 =10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Obrazek A.3: Rozdil integra¢nich jader 6K (?[”, 72 ) .

A.2 Uloha GRACE typu 2

Zvolime dvojici bod{, jejichZ soufadnice byly naméfeny pomoci high-low SST. Vybrana
dvojice bodii je urcena sférickymi geocentrickymi soufadnicemi (A.3).

Na obrazcich [A4]a[A5]jsou zobrazena integra¢ni jadra K* <tm, um> a K" <tm, u[”>
dané uzavienymi tvary (5.15) a (5.17). Je patrné, Ze obé tato jadra jsou izotropni.

Na obrazku[A.6lje zobrazena kombinace jader K <tm, u[”> a K" (tm, u[1]>

e, Kt (tm,um) + ey cosa K" (tm,um> + e)sina K* (tm,um> : (A.5)

Tato kombinace zdvisi na pfimém azimutu &, neni tudiz izotropni.
Na obrazku[A.7lje zobrazen rozdil

6 [e, K (t,u) +egcosa K" (t,u) + eysina K* (t,u)]. (A.6)
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Obrazek A.4: Izotropni integrac¢ni jadro K! (t[l], ull] )
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Obréazek A.5: Izotropni integra¢ni jadro K* (tm, u[1]> :
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Obréazek A.6: Kombinace integra¢nich jader (A.5).
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Obrazek A.7: Rozdil (A.6).
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A.3 Uloha GOCE

Zvolime bod, jehoz soufadnice byly naméfeny pomoci high-low SST. Vybrany bod je
urcen sférickymi geocentrickymi soufadnicemi

[r, ¢, A] = [6625315,94; 47,43; 16,01]. (A.7)

Na obréazcich a jsou zobrazena izotropni integra¢ni jadra KO (t,u),
K (t,u) a K?*(t,u). Dal&i obrazky zobrazuji integraéni jadra K¥ (t,u, a), k,1 € {9, A, 7},
z nichz pouze jadro K" (t,u) dané pfedpisem (6.9) je nezavislé na p¥imém azimutu «
a je tudiZz izotropni.

¢
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Obrézek A.8: Izotropni integra¢ni jadro K%* (¢, u).
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Obrézek A.9: Izotropni integraéni jadro K'* (¢, u).
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Obrézek A.10: Izotropn{ integraéni jadro K2*(t, u).
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Obrazek A.11: Integra¢ni jadro K¥?(t, u, ).
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Obrézek A.12: Integraéni jadro KA (t, u, o).
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Obrazek A.13: Integra¢ni jadro K" (¢, u, a).
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Obrazek A.14: Integratni jadro KM (t,u, a).
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Obrézek A.15: Integratni jadro KV (t,u, ).
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Obrézek A.16: Izotropni integra¢ni jadro K" (¢, u).
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Ptiloha B

Struktura pfiloZeného CD

K diplomové praci je pfiloZeno CD, které obsahuje elektronickou formu préce ve for-
maétu pdf aslozky

e U oha GRACE typu 1,
e U oha GRACE typu 2,
e U oha GOCE.

V téchto sloZkéach jsou soubory s pfiponou . mvytvofené v programu MATLAB R2014a.
Pomoci téchto soubort byly vypocitdny matice pfislusici jednotlivym tlohdm a ¢isla
podminénosti inverznich tloh, viz dokumentace v preambuli kédi. Vypoctené matice
nejsou soucasti obsahu CD kvtili jejich nadmérnym velikostem.
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