ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

)

;

Zapadoceska univerzita v Plzni
Fakulta aplikovanych ved
Katedra matematiky

Bc. Alexandra Lochova

Diplomova prace

Kineticka schémata pro reseni
parcialnich diferencialnich rovnic
hyperbolického typu

Vedouci prace: Doc. Ing. Marek Brandner, Ph.D.
Obor: Uéitelstvi matematiky pro SS



Prohlasuji, ze jsem tuto diplomovou préci vytvorila samostatné s pouzitim
literatury, kterou uvadim v seznamu.

V Hostomicich pod Brdy dne 11.10.2014 podpis



Dékuji panu Doc. Ing. Marku Brandnerovi, Ph.D. za obétavé vedeni diplo-
mové prace a poskytnutou literaturu, dale za moznost konzultaci a osobnich
setkani za tucelem diskuze o feseném problému. Rada bych také podékovala
své rodiné, vSem blizkym a prateltiim, kteri mé pri vytvareni této prace pod-
porili a bez jejich pomoci by nebylo mozné praci dokoncit.



Obsah

=]

1 Parcialni diferencialni rovnice
1.1 Linearni a nelinedrni soustavy parcidlnich diferencialnich rovnic 7
1.2 Okrajové a pocatecni podminky pro soustavy parcidlnich di-

ferencialnich rovnic . . . . . ... ... L 8
1.2.1 Klasické feseni pocatecné - okrajové ulohy . . . . . . . 9
1.2.2  Slabé feseni pocatecné - okrajové ulohy . . . . . . . .. 11
1.2.3 Z&akony zachovani a entropie . . . . . . .. .. ... .. 12

2 Kineticka schémata pro simulace nestacionarniho stlacitel-

ného proudéni 13
2.1 Distribu¢ni funkce kinetické teorie plyna . . . . . . . ... .. 15
2.2 Popis tekutin z hlediska statistické fyziky . . . . . . . ... .. 17
2.3 Maxwellova - Boltzmannova funkce . . . . . .. ... ... .. 18
2.4 Distribuc¢ni funkce v ptipadé¢ 1-D . . . . . . ... 19
2.5 Boltzmannova rovnice . . . . ... ... ... 20
3 Vybrané numerické metody 22
3.1 Metoda typu upwind . . . . .. ..o 22
3.2 Laxova-Friedrichsova metoda . . . . . . . . ... ... ... .. 23
3.3 Laxova-Wendroffova metoda . . . . . . .. ... ... ... .. 24
3.4 Metoda typu flux-limiter . . . . . ... .. ... ... ... .. 24
4 Metoda BGK 26
4.1 Metoda BGK pro Burgersovou rovnici . . . .. .. ... ... 26
4.2  Konstrukce tokovych funkei . . . . . .. ..o 29
4.3 Aplikace metody BGK pro Burgersovu rovnici . . . . . .. .. 33
4.4 Metoda BGK pro linedrni rovnici . . . . . . ... . ... ... 43
4.5 Kinetické schéma . . . . .. . ... oo 51



Néazev prace: Kinetickd schémata pro feseni parcidlnich diferencialnich rovnic
hyperbolického typu

Autor: Be. Alexandra Lochova

Katedra: Katedra matematiky

Vedouci diplomové prace: Doc. Ing. Marek Brandner, Ph.D.

Abstrakt: Diplomova prace se zabyva nékolika kinetickymi schématy zalo-
zenymi na Boltzmannové rovnici. Predevsim je zamérena na kinetické schéma
typu BGK a to jak pro nelinearni ptipad — Burgersovu rovnici, tak i na line-
arni pripad zarazeny z divodu analyzy stability. Vyhodou téchto schémat je
to, ze konverguji k limitnim vazkym fesenim i ve vice dimenzich. Prace je do-
plnéna radou numerickych experimenti. V budoucnu by bylo vhodné provést
dalsi experimenty pro numericka feseni pravé ve vice prostorovych dimenzich.

Klicova slova: parcidlni diferencialni rovnice, hyperbolické systémy, entro-
pie, zékony zachovani, Maxwellova - Boltzmannova rovnice, Metoda BGK

Title: Kinetic schemes for solving hyperbolic partial differential equations
Author: Be. Alexandra Lochova

Department: Department of Mathematics

Supervisor: Doc. Ing. Marek Brandner, Ph.D.

Abstract: This thesis deals with some kinetic schemes based on the Bolt-
zmann equation. The thesis focuses mainly on the kinetic scheme of BGK
type, both for the non-linear case (Burgers equation) and the linear advection
case (for the purpose of stability analysis). An advantage of these schemes
is their convergence to limit viscosity solutions in the multidimensional case.
The thesis is completed with the series of numerical experiments. In the
future, it would be also appropriate and recommended to make numerical
experiments in the multidimensional case.

Keywords: partial differential equations, hyperbolic systems, entropy, con-
servation laws, Maxwell - Boltzmann equation, BGK method



Uvod

Cilem této diplomové préce je analyzovat a prozkoumat jednu vybranou sku-
pinu numerickych metod pro parcialni diferencidlni rovnice hyperbolického
typu a nasledné srovnat presnost numerického feseni s jinymi metodami.
Konkrétné se budeme zabyvat metodou Bhatnagar - Gross - Crook (BGK).
V prvni kapitole pojedndme obecné o problematice parcialnich diferencialnich
rovnic, jejich rozdéleni a priblizime parcialni diferencialni rovnice hyperbo-
lického typu. Obecné se zminime o klasickém a entropickém feseni téchto
rovnic. Druha kapitola popisuje distribu¢ni funkci kinetické teorie plynu

a popisuje chovani tekutin z hlediska statistické fyziky. Jsou zde popsany
pojmy jako je Maxwellova - Boltzmannova rovnice a jeji souvislost s meto-
dou BGK. Ve treti kapitole si pripomeneme dalsi vybrané numerické me-
tody jakou jsou metoda typu upwind, Laxova-Friedrichsova metoda, Laxova-
Wendroffova metoda a metoda typu flux-limiter, kterymi jsme se zabyvali jiz
diive v bakalarské praci. V navaznosti na to pak ¢tvrta kapitola podrobné
popisuje konstrukci metody BGK s konkrétnimi praktickymi aplikacemi. Nu-
merické experimenty budeme provadét jak pro Burgersovu rovnici tak i oveé-
fime metodu BGK pro linearni ptipad a srovname jeji pouzitelnost s jinym
vybranym kinetickym schématem. Budeme zde vyuzivat nabidky systému
Matlab, coz je systém zahrnujici nastroje pro prevazné numerické vypocty.
Na zavér provedeme vyhodnoceni jednotlivych experimentii.



Kapitola 1

Parcialni diferencialni rovnice

Mnoho fyzikalnich problémi se da popsat pomoci parcidlnich diferencialnich
rovnic. Rovnice Ize délit podle nékolik kritérii, napriklad na eliptické, parabo-
lické a hyperbolické, dale pak na stacionarni (bezcasové) a evoluéni (Casové),
linearni a nelinearni atd. Je nemozné zavést jednotny a soucasné univerzalni
systém jejich klasifikace. Uvedme si zde nékolik vybranych prikladi:

1. diftzni rovnice a rovnice vedeni tepla (rovnice parabolického typu)
2. Laplaceova rovnice (rovnice eliptického typu)

3. vlnova rovnice (rovnice hyperbolického typu)

4. rovnice kontinuity

Obecné parcidlni diferencialni rovnici nazveme takovou rovnici, ve které
vystupuji parcialni derivace hledané funkce dvou nebo vice proménnych.
Obecny tvar parcidlni diferencidlni rovnice ma tvar

) ou ou 0*u O )= 0
R T IR e

kde u = u(xy,...,7y) je hledand funkce. Rddem PDR rozumime ¥ad nej-
vy$$i parcidlni derivace, kterd v rovnici vystupuje. Resenim rovnice v néjaké
oblasti rozumime kazdou funkci u(zxy, ..., x,) takovou, ze po dosazeni této
funkce a jejich parcidlnich derivaci do rovnice dostaneme identicky rovnost
pro vSechny body [z1,...,zx]|. Rovnici povazujeme za vyfeSenou, zname-li
vSechna jeji Teseni.

Jelikoz se nase prace bude zabyvat parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi
hyperbolického typu, zamérime se v nasledujicich odstavcich na jejich cha-
rakteristiku a vlastnosti.

F(zy,...,znN,



1.1 Linearni a nelinearni soustavy parcialnich
diferencialnich rovnic

V tomto odstavci popiseme zakladni tiidéni rovnic a budeme definovat jejich
feseni. Zacneme prikladem skalarni linearni rovnice, konkrétné jednoduchou
advekeni rovnici ve tvaru

u; + au, = 0,

kde u(z,t), x € R,T € (0,7),u(z,t) : Rx(0,7) — R™, reprezentuje
napriklad koncentraci a a = konst. je rychlost. Dalsi moznosti je skalarni
nelinedrni zakon zachovani, ktery lze obecné zapsat ve tvaru

ue + [f(u)], =0, (1.1)

popripadé bilance

Uy + [f(u)]a: = ¢(Ua l’),
kde f(u) je tzv. tokova funkce a ¢ (u,z) zdrojovy ¢len. Konkrétné mize
byt tokova funkce definovana néasledovné

L,

f(u):§ua

kdy po dosazeni do zékonu zachovani (1.1) ziskdme Burgersovu rovnici.
Jinym ptikladem diferencialni rovnice miize byt kinematickd vlnova rovnice.
Soustavy rovnic opét délime na linearni a nelinearni. Obecnou linearni sou-
stavu lze zapsat napriklad nasledovné

u +Au, =0 (1.2)

kde A je ¢tvercova matice m x m.
Prikladem linedrni soustavy miize byt model pouzivany v akustice

el I

kde p a u jsou perturbace tlaku a rychlosti v akustice. Parametr K repre-
zentuje modul objemové pruznosti stlacitelnosti a py je hustota. Nelinedrni
soustavu lze obecné zapsat



u; + [f(u)], =0 (1.3)

Nelinearni soustavy lze formalné prepsat do tzv. kvazilinearniho tvaru, tj.

w +f'(u)u, =0 (1.4)

Soustava nelinedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic (1.4) se nazyva
slabé hyperbolickd pokud Jacobiho matice f'(ug) ma redlna vlastni ¢isla pro
jakykoliv fyzikalni relevantni stav ug € R™. Soustava nelinearnich parcialnich
diferencidlnich rovnic se nazyva silné hyperbolickd, pokud Jacobiho matice
f'(up) je diagonalizovatelnd a mé redlnd vlastni ¢isla pro jakykoliv fyzikalni
relevantni stav ug € R™. Soustava nelinearni parcidlnich diferencialnich rov-
nic se nazyva ryze (striktné) hyperbolickd, pokud Jacobiho matice f'(up) je
diagonalizovatelnd a ma navzajem rizna redlna vlastni ¢isla pro jakykoliv
fyzikalni relevantni stav uy € R™.

1.2 Okrajové a pocatecni podminky pro sou-
stavy parcialnich diferencialnich rovnic

Vztah (1.3) lze spolu s poc¢ateénimi podminkami, s nimiz tvori jeden ze zé-
kladnich matematickych modeli, formulovat jako pocatec¢ni tilohu

u; + [f(u)], = 0O reR,Te(0,T)
u(z,0) = up(x) z€R (1.5)

kde u=u(z,t) : Rx(0,7) — R™ je hledané funkce a ug = ug (z) : R —
R™f =f (u) : R™ — R™ jsou dané funkce. Pfedpoklddame, ze f = f(u)je
dostateéné hladka. V praxi nejsou modely proudéni feseny pro z € R, ale
fesime je na omezeném intervalu, napriklad 0 < x < L, kde L je délka
napiiklad tuseku feky. Pro soustavu o m rovnicich je potieba nejvyse 2m
okrajovych podminek. Neékteré z téchto podminek mohou byt predepsany na
levé hranici x = 0 a nékteré na pravé x = L. Tyto podminky jsou obvykle
specifikovany fyzikalni situaci, kterou chceme modelovat. Proto dlohu (1.5)
preformulujeme jako pocatecné - okrajovou ve tvaru



u; + [f(u)], = 0, re (0,L),te(0,T)
u(x,0) = up(x), x€(0,L)
up(0,t) = go(t), t€(0,T),k=1,..,n,
w(L,t) = gft), t€(0,T),l=1,..p, (1.6)

kde g (t) reprezentuje prvky n-dimenzionalniho vektoru predepisujici cho-
vani veli¢iny na levém okraji a g (t) jsou prvky p-dimenzionalniho vektoru
popisujici pravou okrajovou podminku. Cisla n a p zavisi na tloze a plati
n+p<2m.

1.2.1 Klasické resSeni pocatecné - okrajové ulohy

Klasickym resSenim pocatecné - okrajové tlohy (1.5) nazveme u(z,t) ta-
kové, ze u € [C'(Rx(0,T))]™, m4 vSechny derivace obsazené v rovnici (1.5)
spojité na Rx(0,7") a splnuje vsechny rovnice (1.5) na Rx(0,7") a poc¢atecéni
podminku na R. Analogicky lze definovat klasické feseni pro pocatecné -
okrajovou tlohu (1.6). K vySe uvedenym podminkam budeme navic pozado-
vat i splnéni okrajovych podminek. Pokud funkce vyhovuje diferencialnimu
tvaru a okrajové podmince (1.5), tj. jde o klasické feseni, potom pro ni plati
i integralni rovnost

x2 x2 to
/ u(z, ty)dr — / u(x,ty)dr = / [f(u(zq,t)) — f(u(xe, t))]dt  (1.7)
1 1 t1
kde x1, 29 € R;ty,t9 € (0,00). Puvodni tlohy ovsem vychdzi z integralniho
tvaru, ktery je odvozen z fyzikdlnich zakont a jeji feSeni mohou byt i nehladka
a nespojita. Pravé pro tato feSeni nejsou parcialni diferencialni rovnice (1.3)
definovany v klasickém smyslu.
Uvazujme nyni pocatecni tlohu pro skalarni nelinearni rovnici

w A [f(w]. =0,
u(z,0) = wup(z), (1.8)

prot > 0 a x € R. PiepiSeme rovnici (1.8) do kvazilinearniho tvaru

g+ f(w)u, =0 (1.9)



coz je advekéni rovnice s rychlosti f/(u). Zvolme kiivku (z(s),t(s)) defi-
novanou nasledujicimi rovnostmi

dt(s) _ _
5 =1 a 1s = f'(u) (1.10)

Rovnost (1.9) lze interpretovat jako skaldrni soucin

(17 f/(u)) . (U’t7 uZ) =0

a tedy plati, Ze TeSeni podél této kiivky - charakteristiky je konstantni

du (z(s),t(s)) Oudt OJudx

a také plati
u(x(s),t(s)) = u(x(0),£(0)) = u (o, 0) = ug(xo). (1.12)
Ze vztahu (1.10) plyne
t=s a x=uz0+sf(u), (1.13)

a tedy dosazenim do (1.12) dostavdame TeSeni (dokud se charakteristiky
neprotnou) ve tvaru

uw(x,t) = ug(z —tf'(u)). (1.14)

Tento vztah zderivujeme podle ¢asové, reps. prostorové proménné a zis-
kame

up = ug(z — tf'(u) (= f'(u) = tf" (w)u),

g = up(x — tf (u)) — tf" (u)uy (1.15)

7 vyse uvedenych rovnosti uréime u; a u,

_ug(w —tf'(u)) f'(u)
L+t f"(wup(z —£f'(u))

10

(1.16)

Uy =



e —tf(w)
Lt (a)( — ()

V pripadé, kdy napiiklad uj = —dy < 0 a " = g, potom pro t =
bude jmenovatel u vyse uvedenych derivaci nasledujici

(1.17)

Ug

1
000

L4+ tf"(wug(z —tf'(u) =1+ Lgoo(—éo) =0,
©000
coz je ve sporu s predpokladem hladkého feseni.
Hladké Teseni u(x,t) nelinedrniho zédkona zachovani (1.8) tedy mize ztra-
tit svou regularitu v kritickych c¢asech, ve kterych u, — oo. Musime tedy
zavést tzv. slabé reseni problému.

1.2.2 Slabé reseni pocatecné - okrajové ulohy

Zatimco vysledek o lokdlni existenci, jednoznacnosti a regularité klasického
feseni je k dispozici i v ptipadé obecného systému rovnic ve vice prostorovych
proménnych, nemusi mit systém (1.5) na daném ¢asovém intervalu (0,7
klasické Teseni, a to ani v nejjednodussim pripadé, kdy jde o jednu rovnici
v jedné prostorové proménné (n = m = 1) a data ulohy, tedy funkce f a
ug jsou nekonecné hladka. Ostatné fakt, ze i poklidné proudici vzduch muze
casem dospét k razové vine, a tedy nespojitosti v popisovanych veli¢inach,
je vseobecné znam. Tato skuteénost nés nuti prirozené pracovat s pojmem
slabého Teseni.

Necht uo(z,t) € [Li(R)]™, f(u) € [CH(R)]™. Pak slabym reSenim

loc

pocatecné - okrajové ulohy (1.5) nazveme u(z,t) takové, ze u(z,t) € [LS.(R x

(0,00))]™, a pro libovolné ¢ € [C°(R x (0, 00))]™ plati nésledujici integralni
rovnost

/OOO/Z[SOtu + g f(u)]dedt = _/(:gp(x?())u()(x)dx (1.18)

Slabé Teseni neni jednoznacné a je potfeba vybrat jediné teseni, které je
navic "fyzikalné spravné". K tomu slouzi koncept entropického reseni. V na-
sledujicim odstavci si trochu priblizime pojem entropie a v souvislosti s tim
zavedeme definici entropického feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic v na-
vaznosti na predchozi vztahy.
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1.2.3 Zakony zachovani a entropie

Mnoho fyzikalnich zékont lze vyjadrit ve tvaru zakont zachovani, af jiz jde
o zadkon zachovani hmoty, hybnosti a energie nebo jiné veli¢iny. Obecné lze
takové zdkony zachovani zapsat jako systém m parcidlnich (obvykle neline-
arnich) diferencidlnich rovnic v jedné ¢asové a n prostorovych proménnych:

+20$] =0 vR™x(0,7) (1.19)

Nezndmou v tomto systému rovnic je hledana (obecné vektorova) funkce
u=u(z,t) : R x (0,7) - R,u = (uy, ..., up,). Z matematického hlediska
maji zakony zachovani jednu dilezitou vlastnost, a sice Ze systém rovnic
(1.19) méa hyperbolicky charakter. O rozdéleni hyperbolickych systémi jsme
se jiz zminili v odstavci [1.1]. Pro objasnéni entropického feseni zavedeme
jesté dalsi pojem - limita vazkych reseni rovnic
Definice 1.1.: Bud u slabym Tesenim rovnice (1.19). Funkci u nazveme limi-
tou vazkych resent, pokud existuje posloupnost hladkych reseni uj systému

a(;i +> (?afj(ug) =eAu® vR™xR" (1.20)

j=1 97

a plati u = lim w.
e—0t

Clen na pravé strané rovnice (1.20) se vétSinou interpretuje jako vazkost,
jejiz velikost je vyjadrena koeficientem € > 0 resp. ¢ = 0 pro nevazky pri-
pad (1.19) Matematickou entropii pak nazyvame kazdou takovou funkci
U € C*(R™), pro kterou existuji funkce Fj : R™ — R, zvané toky entropie,
splnujici tzv. rovnice kompatibility

oU df;, k  OF,
Z@uk aul N 811,1’

Vi=1,..n l=1,..m. (1.21)

Slabé feseni w(x, t) tlohy (1.5) nazveme entropické, pokud pro libovolné
¢ € [CHR x (=00, T))]™, ¢ > 0 a pro kazdou konvexni a spojitou entropii
E s entropickym tokem F', splnuje

/Ooo/_oo o E(u) + @, F(u)|dzdt + /_Oogo(x,O)E(uo(x))dx >0. (1.22)

oo

V 1-D ptipadé lze ukéazat, ze limitni a vazké TeSeni je shodné, zatimco ve
vice dimenzich toto feseni pravdépodobné neplati.

12



Kapitola 2

Kineticka schémata pro
simulace nestacionarniho
stlacitelného proudéni

Vyvoji kinetickych schémat pro feseni tloh stlacitelného proudéni je v po-
slednich letech vénovana stale vétsi pozornost. Tyto metody totiz poskytuji
presné numerické feseni pro nestacionarni proudéni, ale také novy nastroj
pro pochopeni numerickych model, simulujicich proudéni, jako je naptiklad
metoda Flux-Vector Splitting (FVS), Flux Difference Splitting (FDS)[viz 9]
nebo také centralni schémata [viz 8]. Existuji tedy rizné skupiny numeric-
kych metod — viz napriklad rozdéleni vyse, kde tyto metody muzeme jed-
nim oznacenim nazvat metody koneénych objemii,neboli metody Godunovova
typu [viz 1] . Algoritmus metody kone¢nych objemt (konkrétné prechod mezi
dvéma casovymi vrstvami) lze popsat nasledujicim zptusobem:

1. Rekonstrukce — aproximace integralnich priamért hledané funkce jsou
pouzity pro konstrukei po ¢astech polynomialni funkce (v daném bilanc-
nim sektoru je funkce vzdy polynomem)

2. ReSeni Riemannova problému (problém najit zobecnéné tlohy se
specidlni pocateéni podminkou) - v ¢asovém intervalu (t,,t,41) jsou
feseny Riemannovy problémy dané rekonstrukci v predchozim kroku
[viz 10]

3. Primérovani — jsou stanoveny integralni priméry z feseni Rieman-
novych problémt na ¢asové vrstveé t,,, pres jednotlivé bilan¢ni sektory
(pripadné je pro vypocet novych integralnich pruméri vyuzita inte-
gralni formulace tlohy)

13



Techniky rekonstrukce Godunovovy metody lze popsat také tak, ze jde o
pristup, ktery vyuziva presné (pripadné ptiblizné) feseni Riemannovych pro-
blému a rekonstrukei pomoci po ¢astech konstantni (pripadné polynomiélni)
funkce. Presto je potfeba zduraznit, ze i v pripadé, kdy resime Riemanntv
problém presné, rekonstrukce je velmi disipativni (zvlasté v ptfipadé po ¢és-
tech konstantni rekonstrukece).Primérovani je realizovano presné (metoda je
tedy konzervativni). V praci z roku 1983 zavadi A. Harten vlastnost metod
zvanou TVD (total variation diminishing) a formuluje vétu, kterd se dnes
nazyva Hartenova véta, kde diskutuje problematiku soustav parcialnich dife-
rencialnich rovnic hyperbolického typu a otazky konvergence metod k entro-
pickému feseni (které zaviadime, protoze slabé feseni neni jednoznacné). Jak
jsme se jiz zminili, souc¢asti Godunovovy metody je presné feseni Riemanno-
vych problémt. To je v pripadé soustav parcidlnich diferencialnich rovnic ve-
lice komplikovana iloha a pouze v nékterych pripadech ji lze Tesit analyticky.
7 tohoto divodu byla vyvinuta celda fada technik tzv. pribliznych Rieman-
novych tesic¢ti. Pouziti slova priblizné neni v tomto pripadé tplné vhodné:
jde spiSe o zjednoduSené Riemannovy fesi¢e. Vzhledem k tomu, Ze se pou-
ziva relativné jemna diskretizace, lze ve vétsiné pripadi oddélené zachytit
jednotlivé typy nespojitosti. Navic pro vypocet v dalsim ¢asovém kroku jsou
pouzity integralni primeéry, nikoliv celd struktura feseni problému. Pouziti
presnych reseni Riemannovych problémi je vlastné nadbytecné. Existuji pri-
pady ve vice prostorovych dimenzich, kdy obdrzime teseni, které neni limitni
vazké. A to i v pripadé pouziti Godunovovy metody konvergujici k entro-
pickému TeSeni. Je tedy treba vénovat pozornost ryze vicedimenziondlnim
fesi¢iim a postuplim, zalozenym na aproximaci kinetické Boltzmannovy rov-
nice. Metody, které vyuzivaji pravé zminénych postupt, v obvyklych testech
neselhavaji (na rozdil od Godunovovy metody). V této souvislosti je také
dilezité provérit tzv. centralni metody konstruovanych bez Riemannovych
resicu .

Tato diplomova préce se zabyva konkrétné metodou Bhatnagar - Gross -
Krook (déle jenom BGK). Predpoklady a aproximace vyuzité v rdmci této
metody lze velice snadno a spravné fyzikalné zdavodnit. Tato metoda je jed-
nou z prvnich metod, zaloZenych na kinetické Boltzmannové rovnici (poprvé
byla pouzita naptiklad pti modelovani fyzikalnich jevi v detonac¢nich tru-
bicich). Schémata BGK jsou timto ndzvem oznaceny z duvodu odliseni od
jinych schémat modelt systémi Boltzmannova typu na zédkladé Boltzman-
novy rovnice. V ramci schémat se bere v ivahu kolize ¢astic v celém procesu
casového vyvoje plynu, z nichz v zavislosti na case jsou ziskavany vysledné
numerické toky. Metoda BGK navic poskytuje reseni Navierovych - Stokeso-
vych rovnic ptimo v bodech, kde je feseni hladké a v bodech, kde je feseni
nespojité, poskytuje jemny mechanizmus tak, aby popis razové viny byl sta-
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bilni a zaroven presny. Dilezitou informaci je, Ze metoda BGK splnuje mimo
jiné také podminky entropie.

Kazdé ze schémat, zalozené na metodé konecénych objemi, obsahuje po-
stup pro feseni pocatecni tilohy na rozhrani bunék. Presnost tohoto feseni
pak zavisi na tom, jak se priblizuje model fyzikalni podstaté problému a
realité, zda modelové rovnice skuteéné popisuji vSechny fyzikalni situace a
také s jakou presnosti je vyresena pocatecni tloha. V kazdém problému pak
musime zohlednovat vSechna tii hlediska a to ve spravném potadi. Jakykoliv
nevhodny ¢i nespravny pristup v jednom z vyse uvedenych hledisek muiize vést
k selhdni metody v urc¢itém bodé ¢i situaci. Napriklad pfi stabilnim modelo-
vani razové viny je tfeba mit na zteteli, Ze plyn, nachazejici se uvnitt vrstvy
razové viny je ve velmi nerovnovazném stavu. V této situaci je disipace velmi
dilezitym jevem pro popis premény kinetické energie na energii tepelnou.

Docela casto jsou pozadavky na presnost numerického schématu v roz-
poru samy se sebou. Simulace vysoce stlacitelného proudéni se silnymi razo-
vymi vlnami a silnymi vlnami zfedéni vyzaduje takovou numerickou metodu,
ktera dobre aproximuje oba dva zminéné fyzikalni jevy. BGK schéma miuze
byt pouzito k popisu Eulerovych, Navierovych - Stokesovych rovnic stejné
jako dalsich transportnich rovnic. Metoda BGK ma mnohem §irsi pole po-
uzitelnosti nez napriklad metody upwind, je mnohem presnéjsi nez metoda
Godunovova typu a je jednoduchou alternativou Riemannova fesice [viz 1].
Ma tedy bohaté fyzikalni uplatnéni pro popis numerického feseni proudéni
tekutin. Je ale nutno si uvédomit, Ze se jednd pouze o priblizeni reality.
Presto je metoda BGK jednim ze schémat, které vykazuji vétsi spolehlivost,
co se tyce numerického feseni rovnic pro tekutiny, poskytuje vice moznosti v
propojeni fyzikalnich zdkon s numerickymi metodami a zaroven umoznuje
prohloubeni chapani numerickych schémat.

2.1 Distribuc¢ni funkce kinetické teorie plynti

Existuji dva zpusoby, kterymi je mozné popsat proudéni plynt. Prvni z
nich je zalozeny na popisu pomoci makroskopickych veli¢iny, jako je na-
priklad hmotnost, hybnost ¢i hustota energie, stejné jako fyzikalni zédkony,
upravujici tyto veli¢iny, jako jsou Eulerovy, Navierovy - Stokesovy rovnice
nebo dalsi stavové rovnice vyssitho fadu. Druhy z nich sestavad z mikrosko-
pickych tvah, tedy samotné kinetické teorie plyni. Zakladni veli¢inou pro
popis v ramci této teorie je tzv. distribucni funkce édstic f(x;, u;,t),
kterd udava pocet molekul (hustotu ¢éstic) v Sestirozmérném fazovém pro-
storu (z;,w;) = (z,y, 2, u,v,w). Evoluéni rovnice pro distribuéni funkei plynu
je tzv. Boltzmannova ronice. Z fyzikdlniho hlediska ndm plynova rovnice
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poskytuje vice informaci o proudéni plynu a ma Sirsi pouzitelnost nez jeji
makroskopicky protéjsek.

Drive, nez dostaneme vztah mezi Boltzmannovou a hydrodynamickymi
rovnicemi, si predstavime makroskopicky popis proudéni plynu. Hydrodyna-
mické rovnice mohou byt popsany jako rovnice kontinuity, hybnosti a energie
pro konzervativni neznamé ve tvaru

pU*
p(mj,t); p<xj7t)Ui(Ij7t); T"f‘pe(wj?t)

kde € je vnitini hustota energie, U; je rychlost hydrodynamického proudéni
a U? = U} + U + U2 je ¢tverec makroskopické rychlosti.

Navierovy - Stokesovy rovnice predstavuji zakony zachovani hmoty, hyb-
nosti a energie. Jejich soucasti jsou konstitutivni vztahy a prislusné koe-
ficienty. Pro vysSe uvedeny funkce mohou byt zdkony zachovani popsany v
nasledujici podobé:

. . . 87p 8pUj _
1. Rovnice kontinuity - 27 + o, = 0

. . OpU; opU;U; _ 9p 90; )
2. Rovnice hybnosti - 55+ + =50= = — 7% + 5 + pF;

3. Rovnice energie - %[% + pe] + a%i[Ui (% + pe —|—p>] = pFU; +
o (03U — @)

Pouzitelnost téchto rovnic je zalozena na dvou zakladnich predpokladech:

1. Existence lokalni termodynamické rovnovahy - coz nam umoznuje pou-
zit druhy termodynamicky zakon, ktery plati pro kvazistatické procesy

1
Tds = de + pd <)
P
a empiricka stavova rovnice ve tvaru

p=p(p.T); e=elpT)
kde s a T jsou entropie teploty a hustoty.

2. Existence dvou linearnich disipativnich vztahti - coz je Newtontiv vzorec
pro platnost vnitiniho treni a Ficktv vzorec pro vektor tepelného toku
¢;. Newtonuv vzorec pro vazké napéti se pouziva v zobecnéné forme ve
tvaru tenzoru o;;. Tyto vztahy maji tvar
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o 0U; , 0U; _ 2, 0Uk] o OUk

= 8L€j 8x, 3 ijaixk jﬁixk;
o oT
Gi=—to

Prvni vztah predstavuje tenzor vazkého napéti s parcialnimi derivacemi
rychlosti a druhy pfedstavuje vektor tepelného toku s gradientem teploty.
V ramci fenomenologické teorie jsou vztahy mezi koeficienty viskozity 7, ( a
soucinitele tepelné vodivosti x a hustotou p a termodynamickou teplotou T’
stanoveny experimentalné. V diisledku toho dostavame uzavienou soustavu
rovnic pro hydrodynamické proménné p, U; a T'. Pro vyjadreni vztahu visko-
zity a vedeni tepla bylo definovano tzv. Prandtlovo ¢islo

kde C), je mérna tepelna kapacita pii konstantnim tlaku. Je to konstanta,
které hodnota je naptiklad pro vzduch 0,72 pti konstantni teploté. Z teore-
tického hlediska, coz je zdivodnéno vyse, jsou tedy Navierovy - Stokesovy
rovnice zalozeny na kinetické teorii plyni.

2.2 Popis tekutin z hlediska statistické fyziky

7 hlediska statistické fyziky je popis tekutiny a jeji chovani zalozeny na sa-
motném pohybu c¢astic, z kterych je tekutina slozena. Napriklad hustota te-
kutiny je definovana pomoci souboru jednotlivych ¢astic p = Y-, mn;, kde
m je molekulova hmotnost a n; je hustota poc¢tu ¢astic pri urcité rychlosti.
Avsak vzhledem k velkému poctu ¢astic v malém mnozstvi latky je za béznych
realnych situaci nemozné pozorovat kazdou c¢astici jednotlivé. Z tohoto du-
vodu se zavadi spojita distribu¢ni funkce, slouzici k popisu pravdépodobnosti
vyskytu castic, které se nachazeji v urcitém intervalu pri urcité rychlosti. Pro
ucely hydrodynamiky je n; aproximaci plynové distribu¢ni funkce f(x;,t, u;),
kde (z;,t), je poloha libovolné ¢éstice v prostoru a case a u; = (u,v,w) je
rychlost ¢astice o tfech slozkach x,y a z. Vztah mezi n; a f je vyjadren ve
tvaru

mn; = f(xi)ta uz)

Rovnice p = Y, mn; mize byt nahrazena integralem

p:// fdudvdw.
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Pro posouzeni vnitintho pohybu molekul, jako je vibrace ¢i rotace, muze
byt distribuéni funkce f brana v uvahu i jako funkce dalsich proménnych
&;. Ozna¢me pocet stupnii volnosti V. Pak pro jednoatomovy plyn je N =
0, pro dvouatomovy plyn za normalniho tlaku a teploty je N = 2, jsou
tedy vytvorené dva nezavislé rota¢ni stupné volnosti. Ekviparti¢ni princip
ve statistické mechanice ukazuje, Zze na kazdy stupen volnosti pripada stejné
mnozstvi energie %FLT, kde k je Boltzmannova konstanta a T je teplota.
Meérné tepelné kapacity pii konstantnim objemu C, a konstantnim tlaku C),

pro plyny v rovnovazném stavu jsou dany vztahy

cv:N;?’R CPZW;)”R

kde R = % je univerzalni plynova konstanta, m predstavuje hmotnost mole-
kuly a 3 predstavuje molekularni pohyb v z,y a z souradnici. Z vyse uvede-
nych rovnic mizeme ziskat pomér hlavnich mérnych tepelnych kapacit, ktery
oznacCujeme pismenem -y

C N+3)+2
y=2L = 7( ) (2.1)
Cy N+3
TakZze pro jednoatomovy plyn je v = 2 pii (N = 0) a pro dvouatomovy
pak v = I pii (N = 2).

2.3 Maxwellova - Boltzmannova funkce

Termodynamicky aspekt Navierovych - Stokesovych rovnic je zaloZzeny na
predpokladu, ze odchylka plynu od rovnovazného stavu je dostateéné mala.
Ackoli nezname distribu¢ni funkci f redlného plynu primo v realném prou-
déni, v klasické fyzice jsme schopni ur¢it odpovidajici lokalni rovnovazny
stav ¢ na zakladé hmotnosti, hybnosti a hustoty energie. Abychom pocho-
pili interni proménné uvniti distribu¢ni funkce, nadefinujeme si nejdiive tzv.
Maxwellovou - Boltzmannovou funkci g rovnovazného stavu

N+3

A 2 (s —U: )22
g:p<> o~ M(ui—Ui)?+¢?]
™
=
= <)‘> e AMu=U)+(v=V)?+(w-W)?+£2+..+€3]
™

kde & = (&1,&,...,&n) jsou slozky vnitini rychlosti v NV - dimenzich, A je
funkci teploty, molekulové hmotnosti a Boltzmannovy konstanty ve tvaru
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A = m/2kT, p je hustota, U; = (U, V,W) je odpovidajici vektor rychlosti
proudéni ve tfech dimenzich a (u,v,w) jsou t¥i komponenty mikroskopické
rychlosti ¢astice. Parametry A, U; a p popisuji funkce g jednoznacné a jsou
funkcemi casu a prostoru. Vzhledem k rovnovaznému stavu funkce g lze ziskat
v libovolném bodé prostoru a ¢asu odpovidajici hmotnost, hybnost a hustotu
energie. Makroskopické a mikroskopické vyjadreni uvedenych parametra jsou
propojeny vztahy

p 1
pU; | = /g Uu; dudvdwdg,
pe 5(uf +6)
z ¢ehoz 1ze celkovou hustotu energie vyjadrit ve tvaru
1 N +3
— U2 V2 W2 )
pe 2,0 ( + + + N )

ktery zahrnuje jednak kinetické ale i tepelné soucasti hustoty energie. Funkce
g je distribuc¢ni funkei plynu ve tfech dimenzich pouze v pripadé, pokud bu-
deme uvazovat vy ze vztahu (2.1) Pokud bychom chtéli definovat proménnou
& jako vektor v K— dimenzich, potom pro tii dimenze dostdavame tvar

K:N:M
v—1

2.4 Distribuc¢ni funkce v pripadé 1-D

Pro pripad 1 — D modelu distribu¢ni funkce jsou y — ovéa a z — ova soutradnice
makroskopické prumérné rychlosti rovny nule, tzn. (V, W) = (0,0). Nahodny
pohyb castic ve sméru osy y a z je soucasti vnitini proménné £. Vnitini
stupen volnosti prechazi do stavu N +2, oznacujeme ho K a plati K = N +2.
Distribu¢ni funkce pro pripad 1 — D modelu pak nabyva tvaru

N+3
2
p </\> e—)\[(ufU)2+v2+w2+§f+.--+§12V]

™
N+3

= p </\> N 6_)‘[(“—U)2+(v2+w2+§f+...+512\,)}

™
K+1

_ <A> e
™

kde K je dimenze £. Zavedenim substituce N = K —2 a dosazenim do vztahu
(2.1) dostavame vztah mezi K a y v 1 — D tvaru
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3—7

v—1

Piislusny tlak je pro vsechny pripady (1 — D az 3 — D) vyjadfeny na
zékladé vztahu mezi p a A ve tvaru

m.p

_ _ P _
p=nkT = koS = o

kde n je hustota poctu ¢éastic v tekuting, &k je Boltzmannova konstanta a m je
molekulova hmotnost. Je patrné, ze tlak nezavisi na vnitinim stupni volnosti

N.

2.5 Boltzmannova rovnice

Na zakladé tvaru rovnovazné distribucni funkce g v klasické statistické fyzice
je v kazdém bodé prostoru a casu jednoznacna korespondence mezi funkci
a makroskopickymi velicinami jako je hustota, hmotnost, hybnost a energie.
Diky tomu mame moznost konstruovat v kazdém bodé prostoru a casu jed-
noznacny rovnovazny stav makroskopickych proménnych, popisujicich prou-
déni. V redlnych fyzikalnich stavech ale nemusi nutné plyn setrvavat v lokalni
termodynamické rovnovaze, naptiklad uvnitt silné razové viny. Zde nezname
explicitni formulaci distribu¢ni funkce f, ale zname jeji casovy vyvoj, ktery
nazyvame Boltzmannova rovnice ve tvaru

Zde f je distribu¢ni funkce redlného plynu, a; je vnéjsi sila piisobici na
¢astici proudici v i — tém sméru a Q(f, f) je kolizni srazkovy operétor. Z
fyzikalniho hlediska z divodu zakonu zachovani hmoty, hybnosti a energie
musi byt pri srazkach (kolizich) splnéna néasledujici podminka

/ V,Q(f. f)d= = 0 (2.3)

kde d= = dudvdwd&;dés...Ex a U, = (1,u,v,w, 3(u® +0? + w? + %))

Kineticka teorie plynu naznacuje, ze Navierovy - Stokesovy rovnice na-
byvaji platnosti jenom pokud je mira zmény toku A vétsi nez stfedni volnd
drdha molekul [, tedy



kde K, je tzv. podobnostni Knudsenovo ¢islo. Stredni volnou drahu castic

lze aproximovat jako

_ 1/2

[ = v (777) (2.4)
c\ 2

kde ¢ je rychlost zvuku. Podminkou pro platnost Navierovych - Stokesovych
rovnic je

M
Kan<<1

kde M = U/c je Machovo ¢islo a Re = UL/v (L je obvykla délka plochy a
v = n/p je koeficient kinematické viskozity) je Reynoldsovo ¢islo. Pro rdazovou
vinu plati, Ze zména jeji tloustky je

A~ L/Re
a podminka pro platnost Navierovych - Stokesovych rovnic nabyva podoby
K,~M<«1

To znamena, ze tloustka razové vilny nemize byt extrémné velka.

Advekéni ¢len na levé strané Boltzmannovy rovnice (2.2) zpusobuje, Ze
funkce f se vzdaluje od stavu lokalni distribu¢ni rovnovahy, na druhou stranu
kolizni ¢len na pravé strané Q(f, f) sméruje funkei f zpatky do rovnovazného
dochézi k distribuci ¢astic ve fazovém prostoru (u;,£) a nasledné ke zméné
transportnich koeficient systému c¢astic, jako je napriklad viskozita a tepelna
vodivost. Redlny vyvoj tekutiny se 1idi a je podminény rovnovahou mezi
konvekénimi a koliznimi podminkami.

Realizace rovnovaznych stavii uvniti kazdé numerické bunky muze byt fy-
zikalné aproximovana jako proces, ktery se ridi redukovanou Boltzmannovou
rovnici ve tvaru

fe=Q(f. f) (2.5)

kde jsou zachovany veliciny jako je hmotnost, hybnost a energie v dusledku
kolizniho procesu. Jinymi slovy, kolizni podminky neznamenaji zménu energie
jako celku, ale rozdéli ji mezi energii kinetickou a tepelnou.

Pro korektni popis kazdé metody, kterda zachycuje chovani se kapaliny
v urcité numerické oblasti, je tato oblast rozdélena na nékolik bodu sité a
stfedni volna draha "numerické tekutiny'v této oblasti je imérna sile rdzové
viny, v fadu velikosti bunék [ ~ Az. Vysledkem je to, Ze se rdzovd vina
numericky zesiluje a rovnice (2.4) vyzaduje, aby byly vazké koeficienty radové
v~ Azx.
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Kapitola 3

Vybrané numerické metody

Jesté predtim, nez zacneme primo konstruovat metodu typu BGK, si zde
uvedeme pro srovnani nékolik vybranych numerickych metod pro nelinearni
systémy a sice:

1. Metoda typu upwind
2. Laxova-Friedrichsova metoda

3. Laxova-Wendroffova metoda

W

. Metoda typu flux-limiter

V této ¢asti si pouze strucné popiseme princip jednotlivych numerickych
metod, podrobné jsou vysvétleny v bakalarské praci - viz [8].

3.1 Metoda typu upwind

Tato metoda je v podstaté jednou z nejjednodussich numerickych metod. Bu-
deme zde uvadét princip metody pouze pro nelinearni pripad, jelikoz hlavnim
cilem této diplomové prace je numerické reseni nelinearnich tloh hyperbolic-
kého typu. Tvar této numerické metody muizeme zapsat v nasledujici podobé:

n+1l __ n mn mn
Uit =0 =, e~ Fl' o) (3.1)
kde F7'\, 5 je numericky tok. Hodnotu smérnice charakteristiky prochazejici
bodem 7, /o aproximujeme vyrazem

o= fURL) — FU})
! i U

At(

(3.2)
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Na zékladé znaménka pak volime numerické toky

n _ f(U]n)v kdyi a?+1/2 2 0 (33)
Jt+1/2 FUr), kdyz allyy sy <0
Takto zvoleny numericky tok lze prepsat do nésledujici podoby
Fj+1/2 = ) {f(Uj )+ f( j+1)} - 5|%‘+1/2|(Uj+1 - Uj ) (3.4)

Dosazenim téchto hodnot numerickych tokt do metody ziskame metodu typu
upwind pro nelinearni skaldrni tlohy. K tomu, aby tato metoda byla stabilni
je potieba, aby byla splnéna podminka

At

maX|f/(U)|E <1

(3.5)

3.2 Laxova-Friedrichsova metoda

Jedna se o tzv. centralni metodu. Jiz sam nazev napovidé, ze se k apro-
ximacim prostorovych derivaci vyuzivaji centralni diference. U této metody
aproximujeme derivaci nezndmé funkce v bodé z; a v case t,, vyrazem

1 n n
Ug (25, tn) & E( i~ UiLy) (3.6)

Zaroven ve smyslu této aproximace nahrazujeme i hodnotu neznamé funkce
v bodé z; a v Case t, vyrazem

Uy = Uiy) (3.7)

(NN

u(z;, t,) ~

Téchto hodnot vyuzijeme pti stanoveni aproximace ¢asové derivace neznamé
funkce a to ve tvaru

uy(z5,t,) = E(U(%ﬁnﬂ) —u(zj,t,)) ~ N (Uj - §(U]’f1 + j+1>>(3'8)
V pripadé nelinearni wulohy je tokova funkce ve tvaru
Fj+1/2:§[f(Uj)+f( j+1)] —ﬂ( = U (3.9)
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3.3 Laxova-Wendroffova metoda

Tato metoda je metodou druhého radu presnosti v prostoru i c¢ase. Pri jeji

konstrukei vyuzijeme vice ¢lentt Taylorova rozvoje nez tomu bylo u Laxovy—

Friedrichsovy metody a tim docilime vyssi presnosti aproximace. Budeme

predpokladat, ze existuji veskeré derivace, se kterymi pracujeme. Na zakladé

Taylorova rozvoje aproximujeme hodnotu u(x;, t,,+1) nasledujicim pfedpisem
0%u At?

ou
u(xjatn-f—l) ~ U(Ijv tn) + 7(1‘]‘7 tn)At + 7(1’3‘,15”)7

5 BT (3.10)

V pripadé nelinedrni dlohy budeme aproximovat hodnotu u(z;,t,) vztahem
(3.9) a vyuzitim aproximace neznamé funkce a jeji derivaci ziskdme schéma
Laxovy—Wendroffovy metody pro nelinearni ilohu ve tvaru

Uj = Uj - E( J+1/2 = ij1/2> (3.11)
kde
j1/2 = 2 [f(Uj )+ f( j+1)] - (aj+1/2)227m( G+l T Uj ) (3.12)
pricemz
f(U) = F(U})
n , kdyz U? m
(jy1/0 = (Up = U7) i 7 Ui (3.13)

), kdys U = U,

3.4 Metoda typu flux-limiter

Metoda typu flux—limiter patti k tzv. metodam s vysokym rozlisSenim. Jenom
pro priblizeni: metody s vysokym rozlisenim jsou metody, které splnuji tyto
zakladni vlastnosti:

1. v mistech, kde je Teseni hladké, je metoda fadu vyssiho
2. tyto metody velmi dobfe aproximuji i nespojitosti presného feseni
3. negeneruji nezadouci oscilace, které se u presného reseni nevyskytuji

Tato metoda je vlastné zobecnénim a zpresnénim Laxovy—Wendroffovy
metody a muzeme ji nazvat jinymi slovy jako metoda omezeného toku. Pro
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a > 0 vypada schéma metody typu flux—limiter nasledovneé:

n n At n n
Uj +— UJ — CLE(U] — Ujfl) —

_iafx(l - aﬂ) {Cb( ?+1/2)( _;l—i-l - U]n) - ¢( ?_1/2)((]]71 - U;L—l)} (3'14)

7 tohoto schématu je patrné, ze tokové funkce vynasobime vhodné zvolenym
limiterem, coz je vlastné funkce ve tvaru

07110 + 107,10l
n /2 j+1/2
D07, ) = 5 . (3.15)
j+1/2 1+ |9j+1/2|
kde pro a > 0 je
Ut = U _aE( = UM+ (3.16)

1 A A
0 e (L a5 [0} ) (U = UP) = 0651 = U]

a také diferencni podil

n ! 2 : 1
e = (ﬁ (3.17)
i1 — Uj

Tento diferen¢ni podil miizeme obecné chapat i jako pomér plynulosti, nebo
lokaln{ hladkosti feseni v okolf bodu @41 /2. Volba limiteru miize znacné ovliv-
nit tvar metody. V pifpadé, ze ¢(07) = 0 Vj, se vynuluje cely korekéni ¢len a
z metody z vysokym rozlisSenim dostavame metodu prvniho radu, konkrétné
metodu typu upwind. Pokud ¢(0}) = 1 Vj, z metody druhého fddu zbude
pouze numericky tok a tim se z ni stava Laxova—Wendroffova metoda. Tyto
informace jsou uzitecné v mnoha aplikacich. Staci totiz pouze implemento-
vat metodu s limiterem a néasledné ménit pouze jeho tvar pomoci vhodné
zvolenych parametri.
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Kapitola 4

Metoda BGK

Jednou z hlavnich funkeci kolize ¢astic je smérovat distribucéni funkei f zpatky
do rovnovazného stavu g, ktery koresponduje s lokalnimi hodnotami promeén-
nych p, pU; a pe. Teorie metody BGK predpoklada, ze kolizi prochézi zlomek
% malého mnozstvi molekul v pribéhu casu dt, kde 7 je casovy interval
mezi dvéma srazkami stejnych ¢astic. Kolizni ¢len v BGK modelu predsta-
vuje zmeénu rychlosti distribuéni funkce od f ke ¢g. Je to tedy ekvivalent

predpokladu, ze mira zmény % funkce f v dusledku kolize bude rovna

(f—9) (41)

T

coz znamend, ze Boltzmannova rovnice bez vnéjsitho ptisobeni nabyva tvaru

foruf,=-Y - 9) (4.2)

4.1 Metoda BGK pro Burgersovou rovnici

V této casti budeme Tesit tzv. pomocnou tlohu a sice konstruovat metodu
BGK pro Burgersovou rovnici ve tvaru

Nasi tlohou je tedy naleznout vztah mezi (4.2) a (4.3). Rovnovazny stav g
budeme definovat nasledujicim zptisobem

P 2
g = | LU U2 (4.4)
™
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kde podminky kompatibility jsou ve tvaru
| t-gau=o (45)
V prvnim kroku zintegrujeme rovnici (4.2), takze dostavdme
/00 frdu + /OO ufpdu = _/00 (fT_g)du (4.6)

Integral na pravé strané rovnice je roven nule, coz plyne z (4.5). Pak tedy
dostavame

) Jrdu + ) ufpdu =0 (4.7)
J ]

Tento vztah muzeme prepsat do tvaru

[ e [Lrnd =0 ws

Nyni provedeme rozvoj funkce f kolem jejiho rovnovazného stavu g. Pou-
zijeme takzvany Chapmanniv - Enskogiv rozvoj, ktery je zaloZeny na prin-
cipu pertuberacnich metod. Hleddme asymptotické Teseni rovnice (4.8) jako
odchylku od jiz znamého teseni, v nasem pripadé rovnovazného stavu. Vliv
odchylek vyssiho stupné je v nasobném rozvoji funkce f snizovan paramet-
rem, ktery je casto spojovan s Knudsenovym ¢islem, které je za predpokladu
kontinua velmi malé.

f =g+ 71U + 7205 + 7303 + ... (4.9)

kde funkce v; jsou funkce z a t ve tvaru v; = v;(x,t). Vychazejic ze vztahu
(4.2) zderivujeme funkei f podle jednotlivych proménnych ¢ a = a dostavame

fi = gt—|-7'U1t—|-7‘21)2t+7‘3U3t—|—...
fo = Got TV A T2 + T 030 + (4.10)

Derivace dosadime do rovnice (4.2) a dostavame

2 3 2 3
Gy + TU + TV + T7U3 + ... + UGy + UTV1, + UT Vop + UT V3, + ...

= —v; — TUy — T2vg — ... (4.11)
7 tohoto vztahu pak mame
gt tuge = —u
Vi tuvy; = —Ug
Vgt + UV, = —U3
(4.12)
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a tedy f~g—7(g + ugs)
Na zakladé predpokladu rovnovazného stavu distribu¢ni funkce dosadime
do rovnice (4.8) za f jeji rovnovazny stav g

UZ gduL * [/Z UQdUL =0 (4.13)

Nejdrive se budeme zabyvat prvnim c¢len na levé strané a sice

[ / gdu] (4.14)
o .
Dosazenim do (4.14) za g ze vztahu (4.4) plyne
[ = o]
= \/7U/ (W=U/2)% (4.15)

Zavedeme substituci t = v A(u—U/2), pak dt = v/Adu. Dosadime t do vztahu
(4.15) a dostavame

1 /A e
(u—U/2)? = — /2y —t dt
\[ o[ e ﬁﬁ [

VACERYG

2 /°° e 2 [ /0 2 /OO e ]
— etdt = — e " dt+ e " dt
\/7_T —0 \/7_T —00 0

N N )

je Gaussova chybova funkce. Dosazenim predchoziho vysledku do vztahu
(4.16) a po upravach dostdvame

)\ [o.¢]
\/;U / e AU gy = (4.18)
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Analogicky se pokusime stanovit druhy ¢len rovnice (4.8) na levé strané. Z
predchozi substituce pro proménnou ¢ vyjadiime proménnou u

t = VAu-U/2)
oY
o 2
t U
u = —F=+ = 4.19
a dosadime do integralu
o0 )\ oo
/ ugdu = U/ ue ™ du =
. T )
A <t U o dt
= 4/=U —+— et — =
v (55)
N O P Y L S U1 e, |
= ol e [ Sy
A1 [ 1 [~
_ Yy / tePar+ 2L [T e ar| =
VT A 2VA ) o
—_———
L 0 VT
VA U 1 U2 1
= ZU——=Vr=—=_U? 4.20
N3 2\/X\/E 2 2 (4.20)

Ukazali jsme tedy jak souvisi funkce f s TeSenim ptivodni Burgersovy
rovnice (4.3) a této myslenky déle vyuzijeme pii konstrukei metody BGK. V
piipadé, ze bychom pouzili i druhy ¢len ze vztahu f ~ g — 7(g; + ug,) a sice
—7(g¢ + ug,), dostali bychom vztah

Uy + (U?/2), = vU,, (4.21)

kde v = 7/2\.

4.2 Konstrukce tokovych funkci

Vratme se k rovnici (4.2) a sice
ft + ufx = Q
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kde Q = —@. Zintegrovanim této rovnice dostavame

[ v [ upin= [~ o

Z podminky (4.5) plyne, ze integral na pravé strané je roven nule a potom
muzeme tuto rovnici prepsat do tvaru

/ftdu+/ ufydu =0

Obecné bychom mohli zapsat aproximaci tokové funkce pomoci diskreti-
zace ve tvaru

Fyt () = B} (u) = 5 [uF T jo(u) = uFj (u)] (4.22)
nebo jinymi slovy
kde
Fu) prou>0
n = J ’
]+1/2(u) { }sz-l(u) pro u < 0 (4.24)

Vsechny tyto kroky, které zde vyuzivame, jsou v zasadé prvky metody upwind.
Zintegrujeme-li rovnici (4.22) podle u, ziskdme

/Oo Frti(u) = /oo F'(u)du —

[e.9] [e.o]

At | [~ ~
- A [/ quH/Q(u)du—/ UFjUQW)du} (4.25)

0o _
a to mizeme prepsat do tvaru

At

Urt = U — = (H}\ 1y — HY -y o] (4.26)
pricemz
P12 = / uF;ﬂrl/Q(u)du (4.27)
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Pro tokovou funkei FT, ,(u) plati podminky (4.23). Integral na pravé strané
rovnice (4.26) rozdélime na dvé ¢asti a sice kladnou a zapornou a pak pro

HY 5 plati

0 [e's)
Fap= [ uFaptider [T ur (1.25)

Jelikoz pro u < 0 z (4.24) plyne, Ze

0 0
jn+1/2<u) = Fﬁi—l(u) = / UF;:Ll/Q(U)dU = / UFﬂH(U)dU (4.29)

Analogicky pro u > 0 plati FJ,, /2(U) = F}'(u) a pak pro druhy ¢len pravé
strany rovnice (4.27) plati

/0 uFJ”H/Z(u)du:/O uF7 (u)du (4.30)

Takze pak rovnici (3.27) muzeme piepsat do tvaru

0 0
Hi' :/ uFﬂLl(u)dqu/ wF (u)du (4.31)
00 0

Jelikoz funkce F' je vlastné aproximaci distribuéni funkce f a tu jsme v
predchozich vztazich nahradili rovnovaznym stavem ¢ distribuc¢ni funkce f -
viz (4.4), pak téchto vztahi muzeme pouzit i pri konstrukei tokovych funkei
a dostavame konecnou verzi numerické metody pro Burgersovou rovnici

0 00
irj2 = / U‘Fjﬁi—1<u)du+/ wF} (u)du
0

o0

0
= / uQUﬂle_’\(“_Uﬁl/Q)Qdu—i-
oo VT

+ / uﬁUfe_M"_U?deu
0 ™
A 0 n

= QUJLH/ ue MU /2 gy
A o n

+ \/_Uj” / ue U2 gy (4.32)
T 0

VT
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Nasledné jesté potfebujeme stanovit jednotlivé integraly. Pro u < 0 plati
= 2
2\ 0 v Ui/
\/_U;Zrl/ ue NV gy = | u = ’U+U+1/2 =
VT > du = dv

VA U N
= G0 [ T U2 -

\ —un,, /2 —Ur /2
— gU;:_l [/ ’ ’Ue_)\vzd'v + / ’ U;Z+1/2e_)\v2d’v —

) U a2
_ QU;H l /_ ey + U, 2 /_ - e_’\”2dv] (4.33)

Pro prvni ¢len v zavorce plati

~U41/2 AUy, /2)?
/ T ey = —% (4.34)
—0o0

Druhy ¢len v zavorce je predstavitelem chybové funkce ve tvaru

Ul s
Upafz [ e - +1/2f/ Ny =

] [t;ﬂ;]:

_ Ay Ul adt]
= 5 U/ [f/ ﬁ]_

VT 2 [TV
= —2\/XUJ‘+1/2 ﬁ/ e dt| =

- 2&(];;1/2( +erf(—VAUT,,/2)) (4.35)

Dosazenim jednotlivych ¢lent do vztahu 4.33 dostdvame

Ay [ 7
FUJ'H ) \/_UJ+1/2 <1+6Tf( \/_U“/Q))
VRS
_U]’JrlﬁT 5U1+1Uj+1/2 (1 +erf(=VAU; “/2))
n \/XG—A(U]TL+1/2)2
STUmE T

1
+ 5UR U /2 (1+ erf(=VAUJ,,/2)) (4.36)
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Podobné vyjadiime druhy ¢len ve vztahu 4.32 pro u > 0

= u—U"/2]

3 0 i v u—U;
\/—UJ"/ we MU gy = | o = v+ U2 | =
vr o du = dv |

VA /°° 2]
— Y2y v4U"/2)e ™ dv| =
AU\ v e

Q / ve ™ dv + / Ur/2e™ dv| =
T ur/2 -Ur/2

o AUF /2
o 2\\//__U”/2(1+erf( VAU 2)) | =

\/X ne_)\'(U}l/Q)2 1 nrin n
_ ﬁUj —— 50U (1+erf(=VAUP/2))  (4.37)

Dosazenim ¢lenti ze vztahii 4.36 a 4.37 do vztahu 4.32 dostavame vyjadreni
pro tokovou funkci ve tvaru

U e MU /2
j+1/2 — UJ+1\/_ 2\
VREANGRE

+ lUﬁlUfH/z (1 + erf( \/_U +1/2)) T

+U”\/7_TT + 5 U U} /2 (1+ erf(—VAU?/2)) =
\/X ne—A(U;L/2)2 . —A(U”H/Q)
=7 U U | *

—l—l B(U}LHV (1 +erf(—VAU] +1/2>) ;(UJH)Q (1 + erf(—\/XU}"/Q))}

2
(4.38)

4.3 Aplikace metody BGK pro Burgersovu
rovnici

Nyni si ukdzeme nékolik numerickych experimentii, v ramci kterych budeme
metodu BGK aplikovat na Burgersovu rovnici. Zvolili jsme nékolik hladkych
i nehladkych pocateénich podminek a provedeme jejich aproximace pomoci
metody BGK. Volitelnym parametrem je funkce teploty A, kde zména hod-
noty tohoto parametru zptisobuje razovou vinu a ovliviiuje celkovou presnost
aproximace. Pouzité parametry:
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1. M = 1000 (pocet prostorovych kroki)
2. N = 100 (pocet ¢asovych kroki)

3. A = (funkce teploty - parametr metody)
4. Az =0,001

5. At =0,0001

Hodnoty c¢asové a prostorové proménné a rovnéz jejich zmény jsme sta-
novili jako konstanty, ménit budeme pouze parametr A a to konkrétné tuto
hodnotu budeme postupné zvysovat.

Metoda typu BGK pro Burgersowu rovnici Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
> .

2 e 7
R BV +  aproximace =

&% G e = aproximace
R a e
08 I ¥ 4 W pfesné fesent 09 Iy presné feseni
/ ' / " e
A i * Ao,
o8l i d y 08 A
I3 ¥ I '+ e k%
A i \ s
o4f f ¥ ¥ 07 & k3
¥ \ 3 4 L e
/ ¥ ! ¥ /
02l \ 1 \ 06 / Y
i ¥ i b k ¥
v \ s | * *
° b 7 % 1 osr I '
\ ] \ | ~ v
02 At 7 1 7 o4 & "
- { | 2 ¢
4 / 4 ¥ t Y
7 3 i I ¥
04 + o 4 4 03 / '
E) + B 4 4 ¥
06 / B L ¥
Y of i ¥ 02 | g
b ) #f : \
08 " i A ¥ 04 3
A *i; + i X
L 5 / L
4 S| MW o Y
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 08 1 0 01 ' 02 03 04 05 06 07 08 09

Obrazek 4.1: Aproximace presného
feseni Burgersovy rovnice meto-

dou BGK pro A = 1/200

Obrazek 4.2: Aproximace presného
feSseni Burgersovy rovnice meto-

dou BGK pro A = 1/200

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici

+ aproximace
presné feseni

Metoda typu BGK pro
1 v R e v

Burgersovu rovici

. aproximace
presné feseni

02- L
1 TR |
01 o %
¥
0 ! ! ! ! ! ! 0 bebboch e hcpispat ! ot kbt ! Foerbr kb bk b
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 001" 02 03 o405 08 07 o8 08

Obrazek 4.3: Aproximace presného

feseni Burgersovy rovnice meto-
dou BGK pro A = 1/200

Obrazek 4.4: Aproximace presného
feseni Burgersovy rovnice meto-
dou BGK pro A = 1/200
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Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
1

= e
o A +  aproyimace
il § I presné Fedenl |
of 4% Loy
A ¥ S iy
osf M * iy
# ¥ I3 ¥
04f ¥ J}k ¥
& \ \
/ ¥ I ¥
02t Y h Y
i 1 i i
o * b 3
* T * 7
0.2 i \
4 i 4 /
| 4 \ 4
0.4 Y o ) A
B 4 4 i
0.8 i / 1 !
4 ] 4 ¥
L Lo
08 A Y 3 N
L E 4
4 W] PN
0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Obrazek 4.5: Aproximace presného
feseni Burgersovy rovnice meto-
dou BGK pro A = 1/100

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici

+  aproximace
plesné fesent
45 -

Obrazek 4.7: Aproximace presného
feseni Burgersovy rovnice meto-
dou BGK pro A = 1/100

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
1

A A +  aproximace
% AT presné resen
o8 4 ¥ I
/ W / "
I \ I \
v "
o8| \ * !
r“‘ ¥ f' ¥
04l 3 r b
i | \
4 1 [ 1
02 L f \
I % + 4
o + 7 +
4 4 1 ]
it 4
| b | 4
04 i 4 # §
A " ] ¥
06 \ / i
I I
" W A
PO R
P L
4 RV RN
0 o1 o0z 03 04 05 06 07 08 s 1

Obrazek 4.9: Aproximace presného
feseni Burgersovy rovnice meto-

dou BGK pro A =1/50
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Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
1 ~
e = aproximace
08 Iy presné fesent
Aok
08 S e
e ¥
a ¥
07 & 14
A v
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Obrazek 4.6: Aproximace presného
feseni Burgersovy rovnice meto-

dou BGK pro A =1/100

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
1 .

. = eproximace
0sb presné fegeni
08
07

+

06+

0sr g

04 +

03 4

02 +
01

4 i
#
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Obrazek 4.8: Aproximace presného
feseni Burgersovy rovnice meto-
dou BGK pro A =1/100

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
1 .
A - eproximace
b
08 s presné fesent
A
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e }
4 Y
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Obrazek 4.10: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/50



Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici

e +  aproximace
presné Fesen|

1 B

Obrazek 4.11: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/50

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici

Y VAl +  aproximace
A * 3 presné fesen!

Obrazek 4.13: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/25

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici

+  aproximace
presné esen|

Obrazek 4.15: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/25

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici

* = eproximace

pfesné fesent

Obrazek 4.12: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/50

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici

W = eproximace
pfesné fesent

Obrazek 4.14: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A =1/25

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici

L = eproximace
pfesné fesent

Obrazek 4.16: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A =1/25



Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
1

- e
A o +  sproimace
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o8l 4 : I
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Obrazek 4.17: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/10

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
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Obrazek 4.19: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/10

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
1

7 T,
A A% +  aproximace
Ao S presné resen
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Obrazek 4.21: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A =1/5
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Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
1 T
M = aproximace
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Obrazek 4.18: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/10

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
1

= eproximace
pfesné fesent

08 08

Obrazek 4.20: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/10

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
1
e = aproximace
b
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Obrazek 4.22: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A =1/5



Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici

+  aproximace
presné Fesen|

Obrazek 4.23: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice

metodou BGK pro A =1/5

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
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Obrazek 4.25: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice

metodou BGK pro A = 1/2
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Obrazek 4.27: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice

metodou BGK pro A = 1/2
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Obrazek 4.24: Aproximace pres-

ného

feseni Burgersovy rovnice

metodou BGK pro A =1/5
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Obrazek 4.26: Aproximace pres-

ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A =1/2

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
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Obrazek 4.28: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A =1/2



Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
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Obrazek 4.29: Aproximace pres-
ného fteSeni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A =1

Obréazek 4.30: Aproximace pres-

ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A =1
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Obrazek 4.31: Aproximace pres-

ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A =1

Obréazek 4.32: Aproximace pres-
ného teSeni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A =1
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Nyni se pokusime hodnotu parametru A snizit. Mizeme pozorovat znac-
nou kolizi aproximace. Vysledky jsou nasledujici:

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
e ] %
VN &% + aproximace
08 I ¥ I ' presné fesen
A ¥ A Y
i 3 "
o6p [ 1 *
k L A '3
b & | 1 \
047/ ¥ f t
T \ + \
/ ¥ ¥
/ L K 4
02 \ ! \ %
/ \ f \
0 ¥ * * B
| ) *f
% ¥ H !
0.2 4 Pl H
1
\ i A 4
04 & M % PR
4 o ) il
08 4 b ) M
+ 7 E J
0.8 Py i 7
< B! *
e kW
1 ! L !
0 01 02 03 o4

Obréazek 4.33: Aproximace pres-
ného fteSeni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/350
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Obrazek 4.35: Aproximace pres-
ného fteSeni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/350
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Obréazek 4.34: Aproximace pres-
ného teseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/350

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
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Obréazek 4.36: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro A = 1/350

Cilem testu bylo ovérit chovani se metody v zavislosti na parametru .
Je zirejmé, ze pro vysoké hodnoty parametru A blizici se k jedné se zvysSuje
presnost aproximace, naopak pro hodnoty A — 0 se pfesnost aproximace

snizuje.

Nyni jesté provedeme nékolik experimenti tim, ze budeme zvysovat pocet
¢asovych krok IV, parametr A nastavime jako konstantu na hodnotu 1/200.

Muzeme pozorovat vznik razové viny.

40



Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
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Obrazek 4.37: Aproximace pres- Obréazek 4.38: Aproximace pres-
ného fteSeni Burgersovy rovnice ného teSeni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro N = 300 metodou BGK pro N = 300
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Obréazek 4.39: Aproximace pres- Obréazek 4.40: Aproximace pres-
ného fteSeni Burgersovy rovnice ného teSeni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro N = 300 metodou BGK pro N = 300
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Obréazek 4.41: Aproximace pres- Obréazek 4.42: Aproximace pres-
ného fteSeni Burgersovy rovnice ného teSeni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro N = 500 metodou BGK pro N = 500
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Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici Metoda typu BGK pro Burgersovu rovnici
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Obréazek 4.43: Aproximace pres- Obréazek 4.44: Aproximace pres-
ného fteSeni Burgersovy rovnice ného teSeni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro N = 500 metodou BGK pro N = 500
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Obréazek 4.45: Aproximace pres- Obréazek 4.46: Aproximace pres-
ného fteSeni Burgersovy rovnice ného teSeni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro N = 1000 metodou BGK pro N = 1000

Metoda typu BGK pro Burgersovu rovaici Metodz typu BGK pro Burgersovu rovnici
7 T T Ty T 1 T T T
+ aproximace b, L % aproximace
presné fesent + presné feseni

09t

s -
.
08 +
+
s o7 -
+

06+
s +

05 sy
3 et + *

04 * e

x . .
+ +

03 N *

2 —"‘W», +
B
+ * B
+ 02 *
+ « +
1 Sebcrprpe | o
*
01 . s X
* & +
- i %
o o1 02 03 04 05 08 07 08 08 1 o 01 02 03 04 05 08 07 08 09

Obréazek 4.47: Aproximace pres- Obréazek 4.48: Aproximace pres-
ného fteSeni Burgersovy rovnice ného teSeni Burgersovy rovnice
metodou BGK pro N = 1000 metodou BGK pro N = 1000
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4.4 Metoda BGK pro linearni rovnici

Metodu BGK muzeme uplatnit také pri aproximaci linearni kinetické rovnice
ve tvaru

U+cUx =0 (4.39)
Hleddme tedy aproximaci vyse uvedené rovnice pomoci tokovych funkei a
sice

At
n+1 n n
Uit = Uy - o (Fleass = Fllagol (4.40)

kde tokova funkce F1/2 Je ve tvaru

. cUj + cUjy4 .
j+1/2 = ( 9 d ) + 4+1/2 (441)

o= [l o ) e

nutno zduraznit, ze pro tento pii nam lisi funkce rovnovazného stavu
Je nutno zdtraznit, ze pro tento ad se nam lisi funkce rovnovazného sta
g s funkci pro nelinearni pripad - viz 4.4. Ta nyni nabyva tvaru

(A/m)>2Ue Ao (4.43)

Provedeme nékolik experimentii, kde budeme zkoumat presnost aproxi-
mace v zavislosti na parametru c. Pouzité parametry:

1. ¢ - parametr tlohy

2. A =1/200 (funkce teploty - pro nas ptipad konstanta)
3. M = 1000 (pocet prostorovych kroki)

4. N = 100 (pocet casovych kroki)

5. Az = 0,001

6. At =0,0001
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Metoda BGK pro linearni rovnici
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Obréazek 4.49: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢=0,1

Metoda BGK pro linearni rovnici

+ aprodmace
presné feseni |
+
25
b
2 L T————
o
15
t
1 E————————
05
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obréazek 4.51: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =0, 1
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Obrazek 4.53: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro c=1
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Obrazek 4.50: Aproximace pres-
ného reseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢=0,1
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Obréazek 4.52: Aproximace pres-
ného teseni linedrni rovnice meto-
dou BGK pro ¢=0,1

Metoda BGK pro lineami rovnici
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Obréazek 4.54: Aproximace pres-
ného reseni linedrni rovnice meto-

dou BGK proc=1



Metoda BGK pro linearni rovnici
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Obrazek 4.55: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-

dou BGK pro c=1
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Obrazek 4.57: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-

dou BGK pro ¢ =2
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Obrazek 4.59: Aproximace pres-
ného resSeni linedrni rovnice meto-

dou BGK pro ¢ =2
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Obrazek 4.56: Aproximace pres-
ného reseni linearni rovnice meto-

dou BGK proc=1
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Obrazek 4.58: Aproximace pres-
ného teseni linedrni rovnice meto-

dou BGK pro ¢ =2
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Obrazek 4.60: Aproximace pres-
ného reseni linearni rovnice meto-

dou BGK pro ¢ =2



Metoda BGK pro linearni rovnici

Obréazek 4.61: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =5
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Obrazek 4.63: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =5
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Obrazek 4.65: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =10

46

Metoda BGK pro lineami rovnici
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Obréazek 4.62: Aproximace pres-

ného reseni linedrni rovnice meto-
dou BGK proc¢=5
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Obréazek 4.64: Aproximace pres-
ného teseni linedrni rovnice meto-
dou BGK proc=5
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Obrazek 4.66: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =10



Metoda BGK pro lineami rovnici
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Obréazek 4.67: Aproximace pres-
ného reseni linedrni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =10

Obréazek 4.68: Aproximace pres-
ného reseni linedrni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =10

V okoli hodnoty ¢ = 10 jiz vidime zna¢nou nepfesnost aproximace. Stej-
nym zpusobem nyni zkusime otestovat metodu pro konstantni ¢ = 2 a pro
zménu poctu casovych krokid. Nasledné bychom testovani mohli kombinovat

i se zménou parametru A v zavislosti na poc¢tu ¢asovych kroki, eventualné
na parametru c.
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Obrazek 4.69: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =200

Obrazek 4.70: Aproximace pres-
ného reseni linearni rovnice meto-

dou BGK pro ¢ =2, N =200
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Metoda BGK pro linearmi rovnici
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Obrazek 4.71: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =200
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Obrazek 4.73: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =300
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Obrazek 4.75: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =300
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Obréazek 4.72: Aproximace pres-
ného reseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =200
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Obréazek 4.74: Aproximace pres-
ného teseni linedrni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =300
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Obrazek 4.76: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =300



Metoda BGK pro linearni rovnici
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Obrazek 4.77: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =400
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Obrazek 4.79: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =400
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Obréazek 4.81: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =500
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Obrazek 4.78: Aproximace pres-
ného reseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =400
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Obrazek 4.80: Aproximace pres-
ného teseni linedrni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =400
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Obréazek 4.82: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N =500



Metoda BGK pro linearni rovnici
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Obrazek 4.83: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-

dou BGK pro ¢ =2, N =500
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Obrazek 4.85: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N = 1000
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Obrazek 4.87: Aproximace pres-
ného teseni linearni rovnice meto-
dou BGK pro ¢ =2, N = 1000
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4.5 Kinetické schéma

V této casti uvedeme konstrukei jednoduchého kinetického schématu podle
T. Goudona z dtivodu srovnani s nasi BGK metodou. Toto schéma mtizeme
ziskat tim, ze budeme uvazovat Burgersovou rovnici v diferencialnim tvaru

w4 F(u), =0 (4.44)

kde F(u) = “2—2, jako limitu nésledujici kinetické rovnice, kde 7 — 0:

ot alw)fe = o) - 1) (1.45)
kde a(v) = F/(v). Funkce g(v) je definovdna jako

1 jeli0o<v<u,
glv)=<¢ —1 jeliu<rv <O, (4.46)
0 jinak,

a funkce z (4.44) a (4.45) jsou ve vzajemném vztahu ve tvaru:

u(z,t):/Rf(x,l/,t)dl/. (4.47)

K nalezeni feseni rovnice (4.45) vyuzijeme nasledujici kroky:
Krok 1: Linearni transportni krok

fi+a(v)f, =0. (4.48)
kde budeme uvazovat schéma typu upwind ve tvaru
n+1/2 A _
P w) = frv) - Ai W) (f10) = [120) = v) (ffa ) = 17 0)]
(4.49)

kde a*(v) = max(a(v),0) a a” (v) = maz(—a(v),0).
Krok 2: Kolizni krok

o=t - (4.50)

T

Pro 7 — 0 se v tomto kroku redukuje f = ¢ a tim vlastné druhy krok
schématu spoc¢iva v feSeni rovnice

£ ) = g,00(0), (151)
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kde U?H/Q = Jn ffﬂ/z(l/)du. Jelikoz uf ™ = [ [ (W)dv = [, gy 12 (v)dy =

1/2 oy . . Y e v g .
u;-”r / , muzeme bez Ujmy na obecnosti soustfedit nas zajem zpatky k pro-

ménné uf. Integraci rovnice (4.49) podle v € R dostavidme vztah
n+l u™ Fn

j j JZLI/2 T j-1)2
=0 4.52
At Az (4.52)

u

kde tokovd funkce F7',, /2 Je definovana jako

mn — 1 nt 2 1 n— 2
j41/2 = /RCL_F(V)Q"? —a (V)gu;}+1dy = 5 (U] ) + 5 ( j+1) (453)

Ukazeme si, jak mizeme tuto metodu aplikovat v praxi a miizeme provést
srovnani s metodou BGK. Pouzité parametry:

1. M = 1000 (pocet prostorovych kroki)

2. N (pocet ¢asovych kroki) - parametr metody
3. Az =0,001

4. At =0,0001

Ménit budeme parametr N - pocet ¢asovych krokiti a budeme zkoumat
zmeény v presnosti aproximace a jeji zavislost na hodnoté tohoto parametru.

Viybrané kinetické schéma \ybrané kinetické schéma

Obréazek 4.89: Kinetické schéma Obréazek 4.90: Kinetické schéma
pro Burgersovu rovnici N = 100 pro Burgersovu rovnici N = 100
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Obrazek 4.96: Kinetické schéma
pro Burgersovu rovnici N = 50
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Viybrané kinetické schéma.
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Obrézek 4.97: Kinetické schéma

Obrazek 4.98: Kinetické schéma
pro Burgersovu rovnici N = 20

pro Burgersovu rovnici N = 20
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Obrézek 4.99: Kinetické schéma

Obrazek 4.100: Kinetické schéma
pro Burgersovu rovnici N = 20
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Obrézek 4.101: Kinetické schéma

Obrazek 4.102: Kinetické schéma
pro Burgersovu rovnici N = 10

pro Burgersovu rovnici N = 10
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Obréazek 4.103: Kinetické schéma Obréazek 4.104: Kinetické schéma
pro Burgersovu rovnici N = 10 pro Burgersovu rovnici N = 10
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Obréazek 4.105: Kinetické schéma Obréazek 4.106: Kinetické schéma
pro Burgersovu rovnici N = 200 pro Burgersovu rovnici N = 200
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Obrazek 4.107: Kinetické schéma Obrazek 4.108: Kinetické schéma
pro Burgersovu rovnici N = 200 pro Burgersovu rovnici N = 200
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Obrazek 4.109: Kinetické schéma Obrazek 4.110: Kinetické schéma
pro Burgersovu rovnici N = 300 pro Burgersovu rovnici N = 300
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Obréazek 4.111: Kinetické schéma Obréazek 4.112: Kinetické schéma
pro Burgersovu rovnici N = 300 pro Burgersovu rovnici N = 300
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Je patrné, ze se zvysujici se hodnotou parametru N se presnost aproxi-
mace postupné snizuje, mizeme pozorovat vznik razové viny.
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Zaver

Diplomova prace je zamérena na kinetickd schémata pro feseni parcialnich
diferencialnich rovnic hyperbolického typu. Z tohoto divodu bylo potieba
si v prvni kapitole nejdfive pripomenout diilezité pojmy a vztahy z oblasti
parcialnich diferencidlnich rovnic a jejich soustav a jejich vyuziti jak v oblasti
matematiky tak i fyziky pri modelovani riznych fyzikalnich jeva a redlnych
problémii. Konkrétné jsme se zamérili na parcialni diferencialni rovnice hy-
perbolického typu, ke kterym patii napriklad advekéni rovnice, kinematicka
gersova rovnice, pro kterou jsme realizovali rizné numerické experimenty.
Strucné jsme se zminili o klasickém a slabém teseni pocatecné — okrajové
ulohy a o podminkach stability. Dalsi kapitola jiz blize popisuje primo ki-
netickd schémata pro simulace nestacionarniho stlacitelného proudéni, kde
viceméné srovnavame metodu BGK, jejiz zkouméni je jadrem této diplomové
prace, s nékterymi dalsimi numerickymi metodami pro rovnice hyperbolic-
kého typu. Tato metoda je zalozena na evolucni rovnici, kterd se nazyva Bolt-
zmannova rovnice a ktera nam z fyzikalniho hlediska poskytuje mnohem vice
informaci a ma mnohem Sirsi pouzitelnost, nez jeji makroskopicky protéjsek.
Dilezitou soucasti metody BGK je zavedeni Maxwellovy — Boltzmannovy
funkce rovnovazného stavu, ktera svazuje puvodni Boltzmannovou funkei s
makroskopickym modelem. Jenom pro srovnani pred samotnou konstrukci
tokovych funkei pro metodu BGK jsme si pripomnéli nékteré vybrané nume-
rické metody jako napt. metoda typu upwind, Laxowa-Friedrichsova metoda,
Laxova-Wendroffova metoda atd., kterym jsme se vénovali v bakalarské préaci
podrobnéji. Nasledné jsme provedli samotnou konstrukei metody BKG a pro-
vedli nékolik numerickych experimentt jak pro Burgersovu rovnici, tak i pro
linedrni pripad z divodu srovnani jeji komplexni pouzitelnosti a zavislosti na
parametrech, které v ni vystupuji. Vlastnosti metody BGK zarucuji splnéni
zakladnich zakonti zachovani, jako jsou zakon zachovani hmoty, energie a
hybnosti a soucasné zarucuji také splnéni entropickych podminek. Znamena
to tedy, ze nedilnou soucasti metody BGK je vyvoj fyzikdlniho systému k
rovnovaze. Tato metoda tedy umoznuje simulaci proudéni tekutin na za-
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kladé mikroskopickych modela. Je v fadé ohledt uc¢inngjsi a presnéjsi nez
jind integracni schémata se standardnimi diferencialnimi rovnicemi. Mizeme
ji uspésné pouzit k simulaci nelinearnich systému a difizné reakénich sys-
tému. Soucasné tato metoda poskytuje Sirsi teoreticky ramec, nez mame k
dispozici u standardnich metod stépeni diferenci (flux difference splitting) vy-
chazejich z feseni Riemannova problému (v jehoz pfipadé maji napr. rdzové
viny nulovou sitku).
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