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V Plzni dne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



iii

Poděkováńı
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Abstrakt

Ćılem této diplomové práce je představit Hausdorff̊uv integrál rozměru s, porovnat jej s jinými
typy integrál̊u a ukázat jeho možné aplikace. S t́ım souviśı zavedeńı a analýza Hausdorffovy
mı́ry, včetně jej́ı obecněǰśı varianty konstruované pomoćı tzv. indexových funkćı. Dále je
definována Hausdorffova s-derivace, jej́ıž chováńı je po odvozeńı jej́ıho výpočetńıho tvaru
zkoumáno na několika př́ıkladech. Práce pokračuje shrnut́ım d̊uležitých tvrzeńı, která určuj́ı,
jaké funkce lze reprezentovat Hausdorffovým integrálem z jejich s-derivace. Posledńı kapitola
se zabývá použit́ım zavedeného aparátu na př́ıkladech, přičemž nejv́ıce prostoru je věnováno
Cantorově funkci.

Kĺıčová slova: Hausdorffova mı́ra, Hausdorffova dimenze, indexová funkce, Lebesgue̊uv in-
tegrál, Hausdorff̊uv integrál, Hausdorffova s-derivace, Cantorova funkce, Heavisideova funkce

Abstract

The goal of this diploma thesis is to introduce the s-dimensional Hausdorff integral, to com-
pare it to other types of integrals and to show its possible applications. Before that, it is
necessary to define and study the Hausdorff measure, including the more general Hausdorff
measure constructed using the so-called index function. Another tool connected to the theory
of Hausdorff integration is the Hausdorff s-derivative. After its definition, several examples
are presented, and its behaviour studied. The thesis continues with a brief summary of impor-
tant theorems, which introduce the class of functions, that are representable as the Hausdorff
integral of its s-derivative. In the last chapter, some examples (e.g. the Cantor function),
where the theoretical tools of Hausdorff integration are used, are presented.

Keywords: Hausdorff measure, Hausdorff dimension, index function, Lebesgue integral,
Hausdorff integral, Hausdorff s-derivative, Cantor function, Heaviside function
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1.4 Daľśı vlastnosti Hausdorffovy mı́ry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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2.4 Fundamentálńı věty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Použité symboly

[a, b] · · · uzavřený interval

(a, b) · · · otevřený interval

[a, b]× [c, d] · · · kartézský součin interval̊u

`(a, b) · · · délka intervalu

A,M, {a, b, c} · · · bodová množina

N · · · množina přirozených č́ısel

Q · · · množina racionálńıch č́ısel

R · · · množina reálných č́ısel

R+ · · · množina kladných reálných č́ısel

R+
0 · · · množina kladných reálných č́ısel s nulou

R∗ · · · množina reálných č́ısel včetně prvk̊u +∞ a −∞

f(x) · · · funkce f proměnné x

∞⋂
i=1

ai · · · pr̊unik nekonečně mnoha prvk̊u

∞⋃
i=1

ai · · · sjednoceńı nekonečně mnoha prvk̊u

∞∑
i=1

ai · · · součet (suma) nekonečně mnoha prvk̊u

A→ B · · · zobrazeńı z množiny A do množiny B

2X · · · množina všech podmnožin množiny X (potenčńı množina)

B \A · · · doplněk množiny A do množiny B

A · · · uzávěr množiny A

(ak) · · · posloupnost reálných č́ısel

(X,Σ) · · · měřitelný prostor

µ∗(M) · · · (abstraktńı) vněǰśı mı́ra množiny M

µ(M) · · · (abstraktńı) mı́ra množiny M

(X,Σ, µ) · · · prostor s mı́rou
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λ(M) · · · Lebesgueova mı́ra množiny M

P · · · spočetné pokryt́ı

ρ(a, b) · · · eukleidovská metrika vyjadřuj́ıćı vzdálenost bod̊u a, b ∈ Rn

d(M) · · · diametr množiny M

Hs(M) · · · Hausdorffova mı́ra rozměru s množiny M

dimH(M) · · · Hausdorffova dimenze množiny M

ψ(x) · · · indexová funkce

Hψ(M) · · · Hausdorffova mı́ra (vzhledem k indexové funkci) ψ množiny M

B(M) · · · σ-algebra borelovských množin na M

χM (x) · · · charakteristická funkce množiny M

At · · · atom (množina)

DψF (x) · · · Hausdorffova ψ-derivace funkce F v bodě x

F ′(x) · · · derivace funkce F v bodě x
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Úvod

Teorie mı́ry zauj́ımá mezi matematickými discipĺınami d̊uležité mı́sto, a to nejen jako nástroj
pro vybudováńı pojmu integrálu. Mezi největš́ı osobnosti tohoto oboru matematiky jistě
patřil Henri Lebesgue nebo Johann Radon, neméně významnou postavou však byl německý
matematik Felix Hausdorff, který svou praćı významně přispěl k řešeńı problémů týkaj́ıćıch
se fraktálńıch množin a d́ıky Hausdorffově mı́̌re a dimenzi mohla vzniknout celá řada daľśıch
praćı.

V následuj́ıćım textu jsme se zabývali integrálem definovaným pomoćı Hausdorffovy mı́ry.
S t́ımto pojmem se lze setkat např. v článku [6], kde je ovšem definován jinak, než jak bude
zaveden zde. Definice na základě abstraktńıho Lebesgueova integrálu, kterou jsme použili, je
převzata z článku [14]. Hausdorff̊uv integrál je nástroj, který je možno použ́ıt pro reprezen-
taci některých funkćı, jež nemohou být popsány integrálem Lebesgueovým (např. Cantorova
funkce). Překvapivě i funkce tohoto druhu mohou mı́t nejen čistě teoretický význam, viz
[6], [13]. Velmi d̊uležitými publikacemi, které shrnuj́ı teorii Hausdorffovy mı́ry, př́ıpadně do-
konce uváděj́ı tvrzeńı určuj́ıćı podmı́nky, za jejichž platnosti lze funkci interpretovat jako
Hausdorff̊uv integrál z derivace, jsou kniha [13] a článek [15]. V tomto př́ıpadě ovšem ne-
hovoř́ıme o klasické derivaci, ale o tzv. Hausdorffově ψ-derivaci, s jej́ıž definićı se můžeme
setkat rovněž v článku [15].

V této práci jsme nejprve zavedli Hausdorffovu mı́ru rozměru s a některé pojmy abs-
traktńı teorie mı́ry, kterých bylo zapotřeb́ı. Tato část (předevš́ım kapitoly 1.2 - 1.4) vznikla
převzet́ım a přepracováńım některých pasáž́ı z textu [7]. Následuj́ıćı část se týká Hausdor-
ffovy mı́ry zkonstruované na bázi tzv indexové funkce ([13], [15]). Daľśı kapitola se věnuje
definici a vlastnostem Hausdorffova integrálu rozměru s, Hausdorffově s-derivaci a dvěma pro
daľśı kapitoly d̊uležitým tvrzeńım. Ve zbytku práce jsme se věnovali srovnáńı Hausdorffova
integrálu s jinými integrály a posléze také aplikaci uvedené teorie na konkrétńıch př́ıkladech.
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1 Hausdorffova mı́ra

V prvńı kapitole zavedeme Hausdorffovu mı́ru a prozkoumáme jej́ı vlastnosti. Ke korektńı
konstrukci Hausdorffovy mı́ry ovšem potřebujeme definovat množstv́ı matematických pojmů
(viz [11]) nejen z obecné teorie mı́ry, č́ımž nyńı začneme.

1.1 Měřitelný prostor

Definice 1.1.1 (Potenčńı množina). Necht’ X je libovolná abstraktńı bodová množina. Po-
tenčńı množinou nazveme množinu všech jej́ıch podmnožin a znač́ıme ji 2X .

Definice 1.1.2 (Množinový systém). Libovolnou neprázdnou podmnožinu potenčńı množiny
U ⊂ 2X nazveme množinovým systémem v X.

Př́ıklad 1.1.3. Jako množinový systém na R můžeme chápat množinu všech interval̊u
(uzavřených či otevřených), v R2 jde např́ıklad o obdélńıky typu (a, b) × (c, d). Možnosti
jsou velmi široké, množinovým systémem je např́ıklad i prázdná množina, takový systém
však nemá valného využit́ı, proto budeme při konstruováńı měr uvažovat systémy, jejichž
použit́ı dává nějaký smysl.

Před zavedeńım mı́ry tedy definujeme množinový systém, na němž budeme pracovat.
Omezeńım se na vhodné podmnožiny abstraktńı množiny (prostoru) X dojde k usnadněńı
práce při konstrukci mı́ry.

Definice 1.1.4 (σ-algebra). Necht’ X je abstraktńı bodová množina a Σ ⊂ 2X . Řekneme, že
množinový systém Σ je σ-algebra, jsou-li splněny následuj́ıćı vlastnosti:

1. ∅ ∈ Σ,

2. A ∈ Σ⇒ X \A ∈ Σ,

3. ∀i ∈ N Ai ∈ Σ⇒
⋃
i∈N

Ai ∈ Σ.

Př́ıklad 1.1.5. Triviálńımi př́ıklady σ-algeber jsou dvojice {∅, X} a celá množina 2X . Ne-
triviálńım př́ıkladem jsou všechny měřitelné množiny (bude vysvětleno ńıže).

Definice 1.1.6 (Měřitelný prostor). Dvojici (X,Σ) z Definice 1.1.4, neboli množinu X s
nějakou σ-algebrou na X nazýváme měřitelným prostorem.

Př́ıklad 1.1.7. Dvojice

(N, 2N), (R, 2R) nebo také (R, {∅,R})

jsou zřejmě měřitelnými prostory. Ve druhé kapitole nás bude předevš́ım zaj́ımat měřitelný
prostor

(R∗,B(R∗))

vystavěný na σ-algebře borelovských množin. Zápisem R∗ rozumı́me R ∪ {−∞,+∞}.

Definice 1.1.8 (Množinová funkce). Bud’ U množinový systém v X. Zobrazeńı

φ : U → R ∪ {−∞,∞} (1.1.1)

nazveme množinovou funkćı na U .
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Př́ıklad 1.1.9. Necht’ U jsou intervaly I v R. Zobrazeńı

φ(I) = 0 ∀I ∈ U (1.1.2)

je jistě množinovou funkćı, i když nevalného významu pro daľśı práci. Přesuneme-li se do
roviny R2, označ́ıme-li R := (a, b)×(c, d) obdélńıky tvoř́ıćı množinový systém (jako v Př́ıkladu
1.1.3), je množinovou funkćı např.

φ(R) = (b− a) · (d− c). (1.1.3)

Definice množinové funkce je velmi obecná, takže na stejném množinovém systému je množino-
vou funkćı také jen “délka základny”

φ(R) = (b− a). (1.1.4)

Taková funkce už ovšem charakterizuje obdélńık R znatelně h̊uře, nebot’ v̊ubec nenese infor-
maci o jeho “výšce” (c, d).

Uvedeným př́ıkladem jsme chtěli mimo jiné naznačit, že při konstrukci mı́ry je třeba
dávat pozor na vhodnou volbu množinové funkce, abychom neźıskali mı́ru, která nemá žádný
praktický smysl (to by byla mı́ra založená na množinové funkci 1.1.2).

Definice 1.1.10 (Vněǰśı mı́ra). Necht’ X je abstraktńı bodová množina a množiny A,B ⊂
2X . Funkce µ∗, která zobrazuje potenčńı množinu 2X do intervalu [0,∞] a má následuj́ıćı
vlastnosti, se nazývá vněǰśı mı́ra na množině X.

1. µ∗(∅) = 0,

2. A ⊂ B ⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B),

3. µ∗(
∞⋃
j=1

Aj) ≤
∞∑
j=1

µ∗(Aj).

Definice 1.1.11 (Mı́ra). Necht’ (X,Σ) je měřitelný prostor a Aj jsou podmnožiny potenčńı
množiny 2X . Množinová funkce µ : Σ→ [0,∞] se nazývá mı́ra, pokud

1. µ(∅) = 0,

2. µ(
⋃
j
Aj) =

∑
j
µ(Aj), kde množiny Aj jsou po dvou disjunktńı.

Definice 1.1.12 (Prostor s mı́rou). Trojici (X,Σ, µ), neboli prostor, na němž existuje σ-
algebra a zobrazeńı µ nazýváme prostor s mı́rou.

Pozorováńı 1.1.13 (Vztah mı́ry a vněǰśı mı́ry). Zřejmě plat́ı následuj́ıćı implikace:

µ je mı́ra ⇒ µ je vněǰśı mı́ra.

Obrácená implikace ovšem obecně neplat́ı. Necht’ I je reálný interval typu [a, b]. Bud’

µ∗(I) =

{
0 pro I = ∅,

(b− a) + 1 pro I = [a, b].

Toto zobrazeńı zřejmě splňuje všechny vlastnosti Definice 1.1.10 a je tedy vněǰśı mı́rou, o
mı́ru se ale rozhodně nejedná. Porušena je druhá vlastnost z definice mı́ry, protože např.

µ∗([0, 1]) + µ∗([1, 2]) = 4 6= 3 = µ∗([0, 2]).
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Vněǰśı mı́ra tedy neńı mı́rou automaticky, jen za určitých předpoklad̊u, které si ted’ uve-
deme.

Definice 1.1.14. Necht’ µ∗ je vněǰśı mı́ra. Řekneme, že množina M je µ∗-měřitelná, pokud
pro libovolnou podmnožinu S ⊂ X plat́ı:

µ∗(S) = µ∗(M ∩ S) + µ∗(S \M). (1.1.5)

Následuj́ıćı tvrzeńı uvedeme bez d̊ukazu.

Věta 1.1.15 (Carathéodory). Necht’ µ∗ je vněǰśı mı́ra. Potom je systém µ∗-měřitelných
množin σ-algebrou a restrikce µ∗ na µ∗-měřitelné množiny je mı́ra.

1.2 Hausdorffova vněǰśı mı́ra a Hausdorffova mı́ra

V této podkapitole zavedeme Hausdorffovu mı́ru, pojem definovaný např. v [4], odkud čerpá
i text této části. Ke konstrukci Hausdorffovy mı́ry užijeme klasického ([11]) postupu. Ten
spoč́ıvá v zavedeńı množinové funkce na nějakém množinovém systému. Z této množinové
funkce zkonstruujeme vněǰśı mı́ru, která na dané σ-algebře bude mı́rou. Z abstraktńı množiny
X se ted’ přesuneme do prostoru Rn.

Definice 1.2.1 (Spočetné pokryt́ı). Bud’te Pi podmnožiny Rn, i ∈ N. Necht’

P =
∞⋃
i=1

Pi.

Potom množině P ř́ıkáme spočetné pokryt́ı množiny M ⊂ Rn právě tehdy, když plat́ı

M ⊆ P. (1.2.1)

Poznámka 1.2.2. Spočetným pokryt́ım je také konečné pokryt́ı

P =

n⋃
i=1

Pi,

kde n je konečné přirozené č́ıslo.

Definice 1.2.3 (Eukleidovská metrika). Necht’ a, b ∈ Rn. Zobrazeńı ρ : Rn × Rn 7→ R ve
tvaru

ρ (a, b) :=
√

(a1 − b1)2 + ...+ (an − bn)2, (1.2.2)

kde a, b ∈ Rn, nazveme eukleidovskou metrikou na Rn.

Definice 1.2.4 (Diametr). Necht’ M ⊂ Rn. Č́ıslo

d(M) = sup
x,y∈M

ρ(x, y), (1.2.3)

které charakterizuje vzdálenost dvou navzájem nejvzdáleněǰśıch prvk̊u množiny M , nazveme
diametrem množiny M.

Př́ıklad 1.2.5. Diametrem reálného otevřeného intervalu je jeho délka, diametrem kruhu v
rovině je jeho pr̊uměr. Diametrem elipsy je vzdálenost mezi oběma pr̊useč́ıky elipsy s př́ımkou
procházej́ıćı jej́ımi ohnisky. V prostoru R3 je diametrem koule jej́ı pr̊uměr.



Hausdorffova vněǰśı mı́ra a Hausdorffova mı́ra 7

Definice 1.2.6 (ε-pokryt́ı). Necht’ ε je kladné, reálné č́ıslo. Bud’

P =

∞⋃
i=1

Pi

spočetné pokryt́ı množiny M ⊂ Rn. Řekneme, že toto pokryt́ı je ε-pokryt́ı právě tehdy, když

d(Pi) ≤ ε (1.2.4)

pro všechny množiny Pi ∈ P .

V kapitole 1.1 byly zavedeny některé abstraktńı pojmy, s nimiž můžeme ztotožnit některé
objekty definované nyńı. Výchoźı množinovou funkćı pro konstrukci Hausdorffovy mı́ry je di-
ametr množiny, výchoźım množinovým systémem jsou všechny podmnožiny Rn, u nichž má
smysl o diametru hovořit a u nichž je diametr menš́ı než dané ε. Nyńı už zbývá zkonstruovat
Hausdorffovu vněǰśı mı́ru, z ńıž d́ıky Větě 1.1.15 po restrikci na měřitelné množiny “zadarmo”
źıskáme mı́ru.

Definice 1.2.7. Necht’ M ⊂ Rn. Potom pro ε > 0 a s ≥ 0 bud’

Hsε(M) = inf
{ ∞∑
i=1

(d(Pi))
s : M ⊆ ∪Pi, d(Pi) ≤ ε

}
, (1.2.5)

č́ıslu s ř́ıkáme rozměr a množiny Pi tvoř́ı ε - pokryt́ı množiny M .

Vzhledem k tomu, že množinu M se snaž́ıme pokrýt co nejpřesněji, je přirozené uvažovat
velmi malá kladná ε, pro něž se ε-pokryt́ımi nejv́ıce přibĺıž́ıme množině M . Konkrétně
uvažujeme ε→ 0+. To vede k definici Hausdorffovy vněǰśı mı́ry:

Definice 1.2.8 (Hausdorffova vněǰśı mı́ra rozměru s).

Hs(M) = lim
ε→0+

Hsε(M). (1.2.6)

Zobrazeńı Hs, M 7→ Hs(M) ř́ıkáme Hausdorffova vněǰśı mı́ra (rozměru s).

Poznámka 1.2.9 (Existence limity 1.2.6). Hodnota d(Pi), t́ım pádem i d(Pi))
s je kladné,

konečné reálné č́ıslo. Výraz 1.2.5 je infimem ze sumy těchto kladných č́ısel. Pro ε → 0+ se
množina možných r̊uzných pokryt́ı zmenšuje, a tedy z vlastnost́ı infima vyplývá, že

ε→ 0+ ⇒ ε 7→ Hsε(M) je rostoućı funkce. (1.2.7)

Z výše uvedeného vyplývá, že limita 1.2.6 může nabývat pouze nezáporných reálných hodnot,
nuly, nebo je to +∞.

Zjistili jsme tedy, že výsledná hodnota Hs(M) lež́ı v intervalu [0,+∞]. Dá se také ukázat,
že pro některá s splývá Hausdorffova mı́ra s mı́rou Lebesgueovou (viz [11]), a proto ji také
můžeme považovat za určité zobecněńı pojmu objem.
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Poznámka 1.2.10. Pro množinu M výraz Hs(M) s rostoućım s klesá, protože z nerovnost́ı

0 < d(Pi) ≤ ε < 1 (1.2.8)

vyplývá, že
s1 < s2 ⇒ (d(Pi))

s1 > (d(Pi))
s2 . (1.2.9)

Zobrazeńı Hs(·), které jsme definovali, nazýváme Hausdorffova vněǰśı mı́ra a tvrd́ıme o
něm (viz začátek této podkapitoly 1.2), že je na µ∗-měřitelných množinách z Definice 1.1.14
mı́rou. V prvńı řadě je ovšem nezbytné ověřit, že jde skutečně o vněǰśı mı́ru. Ukážeme, že
Hausdorffova vněǰśı mı́ra má vlastnosti vněǰśı mı́ry z Definice 1.1.10 a využit́ım zmiňované
podmı́nky (1.1.5) źıskáme mı́ru na σ-algebrách z 2R

n
. Tento postup pocháźı z [10], strana 398,

poznámka 51.37. Důkazy jsou převzaty z [12] a upraveny (totéž plat́ı také pro podkapitolu
1.4).

Věta 1.2.11. Hausdorffova s-rozměrná vněǰśı mı́ra prázdné množiny je nula, tedy

Hs(∅) = 0 pro libovolné s ∈ R+
0 .

Důkaz.
Prázdnou množinu můžeme pokrýt jednou množinou, např. kouĺı o diametru ε. Tedy

0 ≤ Hsε(∅) = inf
(∑
Pj∈P

(d(Pj))
s
)
. (1.2.10)

Vzhledem k tomu, že k pokryt́ı stač́ı jedna množina Pj = P , vyskytuje se v sumě pouze jeden
člen a d(Pj) = ε. Plat́ı:

0 ≤ Hsε(∅) = inf εs. (1.2.11)

Pro ε→ 0+ a pevné s pak
εs → 0+, a tedy Hs(∅) = 0. (1.2.12)

�

Věta 1.2.12. Necht’ M ⊂ Rn, O ⊂ Rn a M ⊂ O. Potom Hs(M) ≤ Hs(O).

Důkaz
Protože M ⊂ O, je zřejmě každé ε-pokryt́ı množiny O také pokryt́ım M , které může být ale
zbytečně rozsáhlé. Na výběr tak ještě mohou existovat některá daľśı pokryt́ı, která pokryj́ı M ,
ale už nepokryj́ı O. (Tj. množina možných pokryt́ı M je větš́ı). Z vlastnost́ı infima vyplývá:

Hsε(M) ≤ Hsε(O). (1.2.13)

Tedy i v př́ıpadě, že ε→ 0+, plat́ı

Hs(M) ≤ Hs(O). (1.2.14)

�
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Věta 1.2.13. Necht’ (Mi) je posloupnost navzájem disjunktńıch množin v Rn. Potom

Hs
( ∞⋃
i=1

Mi

)
≤
∞∑
i=1

Hs(Mi). (1.2.15)

Důkaz

Předpokládejme, že součet
∞∑
i=1
Hsε(Mi) je pro nějaké ε-pokryt́ı posloupnosti množin Mi koneč-

ný. Z definice infima vyplývá, že každou množinu Mi z dané posloupnosti množin lze pokrýt
množinami Pi,j tak, že plat́ı

Hsε(Mi) ≤
( ∞∑
j=1

(d(Pi,j))
s
)
< Hsε(Mi) + βi(ε), (1.2.16)

kde βi jsou kladné funkce ε takové, že splňuj́ı ε → 0+ ⇒ βi(ε) → 0+. Množiny Pi,j , i, j ∈ N
tvoř́ı ε-pokryt́ı množiny

⋃
i
Mi, tedy plat́ı

Hsε
(∞⋃

i

Mi

)
≤
∞∑
i=1

( ∞∑
j=1

(d(Pi,j))
s
)
. (1.2.17)

Zvoĺıme-li nyńı funkci βi ve tvaru βi(ε) = ε
2i

(stač́ı zvolit jakékoli funkce βi, které pro ε→ 0+

jdou k nule zprava a jejich součet
∞∑
i=1

βi(ε) = ε (to bude využito v daľśım kroku d̊ukazu), tedy

např. βi(ε) = (n−1)·ε
ni , n ≥ 2, n ∈ N), plat́ı tyto nerovnosti:

Hsε
(∞⋃

i

Mi

)
≤
∞∑
i=1

( ∞∑
j=1

(d(Pi,j))
s
)
≤
∞∑
i=1

(
Hsε(Mi) +

ε

2i

)
= ε+

∞∑
i=1

Hsε(Mi). (1.2.18)

Nerovnosti v (1.2.18) plat́ı pro jakékoli kladné ε, z čehož vyplývá, že limitńım přechodem
dostaneme

Hs
(⋃

i

Mi

)
≤
∞∑
i=1

Hs(Mi). (1.2.19)

�

Uvedená tři tvrzeńı tedy dokazuj́ı, že definované zobrazeńı Hs(·) má vlastnosti vněǰśı mı́ry, a
tedy na množinách σ-algebry (splňuj́ıćıch vztah 1.1.5 z prvńı kapitoly) je Hausdorffova vněǰśı
mı́ra skutečně také mı́ra.

1.3 Hausdorffova dimenze

V minulé podkapitole představená Hausdorffova mı́ra úzce souviśı s tzv. rozměrem s. Nyńı
ukážeme jeho význam definićı Hausdorffovy dimenze a posléze objasńıme jej́ı vztah k hodnotě
Hausdorffovy mı́ry dané množiny.

Definice 1.3.1 (Hausdorffova dimenze). Č́ıslu

dimH(M) = sup{s : Hs(M) > 0} (1.3.1)

ř́ıkáme Hausdorffova dimenze množiny M.



Hausdorffova dimenze 10

Pozorováńı 1.3.2 (Dimenze prázdné množiny). Již jsme ukázali, že

Hs(∅) = 0

pro libovolné s ∈ [0,∞]. Neexistuje tedy takové s, pro které by byla Hausdorffova mı́ra
prázdné množiny nenulová, neboli množina takových př́ıpustných s je prázdná. Z toho plyne

dimH(∅) = sup{s : Hs(∅) > 0} = sup{∅}.

Supremum prázdné množiny se běžně definuje jako −∞, z čehož vyplývá, že

dimH(∅) = sup{∅} = −∞. (1.3.2)

Nyńı se budeme zabývat hodnotami Hausdorffovy mı́ry v závislosti na rozměru s, č́ımž
ukážeme význam Hausdorffovy dimenze.

Lemma 1.3.3. Necht’ M ⊂ Rn a r > s > 0 jsou reálná č́ısla. Potom

Hrε(M) ≤ εr−s · Hsε(M). (1.3.3)

Důkaz
Necht’ množiny Pi jsou ε-pokryt́ım množiny M . Potom

Hrε(M) = inf(
∑
i

(d(Pi))
r) = inf(

∑
i

(d(Pi))
s·(d(Pi))

r−s) ≤ inf(εr−s·
∑
i

(d(Pi))
s) ≤ εr−s·Hsε(M),

přičemž εr−s je konstanta a lze ji tedy ze sumy vytknout.

�

Věta 1.3.4. Bud’te r > s > t > 0 reálná č́ısla a M ⊂ Rn. Potom plat́ı následuj́ıćı vztahy:

∞ > Hs(M)⇒ Hr(M) = 0 (1.3.4)

a
Hs(M) > 0⇒ Ht(M) =∞. (1.3.5)

Důkaz
Pomoćı Lemmatu 1.3.3 źıskáme nerovnosti

Hrε(M) ≤ εr−s · Hsε(M) (1.3.6)

a

Htε(M) ≥ H
s
ε(M)

εs−t
. (1.3.7)

Jde-li ε k nule zprava, potom

Hr(M) = 0 a Ht(M) =∞. (1.3.8)

�

Pozorováńı 1.3.5. Z předchoźı věty vyplývá, že Hausdorffova mı́ra množiny M nabývá
hodnot 0 nebo ∞, až na č́ıslo s. Právě toto s z předpoklad̊u Věty 1.3.4 je Hausdorffovou
dimenźı množiny M - přesně podle definice je to největš́ı rozměr Hausdorffovy mı́ry, pro nějž
je ještě nenulová. Poznatky o Hausdorffově dimenzi tak můžeme shrnout do tř́ı vztah̊u:
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• Hs(M) =∞ pro s < dimH(M)

• Hs(M) = 0 pro s > dimH(M)

• Hs(M) ∈ R+ ∪∞ pro s = dimH(M).

Nakonec si sṕı̌se jen pro doplněńı terminologie uvedeme následuj́ıćı definici.

Definice 1.3.6 (s-množina). Necht’ 0 ≤ s ≤ 1. Množina M ⊂ Rn se nazývá s-množina,
jestliže je jej́ı Hausdorffova mı́ra rozměru s konečné, kladné č́ıslo. Tedy plat́ı

0 < Hs(M) <∞, neboli s = dimH(M). (1.3.9)

Př́ıklad 1.3.7. Libovolná podmnožina Rn tvořená konečným počtem bod̊u je 0-množinou
a reálné intervaly jsou 1-množiny, jak je vysvětleno v následuj́ıćı kapitolce. Dále se v textu
setkáme s fraktálńı množinou jménem Cantorovo diskontinuum, které je, jak bude dokázáno,
log3(2)-množinou.

1.4 Daľśı vlastnosti Hausdorffovy mı́ry

Věta 1.4.1. Bud’ M konečná podmnožina Rn tvořená k body. Potom hodnota 0-rozměrné
mı́ry H0(M) je rovna počtu bod̊u tvoř́ıćıch množinu M , tedy

H0(M) = k.

Důkaz
Necht’ množiny Pi jsou ε-pokryt́ım množinyM . Zřejmě pro každou množinu Pi plat́ı (d(Pi)

0) =

1, tedy
∑
i

(d(Pi)
0) je počet množin Pi. Protože je M tvořena k body, plat́ı

H0
ε(M) ≤

k∑
i=1

ε0 = k. (1.4.1)

Pro libovolné kladné ε plat́ı ε0 = 1, tedy i pro ε→ 0+. To znamená, že

H0(M) = k. (1.4.2)

�

Poznámka 1.4.2. Zobrazeńı H0(·) z Věty 1.4.1 se nazývá také aritmetická mı́ra.

Věta 1.4.3. Necht’ M je konečná podmnožina Rn tvořená k body a s > 0. Potom

Hs(M) = 0. (1.4.3)

Důkaz
Množinu M pokryjeme koulemi o diametru ε a středy v bodech tvoř́ıćıch M . Plat́ı:

Hsε(M) ≤
k∑
i=1

εs, (1.4.4)

kde k je konečné přirozené č́ıslo. Potom pro ε→ 0+

Hs(M) = 0. (1.4.5)

�
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Věta 1.4.4. V prostoru reálných č́ısel R splývá jednorozměrná Hausdorffova mı́ra H1(·) s
Lebesgueovou mı́rou λ(·).

Důkaz
Nejprve zvoĺıme reálný interval I s konečnou délkou `(I), kde

`(I) = sup I − inf I, kde sup I := b, inf I := a. (1.4.6)

Interval I = (a, b) lze rozdělit pomoćı bod̊u xi tak, že

a = x0 < x1 < ... < xn = b. (1.4.7)

∀ε > 0 je možné dále zavést takové děleńı intervalu, že

∀i ∈ 0, 1, ..., (n− 1) : xi+1 − xi ≤ ε. (1.4.8)

Bez újmy na obecnosti může být př́ıkladem takového děleńı rozděleńı na n stejně dlouhých
interval̊u

∀ε > 0 ∃n ∈ N : `(I) = n · b− a
n

, kde
b− a
n
≤ ε. (1.4.9)

Interval I je tedy pokryt spočetným systémem n stejně dlouhých interval̊u [xi, xi+1], přičemž
ε→ 0+ ⇒ n→∞. Plat́ı:

H1(I) = lim
n→∞

inf
( n∑
i=1

((d([xi, xi+1]))
1
)

= lim
n→∞

inf
(
n · b− a

n

)
= b− a = λ(I). (1.4.10)

Na jednorozměrném reálném intervalu tedy skutečně odpov́ıdá Hausdorffova mı́ra H1(·) mı́̌re
Lebesgueově.

�

S následuj́ıćı definićı se lze setkat v [1].

Definice 1.4.5 (σ-konečná mı́ra). Necht’ (X,Σ, µ) je prostor s mı́rou. Existuj́ı-li množiny
X1, X2, ... ∈ Σ takové, že ⋃

i∈N
Xi = X a ∀i ∈ N : µ(Xi) <∞,

řekneme, že mı́ra µ je v X σ-konečná.

Př́ıklad 1.4.6. Jednoduchým př́ıkladem σ-konečné mı́ry je Lebesgueova mı́ra v R. Celou
reálnou osu můžeme pokrýt spočetným systémem neprázdných interval̊u konečné délky (a
tedy i konečné Lebesgueovy mı́ry). Dle Věty 1.4.4 lze jednorozměrnou Hausdorffovu mı́ru
H1(·) ztotožnit s mı́rou Lebesgueovou. To ale znamená, že H1(·) je také σ-konečná. Jiným
př́ıpadem je ovšem Hausdorffova mı́ra rozměru s, kde 0 ≤ s < 1.

Věta 1.4.7. Necht’ 0 ≤ s < 1. Potom Hausdorffova mı́ra Hs(·) neńı na R σ-konečná.
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Důkaz
Z Věty 1.4.1 vyplývá, že mı́ra H0(·) je vlastně aritmetickou mı́rou a jako taková nemůže být
pro reálný interval nenulové délky konečná, nav́ıc množinami, které obsahuj́ı konečný počet
bod̊u, nelze R pokrýt.
V př́ıpadě, že 0 < s < 1, použijeme Větu 1.3.4. Protože pro libovolný neprázdný interval
I ⊂ R plat́ı, že H1(I) = λ(I) (viz Věta 1.4.4), je zřejmé, že H1(I) > 0. Užit́ım Věty 1.3.4
zřejmě Hs(I) =∞ a tato mı́ra tedy nemůže být σ-konečná.

�

Po uvedeńı některých zaj́ımavých vlastnost́ı je vhodné na závěr této podkapitoly upo-
zornit na d̊uležitý fakt, že pro měńıćı se s se měńı pro danou množinu na daném prostoru
nejen hodnota Hausdorffovy mı́ry, ale poměrně značně se může měnit i charakter zobrazeńı
Hs(·), některé vlastnosti se mohou s klesaj́ıćım s ztrácet (př́ıkladem budiž právě ona σ-
konečnost mı́ry). Hausdorffovu mı́ru tedy nelze zcela chápat jako jednu mı́ru, ale sṕı̌se jako
celou množinu měr, které mohou mı́t v závislosti na rozměru s r̊uzné vlastnosti.

1.5 Zobecněńı

Výše jsme si tedy ukázali, že pojem Hausdorffova mı́ra je poměrně obecný. V obecnosti je
však možno zaj́ıt dále, Hausdorffova mı́ra tak, jak jsme ji definovali, lze ještě zobecnit volbou
jiné množinové funkce, než je (d(Pi))

s. Taková funkce ovšem muśı splňovat jisté předpoklady,
neboli požadujeme, aby některé vlastnosti funkce (d(Pi))

s z̊ustaly zachovány. Definice v této
podkapitole jsou převzaty z knih [13], [11] a z článku [15].

Definice 1.5.1 (Zprava spojitá funkce). Necht’ funkce f : R→ R. Řekneme, že f je v bodě
x0 spojitá zprava, jestliže existuje limita

lim
x→x+0

f(x) = f(x0). (1.5.1)

Definice 1.5.2 (Indexová funkce). Bud’ l > 0. Necht’ ψ : [0, l) → [0,∞) je rostoućı, zprava
spojitá funkce taková, že

ψ(0) = 0. (1.5.2)

Takové funkci ψ ř́ıkáme indexová funkce.

Nyńı již můžeme přej́ıt k definici obecněǰśı Hausdorffovy mı́ry.

Definice 1.5.3. Necht’ M ⊂ Rn. Potom pro ε > 0 a indexovou funkci ψ bud’

Hψε (M) = inf
{ ∞∑
i=1

ψ(d(Pi)) : M ⊆ ∪Pi, d(Pi) ≤ ε
}
. (1.5.3)

V následuj́ıćı definici již tedy nemá smysl hovořit o rozměru s.

Definice 1.5.4 (Hausdorffova vněǰśı mı́ra).

Hψ(M) = lim
ε→0+

Hψε (M). (1.5.4)

Zobrazeńı Hψ: M 7→ Hψ(M) se nazývá Hausdorffova vněǰśı mı́ra vzhledem k indexové funkci
ψ.
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Ted’ už stač́ı jen ukázat (stejně jako v kapitole 1.2), že zobrazeńı M 7→ Hψ(M) opravdu
má vlastnosti vněǰśı mı́ry, která na množinách σ-algebry splňuj́ıćıch podmı́nku Věty 1.1.15
je také mı́rou. Toho dosáhneme formulováńım tř́ı pomocných tvrzeńı, d́ıky nimž ověř́ıme
vlastnosti vněǰśı mı́ry. Důkazy budou velice podobné d̊ukaz̊um v kapitole 1.2 u vět 1.2.11,
1.2.12 a 1.2.13.

Věta 1.5.5. Hausdorffova vněǰśı mı́ra prázdné množiny Hψ(∅) = 0 pro libovolnou indexovou
funkci ψ.

Důkaz.
Prázdnou množinu i v tomto př́ıpadě pokryjeme kouĺı o diametru ε. Tedy

0 ≤ Hψε (∅) = inf
(∑
Pj∈P

ψ(d(Pj))
)
. (1.5.5)

V sumě se vyskytuje jen jeden člen a d(Pj) = ε. Plat́ı:

0 ≤ Hψε (∅) = inf ψ(ε). (1.5.6)

Funkce ψ je indexová, tedy rostoućı, zprava spojitá a nav́ıc ψ(0) = 0. Pro ε→ 0+ tedy plat́ı

ψ(ε)→ 0+, a tedy Hψ(∅) = 0. (1.5.7)

�

Věta 1.5.6. Necht’ M ⊂ Rn, O ⊂ Rn a M ⊂ O. Potom Hψ(M) ≤ Hψ(O).

Důkaz
Důkaz je prakticky totožný s d̊ukazem Věty 1.2.12, zde tedy pouze budeme konstatovat, že i
v tomto obecněǰśım tvrzeńı d́ıky množstv́ı možných pokryt́ı a vlastnostem infima plat́ı, že

Hψε (M) ≤ Hψε (O). (1.5.8)

Tedy i pro ε→ 0+ plat́ı
Hψ(M) ≤ Hψ(O). (1.5.9)

�

Věta 1.5.7. Necht’ (Mi) je posloupnost disjunktńıch množin v Rn. Potom

Hψ
( ∞⋃
i=1

Mi

)
≤
∞∑
i=1

Hψ(Mi). (1.5.10)

Důkaz
I d̊ukaz třet́ıho tvrzeńı je velmi bĺızký d̊ukazu Věty 1.2.13 a opět spoč́ıvá ve vhodné volbě
funkce βi(·), která je využita pro omezeńı Hausdorffovy mı́ry jednotlivých množin Mi. Tedy

opět za předpokladu, že výraz
∞∑
i=1
Hψε (Mi) < ∞ pro nějaké ε-pokryt́ı posloupnosti množin

Mi vyplývá z definice infima, že každou množinu Mi z dané posloupnosti množin lze pokrýt
množinami Pi,j takovými, že plat́ı

Hψε (Mi) ≤
( ∞∑
j=1

ψ(d(Pi,j))
)
< Hψε (Mi) + βi(ε), (1.5.11)
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kde βi jsou kladné funkce ε s vlastnost́ı

ε→ 0+ ⇒ βi(ε)→ 0+. (1.5.12)

Množiny Pi,j , i, j ∈ N tvoř́ı ε-pokryt́ı sjednoceńı
⋃
i
Mi, tedy plat́ı

Hψε
(∞⋃

i

Mi

)
≤
∞∑
i=1

( ∞∑
j=1

ψ(d(Pi,j))
)
. (1.5.13)

Zvoĺıme-li nyńı funkce βi(·) ve tvaru βi(ε) = ε
2i

(obecně stač́ı zvolit funkce tak, jak bylo
naznačeno v d̊ukazu Věty 1.2.13), jsou v platnosti tyto nerovnosti:

Hψε
(∞⋃

i

Mi

)
≤
∞∑
i=1

( ∞∑
j=1

ψ(d(Pi,j))
)
≤
∞∑
i=1

(
Hψε (Mi) +

ε

2i

)
= ε+

∞∑
i=1

Hψε (Mi). (1.5.14)

Uvedené nerovnosti jsou ale splněny pro jakékoli kladné ε, a tedy

Hψ
(⋃

i

Mi

)
≤
∞∑
i=1

Hψ(Mi). (1.5.15)

�

Z předchoźıch tř́ı tvrzeńı vyplývá, že i zobrazeńı Hψ(·) definované na bázi indexové funkce
je vněǰśı mı́rou, to znamená, že na množinách σ-algebry, pro něž plat́ı vztah 1.1.5 z prvńı
kapitoly, je Hausdorffova vněǰśı mı́ra také mı́ra.

Po definici obecněǰśı varianty Hausdorffovy mı́ry si nyńı na třech př́ıkladech (v R) předve-
deme, jak může tato mı́ra konkrétně vypadat.

Př́ıklad 1.5.8 (Hausdorffova mı́ra pro ψ(d(Pi)) = ed(Pi) − 1). Nejprve muśıme ověřit, že
funkce

ψ(d(Pi)) = ed(Pi) − 1 (1.5.16)

je skutečně indexovou funkćı. Toho dosáhneme poměrně snadno, protože daná funkce je
rostoućı a spojitá (tedy i zprava spojitá), nav́ıc

e0 = 1 ⇒ e0 − 1 = 0.

Zadaná funkce je tedy opravdu indexovou funkćı dle Definice 1.5.2. Nyńı budeme zkoumat,
jakou Hausdorffovu mı́ru vzhledem k této indexové funkci má reálný interval [a, b]. Nejprve
muśıme nalézt vhodné ε-pokryt́ı. Bez újmy na obecnosti můžeme interval [a, b] ekvidistantně
rozdělit na n podinterval̊u délky b−a

n , kde b−a
n ≤ ε. Plat́ı:

n∑
i=1

ψ
(b− a

n

)
= n · ψ

(b− a
n

)
, (1.5.17)

a tedy

Hψ([a, b]) = lim
ε→0

inf
(
n · ψ

(b− a
n

))
,

b− a
n
≤ ε. (1.5.18)
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To je ekvivaleńı s limitou

Hψ([a, b]) = lim
n→∞

inf
(
n · ψ

(b− a
n

))
. (1.5.19)

Po dosazeńı za ψ a po úpravách:

Hψ([a, b]) = lim
n→∞

inf((n · e
b−a
n )− n). (1.5.20)

Protože (n · e
b−a
n )− n je klesaj́ıćı posloupnost, plat́ı

inf((n · e
b−a
n )− n) = lim

n→∞
((n · e

b−a
n )− n) = b− a. (1.5.21)

To znamená, že
Hψ([a, b]) = lim

n→∞
b− a = b− a = H1([a, b]). (1.5.22)

Tato na prvńı pohled překvapivá shoda má ovšem jednoduchou př́ıčinu. V okoĺı nuly se
funkce x a ex − 1 chovaj́ı velmi podobně, neboli

x ≈ ex − 1, x ∈ (−ε, ε), ε > 0. (1.5.23)

0.05 0.10 0.15 0.20
x

0.05

0.10

0.15

0.20

Obrázek 1: Srovnáńı funkćı x (červená) a ex − 1 (zelená) v pravém okoĺı nuly

V daľśıch dvou př́ıkladech ukážeme, pro které indexové funkce Hausdorffova mı́ra reálného
intervalu [a, b] s mı́rou H1([a, b]) nesplývá.

Př́ıklad 1.5.9 (Hausdorffova mı́ra pro ψ(d(Pi)) = cosh(d(Pi))−1). Opět je nezbytné napřed
ověřit, že funkce

ψ(d(Pi)) = cosh(d(Pi))− 1 (1.5.24)

je indexovou funkćı. To je i v tomto př́ıpadě velmi snadné ukázat, protože daná funkce je v
R+
0 rostoućı a spojitá (tedy i zprava spojitá), nav́ıc

cosh(0) = 1 ⇒ cosh(0)− 1 = 0.
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Zadaná funkce je tedy i zde funkćı indexovou. Tak jako v minulém př́ıkladě budeme zkoumat,
jakou Hausdorffovu mı́ru vzhledem k této indexové funkci má reálný interval [a, b]. Ten po-
kryjeme stejným zp̊usobem, tj. interval [a, b] bez újmy na obecnosti ekvidistantně rozděĺıme
na n podinterval̊u délky b−a

n , kde b−a
n ≤ ε. Tedy plat́ı vztah (1.5.17) a to znamená, že

Hψ([a, b]) = lim
ε→0

inf
(
n · ψ

(b− a
n

))
,

b− a
n
≤ ε. (1.5.25)

To opět přeformulujeme na limitu

Hψ([a, b]) = lim
n→∞

inf
(
n · ψ

(b− a
n

))
. (1.5.26)

Po dosazeńı za ψ a po jednoduchých úpravách:

Hψ([a, b]) = lim
n→∞

inf
((
n · cosh

(b− a
n

)
− n

))
. (1.5.27)

Protože také (n · cosh( b−an ))− n je klesaj́ıćı posloupnost, plat́ı

inf((n · e
b−a
n )− n) = lim

n→∞
((n · e

b−a
n )− n) = 0. (1.5.28)

Z toho ale plyne, že
Hψ([a, b]) = 0 < b− a = H1([a, b]). (1.5.29)

V pravém okoĺı nuly je funkce x mnohem větš́ı než indexová funkce cosh(x) − 1 (viz
Obrázek 2), neboli

∀ε ∈ (0, 1)∀x ∈ (0, ε) : x > cosh(x)− 1, (1.5.30)

takže pro velká n plat́ı nerovnost

n∑
i=1

ψ
(b− a

n

)
<

n∑
i=1

b− a
n

.

Nyńı si uvedeme posledńı d̊uležitý př́ıklad, jehož výsledek je přesně opačný, než u př́ıkladu
předchoźıho.

Př́ıklad 1.5.10 (Hausdorffova mı́ra pro ψ(d(Pi)) = arccosh(d(Pi) + 1)). Na úvod i nyńı
ověř́ıme, že

ψ(d(Pi)) = arccosh(d(Pi) + 1) (1.5.31)

je skutečně indexovou funkćı. Vzhledem k tomu, že daná funkce je v R+
0 rostoućı a spojitá

(t́ım pádem zprava spojitá), nav́ıc

ψ(0) = arccosh(1) = 0,

je tedy ψ(.) opravdu indexovou funkćı dle Definice 1.5.2. I v posledńım př́ıkladu se bu-
deme zabývat Hausdorffovou mı́rou reálného intervalu [a, b] vzhledem k této indexové funkci.
Zvoĺıme totožné ε-pokryt́ı jako v minulých př́ıkladech (ekvidistantńı rozděleńı [a, b] na n po-
dinterval̊u délky b−a

n , kde b−a
n ≤ ε). Úvodńı tři kroky výpočtu proběhnou stejně, tedy opět

plat́ı vztah (1.5.17). Výraz (1.5.18) převedeme na

Hψ([a, b]) = lim
n→∞

inf
(
n · ψ

(b− a
n

))
. (1.5.32)
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Obrázek 2: Srovnáńı funkćı x (červená) a cosh(x)− 1 (zelená) v pravém okoĺı nuly

Dosad́ıme ψ(·) = arccosh(·+ 1) a uprav́ıme.

Hψ([a, b]) = lim
n→∞

inf
((
n · arccosh

(b− a
n

+ 1
)))

. (1.5.33)

Protože n · arccosh( b−an + 1) je rostoućı posloupnost, muśıme tentokrát postupovat jinak. V
Poznámce 1.2.9 jsme se už zabývali t́ım, že

inf
{∑

d(Pi)
s : d(Pi) ≤ ε

}
je pro ε→ 0+ rostoućı. Tato úvaha se neměńı ani pro indexové funkce ψ(·). Tedy plat́ı:

n→ +∞ ⇒ inf
(
n · arccosh

(b− a
n

+ 1
))
→ +∞.

Proto můžeme rovnou psát:

Hψ([a, b]) = lim
n→∞

inf
(
n · arccosh

(b− a
n

+ 1
))

= +∞ > b− a = H1([a, b]). (1.5.34)

V pravém okoĺı nuly je funkce x mnohem menš́ı než arccosh(x+ 1), neboli

∀ε ∈ (0, 1)∀x ∈ (0, ε) : x < arccosh(x+ 1). (1.5.35)

Z toho vyplývá, že součty hodnot indexové funkce splňuj́ı nerovnost

n∑
i=1

ψ
(b− a

n

)
>

n∑
i=1

b− a
n

pro velká n.
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Uvedené př́ıklady nás přivád́ı k myšlence, neńı-li možné nějak odhadnout hodnotu obecné
Hausdorffovy mı́ry podle klasifikace výchoźı indexové funkce ψ, ideálně při porovnáńı s s-
rozměrnou Hausdorffovou mı́rou. Tuto myšlenku formulujeme jako následuj́ıćı pozorováńı.

0.05 0.10 0.15 0.20
x

0.1
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0.3
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Obrázek 3: Srovnáńı funkćı x (červená) a arccosh(x+ 1) (zelená) v pravém okoĺı nuly

Pozorováńı 1.5.11. Bud’te M ∈ Rn a
⋃
i
Pi ε-pokryt́ı M . Necht’ Hs(·) je Hausdorffova mı́ra

rozměru s, necht’ Hψ(·) je Hausdorffova mı́ra vzhledem k indexové funkci ψ. Potom

1. d(Pi)
s ≈ ψ(d(Pi)) ⇒ Hs(M) ≈ Hψ(M),

2.
(
d(Pi)

s � ψ(d(Pi)) ∧ Hs(M) ∈ (0,∞)
)
⇒ Hψ(M) = 0,

3.
(
d(Pi)

s � ψ(d(Pi)) ∧ Hs(M) ∈ (0,∞)
)
⇒ Hψ(M) =∞,

4.
(
d(Pi)

s < ψ(d(Pi)) ∧ Hs(M) = 0
)
⇒ Hψ(M) = 0,

5.
(
d(Pi)

s > ψ(d(Pi)) ∧ Hs(M) =∞
)
⇒ Hψ(M) =∞.

Nejprve objasńıme volbu symbol̊u �,�,≈. Těmito symboly vyjadřujeme, že hodnoty
daných indexových funkćı jsou bud’ převážně mnohem menš́ı, mnohem větš́ı, př́ıpadně na
nějakém intervalu přibližně stejné jako hodnoty porovnávané s-té mocniny. Formulace “převá-
žně mnohem menš́ı”nekoresponduje s lokálńım chováńım indexové funkce v pravém okoĺı nuly,
ale s globálńım chováńım funkce pro argument jdoućı do nekonečna. Pro ilustraci tohoto jevu
a pro porovnáńı se třemi uvedenými př́ıklady indexových funkćı (doporučujeme porovnat s
Obrázky 1, 2 a 3) předkládáme následuj́ıćı obrázky.
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Obrázek 4: Globálńı pohled na indexovou funkci ex − 1 (zelená) v porovnáńı s x (červená)

Funkce ex− 1 se tedy chová přibližně stejně jako funkce x pouze v pravém okoĺı nuly, pro
rostoućı argument má mnohem rychleǰśı r̊ust než x. Na daľśıch obrázćıch (Obrázek 5 a 6) si
můžeme všimnout, že funkce cosh(x) − 1 a arccosh(x + 1) se pro velké hodnoty argument̊u
chovaj́ı přesně opačně, než v pravém okoĺı nuly. Proto např. výraz

d(Pi)
s � ψ(d(Pi))

ve skutečnosti znamená, že v okoĺı nuly nabývá indexová funkce ψ(.) mnohem menš́ıch hodnot
než daná s-tá mocnina.
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Obrázek 5: Globálńı pohled na indexovou funkci cosh(x)−1 (zelená) v porovnáńı s x (červená)
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Obrázek 6: Globálńı pohled na indexovou funkci arccosh(x + 1) (zelená) v porovnáńı s x
(červená)

Zavedeme-li uspořádáńı (viz [13], strana 78) na množině indexových funkćı ve tvaru

ψ1 ≺ ψ2 ⇔ lim
x→0

ψ2(x)

ψ1(x)
= 0, (1.5.36)

lze uvedené pozorováńı spolu s Větou 1.3.4 zastřešit dvěma porovnávaćımi větami (viz [13],
Theorem 40 a jeho d̊usledek). Tato tvrzeńı uvedeme v mı́rně upraveném zněńı a bez d̊ukaz̊u,
které jsou provedeny také v knize [13].

Věta 1.5.12. Necht’ ψ1, ψ2 jsou indexové funkce, ψ1 ≺ ψ2. Bud’ M ⊂ Rn. Jestlǐze

Hψ1(M) ∈ (0,∞),

pak
Hψ2(M) = 0.

Důsledek 1.5.13. Necht’ ψ1, ψ2, ψ3 jsou indexové funkce, necht’

ψ1 ≺ ψ2 ≺ ψ3.

Dále bud’ M ∈ Rn. Jestlǐze
Hψ2(M) ∈ (0,∞),

potom
Hψ1(M) =∞ ∧ Hψ3(M) = 0.

V tuto chv́ıli, po formulováńı všech potřebných tvrzeńı a po provedeńı několika pozorováńı,
už máme dostatek poznatk̊u o chováńı Hausdorffovy mı́ry a můžeme přej́ıt ke kapitole týkaj́ıćı
se Hausdorffova integrálu.
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2 Hausdorff̊uv integrál

Podobně, jako je definován integrál podle Lebesgueovy mı́ry (viz [11]), lze zavést integrál
podle Hausdorffovy mı́ry, pro nějž budeme kv̊uli zjednodušeńı názvoslov́ı v daľśım textu už́ıvat
názvu Hausdorff̊uv integrál. K definici Hausdorffova integrálu tedy využijeme klasickou teorii
abstraktńıho Lebesgueova integrálu, s ńıž souviśı několik d̊uležitých pojmů, které si na úvod
definujeme. Čerpáno je z [1] a [11].

2.1 Měřitelné zobrazeńı, abstraktńı Lebesgue̊uv integrál

Definice 2.1.1 (Měřitelné zobrazeńı). Necht’ (X,Σ)) a (Y, T ) jsou měřitelné prostory. Necht’

D ∈ Σ. Zobrazeńı ϕ : D → Y je měřitelné, jesliže

∀E ∈ T existuje inverze ϕ−1(E) ∈ Σ. (2.1.1)

Základńı vlastnost́ı, kterou muśı funkce mı́t, abychom ji mohli (abstraktně lebesgueovsky,
t́ım pádem i lebesgueovsky, či hausdorffovsky) integrovat, je jej́ı měřitelnost. Tu lze nyńı
snadno zavést s využit́ım definice měřitelného zobrazeńı a σ-algebry tzv. borelovských množin.

Definice 2.1.2 (Měřitelná funkce). Necht’ (X,Σ) je měřitelný prostor, bud’ f : D ∈ Σ→ R∗.
Funkci f ř́ıkáme měřitelná právě tehdy, když f je měřitelné zobrazeńı do (R∗,B(R∗)), kde
B(R∗) označuje σ-algebru borelovských množin na R∗.

Borelovské množiny tvoř́ı nejmenš́ı σ-algebru, která obsahuje všechny intervaly v R∗ (bližš́ı
informace o borelovských množinách v [11], s. 8-9). Před definićı integrálu zbývá zavést
ještě dva d̊uležité objekty: jednoduchou funkci a rozklad, které budou využity k aproximaci
integrálu tzv. dolńımi součty, jejichž supremem bude právě abstraktńı Lebesgue̊uv integrál.

Definice 2.1.3 (Charakteristická funkce množiny). Necht’ X je libovolná abstraktńı bodová
množina a M jej́ı podmnožina. Potom funkci

χM (x) =

{
1 pro x ∈M,

0 pro x /∈M.

nazýváme charakteristickou funkćı množiny M .

Definice 2.1.4 (Jednoduchá funkce). Necht’ (X,Σ) je měřitelný prostor, D ∈ Σ. Funkce
f : D → R∗ je jednoduchá, jestliže existuj́ı množiny R1, R2, ..., Rm ∈ D a α1, α2, ..., αn ∈ R
tak, že

f(x) =
n∑
i=1

αi · χRi(x). (2.1.3)

Je patrné, že jednoduchá funkce je taková funkce, která na svém definičńım oboru nabývá
pouze konečně mnoha hodnot. Jednoduchými funkcemi jsou tak např́ıklad všechny kon-
stantńı, př́ıpadně po částech konstantńı funkce.

Definice 2.1.5 (Rozklad). Bud’ (X,Σ) měřitelný prostor, D ∈ Σ. Potom řekneme, že systém
množin {R1, ..., Rm} ⊂ Σ je rozklad množiny D, jestliže jsou všechny množiny Ri, Rj , i 6= j
po dvou disjunktńı a nav́ıc plat́ı

n⋃
i=1

Ri = D. (2.1.4)
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Definice 2.1.6 (Abstraktńı Lebesgue̊uv integrál). Necht’ (X,Σ, µ) je prostor s mı́rou, necht’

D ∈ Σ. Bud’ f : D → R∗ měřitelná funkce, f ≥ 0. Potom č́ıslo∫
D
f dµ = sup

{ m∑
i=1

αi · µ(Ri) : {Ri} je rozklad D, ∀i ∈ {1, ...,m} : 0 ≤ αi ≤ f na Ri

}
.

(2.1.5)
nazýváme abstraktńım Lebesgueovým integrálem funkce f na D.
V př́ıpadě, že f může nabývat i záporných hodnot, označ́ıme

f+(x) := max{f(x), 0} (kladná část funkce f(x)),

f−(x) := max{−f(x), 0} (záporná část funkce f(x))

a definujeme: ∫
D
f dµ =

∫
D
f+ dµ−

∫
D
f− dµ, (2.1.6)

neńı-li rozd́ılem na pravé straně rovnosti neurčitý výraz.

Následuj́ıćı tvrzeńı je d̊uležitým nástrojem pro výpočet integrálu jednoduché funkce, je
sice formulováno pro abstraktńı Lebesgue̊uv integrál, ale jak je patrné ńıže, lze jej použ́ıt i pro
výpočet Hausdorffova integrálu jednoduché funkce. Uvedeme jej bez d̊ukazu, bližš́ı informace
jsou k dispozici např. v [11], s. 29-30.

Věta 2.1.7 (Integrál jednoduché funkce). Necht’ (X,Σ, µ) je prostor s mı́rou, necht’ D ∈ Σ.
Bud’ {R1, R2, ..., Rn} rozklad D, bud’te α1, α2, ..., αn reálná č́ısla taková, že ∀i = 1, 2, ..., n.
Potom ∫

D

( n∑
i=1

αi · χRi

)
dµ =

n∑
i=1

αi · µ(Ri). (2.1.7)

2.2 Hausdorff̊uv integrál

Nyńı využijeme postup z [14], vyjdeme tedy př́ımo z definice abstraktńıho Lebesgueova in-
tegrálu a definujeme Hausdorff̊uv integrál rozměru s.

Definice 2.2.1 (Hausdorff̊uv integrál). Necht’ (X,Σ,Hs) je prostor s (Hausdorffovou) mı́rou,
necht’ D ∈ Σ. Bud’ f : D → R∗ měřitelná funkce, f ≥ 0. Potom č́ıslo∫
D
f dHs = sup

{ m∑
i=1

αi ·Hs(Ri) : {Ri} je rozklad D, ∀i ∈ {1, ...,m} : 0 ≤ αi ≤ f na Ri

}
.

(2.2.1)
nazýváme Hausdorffovým integrálem rozměru s funkce f na D.
Přesně podle definice abstraktńıho Lebesgueova integrálu, v př́ıpadě, že f může nabývat i
záporných hodnot, definujeme:∫

D
f dHs =

∫
D
f+ dHs −

∫
D
f− dHs, (2.2.2)

neńı-li rozd́ılem na pravé straně rovnosti neurčitý výraz. Symboly f+, respektive f− maj́ı
stejný význam jako v Definici 2.1.6.

Vzhledem k tomu, že definice Hausdorffova integrálu je jen dosazeńım Hausdorffovy
mı́ry do definice abstraktńıho Lebesgueova integrálu, znamená to, že Hausdorff̊uv integrál
má všechny “pěkné” vlastnosti abstraktńıho Lebesgueova integrálu, které budou shrnuty v
následuj́ıćıch několika tvrzeńıch (viz [1] nebo [11], s. 32-33).
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Věta 2.2.2 (Linearita Hausdorffova integrálu). Necht’ (X,Σ,Hs) je prostor s mı́rou, necht’

D ∈ Σ. Necht’ f : D → R∗, g : D → R∗ jsou měřitelné funkce. Bud’te α, β reálná č́ısla. Potom∫
D

αf + βg dHs = α

∫
D

f dHs + β

∫
D

g dHs, (2.2.3)

maj́ı-li všechny součty smysl.

Věta 2.2.3 (Absolutńı konvergence). Necht’ (X,Σ,Hs) je prostor s mı́rou, necht’ D ∈ Σ.
Bud’ f měřitelná funkce. Potom∫

D

f dHs <∞ ⇒
∫
D

|f | dHs <∞ (2.2.4)

a nav́ıc ∣∣∣∣∣∣∣
∫
D

f dHs

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

|f | dHs. (2.2.5)

Věta 2.2.4. Necht’ f, g jsou měřitelné funkce v prostoru s mı́rou (X,Σ,Hs). Bud’ D ∈ Σ.
Dále necht’

f ≤ g Hs-skoro všude,

neboli uvedená nerovnost neplat́ı na množině Hausdorffovy mı́ry nula a nav́ıc plat́ı∫
D

f dHs <∞ a

∫
D

g dHs <∞.

Potom ∫
D

f dHs ≤
∫
D

g dHs. (2.2.6)

Hausdorff̊uv integrál má tedy zřejmě mnoho klasických vlastnost́ı. Ještě než jej porovnáme
s jinými integrály a než objasńıme d̊uvod jeho existence na př́ıkladech, definujeme také tzv.
Hausdorffovu s-derivaci.

2.3 Neurčitý integrál a Hausdorffova derivace

Význam Hausdorffova integrálu tkv́ı předevš́ım v tom, že některé funkce, které jsou kom-
plikovaně definovány (např. Cantorova funkce nebo funkce “Minkowski Question Mark”), je
možné zapsat jako neurčitý Hausdorff̊uv integrál z derivace dané funkce. Nejprve tedy muśıme
definovat neurčitý integrál a poté speciálńı druh derivace. Dále uvedeme dvě d̊uležité věty,
které určuj́ı, za jakých podmı́nek lze nějakou funkci jako integrál z derivace zapsat. Definice
Hausdorffovy ψ-derivace pocháźı z [15], kde se lze rovněž setkat s neurčitým Hausdorffovým
integrálem.

Definice 2.3.1 (Neurčitý Hausdorff̊uv integrál). Funkci

F (x) =

∫ x

a
f dHs + F (a), (2.3.1)

nazveme neurčitým Hausdorffovým integrálem rozměru s.
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Definice 2.3.2 (Hausdorffova ψ-derivace). Necht’ ψ je indexová funkce, necht’ F : [a, b]→ R
je spojitá a neklesaj́ıćı funkce. Č́ıslu

DψF (x) = inf
ε>0

sup
J

F (ξ2)− F (ξ1)

ψ(ξ2 − ξ1)
(2.3.2)

ř́ıkáme Hausdorffova ψ-derivace funkce F v bodě x, kde J = (ξ1, ξ2) je množina otevřených
interval̊u obsahuj́ıćıch bod x, které maj́ı délku menš́ı než ε.

Speciálńım př́ıpadem je potom Hausdorffova s-derivace tvaru

DsF (x) = inf
ε>0

sup
J

F (ξ2)− F (ξ1)

(ξ2 − ξ1)s
. (2.3.3)

Abychom si mohli předvést výpočet Hausdorffovy s-derivace na př́ıkladech, provedeme
nejdř́ıve jedno d̊uležité pozorováńı.

Pozorováńı 2.3.3 (Výpočetńı tvar ψ-derivace). Necht’

0 < ε2 < ε1.

Dále bud’ J1 množina všech interval̊u obsahuj́ıćıch bod x s délkou menš́ı než ε1 (přesně jako
v Definici 2.3.2), bud’ J2 množina interval̊u obsahuj́ıćıch bod x s délkou menš́ı než ε2. Zřejmě

J2 ⊂ J1.

Potom z vlastnost́ı suprema vyplývá, že

sup
J1

F (ξ2)− F (ξ1)

ψ(ξ2 − ξ1)
≥ sup

J2

F (ξ2)− F (ξ1)

ψ(ξ2 − ξ1)
. (2.3.4)

To ale znamená, že při hledáńı Hausdorffovy ψ-derivace zadané funkce tedy plat́ı

inf
ε>0

sup
J

F (ξ2)− F (ξ1)

ψ(ξ2 − ξ1)
= lim

ε→0
sup
J

F (ξ2)− F (ξ1)

ψ(ξ2 − ξ1)
. (2.3.5)

Pod́ıvejme se ted’ na výraz

sup
J

F (ξ2)− F (ξ1)

ψ(ξ2 − ξ1)
.

Necht’ i nyńı ε > 0, přičemž J je množina interval̊u jako v Definici 2.3.2. Potom pro klesaj́ıćı
funkci F (x) je zřejmě

sup
J

F (ξ2)− F (ξ1)

ψ(ξ2 − ξ1)
= lim

ε→0

F (ξ2)− F (ξ1)

ψ(ξ2 − ξ1)
. (2.3.6)

Naopak pro neklesaj́ıćı funkci F (x) mohou nastat tyto možnosti. Bud’

sup
J

F (ξ2)− F (ξ1)

ψ(ξ2 − ξ1)
=
F (ξ2)− F (ξ1)

ψ(ξ2 − ξ1)
pro ξ2 − ξ1 = ε, (2.3.7)

nebo je také možné, že indexová funkce ψ jde k nule mnohem rychleji, než rozd́ıl F (ξ2)−F (ξ1).
Potom docháźı ke stejnému jevu, jako u klesaj́ıćı funkce (proto jsme vlastně chováńı klesaj́ıćı
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funkce v̊ubec studovali), a plat́ı rovnost (2.3.6). Ze vztah̊u (2.3.5), (2.3.6) a (2.3.7) vyplývá,
že můžeme psát

∀(ξ1, ξ2) : (ξ2 − ξ1) < ε : DψF (x) = inf
ε>0

sup
J

F (ξ2)− F (ξ1)

ψ(ξ2 − ξ1)
= lim

ε→0

F (ξ2)− F (ξ1)

ψ(ξ2 − ξ1)
. (2.3.8)

V př́ıkladech nav́ıc bez újmy na obecnosti použijeme úpravu

DψF (x) = lim
ε→0

F (x+ ε
4)− F (x− ε

4)

ψ(x+ ε
4 − (x− ε

4))
. (2.3.9)

Zde si všimneme, že

(ξ1, ξ2) = (x− ε

4
, x+

ε

4
),

t́ım pádem

x ∈ (ξ1, ξ2) ∧ ξ2 − ξ1 =
ε

2
< ε.

Nyńı se pod́ıvejme na několik jednoduchých př́ıklad̊u výpočtu Hausdorffovy s-derivace
(zde se hod́ı připomenout, že jde pouze o speciálńı př́ıpad ψ-derivace).

Př́ıklad 2.3.4 (Hausdorffova s-derivace konstantńı funkce). Necht’

F (x) = c, c ∈ R.

Pro libovolné s ≥ 0 plat́ı

DsF (x) = Dsc = lim
ε→0

F (x+ ε
4)− F (x− ε

4)

( ε2)s
= lim

ε→0

c− c
( ε2)s

= 0, (2.3.10)

stejně jako v př́ıpadě klasické derivace.

O něco zaj́ımavěǰśı je situace při s-derivováńı lineárńı funkce.

Př́ıklad 2.3.5 (Hausdorffova s-derivace lineárńı funkce). Necht’

F (x) = c · x, c ∈ R.

Potom

DsF (x) = Ds(c · x) = lim
ε→0

c(x+ ε
4)− c(x− ε

4)

(x+ ε
4 − (x− ε

4))s
= lim

ε→0

2c ε4
(2ε4 )s

= lim
ε→0

c ε2
( ε2)s

=

= lim
ε→0

2scε

2εs
= lim

ε→0
2s−1 · c · 1

εs−1
. (2.3.11)

Pro s = 0 plat́ı

D0(c · x) = lim
ε→0

2s−1 · c · 1

εs−1
= lim

ε→0

1

2
· c · ε = 0. (2.3.12)

Pro s ∈ (0, 1) je výraz s− 1 < 0, a tedy 1− s > 0. Plat́ı:

Ds(c · x) = lim
ε→0

2s−1 · c · 1

εs−1
= lim

ε→0

1

21−s
· c · ε1−s = 0. (2.3.13)

V př́ıpadě, že s = 1, je

D1(c · x) = lim
ε→0

20 · c · 1

ε0
= c, (2.3.14)
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jako při klasickém derivováńı lineárńı funkce.
Pro ilustraci chováńı Hausdorffovy s-derivace v př́ıpadě, že s > 1, uvedeme napřed př́ıklad

pro s = 2.

Ds(c · x) = lim
ε→0

21 · c · 1

ε1
=∞

a je zřejmé, že obecně

Ds(c · x) = lim
ε→0

2s−1 · c · 1

εs−1
=∞ (2.3.15)

pro s > 1.

Nyńı ještě prozkoumáme s-derivaci funkce F (x) = x2.

Př́ıklad 2.3.6 (Hausdorffova s-derivace kvadratické funkce). Necht’

F (x) = x2.

Pak

DsF (x) = Ds(x2) = lim
ε→0

(x+ ε
4)2 − (x− ε

4)2

(x+ ε
4 − (x− ε

4))s
= lim

ε→0

x2 + x ε2 + ε2

16 − (x2 − x ε2 + ε2

16)

( ε2)s
=

= lim
ε→0

εx

( ε2)s
= lim

ε→0

2sx

εs−1
. (2.3.16)

V tomto př́ıkladě zvoĺıme obrácený postup, napřed se pod́ıváme na př́ıpad s = 1.

D1(x2) = lim
ε→0

21x

ε0
= 2x (2.3.17)

a to je opět stejný výsledek, jako při klasickém derivováńı. Nyńı bud’ s ∈ (0, 1). Potom
s− 1 < 0 a źıskáváme

Ds(x2) = lim
ε→0

2sx

εs−1
= lim

ε→0
2s · ε1−s · x = 0. (2.3.18)

Také pro s = 0 obdrž́ıme výsledek

D0(x2) = lim
ε→0

20x

ε−1
= lim

ε→0
ε · x = 0. (2.3.19)

Lineárńı, ani kvadratický r̊ust funkce tedy neńı pro s ∈ [0, 1) dostatečný. Funkce F (x) =
cx a F (x) = x2 maj́ı nulovou s-derivaci a chovaj́ı se tak stejně jako funkce konstantńı. Proto
si uvedeme ještě jeden př́ıklad, v němž budeme analyzovat funkci, která v jednom bodě neńı
spojitá (dalo by se ř́ıci, že v tomto bodě jde o nekonečný r̊ust).

Př́ıklad 2.3.7 (Hausdorffova s-derivace Heavisideovy funkce v nule). Necht’

H(x) =

{
0 pro x < 0,

1 pro x ≥ 0.

Je zřejmé, že H(x) je jednoduchá, po částech konstatńı funkce. To znamená (viz Př́ıklad
2.3.4), že

DsH(x) = 0 ∀s > 0 ∀x ∈ R \ 0.
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Jediným zaj́ımavým bodem je tak bod x = 0, kterým se ted’ budeme zabývat. Plat́ı:

DsH(0) = lim
ε→0

H(0 + ε
4)−H(0− ε

4)

( ε2)s
= lim

ε→0

1

( ε2)s
= lim

ε→0

2s

εs
. (2.3.20)

Pro s ∈ (0, 1] je

DsH(0) = lim
ε→0

2s

εs
=∞. (2.3.21)

Nejzaj́ımavěǰśı je chováńı Hausdorffovy s-derivace pro s = 0.

D0H(0) = lim
ε→0

20

ε0
= 1. (2.3.22)

K Heavisideově funkci se ještě vrát́ıme v posledńı kapitole. Ted’ ale provedeme pozorováńı
popisuj́ıćı měńıćı se význam Hausdorffovy s-derivace pro r̊uzná s.

Pozorováńı 2.3.8. Z uvedených př́ıklad̊u a z tvaru limity (2.3.9) je patrné, že pro s = 1
splývá Hausdorffova s-derivace s “klasickou” derivaćı pro reálné funkce jedné reálné proměnné,
neboli lze psát

D1F (x) = F ′(x). (2.3.23)

Hausdorffova 0-derivace D0(·) naproti tomu charakterizuje rozd́ıl funkčńıch hodnot v daném
bodě (to je zřejmé předevš́ım z Př́ıkladu 2.3.7) a neńı tedy překvapeńım, že pro spojité
funkce nabývá nulové hodnoty v libovolném bodě. Jakousi “šedou zónu” tvoř́ı s-derivace
pro s ∈ (0, 1), přesto si v posledńı kapitole předvedeme, že existuje spojitá funkce, jej́ıž
Hausdorffova log3(2)-derivace neńı identicky nulovou funkćı. Jako nevýznamná se pro reálné
funkce jedné reálné proměnné (minimálně pro funkce z uvedených př́ıklad̊u) jev́ı s-derivace
pro s > 1, která nabývá nekonečných hodnot ve všech bodech.

2.4 Fundamentálńı věty

Ve dvou nejd̊uležitěǰśıch tvrzeńıch této kapitoly se setkáme s termı́nem atom (viz [2]), který
je třeba nejdř́ıve vysvětlit.

Definice 2.4.1 (Atom). Necht’ (X,Σ, µ) je prostor s mı́rou. Množinu At ∈ Σ nazveme
atomem, má li následuj́ıćı vlastnosti:

1. µ(At) > 0,

2. ∀M ⊂ At měřitelné množiny: µ(M) = 0, nebo µ(At \M) = 0.

Poznámka 2.4.2. Atomem je tedy každá množina σ-algebry kladné mı́ry, která neobsahuje
podmnožinu menš́ı, nenulové mı́ry.

Př́ıklad 2.4.3. (Atom) Necht’ X = N, Σ = {∅,N} a µ je aritmetická mı́ra. Potom každá jed-
noprvková podmnožina X je atomem. Jako př́ıklad uved’me množinu {2} - ta je kladné mı́ry
(konkrétně hodnoty 1, protože obsahuje jeden prvek), ale neobsahuje žádnou podmnožinu,
jej́ıž aritmetická mı́ra by ležela v intervalu (0, 1).

Veškerý uvedený aparát lze využ́ıt k formulováńı následuj́ıćıch dvou vět, viz [15]. Z obecné
Hausdorffovy mı́ry se omeźıme na jednodušš́ı s-rozměrnou Hausdorffovu mı́ru.
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Věta 2.4.4 (Prvńı fundamentálńı věta matematické analýzy pro Hausdorffovu mı́ru). Necht’

Hs(·) je Hausdorffova mı́ra rozměru s, která negeneruje atomy. Necht’ f : [a, b] → [0,∞)] je
hausdorffovsky integrovatelná (Hausdorff̊uv intergrál existuje a je konečný) funkce. Necht’

F (x) =

∫ x

a
f dHs + F (a). (2.4.1)

Potom f(x) = DsF (x) Hs-skoro všude.

V následuj́ıćı větě tedy použijeme označeńı f(x) := DsF (x).

Věta 2.4.5 (Druhá fundamentálńı věta matematické analýzy pro Hausdorffovu mı́ru). Necht’

Hs(·) je Hausdorffova mı́ra rozměru s, která negeneruje atomy. Necht’ F : [a, b] → R je
neklesaj́ıćı a spojitá funkce. Označme X := {x : DsF (x) = 0} a Y := {x : DsF (x) = ∞}.
Jestlǐze λ(F (X)) = λ(F (Y )) = 0, pak

F (x) =

∫ x

a
f dHs + F (a), (2.4.2)

x ∈ [a, b].

Pro upřesněńı dodejme, že zápisem F (X) se rozumı́ obraz množiny X při zobrazeńı F (·).
Důkazy uvedených fundamentálńıch vět jsou k dispozici také v [15].

Poznámka 2.4.6. Výrazem “mı́ra, která negeneruje atomy” je myšleno, že pro konkrétńı
mı́ru µ na σ-algebře Σ v daném prostoru X neexistuje množina At, která by vyhovovala
Definici 2.4.1. Př́ıkladem takové mı́ry je právě Hausdorffova mı́ra rozměru s > 0 (obecně
každá Hausdorffova mı́ra vzhledem k indexové funkci ψ, viz [15]).

Poznámka 2.4.7. Všimněme si, že Věta 2.4.5 je pouze postačuj́ıćı podmı́nkou. V posledńı
kapitole ukážeme př́ıklad (Heavisideova funkce), v němž jsou sice předpoklady této věty
porušeny, ale tvrzeńı přesto plat́ı.

Větou 2.4.4 a 2.4.5 jsme tedy završili shrnut́ı základ̊u teorie Hausdorffova integrálu (rozmě-
ru s) a Hausdorffovy s-derivace. V následuj́ıćı kapitole si ukážeme konkrétńı př́ıklady výpočtu
Hausdorffova integrálu a porovnáme jej s jinými integrály.
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3 Porovnáńı s jinými typy integrál̊u

Jednou z vlastnost́ı Riemannova a Lebesgueova integrálu je, že existuj́ı-li oba, pak je jejich
hodnota stejná. Ćılem této kapitoly bude na př́ıkladech ukázat tu zvláštnost Hausdorffova
integrálu, že jeho existence (a zároveň existence jeho Lebesgueova či Riemannova protěǰsku)
nemuśı znamenat totožnost jejich hodnot, což prameńı z odlǐsného chováńı Lebesgueovy
a Hausdorffovy mı́ry. Tohoto faktu se dá využ́ıt, jak bude patrné v následuj́ıćı kapitole o
aplikaćıch. Nyńı uvedeme definice Riemannova i Lebesgueova integrálu, přičemž začneme
(Darbouxovou) definićı Riemannova integrálu.

3.1 Riemann̊uv integrál a Lebesgue̊uv integrál

Definice 3.1.1 (Riemann̊uv integrál). Necht’ f je omezená funkce, f : [a, b] → R. Necht’ D
je děleńı intervalu [a, b] takové, že a = t0 < t1 < t2 < ... < tn = b. Označme

S(f,D) =
n∑
i=1

(
(ti − ti−1) · sup

x∈[ti−1,ti]
f(x)

)
jako horńı součet pro děleńı D,

s(f,D) =

n∑
i=1

(
(ti − ti−1) · inf

x∈[ti−1,ti]
f(x)

)
jako dolńı součet pro děleńı D,

(S)

∫ b

a
f(x) dx = inf

D
S(f,D) jako horńı součet,

(s)

∫ b

a
f(x) dx = sup

D
s(f,D) jako dolńı součet.

Potom f je riemannovsky integrovatelná právě tehdy, když

(S)

∫ b

a
f(x) dx = (s)

∫ b

a
f(x) dx = (R)

∫ b

a
f(x) dx.

Č́ıslo (R)
∫ b
a f(x) dx je Riemann̊uv integrál funkce f na intervalu [a, b].

Definice Lebesgueova integrálu vycháźı př́ımo z definice integrálu abstraktńıho, stejně jako
v př́ıpadě Hausdorffova integrálu, jen mı́sto abstraktńı mı́ry je použita mı́ra Lebesgueova:

Definice 3.1.2 (Lebesgue̊uv integrál). Necht’ (X,Σ, λ) je prostor s (Lebesgueovou) mı́rou,
necht’ D ∈ Σ. Bud’ f : D → R∗ měřitelná funkce, f ≥ 0. Potom č́ıslu∫

D
f dλ = sup

{ m∑
i=1

αi · λ(Ri) : {Ri} je rozklad D, ∀i ∈ {1, ...,m} : 0 ≤ αi ≤ f na Ri

}
.

(3.1.1)
ř́ıkáme Lebesgue̊uv integrál funkce f na D.

Před př́ıklady ještě uvedeme tvrzeńı vycházej́ıćı z Věty 1.4.4, které dává do souvislosti
Lebesgue̊uv a Hausdorff̊uv integrál pro s = 1.

Pozorováńı 3.1.3. Necht’ f je měřitelná funkce, f : D → R∗, D ⊂ R. Potom∫
D
f dH1 =

∫
D
f dλ. (3.1.2)
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Důkaz.
Je triviálńı, protože z Věty 1.4.4 vyplývá, že v R jsou mı́ry λ(·) a H1(·) totožné. To ovšem
znamená, že totožné jsou i integrály, které jsou podle nich zkonstruované ve smyslu Definice
2.1.6.

�

3.2 Př́ıklady

Na několika př́ıkladech si ted’ předvedeme rozd́ılnost Riemannova, Lebesgueova a Hausdorf-
fova integrálu.

Poznámka 3.2.1. Pro účely teorie mı́ry a jej́ıch aplikaćı při výpočtu integrál̊u nechápeme
výraz

”0 · ∞”

jako neurčitý, ale uvažujeme
0 · ∞ = 0. (3.2.1)

Jak bude patrné ńıže, taková úvaha má reálný smysl.

Prvńı př́ıklad se bude týkat známé Dirichletovy funkce.

Př́ıklad 3.2.2 (Dirichletova funkce). Uvažujme funkci

f(x) =

{
1 pro x ∈ Q ∩ [0, 1],

0 pro x ∈ [0, 1] \Q.

Tato funkce je zřejmě jednoduchá, k výpočtu Lebesgueova a Hausdorffova integrálu tedy
budeme moci využ́ıt Věty 2.1.7. Plat́ı:

λ(Q ∩ [0, 1]) = 0 a λ([0, 1] \Q) = 1. (3.2.2)

Potom Lebesgue̊uv integrál nabývá hodnoty∫ 1

0
f dλ = 1 · 0 + 0 · 1 = 0. (3.2.3)

Ted’ přejdeme k výpočtu Hausdorffova integrálu této funkce. Pro množinu Q ∩ [0, 1] plat́ı
následuj́ıćı rovnosti.

Hs(Q ∩ [0, 1]) = 0, s ∈ (0, 1] (3.2.4)

a
Hs(Q ∩ [0, 1]) = +∞, s = 0. (3.2.5)

Naproti tomu, pro množinu [0, 1] \Q plat́ı:

Hs([0, 1] \Q) = +∞, s ∈ (0, 1) (3.2.6)

a
Hs([0, 1] \Q) = 1, s = 1 (stejné jako Lebesgueova mı́ra). (3.2.7)
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Necht’ 0 < s < 1. Potom Hausdorff̊uv integrál zadané funkce nabývá hodnoty∫ 1

0
f dHs = 1 · 0 + 0 · (+∞) = 0. (3.2.8)

Pro s = 1 splývá Hausdorff̊uv integrál s Lebesgueovým. Posledńı př́ıpad nastává pro s = 0:∫ 1

0
f dH0 = 1 · (+∞) + 0 · (+∞) = +∞. (3.2.9)

V př́ıpadě, že s = 0, źıskáváme konečně jinou hodnotu Hausdorffova integrálu, než je hodnota
integrálu Lebesgueova. K ideálńı demonstraci rozd́ılnosti Hausdorffova integrálu má ovšem
takový př́ıklad ještě daleko. Pro H0(·) jde vlastně o integrál podle aritmetické mı́ry, jehož
smysl neńı na prvńı pohled zřejmý. Lepš́ı ukázku si předvedeme v daľśım př́ıkladu, ale předt́ım
je ještě nezbytné zabývat se tzv. Cantorovým diskontiuem (budeme značit jako C, bĺıže se
seznámit s touto množinou lze např. v [3], s. 2 nebo v [4]) a předevš́ım výpočtem jeho
Hausdorffovy mı́ry.

Tvrzeńı 3.2.3. Hausdorffova log3(2) - rozměrná mı́ra Cantorova diskontinua

Hlog3(2)(C) = 1.

Důkaz.
Cantorovo diskontiuum se dá vzhledem ke své konstrukci pokrýt zbývaj́ıćımi intervaly, které
budou odebrány v daľśıch kroćıch konstrukce. Hausdorffovu log3(2) - rozměrnou mı́ru Can-
torova diskontinua tedy vypočteme jako limitu

Hlog3(2)(C) = lim
ε→0+

inf
{ ∞∑
i=1

(d(Pi))
log3(2) : C ⊆ ∪Pi, d(Pi) ≤ ε

}
. (3.2.10)

Po n-tém kroku odeb́ıráńı vždy z̊ustane 2n interval̊u délky 3−n. Rovnost 3.2.10 tedy můžeme
přeformulovat do tvaru

Hlog3(2)(C) = lim
n→∞

2n · (3−n)log3(2). (3.2.11)

Protože
3log3(2) = 2,

plat́ı:
2n · (3−n)log3(2) = 2n · (3log3(2))−n = 2n · 2−n = 1. (3.2.12)

Tedy
Hlog3(2)(C) = 1. (3.2.13)

�

Následuje d̊uležitý př́ıklad funkce, která nalezne uplatněńı v následuj́ıćı kapitole.

Př́ıklad 3.2.4. Necht’ C je Cantorovo diskontinuum. Uvažujme funkci tvaru

f(x) =

{
1 pro x ∈ C ∩ [0, 1],

0 pro x ∈ [0, 1] \ C.
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I v tomto př́ıkladu je zřejmě zadána jednoduchá funkce, což implikuje možnost použit́ı Věty
2.1.7. Pro výpočet Lebesgueova integrálu využijeme znalosti Lebesgueovy mı́ry Cantorova
diskontinua.

λ(C) = 0. (3.2.14)

Cantorovo diskontinuum je tedy poměrně známým př́ıkladem nespočetné množiny, jehož Le-
besgueova mı́ra je nulová. Ovšem nyńı už můžeme spoč́ıtat Lebesgue̊uv integrál zadané funkce
f(x). ∫ 1

0
f dλ = 1 · 0 + 0 · 1 = 0, (3.2.15)

což je stejný výsledek, který jsme źıskali pro funkci v Př́ıkladu 3.2.2. Pod́ıvejme se však ted’

na Hausdorff̊uv integrál rozměru log3(2).∫ 1

0
f dHlog3(2) = 1 · 1 + 0 · (+∞) = 1 6= 0 =

∫
[0,1]

f dλ. (3.2.16)

Př́ıkladem 3.2.4 naznačujeme, že Hausdorff̊uv integrál by se opravdu mohl hodit pro
integraci funkćı definovaných na množinách, které maj́ı nulovou Lebesgueovu mı́ru. Abychom
ještě lépe vymezili sféru užitečnosti Hausdorffova integrálu, uvedeme si před koncem kapitoly
jednoduchý př́ıklad funkćı, ve spojeńı s nimiž Hausdorff̊uv integrál pro změnu nic nového
nepřináš́ı, i když se pro ně dá spoč́ıtat.

Př́ıklad 3.2.5 (Konstantńı a lineárńı funkce). Uvažujme funkci

f(x) = c, c 6= 0, x ∈ [0, 1].

Potom Riemann̊uv a Lebesgue̊uv integrál splývaj́ı s Newtonovým integrálem, který má hod-
notu ∫ 1

0
cdx = c · 1− c · 0 = c. (3.2.17)

Té samé hodnoty nabývá také Hausdorff̊uv integrál rozměru 1, neboli∫ 1

0
cdH1 = c. (3.2.18)

Pro s ∈ [0, 1) je ovšem při libovolné volbě rozkladu {Ri} (viz Definice 2.1.5)∫ 1

0
c dHs = sup

( m∑
i=1

c · Hs(Ri)
)

=∞, (3.2.19)

protože
Hs([0, 1]) =∞ ∀s ∈ [0, 1),

nepodař́ı se nám tedy nalézt rozklad {Ri} takový, že

Hs(Ri) <∞ ∀s ∈ [0, 1) ∀i = 1, ...,m. (3.2.20)

Stejně tak, uvažujeme-li lineárńı funkci

f(x) = c · x,



Př́ıklady 34

plat́ı

(R)

∫ 1

0
c · x dx =

∫ 1

0
c · x dλ =

∫ 1

0
c · x dH1 =

∫ 1

0
c · x dx = c · 1

2
, (3.2.21)

jde tedy o konečné č́ıslo. Nálež́ı-li ovšem s ∈ [0, 1), źıskáváme opět∫ 1

0
c · x dHs =∞ (3.2.22)

ze stejných d̊uvod̊u, jako v př́ıpadě (3.2.20).

Je patrné, že na množině funkćı, kde je Lebesgue̊uv integrál nenulový a kde nejsou žádné
problémy s jeho definićı (a také kde je každá funkce rovna Lebesgueově integrálu ze své
derivace), je použ́ıváńı Hausdorffova integrálu zbytečné. V následuj́ıćı kapitole se však budeme
zabývat konkrétńımi aplikacemi teorie Hausdorffova integrálu, jež jsme zat́ım pouze naznačili
v kapitolce 2.3.
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4 Aplikace

Už jsme uvedli v kapitole 2.3, že Hausdorff̊uv integrál je možné použ́ıt pro lepš́ı vyjádřeńı
některých funkćı, které jsou např. definovány na množině nulové Lebesgueovy mı́ry. V téže
kapitole jsme zároveň uvedli podmı́nky, za jakých je takové vyjádřeńı př́ıpustné. Nyńı si
ukážeme konkrétńı př́ıklady využit́ı Hausdorffova integrálu. Nejprve je ale nutné bĺıže se
seznámit s Cantorovou funkćı, jej́ıž definici převezmeme z [3], s. 2.

4.1 Cantorova funkce

Definice 4.1.1 (Cantorova funkce). Nejdř́ıve zavedeme tzv. triadický rozvoj č́ısla (bodu)
x ∈ [0, 1] ve smyslu

x =

∞∑
n=1

xn
3n
, xn ∈ {0, 1, 2}. (4.1.1)

Označme

N(x) :=

{
min({n : xn = 1}) pokud takové xn existuje,

∞ pokud neexistuje.

Potom Cantorovu funkci (viz Obrázek 7) zavád́ıme součtem

C(x) :=
1

2N(x)
+

1

2
·
N(x)−1∑
n=1

xn
2n
. (4.1.3)

Obrázek 7: Cantorova funkce C(x)
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Pozorováńı 4.1.2. Nyńı prozkoumáme význam č́ısla N(x). Všimněme si, že např. pro x ∈
[13 ,

2
3) źıskáváme

N(x) = 1,

protože

x =
1

31
+ ... ∀x ∈

[
1

3
,
2

3

)
.

Potom

C(x) :=
1

2N(x)
+

1

2
·
1−1∑
n=1

xn
2n

=
1

21
+

1

2
· 0 =

1

2
∀x ∈

[
1

3
,
2

3

)
. (4.1.4)

a to je výsledek, který můžeme snadno odeč́ıst i z Obrázku 7.

Dále např. pro x ∈ [19 ,
2
9) je

N(x) = 2

vzhledem k tomu, že

x =
0

31
+

1

32
+ ... ∀x ∈

[
1

9
,
2

9

)
,

nabývá na tomto intervalu Cantorova funkce konstantńı hodnoty

C(x) :=
1

22
+

1

2
·
2−1∑
n=1

xn
2n

=
1

22
+

1

2
· 0 =

1

4
. (4.1.5)

Obecně na každém intervalu, který je při konstrukci (viz [3], s. 2 - 3) Cantorova diskonti-
nua odebrán, je Cantorova funkce konstantńı, ale rozhodně neńı konstantńı na celém intervalu
[0, 1], jak je vidět nejen z Obrázku 7, ale předevš́ım z uvedených vypočtených hodnot (4.1.4)
a (4.1.5). To ale znamená, že ke “skok̊um”ve funkčńıch hodnotách muśı docházet právě v bo-
dech Cantorova diskontinua C (jde o body, pro něž N(x) =∞, protože v triadickém rozvoji
bod̊u množiny C neńı xn = 1 pro žádné n, viz [3], s. 2), neboli tyto změny se děj́ı na množině,
jej́ıž Lebesgueova mı́ra λ(C) = 0. To znamená, že derivace C ′(x) = 0 λ-skoro všude a funkce
C(x) tak zřejmě nemůže být reprezentována jako Lebesgue̊uv integrál z derivace C ′(x). Zde
se tedy objevuje př́ıležitost pro teorii Hausdorffova integrálu.

V Př́ıkladu 3.2.4 jsme se setkali s funkćı, kterou nyńı přeznač́ıme na

Dlog3(2)(C(x)) =

{
1 pro x ∈ C ∩ [0, 1],

0 pro x ∈ [0, 1] \ C,

protože se jedná o Hausdorffovu log3(2)-derivaci Cantorovy funkce (viz [15], s. 584). Ještě
předt́ım, než budeme moci tvrdit, že Cantorovu funkci je možné zapsat jako Hausdorff̊uv
integrál z log3(2)-derivace, muśıme ověřit, že tato funkce C(x) splňuje předpoklady Věty
2.4.5.

Pozorováńı 4.1.3 (Ověřeńı předpoklad̊u Věty 2.4.5 pro Cantorovu funkci).

1. C(x) je neklesaj́ıćı. Necht’ x2 ≥ x1. Rozvineme-li x1 a x2 do triadických rozvoj̊u

x1 =

∞∑
n=1

x1n
3n

, x1n ∈ {0, 1, 2}, x2 =

∞∑
n=1

x2n
3n

, x2n ∈ {0, 1, 2},
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pak určitě existuje takové n, pro které

x2n ≥ x1n ,

a tedy (vzhledem k (4.1.3))
C(x2) ≥ C(x1).

2. C(x) je spojitá. Viz [3], s. 3. Zde jen uvedeme, že toto tvrzeńı můžeme podpořit
následuj́ıćımi vztahy.

∀x1, x2, x1 6= x2, |x1 − x2| → 0 ⇒

∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x1n
3n
−
∞∑
n=1

x2n
3n

∣∣∣∣∣∣→ 0 ⇒

⇒ |C(x1)− C(x2)| → 0. (4.1.7)

3. Označme IC := [0, 1] \ C. Pro x ∈ IC plat́ı

Dlog3(2)C(x) = 0 a také C(x) ∈ Q, (4.1.8)

protože zřejmě
1

2N(x)
∈ Q (4.1.9)

a rovněž

1

2
·
N(x)−1∑
n=1

xn
2n

(4.1.10)

je racionálńı č́ıslo, vzhledem k tomu, že součet (4.1.10) je konečný. To ale znamená, že

C(IC) ⊂ Q, (4.1.11)

a tedy
λ(IC) = 0. (4.1.12)

�

Předpoklady Věty 2.4.5 jsme t́ım pádem ověřili, a tak Cantorovu funkci můžeme inter-
pretovat jako integrál

C(x) =

∫ x

0
Dlog3(2)(C(x)) dHlog3(2), x ∈ [0, 1] . (4.1.13)

Vztahu (4.1.13) můžeme tedy využ́ıt pro poměrně jednoduché vypočteńı hodnot Canto-
rovy funkce v bodě x. Nyńı provedeme ještě jedno pozorováńı, které napov́ı, jak tento výpočet
realizovat.

Pozorováńı 4.1.4 (Hausdorffova mı́ra C na podmnožinách intervalu (0, 1)). V intervalech
odebraných při konstrukci Cantorova diskontinua zjevně žádné body množiny C nelež́ı, tedy
např. plat́ı

Hlog3(2)
(
C ∩

(1

3
,
2

3

))
= Hlog3(2)(∅) = 0.

Dále plat́ı:

C =

(
C ∩

[
0,

1

3

])
∪

(
C ∩

[2

3
, 1
])

(4.1.14)
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a protože Hlog3(2)(C) = 1 a odeb́ıráńı prostředńıch třetin interval̊u prob́ıhá symetricky je
Hausdorffova mı́ra podmnožin z (4.1.14) rovna

Hlog3(2)
(
C ∩

[
0,

1

3

])
= Hlog3(2)

(
C ∩

[2

3
, 1
])

=
1

2
. (4.1.15)

Stejně tak

C ∩
[
0,

1

3

]
=

(
C ∩

[
0,

1

9

])
∪

(
C ∩

[2

9
,
1

3

])
(4.1.16)

a symetricky

C ∩
[2

3
, 1
]

=

(
C ∩

[
1− 1

3
, 1− 2

9

])
∪

(
C ∩

[
1− 1

9
, 1
])

, (4.1.17)

přičemž

Hlog3(2)
([

0,
1

9

])
= Hlog3(2)

([2

9
,
1

3

])
= Hlog3(2)

([
1− 1

3
, 1− 2

9

])
=

= Hlog3(2)
([

1− 1

9
, 1
])

=
1

4
(4.1.18)

a tedy např.

Hlog3(2)
([

0, 1− 1

9

])
= 1− 1

4
=

3

4
. (4.1.19)

Stejnou filozofii výpočtu Hausdorffovy mı́ry aplikujeme i pro menš́ı podintervaly v délkách
1
27 ,

1
81 , obecně 1

3n . Výpočet funkčńıch hodnot C(x) je pak realizován spoč́ıtáńım např. těchto
integrál̊u:

C
(1

3

)
= C

(2

3

)
=

∫ 1
3

0
Dlog3(2)(C(x)) dHlog3(2) = 1 · Hlog3(2)

([
0,

1

3

])
+ 0 · ∞ =

1

2
, (4.1.20)

C
(1

9

)
= C

(2

9

)
=

∫ 1
9

0
Dlog3(2)(C(x)) dHlog3(2) = 1 · Hlog3(2)

([
0,

1

9

])
+ 0 · ∞ =

1

4
(4.1.21)

a symetricky

C
(8

9

)
= C

(
1− 1

9

)
= C

(7

9

)
= C

(
1− 2

9

)
=

∫ 7
9

0
Dlog3(2)(C(x)) dHlog3(2) =

1 · Hlog3(2)
([

0,
7

9

])
+ 0 · ∞ = 1 ·

(
1− 1

4

)
=

3

4
. (4.1.22)

Př́ıklad 4.1.5 (Aproximace Cantorovy funkce). Uvedených pozorováńı nyńı využijeme k po-
stupné aproximaci a vykresleńı Cantorovy funkce pomoćı Hausdorffova integrálu jej́ı log3(2)-
derivace. Hodnotu integrálu vždy vypočteme v předem zadaném počtu bod̊u, konkrétně se
jedná o 8, 16, 32, 64 a 221 bod̊u. Výsledky, vypočtené a vykreslené v prostřed́ı MATLAB, jsou
na Obrázćıch 8, 9 a 10.
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Obrázek 8: Aproximace Cantorovy funkce pro spoč́ıtáńı osmi (nahoře) a šestnácti (dole)
hodnot Hausdorffova integrálu rozměru log3(2)

Na daľśım obrázku (Obrázek 9) se pod́ıváme na ještě přesněǰśı aproximaci, která vznikla
spočteńım hodnot Hausdorffova integrálu ve dvaatřiceti, respektive čtyřiašedesáti bodech.
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Obrázek 9: Aproximace Cantorovy funkce pro spoč́ıtáńı 32 (nahoře) a 64 (dole) hodnot
Hausdorffova integrálu rozměru log3(2)

Na Obrázku 10 vid́ıme, že výpočtem Hausdorffova integrálu v př́ılǐs mnoha bodech už
docháźı k numerickým chybám (ve jmenovateĺıch zlomk̊u jsou již obrovská č́ısla řádu 320) a
mı́rné deformaci Cantorovy funkce i v mı́stech, kde by měla být konstantńı.
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Obrázek 10: Aproximace Cantorovy funkce pro spoč́ıtáńı 221 hodnot Hausdorffova integrálu
rozměru log3(2)

Po Cantorově funkci předvedeme ještě jeden (v jistém smyslu extrémńı) př́ıklad aplikace
teorie Hausdorffova integrálu.

4.2 Heavisideova funkce

V podkapitole 2.3 jsme se již setkali s Heavisideovou funkćı

H(x) =

{
0 pro x < 0,

1 pro x ≥ 0.

Nyńı si ukážeme, že i tuto nespojitou funkci je možno interpretovat jako (Hausdorff̊uv) in-
tegrál z s-derivace, konkrétně nás bude zaj́ımat Hausdorffova 0-derivace Heavisideovy funkce.
Už v Př́ıkladu 2.3.7 jsme ukázali, že

D0H(x) =

{
0 pro x < 0 a x > 0,

1 pro x = 0.

Vzhledem k tomu, že H0(·) je aritmetická mı́ra, která generuje atomy (viz Př́ıklad 2.4.3)
a funkce H(x) neńı spojitá, jsou porušeny předpoklady Věty 2.4.5. I přesto můžeme zřejmě
Heavisideovu funkci na omezeném intervalu

(−a, a), a ∈ R

zapsat jako integrál

H(x) =

∫ x

−a
D0
(
H(x)

)
dH0, x ∈ (−a, a). (4.2.2)
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Tedy plat́ı

∀x ∈ (−a, 0) :

∫ x

−a
D0
(
H(x)

)
dH0 = 0 · ∞ = 0 = H(x) (4.2.3)

a také

∀x ∈ [0, a) :

∫ x

−a
D0
(
H(x)

)
dH0 = 0 · ∞+ 1 · 1 + 0 · ∞ = 1 = H(x), (4.2.4)

protože
H0({0}) = 1.
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Obrázek 11: Heavisideova funkce (vlevo) a jej́ı 0-derivace (vpravo) na intervalu [−10, 10]

4.3 Daľśı možnosti aplikaćı

Na závěr už si bez daľśı analýzy pouze ukážeme př́ıklady funkćı, které jsou z hlediska Hausdor-
ffova integrálu nějak zaj́ımavé.

Př́ıklad 4.3.1. Neńı nezbytné se omezovat na funkce pouze s jednou nespojitost́ı, jako je
Heavisideova funkce z kapitoly 4.2. Hausdorffovým integrálem rozměru 0 můžeme reprezen-
tovat libovolnou neklesaj́ıćı “schodovitou” funkci s konečně mnoha nespojitostmi tvaru

F (x) =



0 pro x < x1,

c1 pro x1 ≤ x < x2,

c2 pro x2 ≤ x < x3,
...

cn pro x ≥ xn,

kde c1, ..., cn ∈ R, stejně tak x, x1, ..., xn ∈ R a n ∈ N. Hausdorffova 0−derivace této funkce
potom nabývá hodnot

D0
(
F (x)

)
=



c1 pro x = x1,

c2 − c1 pro x = x2,
...

cn − cn−1 pro x = xn,

0 jinak.
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Potom můžeme na omezeném intervalu (−a, a), a ∈ R, −a < x1 psát

F (x) =

∫ x

−a
D0
(
F (x)

)
dH0, x ∈ (−a, a). (4.3.3)

Jako posledńı si ukážeme funkci, jej́ıž název zde ponecháme bez překladu, a která je do
jisté mı́ry podobná Cantorově funkci (předevš́ım graficky).

Př́ıklad 4.3.2 (Minkowski Question Mark Function). Funkce, kterou se velmi detailně
zabývaj́ı články [8] a [9], souviśı s tzv. Fareyovými zlomky ([9]) tvaru

Fn =
{ b
a
, 0 ≤ b ≤ a ≤ n

}
, (4.3.4)

přičemž největš́ı společný dělitel č́ısel a, b je 1. Funkce ?(x) je definována rekurentně (viz opět
[9]), pro ukázku položme n = 1. Potom

[0, 1] =
[0

1
,
1

1

]
, ?(0) = 0, ?(1) = 1 (4.3.5)

a tzv. mediant tohoto intervalu spočteme jako

0 + 1

1 + 1
=

1

2
, ?

(1

2

)
=

?(0)+?(1)

2
, (4.3.6)

č́ımž se p̊uvodńı interval rozděĺı na dva, konkrétně[0

1
,
1

1

]
=
[0

1
,
1

2

]
∪
[1

2
,
1

1

]
. (4.3.7)

Opět najdeme medianty interval̊u, např pro interval
[
0
1 ,

1
2

]
0 + 1

1 + 2
=

1

3
a ?

(1

3

)
=

?
(
0
1

)
+?
(
1
2

)
2

. (4.3.8)

Obrázek 12: Funkce ?(x). Převzato z [8].
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Tento proces stále opakujeme teoreticky nekonečněkrát, v praxi do předem zvoleného ma-
ximálńıho počtu krok̊u. Článek [8] nab́ıźı dokonce odhady Hausdorffovy dimenze pro množiny,
na nichž je derivace této funkce nulová, nekonečná, nebo kde neexistuje, což z ńı dělá kan-
didáta pro analýzu prostředky teorie Hausdorffova integrálu. Pro ilustraci grafické podobnosti
s Cantorovou funkćı předkládáme Obrázek 12.



Závěr 45

Závěr

Ćılem této práce bylo představit Hausdorff̊uv integrál a na př́ıkladech ukázat možnosti jeho
použit́ı. S t́ımto úkolem ovšem souviselo množstv́ı daľśıch problémů. V prvńı kapitole jsme
nejprve definovali a na př́ıkladech vysvětlili některé obecné pojmy teorie mı́ry. Na jejich
základě jsme vybudovali Hausdorffovu mı́ru a ukázali některé jej́ı zásadńı vlastnosti. Neo-
pomněli jsme také zavést Hausdorffovu dimenzi. Prvńı kapitolu jsme zakončili zobecněńım
Hausdorffovy mı́ry, které jsme analyzovali pomoćı několika př́ıklad̊u a pozorováńı.

Dále jsme se stručně zabývali základy teorie abstraktńıho Lebesgueova integrálu, na které
jsme př́ımo navázali definićı Hausdorffova integrálu rozměru s a shrnut́ım jeho základńıch
vlastnost́ı. Následovala pasáž týkaj́ıćı se Hausdorffovy ψ-derivace a s-derivace, u ńıž jsme
napřed odvodili výpočetńı tvar a následně jsme prozkoumali jej́ı chováńı na několika př́ıkla-
dech. Druhá kapitola byla završena uvedeńım dvou (pro aplikace Hausdorffova integrálu)
d̊uležitých vět. T́ım jsme ukončili v́ıce teoretickou část práce a ve třet́ı kapitole jsme na
př́ıkladech porovnávali r̊uzné typy integrál̊u, včetně Hausdorffova.

V posledńı kapitole jsme použili zavedený aparát pro reprezentaci funkćı neurčitým Haus-
dorffovým integrálem rozměru s z Hausdorffovy s-derivace. Nejv́ıce jsme se věnovali Canto-
rově funkci, jej́ıž aproximace (přesnost závisela na počtu bod̊u, v nichž jsme hodnotu integrálu
vypoč́ıtali) jsme také vykreslili. Poté jsme uvedli ještě několik daľśıch př́ıklad̊u a t́ım jsme
celou práci zakončili.

Hausdorff̊uv integrál je zaj́ımavým propojeńım již existuj́ıćıch teoretických nástroj̊u a
umožňuje reprezentovat některé funkce, u nichž Lebesgue̊uv integrál a klasická derivace
selhávaj́ı. Měli bychom si však uvědomit, že jeho použ́ıváńı má jistá úskaĺı. Výpočet Hausdorf-
fovy mı́ry a dimenze pro některé množiny může být velmi komplikovaný, př́ıpadně metodami
matematické analýzy nedosažitelný. Také určeńı Hausdorffovy s-derivace může být velice
složité.

Některé problémy jsme ponechali otevřené. Týkaj́ı se např. zmı́rněńı předpoklad̊u Věty
2.4.5, kde se uvažuj́ı pouze neklesaj́ıćı, spojité funkce. S t́ım souviśı předefinováńı Hausdor-
ffovy s-derivace a jej́ı daľśı analýza. Nab́ıźı se také zobecněńı do v́ıce dimenźı, tedy např.
zkoumáńı funkćı dvou proměnných, jejichž derivace je nenulová na nějaké fraktálńı podmnoži-
ně roviny R2. A konečně, posledńım otevřeným problémem je d̊ukladná analýza (z hlediska
Hausdorffova integrálu) Minkovského funkce ?(x) z kapitoly 4.3. Všechny uvedené problémy
jsou tak motivaćı k daľśımu studiu.
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[8] KESSEBÖHMER, M. - STRATMANN, B. O. Fractal analysis for sets of non-
differentiability of Minkowski’s question mark function, s. 2663-2686, Journal of Number
Theory, 128, 2008.

[9] LAMBERGER, M. On a family of singular measures related to Minkowski’s ?(x)
function, s. 45-63, Indag. Mathem., N. S., 17 (1), 2006.
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