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Abstrakt

Cilem této diplomové préace je predstavit Hausdorffuv integral rozméru s, porovnat jej s jinymi
typy integrali a ukédzat jeho mozné aplikace. S tim souvisi zavedeni a analyza Hausdorffovy
miry, véetné jeji obecnéjsi varianty konstruované pomoci tzv. indexovych funkci. Déle je
definovana Hausdorffova s-derivace, jejiz chovani je po odvozeni jejiho vypocetniho tvaru
zkoumano na nékolika piikladech. Price pokrac¢uje shrnutim dulezitych tvrzeni, ktera urcuji,
jaké funkce lze reprezentovat Hausdorffovym integralem z jejich s-derivace. Posledni kapitola
se zabyva pouzitim zavedeného aparatu na piikladech, pfi¢emz nejvice prostoru je vénovano
Cantorové funkci.

Klicéova slova: Hausdorffova mira, Hausdorffova dimenze, indexova funkce, Lebesguetuv in-
tegral, Hausdorffuv integral, Hausdorffova s-derivace, Cantorova funkce, Heavisideova funkce

Abstract

The goal of this diploma thesis is to introduce the s-dimensional Hausdorff integral, to com-
pare it to other types of integrals and to show its possible applications. Before that, it is
necessary to define and study the Hausdorff measure, including the more general Hausdorff
measure constructed using the so-called index function. Another tool connected to the theory
of Hausdorff integration is the Hausdorff s-derivative. After its definition, several examples
are presented, and its behaviour studied. The thesis continues with a brief summary of impor-
tant theorems, which introduce the class of functions, that are representable as the Hausdorff
integral of its s-derivative. In the last chapter, some examples (e.g. the Cantor function),
where the theoretical tools of Hausdorff integration are used, are presented.

Keywords: Hausdorff measure, Hausdorff dimension, index function, Lebesgue integral,
Hausdorff integral, Hausdorff s-derivative, Cantor function, Heaviside function
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Pouzité symboly
[a,b]
(a,0)
[a, b] x [c,d]
l(a,b)
A, M, {a,b,c}
N

Q

i=1
A— B

2X

uzavieny interval
otevieny interval
kartézsky soucin intervali
délka intervalu
bodova mnozina
mnozina prirozenych ¢isel
mnozina racionalnich ¢isel
mnozina realnych cisel
mnozina kladnych realnych ¢isel
mnozina kladnych realnych ¢isel s nulou
mnozina realnych ¢isel véetné prvku + oo a — 0o

funkce f proménné x

prunik nekoneéné mnoha prvki
sjednoceni nekone¢né mnoha prvku

soucet (suma) nekonecné mnoha prvku

zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B
mnozina vSech podmnozin mnoziny X (potenéni mnozina)
doplnék mnoziny A do mnoziny B
uzavér mnoziny A
posloupnost redlnych cisel
métitelny prostor
(abstraktn{) vnéjsi mira mnoziny M
(abstraktni) mira mnoziny M

prostor s mirou



DYF(x)

F'(x)

Lebesgueova mira mnoziny M
spocetné pokryti
eukleidovskd metrika vyjadiujici vzddlenost bodt a,b € R"
diametr mnoziny M
Hausdorffova mira rozméru s mnoziny M

Hausdorffova dimenze mnoziny M

indexova funkce
Hausdorffova mira (vzhledem k indexové funkci) ¢ mnoziny M
o-algebra borelovskych mnozin na M

charakteristicka funkce mnoziny M

atom (mnozina)
Hausdorffova 1-derivace funkce F' v bodé x

derivace funkce F' v bodé x
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Uvod

Teorie miry zaujimé mezi matematickymi disciplinami dulezité misto, a to nejen jako nastroj
pro vybudovani pojmu integralu. Mezi nejvétsi osobnosti tohoto oboru matematiky jisté
pattil Henri Lebesgue nebo Johann Radon, neméné vyznamnou postavou vsak byl némecky
matematik Felix Hausdorff, ktery svou praci vyznamné piispél k feSeni problému tykajicich
se fraktalnich mnozin a diky Hausdorffové mife a dimenzi mohla vzniknout celd fada dalsich
praci.

V nasledujicim textu jsme se zabyvali integrdlem definovanym pomoci Hausdorffovy miry.
S timto pojmem se lze setkat napf. v clanku [6], kde je ovSsem definovan jinak, nez jak bude
zaveden zde. Definice na zdkladé abstraktniho Lebesgueova integralu, kterou jsme pouzili, je
prevzata z clanku [14]. Hausdorffuv integral je ndstroj, ktery je mozno pouzit pro reprezen-
taci nékterych funkei, jez nemohou byt popsény integralem Lebesgueovym (napt. Cantorova
funkce). Prekvapivé i funkce tohoto druhu mohou mit nejen ¢isté teoreticky vyznam, viz
[6], [13]. Velmi dulezitymi publikacemi, které shrnuji teorii Hausdorffovy miry, pfipadné do-
konce uvadeéji tvrzeni urcujici podminky, za jejichz platnosti lze funkci interpretovat jako
Hausdorffuv integral z derivace, jsou kniha [13] a ¢lanek [15]. V tomto piipadé ovSem ne-
hovotime o klasické derivaci, ale o tzv. Hausdorffové i-derivaci, s jejiz definici se muzeme
setkat rovnéz v ¢lanku [15].

V této préaci jsme nejprve zavedli Hausdorffovu miru rozméru s a nékteré pojmy abs-
traktni teorie miry, kterych bylo zapotiebi. Tato ¢ast (predevsim kapitoly 1.2 - 1.4) vznikla
prevzetim a piepracovanim nékterych pasdzi z textu [7]. Nésledujici ¢ést se tykd Hausdor-
ffovy miry zkonstruované na bazi tzv indexové funkce ([13], [15]). Dalsi kapitola se vénuje
definici a vlastnostem Hausdorffova integralu rozméru s, Hausdorffové s-derivaci a dvéma pro
dalsi kapitoly dulezitym tvrzenim. Ve zbytku prace jsme se vénovali srovnéani Hausdorffova
integralu s jinymi integraly a posléze také aplikaci uvedené teorie na konkrétnich piikladech.
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1 Hausdorffova mira

V prvni kapitole zavedeme Hausdorffovu miru a prozkoumame jeji vlastnosti. Ke korektni
konstrukci Hausdorffovy miry ovSem potiebujeme definovat mnozstvi matematickych pojmu
(viz [11]) nejen z obecné teorie miry, ¢imz nyni za¢neme.

1.1 Meéritelny prostor

Definice 1.1.1 (Poten¢ni mnozina). Necht X je libovolnd abstraktni bodovd mnozina. Po-
tencéni mnoZinou nazveme mnozinu véech jejich podmnozin a zna¢ime ji 2X.

Definice 1.1.2 (Mnozinovy systém). Libovolnou nepréazdnou podmnozinu potenéni mnoziny
U C 2% nazveme mnoZinovym systémem v X.

Priiklad 1.1.3. Jako mnozinovy systém na R muzeme chdpat mnozinu vSech intervalu
(uzavienych ¢i otevienych), v R? jde napiiklad o obdélniky typu (a,b) x (c,d). Moznosti
jsou velmi Siroké, mnozinovym systémem je napiiklad i prdzdna mnozina, takovy systém
v8ak nemd valného vyuziti, proto budeme pti konstruovani mér uvazovat systémy, jejichz
pouziti davé néjaky smysl.

Pted zavedenim miry tedy definujeme mnozinovy systém, na némz budeme pracovat.
Omezenim se na vhodné podmnoziny abstraktni mnoziny (prostoru) X dojde k usnadnéni
prace pii konstrukei miry.

Definice 1.1.4 (o-algebra). Necht X je abstraktni bodov4 mnozina a ¥ C 2X. Rekneme, 7e
mnozinovy systém 3. je o-algebra, jsou-li splnény nasledujici vlastnosti:

1. ey,
2. Ac =X \Ael,

3. VieNA, e¥= |J A eX.
ieN

Pi#iklad 1.1.5. Trividlnimi pitklady o-algeber jsou dvojice {f), X} a celd mnozina 2%. Ne-
trividlnim piikladem jsou vSechny méfitelné mnoziny (bude vysvétleno nize).

Definice 1.1.6 (Méfitelny prostor). Dvojici (X,3) z Definice 1.1.4, neboli mnozinu X s
néjakou o-algebrou na X nazyvame meévitelngm prostorem.

Priklad 1.1.7. Dvojice
(N, 2, (R, 2%) nebo také (R, {0, R})

jsou zfejmé méfitelnymi prostory. Ve druhé kapitole nas bude pfedevsim zajimat méfitelny
prostor
(R*, B(R"))

vystavény na o-algebie borelovskych mnozin. Zépisem R* rozumime R U {—o0, +00}.
Definice 1.1.8 (Mnozinovéa funkce). Bud & mnozinovy systém v X. Zobrazeni
¢:U—RU{—00,00} (1.1.1)

nazveme mmnozinovou funkci na U.
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Piiklad 1.1.9. Necht U jsou intervaly I v R. Zobrazeni
S(I)=0 VIcu (1.1.2)

je jisté mnozinovou funkci, i kdyz nevalného vyznamu pro dalsi prici. Pfesuneme-li se do
roviny R?, oznaéime-li R := (a, b) x (¢, d) obdélniky tvoiici mnozinovy systém (jako v Piikladu
1.1.3), je mnozinovou funkei napf.

S(R) = (b—a)-(d—c). (1.1.3)

Definice mnozinové funkce je velmi obecnad, takze na stejném mnozinovém systému je mnozino-
vou funkei také jen “délka zakladny”

é(R) = (b—a). (1.1.4)

Takové funkce uz oviem charakterizuje obdélnik R znatelné hiife, nebot viibec nenese infor-
maci o jeho “vysce” (c,d).

Uvedenym piikladem jsme chtéli mimo jiné naznacit, ze pii konstrukci miry je tieba
davat pozor na vhodnou volbu mnozinové funkce, abychom neziskali miru, kterd nema zadny
prakticky smysl (to by byla mira zalozend na mnozinové funkci 1.1.2).

Definice 1.1.10 (Vngjsi mira). Necht X je abstraktni bodovad mnoZina a mnoziny A, B C
2%, Funkce p*, ktera zobrazuje potencni mnozinu 2% do intervalu [0,00] a ma nésledujici
vlastnosti, se nazyva vnéjsi mira na mnoziné X.

L p*(0) =0,
2. AC B= p*(A) < p*(B),
3. u*(gAj) < iu*(flj)-

Definice 1.1.11 (Mira). Necht (X,X) je méfitelny prostor a A; jsou podmnoziny potenéni
mnoziny 2%. Mnozinova funkce p : ¥ — [0, 00] se nazyva mira, pokud

L. p(@) =0,

2. u(UA4j) =3 n(A;), kde mnoziny A; jsou po dvou disjunktni.
J J

Definice 1.1.12 (Prostor s mirou). Trojici (X, X, ), neboli prostor, na némz existuje o-
algebra a zobrazeni p nazyvame prostor s mirou.
Pozorovani 1.1.13 (Vztah miry a vnéjsi miry). Ziejmé plati nésledujici implikace:
i je mira = p je vnéjsi mira.
Obrécend implikace oviem obecné neplati. Necht I je redlny interval typu [a, b]. Bud

R 0 pro I =10,
wil) = {(b—a)—l—l pro I = [a,b].

Toto zobrazeni ziejmé spliiuje vSechny vlastnosti Definice 1.1.10 a je tedy vnéjsi mirou, o
miru se ale rozhodné nejednd. Porusena je druhd vlastnost z definice miry, protoze napf.

w10, 1)) 4+ 17 ([1,2)) = 4 # 8 = " (0,2)),
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Vnéjsi mira tedy neni mirou automaticky, jen za uréitych pfedpokladi, které si ted uve-
deme.

Definice 1.1.14. Nechf p* je vnéjsi mira. Rekneme, ze mnozina M je p*-méritelnd, pokud
pro libovolnou podmnozinu S C X plati:

pr(S)=p*(MNS)+ u*(S\M). (1.1.5)
Nésledujici tvrzeni uvedeme bez dukazu.
Véta 1.1.15 (Carathéodory). Nechf p* je vnéjsi mira. Potom je systém u*-méritelngjch
mnozin o-algebrou a restrikce u* na p*-meritelné mnoziny je mira.
1.2 Hausdorffova vnéjsi mira a Hausdorffova mira

V této podkapitole zavedeme Hausdorffovu miru, pojem definovany napf. v [4], odkud Gerpa
i text této ¢asti. Ke konstrukei Hausdorffovy miry uzijeme klasického ([11]) postupu. Ten
spociva v zavedeni mnozinové funkce na néjakém mnozinovém systému. Z této mnozinové
funkce zkonstruujeme vnéjsi miru, ktera na dané o-algebre bude mirou. Z abstraktni mnoziny
X se ted pfesuneme do prostoru R”.

Definice 1.2.1 (Spocetné pokryti). Bud'te P; podmnoziny R", i € N. Necht

o0
p=|JP.
i=1
Potom mnoziné P tikdme spocetné pokryti mnoziny M C R™ pravé tehdy, kdyz plati
M CP. (1.2.1)

Poznamka 1.2.2. Spocetnym pokrytim je také kone¢né pokryti

kde n je koneéné pfirozené ¢islo.

Definice 1.2.3 (Eukleidovské metrika). Necht a,b € R™. Zobrazeni p : R"” x R" — R ve
tvaru

p(a,b) :=+/(a1 —b1))2 + ... + (an — bn)2, (1.2.2)

kde a,b € R™, nazveme eukleidovskou metrikou na R™.

Definice 1.2.4 (Diametr). Nechf M c R™. Cislo

d(M) = sup p(z,y), (1.2.3)
T, yeM

které charakterizuje vzdalenost dvou navzajem nejvzdalenéjsich prvka mnoziny M, nazveme
diametrem mnoZiny M.

Piiklad 1.2.5. Diametrem realného otevieného intervalu je jeho délka, diametrem kruhu v
roviné je jeho prumeér. Diametrem elipsy je vzdédlenost mezi obéma pruseciky elipsy s piimkou
prochézejici jejimi ohnisky. V prostoru R? je diametrem koule jeji primér.
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Definice 1.2.6 (e-pokryti). Necht ¢ je kladné, redlné ¢islo. Bud

oo
p={JpP
=1

spocetné pokryti mnoziny M C R". Rekneme, ze toto pokryti je e-pokryti pravé tehdy, kdyz
d(P) <e (1.2.4)
pro vSechny mnoziny P; € P.

V kapitole 1.1 byly zavedeny nékteré abstraktni pojmy, s nimiz mtuzeme ztotoznit nékteré
objekty definované nyni. Vychozi mnozinovou funkei pro konstrukci Hausdorffovy miry je di-
ametr mnoziny, vychozim mnozinovym systémem jsou vSechny podmnoziny R", u nichz ma
smysl o diametru hovofit a u nichz je diametr mensi nez dané . Nyni uz zbyva zkonstruovat
Hausdorffovu vnéjsi miru, z niz diky Vété 1.1.15 po restrikci na méfitelné mnoziny “zadarmo”
ziskame miru.

Definice 1.2.7. Nechf M C R™. Potom pro € > 0 a s > 0 bud

HE(M) = inf{i(d(Pi))s M C UP;,d(P;) < s}, (1.2.5)
=1

¢islu s fikdme rozmér a mnoziny P; tvoii € - pokryti mnoziny M.

Vzhledem k tomu, ze mnozinu M se snazime pokryt co nejpiesnéji, je prirozené uvazovat
velmi mald kladnd e, pro néz se e-pokrytimi nejvice pfiblizime mnoziné M. Konkrétné
uvazujeme ¢ — 07. To vede k definici Hausdorffovy vnéjsi miry:

Definice 1.2.8 (Hausdorffova vnéjsi mira rozmeéru s).

(M) = lim HE(M). (1.2.6)

e—0t

Zobrazeni H®, M — H*(M) tikdme Hausdorffova vnéjsi mira (rozmeéru s).

Poznamka 1.2.9 (Existence limity 1.2.6). Hodnota d(F;), tim paddem i d(F;))® je kladné,
kone¢né realné ¢islo. Vyraz 1.2.5 je infimem ze sumy téchto kladnych éfsel. Pro e — 07 se
mnozina moznych ruznych pokryti zmensuje, a tedy z vlastnosti infima vyplyva, ze

e—0" = e H(M) je rostouci funkce. (1.2.7)

7 vyse uvedeného vyplyvé, ze limita 1.2.6 muze nabyvat pouze nezapornych realnych hodnot,
nuly, nebo je to +o0.

Zjistili jsme tedy, ze vyslednd hodnota H*(M) lezi v intervalu [0, +oc]. D4 se také ukdzat,
ze pro nékterd s splyva Hausdorffova mira s mirou Lebesgueovou (viz [11]), a proto ji také
muzeme povazovat za urcité zobecnéni pojmu objem.
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Poznamka 1.2.10. Pro mnozinu M vyraz H*(M) s rostoucim s klesa, protoze z nerovnosti
0<d(P)<e<l1 (1.2.8)

vyplyva, ze
s1 < s2 = (d(F;))® > (d(F;))*2. (1.2.9)

Zobrazeni H*(-), které jsme definovali, nazyvame Hausdorffova vnéjsi mira a tvrdime o
ném (viz zacatek této podkapitoly 1.2), ze je na p*-méfitelnych mnozindch z Definice 1.1.14
mirou. V prvni fadé je ovSem nezbytné ovéfit, ze jde skutecné o vnéjsi miru. Ukazeme, ze
Hausdorffova vnéjsi mira ma vlastnosti vnéjsi miry z Definice 1.1.10 a vyuzitim zminované
podminky (1.1.5) ziskdme miru na o-algebrach z 2R" Tento postup pochazi z [10], strana 398,
pozndmka 51.37. Dukazy jsou prevzaty z [12] a upraveny (totéz plati také pro podkapitolu
1.4).

Véta 1.2.11. Hausdorffova s-rozmérnd vnéjsi mira prdazdné mnoZiny je nula, tedy
H*(B) =0 pro libovolné s € RY.

DUKAZ.
Prazdnou mnozinu muzeme pokryt jednou mnozinou, napt. kouli o diametru . Tedy

0 < H0) = inf( Yy (d(Pj))S). (1.2.10)

PjEP

Vzhledem k tomu, Ze k pokryt{ staci jedna mnozina P; = P, vyskytuje se v sumé pouze jeden
clen a d(P;) = €. Plati:

0 < H3(0) = inf &*. (1.2.11)

Pro e — 0" a pevné s pak
g% — 07, atedy H(0) = 0. (1.2.12)
[l

Véta 1.2.12. Necht M C R",O CR"™ a M C O. Potom H*(M) < H*(O).

DUKAZ

Protoze M C O, je zfejmé kazdé e-pokryti mnoziny O také pokrytim M, které muze byt ale
zbyteéné rozsdhlé. Na vybér tak jesté mohou existovat néktera dalsi pokryti, kterd pokryji M,
ale uz nepokryji O. (Tj. mnozina moznych pokryti M je vétsi). Z vlastnosti infima vyplyva:

H2(M) < H2(O). (1.2.13)

Tedy i v pifpadé, ze ¢ — 0T, plati

(M) < HP(0). (1.2.14)
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Véta 1.2.13. Necht (M;) je posloupnost navzdjem disjunktnich mnozin v R™. Potom
o0 oo
HS(U Mi) <N H (M), (1.2.15)
i=1 i=1

DUKAZ

o0

Predpokladejme, ze soucet » | HZ(M;) je pro néjaké e-pokryti posloupnosti mnozin M; konec-
i=1

ny. 7Z definice infima vyplyva, ze kazdou mnozinu M; z dané posloupnosti mnozin lze pokryt

mnozinami F; ; tak, Ze plati
H(M;) < (Y (d(Pg))) < HE(M) + Bi(e), (1.2.16)

J=1

kde f3; jsou kladné funkce e takové, ze spliuji ¢ — 07 = S;(e) — 0*. Mnoziny P, j,4,j € N
tvoii e-pokryti mnoziny |J M;, tedy plati
i

He (U MZ-> < Z(Z(d(g,j))s). (1.2.17)
i i=1 j=1
Zvolime-li nyni funkei §; ve tvaru f;(e) = 57 (stacf zvolit jakékoli funkee f;, které pro e — 0"
jdou k nule zprava a jejich soucet ioj Bi(e) = € (to bude vyuzito v dalsim kroku dukazu), tedy
napt. f;(e) = (n;})'a, n>2ne€ Iz\?)l, plati tyto nerovnosti:
H: (U M) < ;(;(d(a,j))*ﬂ) < ;(Hj(Mi) +o)=e+ ;Hg(Mi). (1.2.18)

Nerovnosti v (1.2.18) plati pro jakékoli kladné e, z ¢ehoz vyplyvd, ze limitnim prechodem
dostaneme

e (U Mi> < iHS(Mi). (1.2.19)
[ =1

O

Uvedend tii tvrzeni tedy dokazuji, Ze definované zobrazeni H*®(-) m4 vlastnosti vnéjsi miry, a
tedy na mnozindch o-algebry (spliujicich vztah 1.1.5 z prvni kapitoly) je Hausdorffova vnéjsi
mira skute¢né také mira.

1.3 Hausdorffova dimenze

V minulé podkapitole pfedstavena Hausdorffova mira tzce souvisi s tzv. rozmérem s. Nyni
ukazeme jeho vyznam definici Hausdorffovy dimenze a posléze objasnime jeji vztah k hodnoté
Hausdorffovy miry dané mnoziny.

Definice 1.3.1 (Hausdorffova dimenze). Cislu

dimg(M) = sup{s : H*(M) > 0} (1.3.1)

fikdme Hausdorffova dimenze mnoZiny M.
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Pozorovani 1.3.2 (Dimenze prazdné mnoziny). Jiz jsme ukdzali, Ze
H(0) =0

pro libovolné s € [0, 00]. Neexistuje tedy takové s, pro které by byla Hausdorffova mira
prazdné mnoziny nenulova, neboli mnozina takovych pripustnych s je prazdna. Z toho plyne

dimy(0) = sup{s : H*(0) > 0} = sup{0}.
Supremum prazdné mnoziny se bézné definuje jako —oo, z ¢ehoz vyplyva, ze
dimy(0) = sup{0} = —cc. (1.3.2)

Nyni se budeme zabyvat hodnotami Hausdorffovy miry v zavislosti na rozméru s, ¢imz
ukazeme vyznam Hausdorffovy dimenze.

Lemma 1.3.3. Nechf M CR"™ ar > s > 0 jsou redlnd ¢isla. Potom
HI(M) <e"° - HI(M). (1.3.3)

DUKAZ
Necht mnoziny P; jsou e-pokrytim mnoziny M. Potom

Hi(M) = inf(3_(d(F))") = inf (3 _(d(F))*-(d(F:))"*) < inf(e™ -3 (d(F))*) < e *-H2 (M),

pricemz €"~° je konstanta a lze ji tedy ze sumy vytknout.

O
Véta 1.3.4. Budter > s >t > 0 redlnd ¢isla a M C R™. Potom plati ndsledugici vztahy:
oo >H(M)=H"(M)=0 (1.3.4)
a
H (M) > 0= H' (M) = . (1.3.5)
DUKAZ
Pomoci Lemmatu 1.3.3 ziskdme nerovnosti
HL(M) <e"%-HI(M) (1.3.6)
a
HE(M) > Hjﬁf) (1.3.7)
Jde-li € k nule zprava, potom
H'(M)=0 a HY(M)=cc. (1.3.8)
O

Pozorovani 1.3.5. Z predchozi véty vyplyva, ze Hausdorffova mira mnoziny M nabyva
hodnot 0 nebo oo, az na ¢&islo s. Pravé toto s z predpokladu Véty 1.3.4 je Hausdorffovou
dimenzi mnoziny M - pfesné podle definice je to nejvétsi rozmér Hausdorffovy miry, pro néjz
je jesté nenulova. Poznatky o Hausdorffové dimenzi tak muzeme shrnout do ti{ vztaht:
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o H(M) = oo pro s < dimpy (M)

o H*(M) =0 pro s > dimpy (M)

e H5(M) € Rt Uoo pro s = dimpy(M).

Nakonec si spiSe jen pro doplnéni terminologie uvedeme nésledujici definici.

Definice 1.3.6 (s-mnozina). Nechf 0 < s < 1. Mnozina M C R" se nazyva s-mnoZina,
jestlize je jeji Hausdorffova mira rozméru s koneéné, kladné ¢islo. Tedy plati

0 <H*(M) < oo, mneboli s=dimg(M). (1.3.9)

Piiklad 1.3.7. Libovolnd podmnozina R™ tvofend koneénym poctem bodu je 0-mnozinou
a realné intervaly jsou l-mnoziny, jak je vysvétleno v nasledujici kapitolce. Déle se v textu
setkdme s fraktalni mnozinou jménem Cantorovo diskontinuum, které je, jak bude dokazano,
log;(2)-mnozinou.

1.4 Dalsi vlastnosti Hausdorffovy miry

Véta 1.4.1. Bud M konecnd podmnoZina R™ tvorend k body. Potom hodnota 0-rozmérné
miry HO(M) je rovna pocétu bodii tvoricich mnozinu M, tedy

HO(M) = k.

DUKAZ
Necht mnoziny P; jsou e-pokrytim mnoziny M. Ziejmé pro kazdou mnozinu P; plati (d(P;)?) =
1, tedy >_(d(P;)°) je potet mnozin P;. Protoze je M tvorena k body, plati

i

k
HIM) <) =k (1.4.1)
i=1
Pro libovolné kladné ¢ plati € = 1, tedy i pro € — 0F. To znamend, Ze

HO(M) = E. (1.4.2)

Poznamka 1.4.2. Zobrazeni H°(-) z Véty 1.4.1 se nazyva také aritmetickd mira.

Véta 1.4.3. Necht M je konecnd podmmnoZina R™ tvorend k body a s > 0. Potom

e (M) = 0. (1.4.3)

DUKAZ
Mnozinu M pokryjeme koulemi o diametru ¢ a stfedy v bodech tvoticich M. Plati:

k
HIM) <D e, (1.4.4)
=1

kde k je kone¢né piirozené ¢islo. Potom pro e — 0

e (M) = 0. (1.4.5)
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Véta 1.4.4. V prostoru redlngjch ¢isel R splijvd jednorozmérnd Hausdorffova mira H'(-) s
Lebesgueovou mirou \(-).

DUKAZ
Nejprve zvolime realny interval I s koneénou délkou ¢(1), kde

¢(I)=supl —inf I, kde supI := b,inf I := a. (1.4.6)

Interval I = (a,b) lze rozdélit pomoci bodu z; tak, ze

a=x9<x1 <..<xp=>0 (1.4.7)

Ve > 0 je mozné dale zavést takové déleni intervalu, ze

Vie0,1,...,(n—1) 211 —a; <e. (1.4.8)

Bez jmy na obecnosti muze byt piikladem takového déleni rozdéleni na n stejné dlouhych

intervalu 5 5
Ve>0 JneN: E(I):n-%a, kde ;“

<e. (1.4.9)

Interval I je tedy pokryt spoc¢etnym systémem n stejné dlouhych intervala [z;, z;41], pFicemz
e — 07 = n — oco. Plati:

#MI) = lim inf(i:((d([azi,xiﬂ]))l) = lim inf(n- b_“) —b—a=\I). (1.4.10)

n—00 n—00 n
i=1
Na jednorozmérném redlném intervalu tedy skuteéné odpovidd Hausdorffova mira H!(-) mite
Lebesgueoveé.
O
S nésledujici definici se lze setkat v [1].

Definice 1.4.5 (0-koneénd mira). Necht (X,Y,u) je prostor s mirou. Existuji-li mnoziny
X1, Xo, ... € ¥ takové, ze

UXxi=X a VieN:uX;) <o,

€N
fekneme, ze mira p je v X o-konecénd.
Priklad 1.4.6. Jednoduchym piikladem o-koneéné miry je Lebesgueova mira v R. Celou
redlnou osu muzeme pokryt spocetnym systémem neprazdnych intervalu koneéné délky (a
tedy i konecné Lebesgueovy miry). Dle Véty 1.4.4 1ze jednorozmérnou Hausdorffovu miru

H'(-) ztotoznit s mirou Lebesgueovou. To ale znamend, ze H'(-) je také o-koneénd. Jinym
piipadem je oviem Hausdorffova mira rozméru s, kde 0 < s < 1.

Véta 1.4.7. Necht 0 < s < 1. Potom Hausdorffova mira H*(-) neni na R o-koneénd.
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DUKAZ

7 Véty 1.4.1 vyplyva, ze mira H°(-) je vlastné aritmetickou mirou a jako takova nemuze byt
pro realny interval nenulové délky kone¢na, navic mnozinami, které obsahuji koneény pocet
bodu, nelze R pokryt.

V pripadé, ze 0 < s < 1, pouzijeme Vétu 1.3.4. Protoze pro libovolny nepriazdny interval
I C R plati, ze HY(I) = \(I) (viz Véta 1.4.4), je ziejmé, ze H1(I) > 0. Uzitim Vety 1.3.4
ziejmé H®(I) = oo a tato mira tedy nemuze byt o-kone¢na.

O

Po uvedeni nékterych zajimavych vlastnosti je vhodné na zavér této podkapitoly upo-
zornit na dulezity fakt, ze pro meénici se s se méni pro danou mnozinu na daném prostoru
nejen hodnota Hausdorffovy miry, ale pomérné zna¢né se muze meénit i charakter zobrazeni
H*(-), neékteré vlastnosti se mohou s klesajicim s ztracet (pfikladem budiz pravé ona o-
koneénost miry). Hausdorffovu miru tedy nelze zcela chépat jako jednu miru, ale spise jako
celou mnozinu mér, které mohou mit v zdvislosti na rozméru s ruzné vlastnosti.

1.5 Zobecnéni

Vyse jsme si tedy ukéazali, ze pojem Hausdorffova mira je pomérné obecny. V obecnosti je
v8ak mozno zajit dale, Hausdorffova mira tak, jak jsme ji definovali, 1ze jeSté zobecnit volbou
jiné mnozinové funkce, nez je (d(P;))*. Takova funkce ovSem musi spliiovat jisté predpoklady,
neboli pozadujeme, aby nékteré vlastnosti funkce (d(F;))® zustaly zachovany. Definice v této
podkapitole jsou prevzaty z knih [13], [11] a z ¢lanku [15].

Definice 1.5.1 (Zprava spojita funkce). Necht funkce f : R — R. Rekneme, ze f je v bodé
xo spojitd zprava, jestlize existuje limita

lim f(@) = f(zo). (15.1)

Definice 1.5.2 (Indexovd funkce). Bud [ > 0. Necht ¢ : [0,1) — [0,00) je rostouci, zprava
spojita funkce takova, ze

¥(0) = 0. (1.5.2)

Takové funkci ¢ fikame indexovd funkce.

Nyni jiz muzeme piejit k definici obecnéjsi Hausdorffovy miry.

Definice 1.5.3. Necht M C R™. Potom pro ¢ > 0 a indexovou funkci ) bud
HY(M) = inf{ > (d(P)) : M C UP, d(Py) < e} (1.5.3)
i=1

V nasledujici definici jiz tedy nemd smysl hovofit o rozméru s.
Definice 1.5.4 (Hausdorffova vnéjsi mira).

HY(M) = lim HY(M). (1.5.4)

Zobrazeni HY: M s HY (M) se nazyvé Hausdorffova vnéjsi mira vzhledem k indexové funkci

0.



Zobecnént 14

Ted uz staci jen ukazat (stejné jako v kapitole 1.2), Ze zobrazeni M — HY (M) opravdu
mé vlastnosti vnéjsi miry, kterd na mnozinach o-algebry spliujicich podminku Véty 1.1.15
je také mirou. Toho dosdhneme formulovanim t¥{ pomocnych tvrzeni, diky nimz ovéfime
vlastnosti vnéjsi miry. Dukazy budou velice podobné dukazum v kapitole 1.2 u vét 1.2.11,
1.2.12 a 1.2.13.

Véta 1.5.5. Hausdorffova vnéjsi mira prazdné mnoZziny HY (0) = 0 pro libovolnou indexovou
funkci 1.

DUKAZ.
Priazdnou mnozinu i v tomto piipadé pokryjeme kouli o diametru . Tedy

0 < HY(D) = inf( 3 w(d(Pj))). (1.5.5)

P]'EP

V sumé se vyskytuje jen jeden ¢len a d(P;) = €. Plati:
0 < HY () = infp(e). (1.5.6)

Funkce v je indexové, tedy rostouci, zprava spojitd a navic ¥(0) = 0. Pro e — 0T tedy plati
Y(e) = 0T, a tedy HY(0) = 0. (1.5.7)
0

Véta 1.5.6. Nechf M C R*,O C R" a M C O. Potom HY(M) < HY(O).

DUKAZ
Dukaz je prakticky totozny s dukazem Véty 1.2.12, zde tedy pouze budeme konstatovat, ze i
v tomto obecnéjsim tvrzeni diky mnozstvi moznych pokryti a vlastnostem infima plati, ze

HY (M) < HYL(0). (1.5.8)

Tedy i pro € — 07 plati
HY (M) < HY(0). (1.5.9)
0

Véta 1.5.7. Necht (M;) je posloupnost disjunktnich mnoZin v R"™. Potom
wo((Ja) <> me (). (1.5.10)
i=1 i=1

DUKAZ

I dikaz tfetiho tvrzeni je velmi blizky dikazu Véty 1.2.13 a opét spocivd ve vhodné volbé

funkce f;(-), kterd je vyuzita pro omezeni Hausdorffovy miry jednotlivych mnozin M;. Tedy
[e.e]

opét za predpokladu, ze vyraz > HY (M;) < oo pro néjaké e-pokryti posloupnosti mnozin
i=1

M; vyplyva z definice infima, ze kazdou mnozinu M; z dané posloupnosti mnozin lze pokryt

mnozinami F; ; takovymi, Ze plati

o0

HE(M;) < (D v (d(Py))) < HE(M) + Bi(e), (15.11)
j=1
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kde f; jsou kladné funkce € s vlastnosti
e— 0" = Bi(e) = 0" (1.5.12)

Mnoziny P; j,1,j € N tvoii e-pokryti sjednoceni | J M;, tedy plati
i

e (UJa) < 3D v, (1513)
i i=1 j=1
Zvolime-li nyn{ funkce S3;(-) ve tvaru Bi(e) = 5 (obecné staci zvolit funkce tak, jak bylo

naznaceno v dukazu Véty 1.2.13), jsou v platnosti tyto nerovnosti:

%f(@MOSi(izb(d(&j))) Z(Hw( )+ %)—5+ZH¢ . (1.5.14)
) ! =1

1= = =1

Uvedené nerovnosti jsou ale splnény pro jakékoli kladné e, a tedy

HY (U Mi> < i%w(Mi). (1.5.15)
7 =1

0

7 piedchozich tif tvrzeni vyplyvé, Ze i zobrazeni H¥(-) definované na bézi indexové funkce
je vnéjsi mirou, to znamend, Ze na mnozindch o-algebry, pro néz plati vztah 1.1.5 z prvni
kapitoly, je Hausdorffova vnéjsi mira také mira.

Po definici obecnéjsi varianty Hausdorffovy miry si nyni na t¥ech piikladech (v R) predve-
deme, jak muze tato mira konkrétné vypadat.

Piiklad 1.5.8 (Hausdorffova mira pro ¢(d(P;)) = ) —1). Nejprve musime oveéfit, ze
funkce
Y(d(Py)) = ¥ 1 (1.5.16)

je skutecné indexovou funkci. Toho dosdhneme pomérné snadno, protoze dana funkce je
rostouci a spojitd (tedy i zprava spojitd), navic

=1 = e —1=0.

Zadana funkce je tedy opravdu indexovou funkei dle Definice 1.5.2. Nyni budeme zkoumat,
jakou Hausdorffovu miru vzhledem k této indexové funkci m4 redlny interval [a,b]. Nejprve
musime nalézt vhodné e-pokryti. Bez Gjmy na obecnosti muzeme interval [a, b] ekvidistantné
rozdélit na n podintervalii délky 2=, kde =% < ¢. Plati:

S () (1), (1517
i=1

a tedy

HY (a,b]) = 1iminf(n.¢(b_“)), bma (1.5.18)

e—0 n
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To je ekvivaleni s limitou

b—a
% — lim i .
HY ([a, b)) —nh_)rgolnf(n w( . )) (1.5.19)
Po dosazeni za i a po upravach:
HY ([a,b]) = lim inf((n - e =) — n). (1.5.20)
Protoze (n - eb%a) —n je klesajici posloupnost, plati
inf((n- en )—n)= ILm ((n- ebiTa)—n):b—a. (1.5.21)
To znamena, ze
HY([a,b]) = lim b—a=b—a=H'(a,b]). (1.5.22)

n—o0

Tato na prvni pohled piekvapivd shoda méa ovSem jednoduchou pfi¢inu. V okoli nuly se
funkce x a e® — 1 chovaji velmi podobné, neboli

z~ e —1, x€(—ee), >0 (1.5.23)
0.20}
0.15}
O.lO}
0.05}
| | | |
0.05 0.10 0.15 0.20

Obrazek 1: Srovnani funkei  (Cervend) a e® — 1 (zelend) v pravém okoli nuly

V dalsich dvou piikladech ukazeme, pro které indexové funkce Hausdorffova mira realného
intervalu [a,b] s mirou H!([a,b]) nesplyva.

Piiklad 1.5.9 (Hausdorffova mira pro ¢ (d(P;)) = cosh(d(F;)) —1). Opét je nezbytné napied
overit, ze funkce

Y(d(Py)) = cosh(d(P,)) — 1 (1.5.24)

je indexovou funkci. To je i v tomto piipadé velmi snadné ukazat, protoze dand funkce je v
R{ rostouci a spojita (tedy i zprava spojitd), navic

cosh(0)=1 = cosh(0)—1=0.
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Zadana funkce je tedy i zde funkei indexovou. Tak jako v minulém piikladé budeme zkoumat,
jakou Hausdorffovu miru vzhledem k této indexové funkci mé redlny interval [a, b]. Ten po-
kryjeme stejnym zpusobem, tj. interval [a, b] bez ijmy na obecnosti ekvidistantné rozdélime
na n podintervalu délky b;a, kde bfT“ < e. Tedy plati vztah (1.5.17) a to znamen4, ze

HY ([a,b]) = 1iminf<n-¢(b_“)), bma_ (1.5.25)

e—0 n n -

To opét preformulujeme na limitu

b—a
¥ = lim i .
HY([a,b]) = nhﬁnololnf(n 1/1( - )) (1.5.26)
Po dosazeni za i a po jednoduchych dpravach:
b—a
¥ — lim i . _
HY([a, b)) = TLILH;O 1nf((n cosh( - ) n)) (1.5.27)

Protoze také (n - cosh(bfT“)) —n je klesajici posloupnost, plati

inf((n- en") —n) = lim ((n e n') —n) =0, (1.5.28)
7 toho ale plyne, ze
HY([a,b]) =0 < b —a = H'([a, b]). (1.5.29)

V pravém okoli nuly je funkce x mnohem vétsi nez indexovd funkce cosh(z) — 1 (viz
Obrazek 2), neboli
Ve € (0,1)Vx € (0,e) : x> cosh(z) — 1, (1.5.30)

takze pro velka n plati nerovnost

- b—a " b—a

=1

Nyni si uvedeme posledni dulezity ptiklad, jehoz vysledek je pfesné opacny, nez u piikladu
predchoziho.

Priklad 1.5.10 (Hausdorffova mira pro ¢ (d(F;)) = arccosh(d(F;) + 1)). Na tvod i nyni
ovéiime, ze

Y(d(P;)) = arccosh(d(F;) + 1) (1.5.31)
je skuteéné indexovou funkei. Vzhledem k tomu, ze dana funkce je v Rar rostouci a spojita
(tim padem zprava spojitd), navic

¥ (0) = arccosh(1) = 0,

je tedy (.) opravdu indexovou funkei dle Definice 1.5.2. T v poslednim piikladu se bu-
deme zabyvat Hausdorffovou mirou redlného intervalu [a, b] vzhledem k této indexové funkei.
Zvolime totozné e-pokryti jako v minulych piikladech (ekvidistantni rozdéleni [a, b] na n po-
dintervalu délky b_Ta, kde b_Ta < ¢). Uvodni tii kroky vypoc¢tu probéhnou stejné, tedy opét
plati vztah (1.5.17). Vyraz (1.5.18) pfevedeme na

HY ([a,b]) = lim inf(n : zp(b_ “)) (1.5.32)

n—00 n
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Obrazek 2: Srovnani funkei x (Cervend) a cosh(x) — 1 (zelend) v pravém okoli nuly

Dosadime 1 (-) = arccosh(- 4+ 1) a upravime.

HY([a,b]) = lim inf((n : arccosh(b 2 1))) (1.5.33)

n—o0 n

Protoze n - arccosh(b*Ta + 1) je rostouci posloupnost, musime tentokrat postupovat jinak. V
Poznamce 1.2.9 jsme se uz zabyvali tim, ze

inf{z d(P)*: d(P)< e}

je pro € — 0T rostouci. Tato tivaha se neméni ani pro indexové funkce 9 (-). Tedy plati:

. a
n— +oo = 1nf<n . arccosh(i + 1)) — +o00.
n

Proto muzeme rovnou psat:

HY ([a,b]) = lim inf(n : arccosh(b_Ta + 1)) = 400 > b—a=H'([a,b)). (1.5.34)

n—o0

V pravém okoli nuly je funkce x mnohem mensi nez arccosh(x + 1), neboli
Ve € (0,1)Vx € (0,e) : = < arccosh(z + 1). (1.5.35)

7 toho vyplyva, ze soucty hodnot indexové funkce splinuji nerovnost

Su() -

pro velka n.
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Uvedené piiklady nas pfivadi k myslence, neni-li mozné néjak odhadnout hodnotu obecné
Hausdorffovy miry podle klasifikace vychozi indexové funkce v, idedlné pii porovnani s s-
rozmérnou Hausdorffovou mirou. Tuto myslenku formulujeme jako nasledujici pozorovéani.

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

S S H S S S S
0.05 0.10 0.15 0.20

Obrézek 3: Srovnani funkei z (¢ervend) a arccosh(z + 1) (zelend) v pravém okoli nuly

Pozorovani 1.5.11. Bud'te M € R" a U P e-pokryti M. Necht H?3(-) je Hausdorffova mira
rozméru s, necht H¥(-) je Hausdorffova 11111'ra vzhledem k indexové funkei 1. Potom
LdP) ~p(d(R) = H(M)~HY(M),
2 (d(R)* < w(d(P) A H(M)€(0.00)) = HM)=0,
d(P)* > (d(P) A H(M)€(0,00)) = HY(M)=ox,

d(P)* <(d(P)) A H(M)=0)

W
A/~ T~/

|

(e}

)

X

<

P

=

I

\.CD

A(P)* > $(d(P) A HH(M)=o0) = HY(M)=oc,

Nejprve objasnime volbu symboli <, >, . Témito symboly vyjadiujeme, ze hodnoty
danych indexovych funkeci jsou bud pievézné mnohem mensi, mnohem vétsi, ptipadné na
néjakém intervalu pfiblizné stejné jako hodnoty porovnavané s-té mocniny. Formulace “pfeva-
zné mnohem mensi” nekoresponduje s lokalnim chovdnim indexové funkce v pravém okoli nuly,
ale s globalnim chovanim funkce pro argument jdouci do nekoneéna. Pro ilustraci tohoto jevu
a pro porovnani se tfemi uvedenymi piiklady indexovych funkei (doporuc¢ujeme porovnat s
Obrézky 1, 2 a 3) predkladdme nésledujici obrazky.
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Obrézek 4: Globalni pohled na indexovou funkci e* — 1 (zelend) v porovnédni s x (Cervena)

Funkce e* — 1 se tedy chova ptiblizné stejné jako funkce x pouze v pravém okoli nuly, pro
rostouci argument ma mnohem rychlejsi rust nez x. Na dalsich obrézcich (Obrazek 5 a 6) si
muzeme vsimnout, ze funkce cosh(z) — 1 a arccosh(z + 1) se pro velké hodnoty argumentu
chovaji presné opacéné, nez v pravém okoli nuly. Proto napt. vyraz

d(P)* < ¢(d(F))

ve skutecnosti znamend, ze v okoli nuly nabyva indexova funkce 1 (.) mnohem mensich hodnot
nez dand s-t4 mocnina.
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Obrazek 5: Globalni pohled na indexovou funkci cosh(z)—1 (zelend) v porovnani s x (Cervend)
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Obréazek 6: Globalni pohled na indexovou funkci arccosh(z + 1) (zelend) v porovnédni s z
(Gervend)

Zavedeme-li uspofadani (viz [13], strana 78) na mnoziné indexovych funkeci ve tvaru

. a(x)
b o

1ze uvedené pozorovani spolu s Vétou 1.3.4 zastfesit dvéma porovnavacimi vétami (viz [13],
Theorem 40 a jeho dusledek). Tato tvrzeni uvedeme v mirné upraveném znéni a bez dukazi,
které jsou provedeny také v knize [13].

=0, (1.5.36)

Véta 1.5.12. Necht 11, 1o jsou indexové funkce, 11 < 9. Bud M C R™. Jestlize
MY (M) € (0,00),

pak
HY2(M) = 0.

Dausledek 1.5.13. Necht 1)1, 19, 13 jsou indexové funkce, necht

P < ha < 3.

Ddle bud M € R™. Jestlize
M2 (M) € (0,00),

potom

HIY (M) =00 A HP(M)=0.

V tuto chvili, po formulovani vSech potifebnych tvrzeni a po provedeni nékolika pozorovani,
uz méme dostatek poznatku o chovani Hausdorffovy miry a muzeme piejit ke kapitole tykajici
se Hausdorffova integralu.
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2 Hausdorffav integral

Podobné, jako je definovan integral podle Lebesgueovy miry (viz [11]), lze zavést integrél
podle Hausdorffovy miry, pro néjz budeme kvuli zjednoduseni ndzvoslovi v dalsim textu uzivat
nazvu Hausdorffuv integral. K definici Hausdorffova integralu tedy vyuzijeme klasickou teorii
abstraktniho Lebesgueova integralu, s niz souvisi nékolik duilezitych pojmu, které si na ivod
definujeme. Cerpano je z [1] a [11].

2.1 Meéritelné zobrazeni, abstraktni Lebesguetv integral

Definice 2.1.1 (Méfitelné zobrazeni). Necht (X, X)) a (Y, T) jsou méfitelné prostory. Necht
D € X. Zobrazeni ¢ : D — Y je méritelné, jeslize

VE € T existuje inverze ¢ !(E) € . (2.1.1)

Zakladni vlastnosti, kterou musi funkce mit, abychom ji mohli (abstraktné lebesgueovsky,
tim padem i lebesgueovsky, ¢i hausdorffovsky) integrovat, je jeji méfitelnost. Tu lze nyni
snadno zavést s vyuzitim definice méritelného zobrazeni a o-algebry tzv. borelovskiych mnoZin.

Definice 2.1.2 (Méfitelnd funkce). Necht (X, ) je méfitelny prostor, bud f: D € ¥ — R*.
Funkci f fikdme méritelnd pravé tehdy, kdyz f je métitelné zobrazeni do (R*, B(R*)), kde
B(R*) oznacuje o-algebru borelovskych mnozin na R*.

Borelovské mnoziny tvoii nejmensi o-algebru, ktera obsahuje vsechny intervaly v R* (blizsi
informace o borelovskych mnozinach v [11], s. 8-9). Pfed definici integrélu zbyva zavést
jesté dva dulezité objekty: jednoduchou funkci a rozklad, které budou vyuzity k aproximaci
integralu tzv. dolnimi soucty, jejichz supremem bude pravé abstraktni Lebesgueuv integral.

Definice 2.1.3 (Charakteristickd funkce mnoziny). Necht X je libovolnd abstraktni bodova
mnozina a M jeji podmnozina. Potom funkci

1 proxz e M,
xu(x) =

0 prox ¢ M.

nazyvame charakteristickou funkci mnoziny M.

Definice 2.1.4 (Jednoduchd funkce). Necht (X,Y) je méfitelny prostor, D € 3. Funkce
f D — R* je jednoduchd, jestlize existuji mnoziny Ry, Rs,..., Rm € D a a1, a9, ...,a, € R
tak, ze

fl@)=>ai-xr,(x). (2.1.3)
=1

Je patrné, Ze jednoducha funkce je takova funkce, kterd na svém definicnim oboru nabyva
pouze konetné mnoha hodnot. Jednoduchymi funkcemi jsou tak napiiklad vSechny kon-
stantni, pripadné po ¢dstech konstantni funkce.

Definice 2.1.5 (Rozklad). Bud (X, X) méfitelny prostor, D € 3. Potom fekneme, Ze systém
mnozin {Ry, ..., Ry} C X je rozklad mnoziny D, jestlize jsou vSechny mnoziny R;, R;, i # j
po dvou disjunktni a navic plati

Jri=D. (2.1.4)



Hausdorffiv integrdl 23

Definice 2.1.6 (Abstraktn{ Lebesgueuv integrdl). Necht (X,3, 1) je prostor s mirou, necht
D e ¥. Bud f: D — R* méfitelnd funkce, f > 0. Potom é&islo

/ fdu= sup{z a; - p(R;): {R;}jerozklad D, Vie{l,..,m}:0<a; < fna Ri}.
D i=1

(2.1.5)
nazyvame abstrakinim Lebesgueovym integrdlem funkce f na D.
V piipadé, ze f muze nabyvat i zapornych hodnot, oznac¢ime

fT(z) == max{f(z),0} (kladna ¢dst funkce f(z)),

[~ (z) := max{—f(x),0} (zdpornd ¢ast funkce f(x))

/Dfduz/Dﬁdu—/Df‘du, (2.1.6)

neni-li rozdilem na pravé strané rovnosti neurcity vyraz.

a definujeme:

Nésledujici tvrzeni je dulezitym néstrojem pro vypocet integralu jednoduché funkce, je
sice formulovano pro abstraktni Lebesguetv integral, ale jak je patrné nize, lze jej pouzit i pro

jsou k dispozici napi. v [11], s. 29-30.

Véta 2.1.7 (Integrdl jednoduché funkce). Necht (X,3, i) je prostor s mirou, necht D € 3.
Bud' {R1, Ra, ..., R,} rozklad D, budte oy, s, ...,qn redind éisla takovd, Ze Vi = 1,2, ..., n.

Potom . .
/(Z ;- XRi) du ="y ai-p(Ri). (2.1.7)
D =1 =1

2.2 Hausdorffav integral

Nyni vyuzijeme postup z [14], vyjdeme tedy piimo z definice abstraktniho Lebesgueova in-
tegralu a definujeme Hausdorfluv integral rozméru s.

Definice 2.2.1 (Hausdorffav integrél). Necht (X, X, H*) je prostor s (Hausdorffovou) mirou,
necht D € . Bud f: D — R* méfitelnd funkce, f > 0. Potom &islo

/ fdHs = sup{Zai"Hs(Ri) : {R;j}jerozklad D, Vi€ {l,...m}:0<a;<fna R,-}.
b i=1

(2.2.1)
nazyvame Hausdorffovym integrdlem rozméru s funkce f na D.
Presné podle definice abstraktniho Lebesgueova integrélu, v piipadé, ze f muze nabyvat i
zapornych hodnot, definujeme:

/DdeS_/DﬁdHS—/Df—dHS, (2.2.2)

neni-li rozdilem na pravé strané rovnosti neuréity vyraz. Symboly fT, respektive f~ maji
stejny vyznam jako v Definici 2.1.6.

Vzhledem k tomu, ze definice Hausdorffova integralu je jen dosazenim Hausdorffovy
miry do definice abstraktniho Lebesgueova integrdlu, znamené to, ze Hausdorffuv integral
ma vSechny “pékné” vlastnosti abstraktniho Lebesgueova integralu, které budou shrnuty v
nasledujicich nékolika tvrzenich (viz [1] nebo [11], s. 32-33).
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Véta 2.2.2 (Linearita Hausdorffova integralu). Necht (X, %, H®) je prostor s mirou, necht
D € ¥. Necht f: D — R*, g: D — R* jsou méritelné funkce. Bud'te o, B redind ¢isla. Potom

/af+ﬁgst—a/de8+6/gdHS, (2.2.3)
D D D

maji-li vSechny soucty smysl.

Véta 2.2.3 (Absolutni konvergence). Necht (X,X,H®) je prostor s mirou, necht D € 3.
Bud' f meéritelnd funkce. Potom

/fd?—[s<oo = /f\d?—t5<oo (2.2.4)
D D

a navic

/fd’Hs §/|f|d’HS. (2.2.5)
D

D

Véta 2.2.4. Necht f,g jsou méritelné funkce v prostoru s mirou (X, %, H®). Bud D € X.
Dale necht
f<g H-skoro vsude,

neboli uvedend nerovnost neplati na mnoziné Hausdorffovy miry nula a navic plati

/fd?-[8<oo a /gd’HS<oo.

D D

Potom

/fd’HS < /g dH”. (2.2.6)

D D

Hausdorffuv integral ma tedy ziejmé mnoho klasickych vlastnosti. Jesté nez jej porovname
s jinymi integraly a nez objasnime duvod jeho existence na piikladech, definujeme také tzv.
Hausdorffovu s-derivaci.

2.3 Neurcity integral a Hausdorffova derivace

Vyznam Hausdorffova integralu tkvi pfedev§im v tom, ze nékteré funkce, které jsou kom-
plikované definovany (napt. Cantorova funkce nebo funkce “Minkowski Question Mark”), je
mozné zapsat jako neurcity Hausdorffuv integral z derivace dané funkce. Nejprve tedy musime
definovat neurcity integral a poté specidlni druh derivace. Dale uvedeme dvé dulezité véty,
které urcuji, za jakych podminek lze néjakou funkci jako integral z derivace zapsat. Definice
Hausdorffovy v-derivace pochézi z [15], kde se lze rovnéz setkat s neurcitym Hausdorffovym
integralem.

Definice 2.3.1 (Neurc¢ity Hausdorffuv integrél). Funkci

Fla) = /mdeS + Fla), (2.3.1)

nazveme neurcitym Hausdorffovym integrdlem rozméru s.
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Definice 2.3.2 (Hausdorffova 1)-derivace). Necht v je indexovd funkce, necht F' : [a,b] — R
je spojita a neklesajici funkce. Cislu

F(&) — F(&)
>0 7 P& —&)

fikdme Hausdorffova v-derivace funkce F' v bodé z, kde J = (£1,&2) je mnozina otevienych
intervalii obsahujicich bod z, které maji délku mensi nez ¢.

(2.3.2)

Specidlnim pfipadem je potom Hausdorffova s-derivace tvaru

D*F(x) = inf sup M

Ifsup = T (2.3.3)

Abychom si mohli predvést vypocet Hausdorffovy s-derivace na piikladech, provedeme
nejdiive jedno dulezité pozorovani.

Pozorovani 2.3.3 (Vypocetni tvar i)-derivace). Necht
0<eg <eq.

Déle bud J; mnoZzina vSech intervalii obsahujicich bod x s délkou mensi nez €1 (piesné jako
v Definici 2.3.2), bud’ Jo mnoZina intervali obsahujicich bod z s délkou mensi nez 5. Ziejmé

Jo C Ji.
Potom z vlastnosti suprema vyplyva, ze

F(&) — F(&) F(&2) — F(fl)'

sup > sup 2.34
PG -6) W e &) (2:3:4)
To ale znamena, ze pii hledani Hausdorffovy i-derivace zadané funkce tedy plati
F - F F - F
inf sup (&) (&) = lim sup M (2.3.5)

0 Y(E—&) =05 Pl —&)

Podivejme se ted na vyraz
F —F
sup (&) — F(&)
g (& —&)
Necht i nyn{ € > 0, pfi¢emz J je mnoZina intervalt jako v Definici 2.3.2. Potom pro klesagici

funkci F'(z) je ziejmé

Fl&) = F&) _ . F(&) = Pl&)

sup ———= = lim 2.3.6
g (& —&) =0 (& — &) (2:3.6)
Naopak pro neklesajici funkci F(x) mohou nastat tyto moznosti. Bud
F —F F —F
(62) (61) _ <€2) (51) pro 52 _ El — 5, (237)

PTG -q) T (G -4)

nebo je také mozné, ze indexova funkce v jde k nule mnohem rychleji, nez rozdil F'(£2)—F(&1).
Potom dochdzi ke stejnému jevu, jako u klesajici funkce (proto jsme vlastné chovani klesajici
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funkce vubec studovali), a plati rovnost (2.3.6). Ze vztahu (2.3.5), (2.3.6) a (2.3.7) vyplyva,
Ze muzeme psat

F(&) - F(&) I F(&) — F(&)‘

V(&1 : — <e: D¥F(z) = inf su = lim 2.3.8
Cnta): (=8 (=) = 1o} P& &) =0 (& — &) (238)
V ptikladech navic bez Gjmy na obecnosti pouzijeme tpravu

F &Y _ F(x — &
DYP(z) — lim LT D =@ D) (2.3.9)
e=0 Y+ 5—(x—%))

Zde si vSimneme, ze

tim padem
€
r€(€,&) N L—& = 5 <&

Nyni se podivejme na nékolik jednoduchych piikladu vypoétu Hausdorffovy s-derivace
(zde se hodi pfipomenout, ze jde pouze o specidlni piipad 1-derivace).

Piiklad 2.3.4 (Hausdorffova s-derivace konstantni funkce). Nechf
F(z)=¢, ceR.

Pro libovolné s > 0 plati

S — S, _ 13 — |1 —
D°F(z) = D°c= il_r)no Gy = il_r)no Er 0, (2.3.10)

stejné jako v ptipadé klasické derivace.

v/

Piiklad 2.3.5 (Hausdorffova s-derivace linedrni funkce). Necht
F(z)=c-z, ceR.

Potom

2° 1
= lim =~ = lim2 ¢ (2.3.11)
e—0 2e8 e—0 gs—1
Pro s = 0 plati
1 1
0 _ s—1 =lim=-c-e=
D"(c-z) il_I}I(l]Q ¢y = ;1_I>1(1) 5 ¢ e=0. (2.3.12)
Pro s € (0,1) je vyraz s — 1 < 0, a tedy 1 — s > 0. Plati:
Dé(c-z)=1lim25 . c. L lim cc-elTf =0, (2.3.13)
e—0 gs—1 e—0 21—s
V piipadé, ze s =1, je
1
DY c-z)=1m?2°.¢- = =¢, (2.3.14)

e—0 50
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jako pri klasickém derivovani linearni funkce.
Pro ilustraci chovani Hausdorffovy s-derivace v pfipadé, ze s > 1, uvedeme napied piiklad
pro s = 2.

1
Ds(c-x):lin(l)21-c-—:oo
e— g

a je zfejmé, ze obecné

D*(c-x) = ;i_r}(l)ZS*l e

= 0 (2.3.15)
pro s > 1.
Nynf jesté prozkoumédme s-derivaci funkce F(x) = x2.

Piiklad 2.3.6 (Hausdorffova s-derivace kvadratické funkce). Necht

F(,’L’) e x2
Pak
2 ) 9 9 )
D*F(x) = D*(a?) — i EF @ @t ras - (@ioas g
(@i (@=-)r ()
28
= rgye = I ot (2.3.16)
e=0 (§)5  e=0es1
V tomto piikladé zvolime obriceny postup, napied se podivame na piipad s = 1.
2y
i) =l 5 =2 2.3.1
(%) EI_T{[I) 20 x (2.3.17)

a to je opét stejny vysledek, jako pfi klasickém derivovani. Nyni bud s € (0,1). Potom
s —1 < 0 a ziskdvame

28
D3(2%) = lim —— = 1im 2 - ¢!~ . 2 = 0. (2.3.18)
e—0 51 e—0
Také pro s = 0 obdrzime vysledek
9 20z
D°%z?) =lim == = lime -2 = 0. (2.3.19)

e—0 871 e—0

Linearni, ani kvadraticky rust funkce tedy neni pro s € [0, 1) dostateény. Funkce F'(z) =
cr a F(x) = 22 maji nulovou s-derivaci a chovaji se tak stejné jako funkce konstantni. Proto
si uvedeme jesté jeden piiklad, v némz budeme analyzovat funkci, kterd v jednom bodé neni
spojitéd (dalo by se Fici, Ze v tomto bodé jde o nekoneény rust).

Priklad 2.3.7 (Hausdorffova s-derivace Heavisideovy funkce v nule). Necht

H(z) 0 proz <O,
xr) =
1 prozxz > 0.

Je ziejmé, ze H(x) je jednoduchd, po ¢dstech konstatni funkce. To znamend (viz Priklad
2.3.4), 7e
D°H(z)=0 Vs>0 VzeR\O.
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Jedinym zajimavym bodem je tak bod z = 0, kterym se ted budeme zabyvat. Plati:

HO+%)—H(0-% 1 28
D*H(0) = lim 0+ - 0-9 _ lim —— = lim —. (2.3.20)
e—0 (5)5 e—0 (5)5 e—0 g’
Pro s € (0,1] je
25
D*H(0) = lim — = oc. (2.3.21)
e—0 &9

Nejzajimaveéjsi je chovani Hausdorffovy s-derivace pro s = 0.

20
DYH(0) = lim == = 1. (2.3.22)
e—=0 ¢
K Heavisideové funkci se jesté vratime v posledni kapitole. Ted ale provedeme pozorovani

popisujici ménici se vyznam Hausdorffovy s-derivace pro ruzné s.

Pozorovani 2.3.8. Z uvedenych piikladu a z tvaru limity (2.3.9) je patrné, ze pro s = 1
splyva Hausdorffova s-derivace s “klasickou” derivaci pro realné funkce jedné realné proménné,
neboli lze psat

D'F(z) = F'(x). (2.3.23)

Hausdorffova 0-derivace D°(-) naproti tomu charakterizuje rozdil funkénich hodnot v daném
bodé (to je ziejmé predevsim z Piikladu 2.3.7) a neni tedy prekvapenim, ze pro spojité
funkce nabyvé nulové hodnoty v libovolném bodé. Jakousi “Sedou zénu” tvoii s-derivace
pro s € (0,1), ptesto si v posledni kapitole pfedvedeme, zZe existuje spojitd funkce, jejiz
Hausdorffova logs(2)-derivace neni identicky nulovou funkci. Jako nevyznamnd se pro redlné
funkce jedné redlné proménné (minimalné pro funkce z uvedenych piikladu) jevi s-derivace
pro s > 1, kterd nabyva nekonecnych hodnot ve vSech bodech.

2.4 Fundamentalni véty

je treba nejdiive vysvétlit.

Definice 2.4.1 (Atom). Necht (X,Y,u) je prostor s mirou. Mnozinu At € % nazveme
atomem, ma li nasledujici vlastnosti:

1. u(At) > 0,
2. VM C At méritelné mnoziny: u(M) = 0, nebo u(At\ M) = 0.

Poznamka 2.4.2. Atomem je tedy kazdd mnozina o-algebry kladné miry, kterd neobsahuje
podmnozinu mensi, nenulové miry.

Priklad 2.4.3. (Atom) Necht X =N, ¥ = {0, N} a u je aritmetickd mira. Potom kazd4 jed-
noprvkova podmnozina X je atomem. Jako pifklad uved me mnozinu {2} - ta je kladné miry
(konkrétné hodnoty 1, protoze obsahuje jeden prvek), ale neobsahuje zddnou podmnozinu,
jejiz aritmetickd mira by lezela v intervalu (0, 1).

Veskery uvedeny apardt 1ze vyuzit k formulovani nasledujicich dvou vét, viz [15]. Z obecné
Hausdorffovy miry se omezime na jednodussi s-rozmérnou Hausdorffovu miru.
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Véta 2.4.4 (Prvni fundamentalni véta matematické analyzy pro Hausdorffovu miru). Necht
H5(-) je Hausdorffova mira rozméru s, kterd negeneruje atomy. Necht f : [a,b] — [0,00)] je
hausdor{fovsky integrovatelnd (Hausdorffiv intergrdl existuje a je konecnyj) funkce. Necht

Flz) = / a4 Fla). (2.4.1)
Potom f(x) = D°F(xz) H?*-skoro vsude.
V nésledujici vété tedy pouzijeme oznaceni f(z) := D*F(x).

Véta 2.4.5 (Druhd fundamentalni véta matematické analyzy pro Hausdorffovu miru). Necht
H5(-) je Hausdorffova mira rozméru s, kterd negeneruje atomy. Necht F : [a,b] — R je
neklesajici a spojitd funkce. Oznacme X = {z : D’F(x) =0} a Y := {z : D°F(x) = oo}.
Jestlize \(F(X)) = ANF(Y)) =0, pak

Flz) = / e+ Pla), (2.4.2)

x € [a,b].

Pro upfesnéni dodejme, ze zdpisem F'(X) se rozumi obraz mnoziny X pii zobrazeni F(+).
Dikazy uvedenych fundamentalnich vét jsou k dispozici také v [15].

Poznamka 2.4.6. Vyrazem “mira, kterd negeneruje atomy” je mysleno, ze pro konkrétni
miru p na o-algebie ¥ v daném prostoru X neexistuje mnozina At, kterd by vyhovovala
Definici 2.4.1. Piikladem takové miry je pravé Hausdorffova mira rozméru s > 0 (obecné
kazdd Hausdorffova mira vzhledem k indexové funkci ¢, viz [15]).

Poznamka 2.4.7. Vsimnéme si, ze Véta 2.4.5 je pouze postacujici podminkou. V posledni
kapitole ukdzeme piiklad (Heavisideova funkce), v némz jsou sice predpoklady této véty
poruseny, ale tvrzeni presto plati.

Vétou 2.4.4 a 2.4.5 jsme tedy zavrsili shrnuti zdkladu teorie Hausdorffova integralu (rozme-
ru s) a Hausdorffovy s-derivace. V nasledujici kapitole si ukdzeme konkrétni piiklady vypoctu
Hausdorffova integrdlu a porovname jej s jinymi integraly.
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3 Porovnani s jinymi typy integrala

Jednou z vlastnosti Riemannova a Lebesgueova integrédlu je, ze existuji-li oba, pak je jejich
hodnota stejnd. Cilem této kapitoly bude na piikladech ukézat tu zvlastnost Hausdorffova
integralu, ze jeho existence (a zdroven existence jeho Lebesgueova ¢i Riemannova protéjsku)
nemusi znamenat totoznost jejich hodnot, coz prameni z odliSného chovani Lebesgueovy
a Hausdorffovy miry. Tohoto faktu se da vyuzit, jak bude patrné v nasledujici kapitole o
aplikacich. Nyni uvedeme definice Riemannova i Lebesgueova integralu, pficemz zaCneme
(Darbouxovou) definici Riemannova integralu.

3.1 Riemannuv integral a Lebesguetv integral

Definice 3.1.1 (Riemannuv integral). Necht f je omezend funkce, f : [a,b] — R. Necht D
je déleni intervalu [a, b] takové, ze a = tg < t; < t2 < ... < t,, = b. Oznaéme

S(f,D) = Z((t’ —ti—1)- e[stulz y f(:c)) jako horni soucet pro déleni D,
i=1 TEi—1,bi

s(f,D) = Z((tz —ti—1)- inf f(a:)) jako dolni soucet pro déleni D,

im1 xe[ti,hti]

b
(S) / f(z)dz = i%f S(f,D) jako horni soucet,
b
(3)/ f(x)dx =sups(f,D) jako dolni soucet.
a D

Potom f je riemannovsky integrovatelna pravé tehdy, kdyz
b b b
() [ f@)de= () [ 1@)de=(R) [ f@)d.

Cislo (R) fab f(z) dz je Riemannuv integral funkce f na intervalu [a, b].

Definice Lebesgueova integralu vychézi piimo z definice integralu abstraktniho, stejné jako
v piipadé Hausdorffova integrédlu, jen misto abstraktni miry je pouzita mira Lebesgueova:

Definice 3.1.2 (Lebesguetv integrél). Necht (X, X, \) je prostor s (Lebesgueovou) mirou,
necht D € ¥. Bud f: D — R* mé&Fitelnd funkce, f > 0. Potom &fslu

/ fdx= sup{z a; - MR;): {R;} jerozklad D, Vie{l,...m}:0<q; < fna Ri}.
D i=1
(3.1.1)

fikdme Lebesguetv integrdl funkce f na D.

Pied piiklady jesté uvedeme tvrzeni vychézejici z Véty 1.4.4, které dava do souvislosti
Lebesgueuv a Hausdorffuv integral pro s = 1.

Pozorovani 3.1.3. Necht f je méfitelnd funkce, f: D — R*, D C R. Potom

/Dfd’Hl:/Dfd)\. (3.1.2)
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DUKAZ.

Je trividlni, protoze z Véty 1.4.4 vyplyvé, ze v R jsou miry A(-) a H!(-) totozné. To oviem
znamena, ze totozné jsou i integraly, které jsou podle nich zkonstruované ve smyslu Definice
2.1.6.

0

3.2 Piiklady

Na nékolika pifkladech si ted piredvedeme rozdilnost Riemannova, Lebesgueova a Hausdorf-
fova integrélu.

Poznamka 3.2.1. Pro 1cely teorie miry a jejich aplikaci pfi vypoctu integralit nechdpeme
vyraz
770 . Oo”

jako neurcity, ale uvazujeme
0-00=0. (3.2.1)

Jak bude patrné nize, takova tivaha mé redlny smysl.
Prvni piiklad se bude tykat znamé Dirichletovy funkce.

Piiklad 3.2.2 (Dirichletova funkce). Uvazujme funkci

o) — 1 prozeQnjo,1],
i@ {0 pro z € [0,1] \ Q.

Tato funkce je zrejmé jednoduchd, k vypoctu Lebesgueova a Hausdorffova integrdlu tedy
budeme moci vyuzit Véty 2.1.7. Plati:

AQnNI0,1]) =0 a A([0,1]\ Q) =1. (3.2.2)
Potom Lebesgueuv integral nabyva hodnoty

1
/fd)\:1-0+0~1:0. (3.2.3)
0

Ted piejdeme k vypoctu Hausdorffova integrdlu této funkce. Pro mnozinu Q N [0,1] plati
nasledujici rovnosti.

H(@QN[0,1]) =0, se€(0,1] (3.2.4)

H¥5(QNI0,1]) = 400, s=0. (3.2.5)

Naproti tomu, pro mnozinu [0, 1] \ Q plati:

H([0,1]\ Q) = +o00, s€(0,1) (3.2.6)

H([0,1]\ Q) =1, s=1 (stejné jako Lebesgueova mira). (3.2.7)
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Necht 0 < s < 1. Potom Hausdorffiiv integréal zadané funkce nabyva hodnoty
1
/ FAH = 1-040- (+00) = 0. (3.2.8)
0
Pro s = 1 splyva Hausdorffiv integrél s Lebesgueovym. Posledni piipad nastava pro s = 0:
1
/ fAH? =1 (+00) + 0+ (+00) = +occ. (3.2.9)
0

V piipadé, ze s = 0, ziskdvame konecné jinou hodnotu Hausdorffova integralu, nez je hodnota
integralu Lebesgueova. K idedlni demonstraci rozdilnosti Hausdorffova integralu ma ovsem
takovy piiklad jesté daleko. Pro H°(:) jde vlastné o integral podle aritmetické miry, jehoz
smysl neni na prvni pohled ztejmy. Lepsi ukdzku si predvedeme v dalsim ptikladu, ale predtim
je jesté nezbytné zabyvat se tzv. Cantorovym diskontiuem (budeme znacit jako C, blize se
sezndmit s touto mnozinou lze napf. v [3], s. 2 nebo v [4]) a pfedeviim vypoctem jeho
Hausdorffovy miry.

Tvrzeni 3.2.3. Hausdorffova logs(2) - rozmérnd mira Cantorova diskontinua
HoesD)(C) = 1.

DUKAZ.

Cantorovo diskontiuum se dé vzhledem ke své konstrukei pokryt zbyvajicimi intervaly, které
budou odebrany v dalsich krocich konstrukce. Hausdorffovu logs(2) - rozmérnou miru Can-
torova diskontinua tedy vypocteme jako limitu

1985 (C) = lim inf{Z(d(R-))lOgS(?) :C CUP,d(P) < s}. (3.2.10)

+
e—0 im1

Po n-tém kroku odebirdani vzdy zustane 2" intervalu délky 37". Rovnost 3.2.10 tedy muzeme
preformulovat do tvaru

7082 (C) = Lim 27 - (377)lo8s(), (3.2.11)
n—oo
Protoze
31033(2) =9

plati:
on . (37M)loga(2) — gn . (gloes(2))=n —gn . 97n — (3.2.12)

Tedy
Hoss(2 () = 1. (3.2.13)
0

Nésleduje dulezity piiklad funkce, kterd nalezne uplatnéni v nasledujici kapitole.

Piiklad 3.2.4. Nechf C je Cantorovo diskontinuum. Uvazujme funkci tvaru

_J1 proxeCn]o,1],
f(x)_{() pro z € [0,1]\ C.
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I v tomto prikladu je zfejmé zadana jednoduchd funkce, coz implikuje moznost pouziti Véty
2.1.7. Pro vypocet Lebesgueova integralu vyuzijeme znalosti Lebesgueovy miry Cantorova

diskontinua.
AC) =0. (3.2.14)

Cantorovo diskontinuum je tedy pomérné zndmym piikladem nespocetné mnoziny, jehoz Le-
besgueova mira je nulova. Ov8em nyni uz muzeme spocitat Lebesgueuv integral zadané funkce

f(x). )
/fd)\:l-0+0-1:0, (3.2.15)
0

coZ je stejny vysledek, ktery jsme ziskali pro funkci v Pifkladu 3.2.2. Podivejme se vSak ted
na Hausdorffuv integrél rozmeéru logs(2).

1
/ FdHPe?) =1.140- (+0)=1 # 0= fdA. (3.2.16)
0 [0,1]

Piikladem 3.2.4 naznacujeme, ze Hausdorffuv integral by se opravdu mohl hodit pro
integraci funkci definovanych na mnozinach, které maji nulovou Lebesgueovu miru. Abychom
jesté 1épe vymezili sféru uzite¢nosti Hausdorffova integralu, uvedeme si pred koncem kapitoly
jednoduchy priklad funkci, ve spojeni s nimiz Hausdorffiv integral pro zménu nic nového
nepiinasi, i kdyz se pro né dé spocitat.

Piiklad 3.2.5 (Konstantni a linedrni funkce). Uvazujme funkci
fx)=¢, c¢#0, xz€]0,1].

Potom Riemannuv a Lebesguetuv integral splyvaji s Newtonovym integralem, ktery ma hod-
notu

1
/cdx:c-l—c-Ozc. (3.2.17)
0

Té samé hodnoty nabyva také Hausdorffiv integral rozméru 1, neboli

1
/ cdH! =c. (3.2.18)
0

Pro s € [0,1) je ovSem pii libovolné volbé rozkladu {R;} (viz Definice 2.1.5)
1 m
/ cdH® = sup (Zc : ’HS(Ri)) = 00, (3.2.19)
0 i=1

protoze
#%([0,1]) = 00 Vs € [0,1),

nepodaii se ndm tedy nalézt rozklad {R;} takovy, ze
H*(R;)) <oo Vse[0,1) Vi=1,..,m. (3.2.20)

Stejné tak, uvazujeme-li linedrni funkci

fa) =,
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plati

1 1 1 1
1
(R)/ c-xdx:/ c~a:d)\:/ c-xd?—[lz/ c-xdr=c- =, (3.2.21)
0 0 0 0 2

jde tedy o kone¢né ¢islo. Nélezi-li ovsem s € [0,1), ziskdvdame opét
1
/ c-vdH® =00 (3.2.22)
0
ze stejnych duvodu, jako v piipadé (3.2.20).

Je patrné, ze na mnoziné funkci, kde je Lebesguetv integral nenulovy a kde nejsou zadné
problémy s jeho definici (a také kde je kazdd funkce rovna Lebesgueové integralu ze své
derivace), je pouzivani Hausdorffova integralu zbytecné. V nasledujici kapitole se vsak budeme
zabyvat konkrétnimi aplikacemi teorie Hausdorffova integralu, jez jsme zatim pouze naznacili
v kapitolce 2.3.
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4 Aplikace

Uz jsme uvedli v kapitole 2.3, ze Hausdorffuv integral je mozné pouzit pro lepsi vyjadieni
nékterych funkci, které jsou napt. definovany na mnoziné nulové Lebesgueovy miry. V téze
kapitole jsme zarovenn uvedli podminky, za jakych je takové vyjadieni piipustné. Nyni si
ukazeme konkrétni ptiklady vyuziti Hausdorffova integralu. Nejprve je ale nutné blize se
sezndmit s Cantorovou funkci, jejiz definici prevezmeme z [3], s. 2.

4.1 Cantorova funkce

Definice 4.1.1 (Cantorova funkce). Nejdiive zavedeme tzv. triadicky rozvoj ¢isla (bodu)
z € [0, 1] ve smyslu

o0

Tn
z=Y 3 € 0,12}, (4.1.1)

n=1

Oznacme

N(z) = {min({n : xp, = 1}) pokud takové z,, existuje,

00 pokud neexistuje.

Potom Cantorovu funkci (viz Obrazek 7) zavadime souc¢tem

1 N(z)—lw

0.4

0.3

0.7

0.6

204

0.4

0.3

0.z

0.1

Obrazek 7: Cantorova funkce C(x)
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Pozorovani 4.1.2. Nyni prozkoumdme vyznam ¢isla N(x). Vsimnéme si, ze napf. pro x €
3, 2) ziskévame

N(z) =1,
protoze
! + Vx € L2
rT=— T€E|=, =
31 3’3
Potom -
1 1 <z, 1 1 1 1 2
Clz) ===+ —=—+4+_--0==V - =]. 4.14
(@)= 35w T 3 Zogn Ty Pty S [3’3) (4.1.4)
a to je vysledek, ktery mizeme snadno odeéist i z Obrazku 7.
Déle napi. pro x € [%, %) je
N(z)=2
vzhledem k tomu, zZe
! + ! + Vx € L2
r=—+—=+.. Ve e |-, =
3t 32 9’9 )’
nabyva na tomto intervalu Cantorova funkce konstantni hodnoty
2-1
1 1 x 1 1 1
Clx)i==+=-» —==+--0=-. 4.1.5
@):=3+5 noE Ty VT (4.1.5)

1

n

Obecné na kazdém intervalu, ktery je pii konstrukei (viz [3], s. 2 - 3) Cantorova diskonti-
nua odebran, je Cantorova funkce konstantni, ale rozhodné neni konstantni na celém intervalu
[0, 1], jak je vidét nejen z Obrézku 7, ale predevsim z uvedenych vypoctenych hodnot (4.1.4)
a (4.1.5). To ale znamenad, ze ke “skoktim”ve funkénich hodnotéach musi dochazet pravé v bo-
dech Cantorova diskontinua C (jde o body, pro néz N(z) = oo, protoze v triadickém rozvoji
bodu mnoziny C neni z,, = 1 pro zadné n, viz [3], s. 2), neboli tyto zmény se déji na mnozing,
jejiz Lebesgueova mira A(C) = 0. To znamend, ze derivace C’(z) = 0 A-skoro vSude a funkce
C(z) tak zfejmé nemuze byt reprezentovéna jako Lebesgueuv integrél z derivace C’(x). Zde
se tedy objevuje piilezitost pro teorii Hausdorffova integralu.

V Prikladu 3.2.4 jsme se setkali s funkci, kterou nyni preznac¢ime na

o 1 proxeCnl0,1],
Dl g3(2)(C(I’)) = {O pro xr € [07 1][\6]’

protoze se jednd o Hausdorffovu logs(2)-derivaci Cantorovy funkce (viz [15], s. 584). Jeste
predtim, nez budeme moci tvrdit, ze Cantorovu funkci je mozné zapsat jako Hausdorffuv
integrél z logs(2)-derivace, musime ovéfit, ze tato funkce C(x) spliuje predpoklady Véty
2.4.5.

Pozorovani 4.1.3 (Ovéfeni predpokladu Véty 2.4.5 pro Cantorovu funkei).

1. C(z) je neklesajici. Necht w9 > x1. Rozvineme-li z1 a x5 do triadickych rozvoju

oo o0
=3 T e {0,1,2), 2= % s, €{0,1,2},

n=1 n=1
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pak urcité existuje takové n, pro které
x2, 2 T1,,

a tedy (vzhledem k (4.1.3))

2. C(x) je spojita. Viz [3], s. 3. Zde jen uvedeme, Ze toto tvrzeni muzeme podpofit
nésledujicimi vztahy.

o0 o0
x x
V:L’l,:L’Q, .731751?2, |:L’1—$2’—>0 = Z%—Z 32: -0 =
n=1 n=1
= ‘C(.ﬁ(}l) — C(JJQ)’ — 0. (4.1.7)
3. Oznacme I¢ := [0,1] \ C. Pro = € I¢ plati
D982 C(z) =0 ataké C(z)€Q, (4.1.8)
protoze ziejmé
1
a rovnez
1 N(z)-1 .
n
5 > oo (4.1.10)
n=1
je raciondlni ¢islo, vzhledem k tomu, ze soucet (4.1.10) je koneény. To ale znamend, ze
C(le) CQ, (4.1.11)
a tedy
Ale) = 0. (4.1.12)
O

Predpoklady Véty 2.4.5 jsme tim padem ovérili, a tak Cantorovu funkci muzeme inter-
pretovat jako integral

x
C(x) = / D% (C(z)) dH"®?),  ze(0,1]. (4.1.13)
0
Vztahu (4.1.13) muzeme tedy vyuzit pro pomérné jednoduché vypocteni hodnot Canto-
rovy funkce v bodé z. Nyni provedeme jesté jedno pozorovani, které napovi, jak tento vypocet
realizovat.

Pozorovani 4.1.4 (Hausdorffova mira C na podmnozinach intervalu (0,1)). V intervalech
odebranych pii konstrukci Cantorova diskontinua zjevné zadné body mnoziny C nelezi, tedy

napt. plati
12

33

C= (Cﬂ [0, ;D U <Cm [§1D (4.1.14)

Hom® (cn (5,5)) = Ho=O0) =0,

Dale plati:
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a protoze H1°g3(2)(C) = 1 a odebirdni prostiednich tfetin intervali probiha symetricky je
Hausdorffova mira podmnozin z (4.1.14) rovna

Ao (¢ n [0, %D = Hloss(2) (c N [; 1}) S (4.1.15)

cnfog]=(enfog]) v (en[33)) (4.1.16)

Stejné tak

a symetricky

Cﬂ[g,l}:(Cﬂ[lé,lgD U <Cm[1;,1]>, (4.1.17)
pficemz 1 . | 51 | . )
re®(lo.g]) = wem@([55]) = e (- 3.0-5)) =
= e ([1 - 37 1)) = % (4.1.18)
a tedy napf.
Hlogs@)([o, 1- %]) —1- % - % (4.1.19)

Stejnou filozofii vypoétu Hausdorffovy miry aplikujeme i pro mensi podintervaly v délkach
2%, 8%, obecné 3% Vypocet funkénich hodnot C(z) je pak realizovan spocitdnim napf. téchto

integralu:

c(;) - c(%) - /0‘1’ D°gs@ (C/(z)) dHo8sD) = 1. H1°g3<2><[0, %D 1000 = % (4.1.20)
C(é) - c(%) - /Oé DPEs)(C () drEs® = 1. 315 |o, %]) 41000 = i (4.1.21)
a symetricky
C(§)=0li-5)=c(g) =c(-§) = [ e -
1A (o, gD 10-00=1- (1—%) :Z. (4.1.22)

Priklad 4.1.5 (Aproximace Cantorovy funkce). Uvedenych pozorovéni nyni vyuzijeme k po-
stupné aproximaci a vykresleni Cantorovy funkce pomoci Hausdorffova integralu jeji logs(2)-
derivace. Hodnotu integralu vzdy vypocteme v piedem zadaném poc¢tu bodu, konkrétné se
jednd o 8,16, 32, 64 a 22! bodii. Vysledky, vypoétené a vykreslené v prostiedi MATLAB, jsou
na Obrazcich 8, 9 a 10.
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08

07+

E 05

0.4F .

0.3

0z .

0.1 A

0.8+ .

07

Obrazek 8: Aproximace Cantorovy funkce pro spoéitdni osmi (nahofe) a Sestndcti (dole)
hodnot Hausdorffova integralu rozméru logs(2)

Na dalsim obrazku (Obrazek 9) se podivame na jesté presnéjsi aproximaci, ktera vznikla
spoctenim hodnot Hausdorffova integralu ve dvaatficeti, respektive ¢tyfiasedesati bodech.
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0.9+ A

0.8 r .

&+ A

0.8+ A

07

0.6

Obrézek 9: Aproximace Cantorovy funkce pro spoc¢itdni 32 (nahote) a 64 (dole) hodnot
Hausdorffova integralu rozméru logs(2)

Na Obréazku 10 vidime, ze vypoc¢tem Hausdorffova integralu v piilis mnoha bodech uz
dochézi k numerickym chybdm (ve jmenovatelich zlomki jsou jiz obrovska éfsla fadu 320) a
mirné deformaci Cantorovy funkce i v mistech, kde by méla byt konstantni.
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0.4

0.5

07

Obrézek 10: Aproximace Cantorovy funkce pro spoéitani 22! hodnot Hausdorffova integralu
rozmeéru logs(2)

Po Cantorové funkei predvedeme jesté jeden (v jistém smyslu extrémni) piiklad aplikace
teorie Hausdorffova integralu.
4.2 Heavisideova funkce
V podkapitole 2.3 jsme se jiz setkali s Heavisideovou funkei

H(z) 0 proz <O,
xr) =
1 prox>0.

Nyni si ukdzeme, ze i tuto nespojitou funkci je mozno interpretovat jako (Hausdorffuv) in-
tegral z s-derivace, konkrétné nas bude zajimat Hausdorffova 0-derivace Heavisideovy funkce.
Uz v Prikladu 2.3.7 jsme ukazali, ze

DOH(a:): 0 prox<0Oazxz>0,
1 prox=0.

Vzhledem k tomu, ze H°(-) je aritmetickd mira, kterd generuje atomy (viz Piiklad 2.4.3)
a funkce H (z) neni spojitd, jsou poruseny predpoklady Véty 2.4.5. I pfesto muzeme ziejmeé
Heavisideovu funkci na omezeném intervalu

(—a,a), a€eR

zapsat jako integral
H(x) = / DY (H(z)) dH", z € (—a,a). (4.2.2)
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Tedy plati

Vz € (—a,0): / DY (H(z)) dH" =0-00 =0 = H(x) (4.2.3)
a také
Vz € 0,a): / DY (H(z)) dH"=0-00+1-1+0-00=1= H(z), (4.2.4)
protoze
HO({0}) = 1.
v 108
0,8; [
[ O.Sj
0.6}
0_4; 7‘10 7‘5 L ;3 16
02} -05-
—Z‘I.O —‘5 ‘ ‘ ‘ ‘ g ‘ ‘ ‘ ‘ 1‘0 —1.0;

Obrazek 11: Heavisideova funkce (vlevo) a jeji O-derivace (vpravo) na intervalu [—10, 10]

4.3 Dalsi moznosti aplikaci

Na zavér uz si bez dalsi analyzy pouze ukazeme piiklady funkci, které jsou z hlediska Hausdor-
ffova integralu néjak zajimavé.

Piiklad 4.3.1. Neni nezbytné se omezovat na funkce pouze s jednou nespojitosti, jako je
Heavisideova funkce z kapitoly 4.2. Hausdorffovym integralem rozméru 0 muZzeme reprezen-
tovat libovolnou neklesajici “schodovitou” funkci s koneéné mnoha nespojitostmi tvaru

.
0 prox <z,
c1 prozx; <z < 9,

F(x)=< c2 proxy <z < g,

(Cn PO > T,

kde c1,...,c, € R, stejné tak x,z1,...,z, € R an € N. Hausdorffova 0—derivace této funkce
potom nabyva hodnot

c1 pro x = x1,

Cy — C1 pPro r = ra,

Cp — Cn—1 Pro T = Ty,

0 jinak.
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Potom muzeme na omezeném intervalu (—a,a), a € R, —a < x1 psét
X
F(x) :/ DY (F(z)) dH", =z € (—a,a). (4.3.3)
—a

Jako posledni si ukdzeme funkci, jejiz nazev zde ponechame bez piekladu, a kterd je do
jisté miry podobnéd Cantorové funkei (predevsim graficky).

Priklad 4.3.2 (Minkowski Question Mark Function). Funkce, kterou se velmi detailné
zabyvaji ¢lanky [8] a [9], souvisi s tzv. Fareyovymi zlomky ([9]) tvaru

Fn:{g,ogbgagn}, (4.3.4)

pricemz nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b je 1. Funkce 7(x) je definovéna rekurentné (viz opét
[9]), pro ukazku polozme n = 1. Potom

0,1] = [%H 200) =0, 7(1) = 1 (4.3.5)

a tzv. mediant tohoto intervalu spocteme jako

0+1 1 1 7(0)+7(1
t1_1 ?(5) = Ho+). (4.3.6)
1+1 2 2 2
¢imz se puvodni interval rozdéli na dva, konkrétné
01 01 11
Z =12 = i 4.3.
[1’1} [1’2}U[2’1} (4.3.7)

Opét najdeme medianty intervald, napt pro interval [%, %}

o+1_1 7(1>_?(?>+?(21>, (4.3.8)
112 3 2

1.0 —

0.8 —

0.6 —

0.4 —

0.2 —

0.0 | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek 12: Funkce ?(z). Prevzato z [8].
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Tento proces stéle opakujeme teoreticky nekoneénékrat, v praxi do predem zvoleného ma-
ximalniho poctu kroki. Clének [8] nabizi dokonce odhady Hausdorffovy dimenze pro mnoziny,
na nichz je derivace této funkce nulova, nekonecnd, nebo kde neexistuje, coz z ni déla kan-
didata pro analyzu prostifedky teorie Hausdorffova integralu. Pro ilustraci grafické podobnosti
s Cantorovou funkci predkladame Obrazek 12.
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Zaveér

Cilem této prace bylo predstavit Hausdorffuv integral a na piikladech ukazat moznosti jeho
pouziti. S timto Ukolem ovsem souviselo mnozstvi dalsich problému. V prvni kapitole jsme
nejprve definovali a na pfikladech vysvétlili nékteré obecné pojmy teorie miry. Na jejich
zakladé jsme vybudovali Hausdorffovu miru a ukazali nékteré jeji zdsadni vlastnosti. Neo-
pomnéli jsme také zavést Hausdorffovu dimenzi. Prvni kapitolu jsme zakoncili zobecnénim
Hausdorffovy miry, které jsme analyzovali pomoci nékolika piikladu a pozorovéani.

Dale jsme se stru¢né zabyvali zaklady teorie abstraktniho Lebesgueova integralu, na které
jsme piimo navéazali definici Hausdorffova integralu rozméru s a shrnutim jeho zdkladnich
vlastnosti. Nasledovala pasaz tykajici se Hausdorffovy w-derivace a s-derivace, u niz jsme
napied odvodili vypocetni tvar a nasledné jsme prozkoumali jeji chovéani na nékolika ptikla-
dech. Druhé kapitola byla zavrSena uvedenim dvou (pro aplikace Hausdorffova integralu)
dilezitych vét. Tim jsme ukoncili vice teoretickou Cast prace a ve treti kapitole jsme na
piikladech porovnavali ruzné typy integrala, véetné Hausdorffova.

V posledni kapitole jsme pouzili zavedeny apardt pro reprezentaci funkei neurcitym Haus-
dorffovym integrdlem rozméru s z Hausdorffovy s-derivace. Nejvice jsme se vénovali Canto-
rové funkci, jejiz aproximace (pfesnost zavisela na poc¢tu bodu, v nichz jsme hodnotu integrélu
vypocitali) jsme také vykreslili. Poté jsme uvedli jesté nékolik dalsich piikladi a tim jsme
celou praci zakondéili.

Hausdorffuv integral je zajimavym propojenim jiz existujicich teoretickych néstroju a
umoziiuje reprezentovat nékteré funkce, u nichz Lebesguetv integral a klasickd derivace
selhdvaji. Méli bychom si vSak uvédomit, ze jeho pouzivani m4 jista uskali. Vypocet Hausdorf-
fovy miry a dimenze pro nékteré mnoziny muze byt velmi komplikovany, pfipadné metodami
matematické analyzy nedosazitelny. Také urceni Hausdorffovy s-derivace muze byt velice
slozité.

Nékteré problémy jsme ponechali oteviené. Tykaji se napf. zmirnéni predpoklada Véty
2.4.5, kde se uvazuji pouze neklesajici, spojité funkce. S tim souvisi piredefinovani Hausdor-
ffovy s-derivace a jeji dalsi analyza. Nabizi se také zobecnéni do vice dimenzi, tedy napft.
zkoumani funkci dvou proménnych, jejichz derivace je nenulova na néjaké fraktalni podmnozi-
né roviny R?. A konec¢né, poslednim otevienym problémem je dikladna analyza (z hlediska
Hausdorffova integralu) Minkovského funkce ?(x) z kapitoly 4.3. Vsechny uvedené problémy
jsou tak motivaci k dalsimu studiu.
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