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Abstract

This master thesis deals with the theory of T-spline surfaces and has only two parts.
The first part reviews fundamental definitions and features of Spline, Bézier, B-spline,
and NURBS curves and surfaces, and introduces the definition of T-spline surface. And
the second part focuses on finding the approximation of scattered 3D data points.
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Uvod

CAD/CAM (Computer-Aided Design / Computer-Aided Manufacturing) programy, v
prekladu programy pro pocitacem podporované navrhovani, jsou v dnesni dobé hojné
vyuzivany. Jejich hlavnim cilem je pomoci konstruktérovi vytvaret geometricky popis
navrhovaného objektu, na némz pozdéji bude provadét simulace. Kuptikladu automo-
bily jsou nyni navrhovany, vytvafeny a testovany (simulaci) s pomoci pocitace, ¢imz se
predchéazi nakladnému a ¢asové naro¢nému vytvareni fyzickych prototypt, prichazeji-
cimi s kazdou zménou navrhu, které byly potieba diive.

Geometricky popis objektu v pocitaci je obvykle konstruovan pomoci nejzaklad-
néjsich tvaru, tzv. primitiv, kterd se lisi na zdkladé dimenze. Pro dvou-dimenzionalni
objekty jsou primitivy pfimky a kfivky, a pro tfi-dimenzionélni to jsou roviny a plochy.
S témito primitivy konstruktér manipuluje tak dlouho, dokud nevytvoii pozadovany
tvar. Takovému procesu se fikd modelovani a vysledny objekt se nazyva model.

V této diplomové praci se vénujeme kiivkam a plochédm, jejichz primitiva maji na-
stavitelné komponenty, zvané ridici body. Ridici bod je tim nejzakladnéjsim prvkem,
kterym konstruktér mize manipulovat. Zménou pozice ridicich bodi se méni tvar od-
povidajici ¢asti primitiva. Ridici body ktivek tvori ridici polygon a pro plochy je to
ridici sit.

V pripadé, zZe je objektu potieba pridat vétsi detaily, je do primitiva vloZen novy
fidici bod. Stinnou strankou ale je, ze pfilis mnoho bodi model zbytec¢né komplikuje.
Proto existuje i opa¢ny postup - zjednoduseni - kdy se odebiraji body, které nenesou
zadnou dillezitou informaci, ¢i jsou prosté navic.

Hlavni naplni diplomové prace je pouzit T-spline plochy k aproximaci zadanych
bodi v prostoru. T-spline plochy jsou pomérné novym zpusobem geometrického mo-
delovani, ktery zobeciiuje NURBS plochy tim, Ze v jejich fidicich sitich povoli existenci
spoju ve tvaru 7, proto nazev T-spline. T-spline plochy jsou idealni aproximacni plo-
chou hned ze dvou divodi.

Za prvé, dovoluji lokdlni zjemnéni, takze se nové body nepropaguji po celé tadce
¢i sloupci, jako je tomu u B-spline ploch. Timto je zaruceno, Ze fidicich bodu nebude
mnoho, a co nejméné bude bodu nadbytecnych, tj. bodi, které jsou v ridici siti jen
kvuli splnéni pravidel a nenesou zddnou dilezitou informaci.

Za druhé si T-spline plochy udrzuji spojitost t¥idy C?, a mohou byt pfevedeny do
NURBS reprezentace, coz umoznuje jejich pouziti v komerc¢nich softwarovych systé-
mech.

V prvni kapitole se seznamime se zakladnimi prvky standardné pouzivanych repre-
zentaci v geometrickém modelovani, jejich vlastnostmi a popisem, jako jsou Bézierovy,
spline, B-spline a NURBS ki#ivky a plochy, a v neposledni fadé také s tématem celé
diplomové préace, T-spline plochami. Druhé ¢ast se vénuje popisu navrzené metody pro
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vytvoreni plochy, kterd co nejlépe aproximuje zadané body v prostoru a vysledkim,
kterych je mozno touto metodou dosahnout.



Kapitola 1

Objekty geometrického modelovani

Zamétenim této diplomové prace jsou T-spline plochy a jejich ziskani ze zadanych
bodt, proto si predtim musime vysvétlit nékolik zadkladnich pojmii, které jsou potieba
k pochopeni této problematiky. Podrobnéjsi informace jsou k dispozici nap¥. v [1, 2, 3,
4,5, 12, 13].

1.1 Spline kfivky a plochy

Spline je dostatecné hladka po ¢astech definovana polynomiélni funkce S : [a,b] — R.
Na daném intervalu [a, b] je slozena z uspofadanych disjunktnich podintervala [¢; 1, ],
pro které plati

a=th<t1 <...<tp_1 <tp=0b.

V technickych oborech patii spline kiivky k nejcastéji pouzivanym interpolacnim
kiivkam.

Poznamka: Interpolace se v pocitacové grafice pouziva k urceni kiivky, pro kterou
jsou zadané body, nazyvame je opérnymi body. Interpola¢ni kiivka, na rozdil od
aproximacni, vSemi témito body prochazi. Zadanymi body ale spline kiivka neni
urcena jednoznacné, a proto je jeSté nutné piidat néjaké dalsi informace, napf.
te¢né vektory v bodech.

V minulosti se spline kiivky hojné pouzivaly pro konstrukce lodnich trupi, kde kon-
struktérum slouzily jako matematicky model pruzného latkového kiivitka. Parametrické
vyjadieni spline kiivky s opérnymi body Py, ..., P, a hodnotami ty,...,%, parametru
pro tyto body je

P=P((t), te {tytn),

a plati

Podle volby parametra mame bud uniformni parametrizaci interpolacni kiivky, kde
t;r1 — t; = konst, nejcastéji se v tomto piipadé voli t; = i. Nebo parametrizaci neu-
niformni, napt. chordalovou, v niz krok parametru pro oblouk spline kfivky je dan

8



KAPITOLA 1. OBJEKTY GEOMETRICKEHO MODELOVANI 9

vzdélenosti krajnich bodu oblouku a je definovana vztahem ¢, = ¢; + k|P; 11 — Py,
kde k je jistd konstanta. Neuniformni parametrizace se pouziva pro silné nerovno-
mérné rozlozené opérné body. Interpolacni kiivku ¢asto tvori nékolik oblouki kfivky,
protoze pokud bychom chtéli kifivku popsanou jedinou vektorovou funkei s polynomic-
kymi slozkami, byly by tyto polynomy piili§ vysokého stupné. Zakladem pro vypocet
jednotlivych obloukt je tzv. Fergusonova kubika.

1.1.1 Fergusonova kubika

Necht jsou dany vstupni body P; a P, kterym odpovidaji hodnoty parametru ¢; a
tiv1, jejich polohové vektory P; a P;yq, a tetné vektory P’'; a P';11 v téchto bodech.
Fergusonovu kubiku potom definujeme vztahem

P(t)=H,(t—t;)Pi+ Hy (t —t;) Pipy + Ho (t —t;) Py + Hs (t — t;) Piy,  (1.1.1)
kde H; (s) jsou polynomy tietiho stupné, které vyplyvaji z okrajovych podminek

P(t;)) =P, P(tiy1) =Pipy, P (t;) =P';, P (ti1) =P'ipq. (1.1.2)

H; (s) pti znaeni 'k = t; 11 —t; a s =t — t; vypadaji nasledovné (zdroj [1]):

Ho(s) = 55°— s +1
Hi(s) = —i58°+ 58
Hy(s) = %233 — %32 + s
Hy(s) = o5s° — g5

1.1.2 Kubické spline kiivky

Ze vsech typi spline kiivek maji kubické spline k¥ivky nejvétsi vyznam. Kubickou spline
kiivkou pro opérné body P, Pi,...,P,, a hodnoty parametru t € (t,,t,),
n = 0,1,...,n rozumime kiivku P =P (t), t € (to,t,), kde kazda slozka vektorové
funkce P (t) je kubickou spline funkei.

Jen opérnymi body ale kubicka spline funkce neni zadéna jednozna¢né, nebot kazdy
z n kubickych polynomi ma 4 vektorové koeficienty, dohromady tedy 4n, a k dispozici
méame jen 4n—2 podminek. n+1 z interpola¢nich podminek, n—1 z C° spojitosti kiivky,
n —1 ze spojitosti prvni a dalsich n — 1 ze spojitosti druhé derivace. Proto je tf¥eba jesté
dalsi dvé podminky k urceni kubické spline funkce. Nejcastéji se jako tyto dodatecné
podminky zadavaji te¢né vektory v poc¢ate¢nim a koncovém bodé kiivky, nebo hodnoty
druhych derivaci v téchto bodech (speciélni podminkou je ,podminka volného konce”,
kde v krajnich bodech je druha derivace nulova), nebo podminka uzavienosti spline
krivky.

Samotny vypocet kubické spline kiivky se pak provadi ve dvou krocich: nejdiive
urc¢ime tec¢né vektory kfivky v opérnych bodech a poté vypocteme jednotlivé oblouky
kiivky jako Fergusonovy kubiky podle vztahu (1.1.1) a (1.1.2). Pro provedeni prvniho
kroku si oznac¢ime hledané tecné vektory v opérnych bodech jako P;, 1=0,....,n. 7
pozadavku spojitosti druhé derivace ziskdme ze vztahi (1.1.1) a (1.1.2) po upravach
rovnici
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1 ! 2 2 / 1 4 _ 3 3 3 3
7P+ (& + #5) Pi + w5 Piye = mipPie + (52 — i) Pint — 2P,

i:O,...7n—2, Zk’:tH_l—tl
(1.1.3)

e Pokud dodate¢nou podminkou jsou vektory v pocateénim a koncovém bodé, do-
stavame n—1 rovnic pro n—1 neznamych, tudiz linearni soustavu rovnic o jednom
reSeni.

e Jsou-li dany vektory druhych derivaci v poc¢atecnim a koncovém bodé, musime
doplnit soustavu (1.1.3) o dvé rovnice

P, + P, = 2 (P, —Py) — ZA

P, , +2P, = 2 (P,—P, )~ "*B.

2

Specidlnim piipadem je A = 0, B = 0, kdy dostavame tzv. kubicky prirozeny
spline.

e Podminka uzavienosti spline kiivky rovnéz pridava dalsi dvé rovnice k soustavée
(1.1.3). Rovnice ziskdme pouzitim obecné formule (1.1.3) proi =n—1ai=mn
tak, ze od indext vétsich nez n odecteme n + 1.

K vyfteSeni ziskané linearni soustavy o n + 1 rovnicich s n + 1 nezndmymi pouzivime
Gaussovu elimina¢ni metodu.

1.1.3 Spline kfivky stupné s

Spline kiivky stupné s, s > 1, jsou chapéany jako po ¢astech polynomické funkce stupné
s se spojitou derivaci do stupné s — 1. Z divodu symetrie okrajovych podminek, coz
zarucuje nezavislost na orientaci krivky, se v praxi nejcastéji pouzivaji spline kiivky
lichého stupné. Kazdy segment kiivky je urcen sudym poc¢tem podminek, protoze k
jeho jednoznacnému urceni jsou potieba nejen krajni body, ale i vektory derivaci v
kazdém z nich.

Méame zadano n + 1 opérnych bodua P,,...,P, pro n oblouki spline kiivky, a
potiebujeme tedy urcit n polynomi stupné s. Kazdy polynom (oblouk kiivky) je uréen
s + 1 koeficienty, takze celkem potiebujeme n (s + 1) podminek abychom pro dané
body uréili spline kiivku stupné s. Interpola¢ni podminky ndm davaji n + 1 rovnic
a ze spojitosti nulté az (s — 1)-té derivace plyne s(n — 1) rovnic. Celkem tedy mame
n+l+s(n—1)=n+14+sn—s=n(s+1)+1—srovnic. Je tedy ziejmé, 7e je tfeba
doplnit jesté s — 1 okrajovych podminek.

Pokud je spline kiivka stupné s uzaviena, je uz jednozna¢né urcena svymi opérnymi
body a parametrizaci.
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1.1.4 Spline plochy

Spline plocha se fadi mezi plochy urcené siti bodi, tzn. je ur¢ena matici bodi a okrajo-
vymi podminkami, jimiz jsou pri¢né derivace v okrajovych bodech a twisty v rohovych
bodech.

Pro vypocet spline plochy je tfeba najit oba te¢né vektory pro kazdy bod ridici sité,
coz se da najit jako tecné vektory spline kiivky dané sloupcem nebo radkem matice
bodu, a twisty neboli zkruty, coz jsou smiSené parcidlni derivace v rohovych bodech
zadané sité bodi.

1.2 Bézierovy krivky a plochy

1.2.1 Bézierovy kiivky

Pocatek Bézierovych kiivek se datuje na prelom 50. a 60. let dvacatého stoleti, kdy dva
francouzsti muzi, pracujici ve dvou ruznych automobilkach, nezavisle na sobé publiko-
vali své prace. Prvnim byl matematik a fyzik Paul de Casteljau pracujici u automobilky
Citroén, ktery roku 1959 vyvinul algoritmus, pozdéji pojmenovany po ném algoritmus
de Casteljau, s nimz byl schopen spocitat Bézierovy kiivky. Kratce poté, roku 1962,
technik pro automobilku Renault Pierre Bézier ptisel se svou studii ki¥ivek. Ta byla
uznana Sirokou vefejnosti, nacez po ném byly kiivky pojmenovany. Bézier se snazil
popsat tvarové slozité plochy, na které v automobilovém priumyslu neustéile narazel, co
mozna nejjednoduseji a aby se daly snadno modifikovat. Timto polozil zakladni kameny
teorie téchto kiivek.

Definice 1. Mé&jme lomenou ¢aru, nazyvanou fidici polygon, ktera se sklada z vrcholu
Vo, - .., Vi, ajejich prislusnych polohovych vektoriVy,...,V,, kden >1an € Z.
Pak vztah

P()=Y VBI(). te(l),
i=0
kde B! (t) jsou Bernsteinovy polynomy dané vztahem
Br (t) = <77
definuje Bézierovu kiivku. Pokud v B! (t) vznikne vyraz (8) nebo (7)) polozime ho rovny

nule. Na obrazcich 1.2.1 (a), (b), (¢) a (d) jsou zobrazeny tiplné systémy Bernsteinovych
polynomu pron =1, 2, 3, 6.

)ti(l—t)”"", i=0,...,n,

1

Vlastnosti Bézierovych krivek

e Bézierova kiivka zacind bodem Vj, jehoZ polohovy vektor je Vi a kon¢i bodem
V,., ktery ma polohovy vektor V,,.

e Tecnou Bézierovy kiivky v poc¢ateénim bodé je prvni strana fidicitho polygonu a
obdobné v koncovém bodé je te¢nou posledni strana fidictho polygonu.
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(a) Bernsteinovy polynomy pro (b) Bernsteinovy polynomy pro
n=1 n =2

T L L T - T T -
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 06 08 10

(c) Bernsteinovy polynomy pro (d) Bernsteinovy polynomy pro
n=3 n==~06

Obrazek 1.2.1: Uplné systémy Bernsteinovych polynomi

e Pokud jsou body tidictho polygonu kolinearni, Bézierovou kiivkou je tsecka V(V,.

e Nebot soucet hodnot Bernsteinovych polynomi se pro libovolné ¢ € (0, 1) rovna
jedné, tak celad Bézierova kiivka lezi v konvexnim obalu svého fidictho polygonu.

e Ze vztahu B! (t) = B" . (1 —t), coz vyjadiuje symetri¢nost Bernsteinovych po-

lynomi, plyne, zZe Bézierova kiivka je nezavisla na orientaci fidicitho polygonu.

e Bézierova kiivka je invariantni vuci afinni transformaci, to znamena, ze vysledné
transformovana Bézierova kiivka je totozna s kiivkou vzniklou z transformova-
ného tidiciho polygonu.

e Pocet pruseciki libovolné ptimky a Bézierovy kiivky je nejvyse roven poctu pri-
seciki piimky a fidictho polygonu kiivky - variation diminishing property.

e Jestlize pridame bod do tidiciho polygonu nebo zménime polohu nékterého bodu
polygonu, zméni se tvar celé kiivky.

e Pokud aplikujeme postup vypoctu Bernsteinovych polynomt na vypocet bodi
Bézierovy kiivky, dostaneme algoritmus de Casteljau. Tento algoritmus je za-
lozen na postupném déleni tsecek Fidiciho polygonu v daném poméru (daném
parametrem tg), ¢imz vznikaji nové body. Algoritmus opakujeme az do doby nez
nam vznikne jediny bod - bod kfivky. Na obr. 1.2.2 je pro dany polygon tvoieny
body Vg, Vi, Vo, V3,V uréen bod P pro t = 0.3. Abychom ziskali vSechny body
Bézierovy kiivky, je nutné provést algoritmus pro v8echna ¢ € (0, 1) .

— Algoritmus de Casteljau lze také pouzit pro ziskani te¢ny Bézierovy kiivky v
daném bodé. Obecné, tetna v bodé P (t) je uréena body V"' (t) a Vi1 (¢).
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Vo

Obréazek 1.2.2: Algoritmus de Casteljau

1.2.2 Bézierovy plochy

Bézierovy plochy se fadi mezi plochy urcéené siti bodi.

Definice 2. Necht je ddna mnozina (m + 1) x (n + 1) navzajem raznych boda s po-

lohovymi vektory Voo, Vo1,..., Vin, kterou nazyvame ridici sit a d& se popsat
matici
Voo -+ Vo
V = : .. :
Vm,O e Vm n

Bézierovu plochu pak definujeme pfedpisem

P(U7U)ZZZV’L,JBZWL (’U,)B;L('U>7 u,v € <071>7
=0 j=0
kde B" (u) a B} (v) jsou Bernsteinovy polynomy.

Vlastnosti Bézierovych ploch

e Bézierova plocha prochéazi rohovymi body fidici sité (body Voo, Von, Vo, Vinn),
a jeji okrajové kiivky jsou Bézierovy kiivky dané okrajovymi lomenymi ¢arami
sité.

e Stejné jako Bézierovy kiivky i Bézierovy plochy jsou afinné invariantni a lezi v

konvexnim obalu své ridici siteé.

e Pro Bézierovy plochy uz ovSem neplati ,yvariation diminishing property”, tj. pocet
pruseciki libovolné ptimky a Bézierovy plochy neni nikterak omezen poctem
pruseciki této piimky s fidici siti plochy.
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e Pro te¢nou rovinu v rohovych bodech Bézierovy plochy plati, Ze je urcena timto
bodem a jeho sousedy. Tedy te¢nd rovina v rohovém bodé V,, ,, je urcena body
Vm—l,nv Vm,n a Vm,n—l-

e Algoritmus de Casteljau se u ploch realizuje bud po plochach (piimy algoritmus
de Casteljau), coz je zalozeno na postupném generovani boda hyperbolickych
paraboloidii a na rekurentnim vztahu

VEk. VE. T
Vzk+1 - (1 - U,U) < li liJrl ) (1 - U7U) )
7 Vi-l—l,j Vi+1,j+1

k=0,...,n—1, 4,j=0,....n—k,

¢ po krivkdch, kde se vyuziva algoritmus de Casteljau pro kiivky. Algoritmus
aplikujeme nejdiive na sloupce matice V, ¢imz ziskdme polygon bodi, jako kdy-
bychom pocitali P (u,v), na ktery opét aplikujeme algoritmus de Casteljau.
Timto jsem ziskali urceni bodu P (ug, vg). Algoritmus se samoziejmé mize nej-
prve aplikovat na fadky matice, vysledek bude stejny.

1.3 B-spline krivky a plochy

1.3.1 B-spline baze

Zakladem pro Bézierovy kfivky a plochy byly Bernsteinovy polynomy, zato pro B-spline
k¥ivky se definuji bazové funkce po ¢astech s tim, ze tyto funkce jsou spline funkcemi,
tj. jsou to po ¢astech polynomické funkce se ,spojitou derivaci co do nejvyssiho radu”.

Ozna¢me T = (to,...,tn) tzv. vektor parametrizace (uzlovy vektor) neklesajici
posloupnost parametru t;, tj. to < t; < ... <t,,. Hodnoty t; nazyvame uzly.
B-spline bazové funkce NF stupné k pro vektor parametrizace T = (to, ..., t,) jsou

definovanymi rekurentnim predpisem:

e pro k=0
() = {1 DI t; St < tipy
0 jinde
e prok >0
t—t; _ t; —1 -
Nf(t) = ——— N7 (1) + ——— N ), (1.3.1)
Livk — i Livkr1 — tit1

kde t € (to,t,). V piipadé, Ze vzniknou vyrazy typu g, polozime je rovny nule. Na

obrazku 1.3.1 (a), (b), (c), (d) je zobrazeno, jak vypadaji bazové funkce pro vektor
parametrizace T = (0,1,3,5,6) a stupné k = 0,1,2,3, a na (e) jsou pro porovnani
vSechny dohromady.

B-spline baze je tedy charakterizovana: stupném k polynomi, vektorem parametri-
zace, ktery maé m—+1 uzlu tg < t; < ... <t,, a ¢islem 7, které znazornuje pocet funkeci
tvoifcich bazi. Ze vztahu (1.3.1) plyne, Ze pro funkci NF (¢) je pot¥eba mit ve vektoru
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Obrazek 1.3.1: B-spline bazové funkce

parametrizace az slozku s indexem ¢ + k£ 4 1. Jelikoz ¢ nabyva maximalni hodnoty j,
plati vazba m = j + k + 1, nebo-li m + 1 = 5 + k 4+ 2, coz znamena, Ze pocet slozek
vektoru parametrizace (m + 1) je roven sou¢tu stupné B-spline baze (k), po¢tu funkei
tvoricich bazi (j + 1) a jednicky.

Pokud by slozky parametrického vektoru byly tvaruty =t =... =t, =0at, 1 =
tnio = ... = tony1 = 1, tedy vektor parametrizace by mél tvar T = (0,...,0,1,...,1),
pak B-spline bazi jsou Bernsteinovy polynomy.

Vlastnosti bazovych funkci

e Pro viechna t,14, k jsou bézové funkce nezaporné: NF (t) > 0.

e Soucet viech bazovych funkei je roven jedné: Y7 NF (1) =1, t € (to, t) -

1.3.2 B-spline krivky

B-spline kiivka stupné £ s fidicim polygonem Vy,...,V,, k < n a vektorem parame-
trizace T = (g, ..., t,) je definovana vztahem

P(t) = Zn:ViNf(t). (1.3.2)
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Vektor parametrizace

Obecné rozlisujeme periodicky a neperiodicky tvar vektoru parametrizace. Zatimco
periodicky vektor nemé zadnou specialni vnitini strukturu, pro neperiodicky vektor
parametrizace plati

T = (a,...,a, tk+17~~-;tmfk71> b,,b)
N—— ——
kE+1 kE+1

Jak uz z nazvu vypovida, uzaviené kiivky maji periodicky vektor parametrizace a
oteviené neperiodicky.

Parametrizace miZe byt bud wuniformni, a to pokud pro dva sousedni uzly plati
tir1 — t; = konst, nebo neuniformni, coz je napt. parametrizace, kterd respektuje
poméry délek stran fidictho polygonu.

Vlastnosti B-spline kiivek

e B-spline kiivka stupné k je spline kiivkou, tzn. obecné je tiidy C*~! a tedy je
spojita az do (k — 1)-ni derivace. TT¥idu spojitosti lze ve vybranych bodech i snizit,
a to uvedenim nasobnych hodnot ve vektoru parametrizace. Pro takové kiivky
pak plati, Ze jsou tiidy C*~9, kde ¢ je nasobnost uzlu.

e Vsechny body B-spline kiivky lezi v konvexnim obalu zadaného fidictho poly-
gonu a také plati, Ze pokud t je z intervalu (t;,¢;11), pak bod kiivky P (¢) lezi
v konvexnim obalu (k + 1) po sobé jdoucich vrchola V;_x, V;_jy1,. .., V;, zdroj
[13].

— Priiklad:
Na obr. 1.3.2 je kubicka B-spline kfivka s fidicim polygonem o deviti bodech
Vo, ..., Vg a parametrickém vektoru T = (0,0,0,0,1,2,3,4,5,6,6,6,6). Je-
likoz parametricky vektor obsahuje Sest skoki uzlovych hodnot, skladé se
kiivka ze Sesti oblouki. Uzly jsou oznafeny modie. Bod s t = 3.8 (oznacen
Cervené) spada do uzlového intervalu (t;,t;.1) = (3,4), takze (k+1) = 4
B-spline bazové funkce, které jsou na tomto intervalu nenulové jsou N3, N3,
N2, N@ aze vztahu (1.3.2) je ziejmé, Ze to jsou koeficienty bodi V3, V4, Vi, V.
7 vlastnosti souc¢tu B-spline bazovych funkci rovnému jedné plyne, Ze je-
jich yazeny” prumér P (t) lezi v konvexni oblasti definované témito fidicimi

body.

e Obdobné jako u Bézierovych kiivek i zde plati afinni invariantnost, tzn. vysledna
transformované kiivka je totozna s kiivkou vytvorenou z transformovaného fidi-
ciho polygonu.

e Vliv zmény polohy fidicich bodi je lokalizovdn, tzn. poloha bodu V, ovliviiuje
tvar kiivky pouze v intervalu (t,tsyx) a nedochézi tedy ke zméné celé kiivky.

e Algoritmus de Casteljau mé pro B-spline kiivky obdobu v de Boorové algoritmu.
Ten ale neprovadi déleni stran fidicitho polygonu v konstantnim poméru jako je
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Obrazek 1.3.2: Konvexni obal

tomu u algoritmu de Casteljau, ale je proménny a zévisi na rozdilu hodnot ve
vektoru parametrizace.

Na obrazku 1.3.3 jsou pro dany tidici polygon o osmi bodech vykresleny B-spline kiivky
o stupnich 1, 2, 4 a 7. PovSimnéme si, Ze pro £k = 1 je B-spline kiivkou samotny fidici
polygon a s rostoucim stupném se k¥ivka vice vyhlazuje. Pokud se stupen kiivky rovna
poctu stran ridiciho polygonu, v tomto ptipadé pro k = 7, je vyslednou B-spline kiivkou
Bézierova ktivka pro stejny ridici polygon.

\

Obrazek 1.3.3: B-spline kiivky o stupnich £ =1,2,4,7

B-spline kiivkami se daji modelovat jen objekty, které maji po ¢astech polynomiélni
vyjadieni, coz znamené, ze kruznice, hyperboly a jejich oblouky nelze pomoci B-spline
reprezentovat. Proto se zavadi racionalni specializace (viz. odstavec 1.4.1).

1.3.3 B-spline plochy

Necht méame tidici sit (m + 1) x (n + 1) bod1, které jsou popsany polohovym vektorem
V., ;, a vektory parametrizace U, V pro parametry u a v. Pro obecnou B-spline plochu
stupné (k,[), kde k je stupen polynomu B-spline baze pro parametr u, a [ je stupeii
polynomi béze pro parametr v, potom plati vztah
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P(u,v) =Y > V;;Nf(u)N}(v), (1.3.3)

i=0 j=0

kde NF(u), resp. N; (v) jsou B-spline béazové funkce stupné k pro parametr u, resp.
stupné [ pro parametr v.

Vlastnosti B-spline ploch
e Hrani¢nimi kiivkami jsou B-spline kiivky dané lomenou ¢arou hrani¢nich bodi.
e [ zde plati podminka konvexniho obalu.

e De Booruv algoritmus aplikovany po kiivkach dokaze generovat body B-spline
plochy.

1.3.4 Hierarchickid B-spline plocha

Pro B-spline kiivky plati, Ze jemnéjsi detaily lze ziskat vlozenim uzlu do vektoru para-
metrizace, coz vyvold pouze lokalni zménu kiivky. Naproti tomu, pokud vlozime uzel
do vektorti parametrizace B-spline plochy, zptisobi to vytvofeni celé nové fadky nebo
sloupce tidicich bodu. Aby se piekonala tato nedokonalost, Forsey a Bartels v ¢lanku
[9] pfedstavili pojem hierarchickych B-spline ploch. Hierarchické B-spline plochy jsou
tedy zobecnénim B-spline ploch, které umoznuji lokalni zjemnovéni.

Hierarchickd B-spline plocha se sklada ze série drovni, které jsou slozeny z nékolika
tvar plochy. Kazdy jeho dalsi potomek, zvany prekryti, popisuje urcitou vlastnost plo-
chy.

Necht je dano piekryti arovné k s fidicimi body P®*), potom kazdy bod piekryti je
popsan tvarem ,reference plus offset”, tj. P*) = R 4 O®) kde reference R*-Y je
ziskana z rodi¢ovské plochy na trovni k — 1, a O%) je vektor posunu (offset). Z toho
plyne, Ze jakdkoliv zména na nizsich trovnich je ihned propagovana do vSech trovni
nad ni.

Hierarchickou B-spline plochu lze transformovat do T-spline plochy, a to spojenim
vSech jejich arovni do jedné plochy, jejiz fidici sit obsahuje pouze par nadbyte¢nych
bodi a zaroven zachovava tvar vysledné plochy.

1.4 NURBS krivky a plochy

1.4.1 Racionalizace

Protoze se Bézierovymi a B-spline k¥ivkami a plochami nedaji reprezentovat nékteré
objekty napt. kuzelosecky a kvadriky, je tfeba definovat postup, ktery nam to umozni.
Tomuto postupu se fikd racionalizace. Podstatou racionalizace v nasem podani je vy-
uziti projektivniho rozsiteni Euklidovského prostoru, tedy prostoru vyuzivajiciho ho-
mogennich soutradnic. Tato homogenizujici slozka soutfadnic bodu se nazyva vdha. Po
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projektivnim rozsiteni prostoru je navic mozné mit v fidicim polygonu ¢i siti nevlastni
body.

Necht mame bod P = (z,y, z), potom jeho soufadnice po pfechodu do projek-

. N o ’ . / / / : Z z < z

tivné rozsiteného prostoru jsou PV = (m Y L2 ,w), kde w je dana vaha a pro puvodni

/ ’ ’

~ . s v _ T _ y __z

soufadnice plati pfevody z = &, y = % a 2 = =

w

1.4.2 NURBS krivky

NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) je definovan jako B-spline v projektivnim
rozsiteni Euklidovského prostoru. V pocitacovém modelovani se téchto objekti pouziva
nejcastéji (CAD systémy).

Méjme polohové vektory pro body fidictho polygonu Py, Py,... Py,
kde P; = (x;,v;), jejich vahy wg,wq,...,wy, kde w; # 0, a vektor parametrizace
T = (to,...,t;). NURBS kiivku stupné k potom definujeme s pomoci B-spline ba-
zovych funkei N (t) jako

P(t) = =

zm: w;NF (t)
=0

Vlastnosti NURBS kfivek

e MozZnost konstrukce kuzelosecek.

e Stejné jako B-spline kiivka i NURBS kiivky prochazeji prvnim a poslednim bo-
dem fidictho polygonu.

e Jsou projektivné invariantni.

e Lokalizace zmén. P¥i zméné polohy bodu P, je ovlivnén tvar kfivky pouze v
intervalu (t,,ts1x) a ne celé kiivky.

e Plati variation diminishing property” - pocet priseciki libovolné piimky a NURBS
ktivky je nejvyse roven poctu prisecikii piimky a fidictho polygonu ktivky.

e Piidanim parametru vihy se zvySuje pocet moznosti jak kiivku modifikovat.

e Pokud jsou vahy w; Vi kladné, tak NURBS kiivka lezi v konvexnim obalu svého
fidictho polygonu, je-li ale jedina vaha zdporné, uz to neplati.

e Pro konstrukei se pouziva de Booruv algoritmus.

Na obrazku 1.4.1 jsou vidét NURBS kiivky s ruznymi vektory vah. Pokud w; = 1 Vi
je kiivkou B-spline kiivka. Pfi w; > 1 se kiivka k bodu V; piiblizuje, a pii w; € (0,1)
se oddaluje.
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w=(1,1,1,1,1) w=(1,1,8,1,1) w=(1,6,8,051)

Obrézek 1.4.1: Ruzné vahy bodu

1.4.3 NURBS plochy

Méjme Fidici sit o (m + 1) x (n + 1) bodech, které jsou popsany polohovym vektorem
V. , jejich vahy w;; a vektory parametrizace U,V pro parametry u a v. NURBS
plocha je definovana vztahem

DD VijwipNF (u) N (v)

i=0 j=0

> “wiiNF (u) N (v)

i=0 j=0

P(u,v) =

Y

kde NF (u), resp. le- (v) jsou B-spline béazové funkce stupné k pro parametr u, resp.
stupné [ pro parametr v.

Vlastnosti NURBS ploch

e Jelikoz NURBS plochy maji za zdklad B-spline bazové plochy, sdili s nimi mnoho
vlastnosti.

e Viha fidiciho bodu V; ; ovliviuje tvar plochy v oblasti (u;, witr+1) X (U, Vjti11)-

e Obdobné jako u NURBS kfivek plati lokalizace zmén. Bod V, ; ovliviuje tvar
plochy pouze v konecné oblasti fidici sité. Piiklad, jakd oblast to je pro idici
sit kubické NURBS plochy, je na obrazku 1.4.2. Bazové funkce N7 (u) zavisi na
uzlovych intervalech (es, €3, e4, €5) a bazové funkce N? (v) zavisi na (da, ds, dy, ds).
Co vlastné takovéto oznaceni intervalu je, a jak se zjistuje, je popsano v odstavci
1.5.1.

1.5 T-spline
NURBS plochy maji dvé hlavni nevyhody:

e Topologii ridici sité. Sice je snadné ji matematicky popsat, ale miize vést k vzniku
mnoha nepotiebnych bodu, které nenesou zadnou dilezitou informaci a existuji
jen kvili splnéni topologickych vazeb NURBS plochy.
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Cdo | Ay dp ds ds ds ds d7 | dg

Cdo | Ay do ds dy ds ds d7 | dg

_Go_ d dp ds dy ds ds d; dg

G | dp ds dy ds ds d7 | dg

G | d> ds | ds ds | ds d7 | ds _

Obrézek 1.4.2: Oblast vlivu bodu V; ;

e Parametrizace NURBS ploch nedovoluje popsani nékterych béznych tvari, a po-
kud uz, tak ¢asto ne jen jedinou plochou. NURBS plochy jsou homeomorfni (ho-
meomorfismus je vzajemné jednozna¢né zobrazeni mezi topologickymi prostory,
které zachovava topologické vlastnosti) k rovinam, otevienym valcovym plocham
a anuloidim, takze naptiklad NURBS reprezentace kulové plochy je ve skutec-
nosti valec se sbalenymi konci a ne uzaviené plocha.

T-spline plochy, piedstaveny Siroké vetejnosti ve ¢lanku [5], jsou novou matematickou
formulaci ploch, které tato omezeni NURBS ploch odbouravaji, protoze nejen Ze, ne-
musi byt zadané pouze na obdélnikovych oblastech, ale hlavné vyrazné snizuji pocet
nadbytecnych fidicich bodi, coz zlepsuje naslednou manipulaci s modelem. To, co nej-
vice odlisuje Fidici sit T-spline plochy (zvanou T-mesh) a fidici sit pro NURBS je fakt,
ze T-mesh dovoluje zakonceni po sobé jdoucich tidicich boda v fadku ¢i sloupci, coz
znamend vznik T-spoje (T-junction).

Na obr. 1.5.1 je vidét rozdil mezi plochou trupu lodi modelovanou jako NURBS
plocha a T-spline plocha. Cervend jsou oznaceny nadbytec¢né body a modrou jsou zvy-
raznény T-spoje.

a. NURBS (72 control points) b.T-Splines (42 control points)

Obrazek 1.5.1: Rozdil mezi NURBS a T-spline plochami, zdroj [8]
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Dalsi vlastnosti T-spline ploch

e Jelikoz je T-spline plocha zalozena na stejnych bazovych funkcich jako NURBS
plochy, sdili s nimi uzite¢né vlastnosti jako

— lokalizace zmén,
— variation diminishing property,

— vlastnosti tykajici se spojitosti.

e VsSechny vnitini body fidici sit¢ NURBS plochy maji valenci 4, tzn. Zze z daného
bodu v kontrolni siti vychézeji ¢tyfi hrany. T-mesh narozdil od toho umoznuje i
valenci 3, tzn. T-spoj.

1.5.1 Uzlovy interval

Jak jiz vime, slozky vektoru parametrizace, jinak zvaného uzlového vektoru, tedy uzly,
se pouzivaji k urc¢eni B-spline bazovych funkci. Rozdil hodnot dvou po sobé jdoucich
uzli definuje novy pojem, uzlovy interval, ktery je zaroven délkou parametru Bézierovy
kiivky, kterda se nachazi mezi témito dvéma uzly. Toto nezidporné ¢islo je pridéleno ke
kazdé hrané v ¥idici siti T-spline plochy. Pojem uzlovy interval (knot interval) byl
predstaven ve ¢lanku [4].

Na obrazku 1.5.2 z ¢lanku [5] je piiklad kubické B-spline kiivky o Sesti fidicich
bodech. Uzly jsou znaceny t a hodnoty d; podél tridiciho polygonu znazornuji uzlové
intervaly. Vektor parametrizace pro tuto kiivku mé tvar T = (1,2,3,4,6,9,10,11).
Hodnota prvniho a posledniho uzlového intervalu pro neuzaviené kiivky se prirazuje
imaginarnim hranam fidiciho polygonu, na obrazku to jsou d_; a ds.

Obrazek 1.5.2: Kubicky B-spline, zdroj [5]

Jde provést i opa¢ny proces, a to ur¢it slozky vektoru parametrizace na zakladé
uzlovych intervalti. Jednoduse pfitadime prvnimu uzlu néjakou hodnotu, a abychom
dostali hodnotu druhého uzlu, k ni pfipo¢teme prvni uzlovy interval, pro tieti uzel
pripoc¢teme k hodnoté druhého uzlu druhy uzlovy interval atd.
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1.5.2 PB-spline plocha

Tato plocha je zalozena vyhradné jen na svych fidicich bodech, tzn. body mezi sebou
nemaji zadny topologicky vztah. Odsud je odvozen nazev Point Based.

K definici PB-spline plochy je tedy potfeba mnozina ridicich bodi a pro kazdy bod
dvojice uzlovych vektoru. Uzlovy vektor v proménné s je pro bod P; definovan jako
Si = [Si0, Si1, Si2, Si3, Sia], @ v proménné t jako t; = [ti, ti, iz, tis, tis]. Jejich ziskani je
zobrazeno na obrazku 1.5.3.

Necht P; jsou zadané fidici body a D; = (sy0, Sia) X (tio, tia) je oblast vlivu bodu
P;. Pro PB-spline plochu potom plati vztah

P(s,t) = > PiBi(s,t)

= = , (s,t) € D, (1.5.1)
> i1 Bi(s,1)
kde B;(s,t) jsou bazové funkce definované jako
Bi(s, 1) = N3(s)N3, (1), (15.2)

kde N3 (s), resp. N3;(t) jsou kubické B-spline bazové funkce pro vektor s; = [0, i1, Si2, Si3, Sid],
resp. tz = [ti07 tilu tig, tig, tz4] dané (131)

(S2,tia)

(SZ!ti3)
Pi
(So.ti2) (S1.ti2) (S2.ti2) (S3.ti2) (S4.ti2)

(SZ!ti 1)

(S2:ti0)

Obrazek 1.5.3: Sestaveni uzlového vektoru, zdroj [5]

Vlastnosti PB-spline plochy

e Splituje vlastnost konvexniho obalu, pokud si oznac¢ime C(s,t) = {P;|(s,t) € D;}
pak P(s,t) lezi v konvexnim obalu C(s,t).

e D v rovnici 1.5.1 je oblast vlivu, kde je definovana cela PB-spline plocha. To
znamend, ze D C {D; UDyU...UD,}, D ale nemusi byt obdélnikova oblast.
7Z vlastnosti konvexniho obalu plyne nésledujici: Pokud (s,t) € D lezi pouze v
jedné oblasti vlivu D;, pak P(s,t) = P;, pokud (s,t) € D lezi pouze ve dvou
oblastech vlivu D; a Dj, pak P(s,t) je usecka spojujici P; a P;, atd. Tudiz je
vhodné, aby kazdy bod v D lezel v alespon tfech oblastech vlivu D;.

e N3(s) a N3(t) jsou neménici se ¢asti bazovych funkci PB-spline plochy. Jelikoz
je PB-spline plocha zaloZena na bodech a jejich uzlovych vektorech, jsou Ng.(s) a
Ng.(t) jedine¢né pro kazdy bod. Naproti tomu u NURBS ploch plati, Ze kubicka
B-spline bazova funkce NZ,(s) je stejné pro vSechny ¥idici body v sloupci, a N (¢)
je stejna pro vSechny body v radku.
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1.5.3 Ridici sit T-spline plochy (T-mesh)

Ted, kdyz uz mame definovany pojem PB-spline plochy, lze ¥ici, ze T-spline plocha je
ve skutecnosti PB-spline plochou, jejiz fidici sit spliuje urcita pravidla. Takovéto Fidici
siti budeme tikat fidici sit T-spline plochy neboli T-mesh.

&
t
Ps °
€4
dy
€7 € t,
& e
s ds P ds
t3
5 &
2
€&
do d1 d2 d3 d4 d5 t
1
€
Sl S S3 S S

Obrazek 1.5.4: T-mesh, zdroj [5]

T-mesh je definovan mnozinou hran a ridicich bodi. Kazda hrana spojuje dva fidici
body, a je ji pridélena hodnota uzlového intervalu. Mnozina vSech hran vytvari sit,
jejiz stény se skladaji ze ¢tyf stran a zéroven kazda strana stény obsahuje vice hran,
klidné i spojenych T-spojem. Na obrazku 1.5.4 lze vidét mozné zobrazeni T-meshe v
parametrickém prostoru (s,t). Hodnoty s; oznacuji s soufadnice, hodnoty ¢; ozna¢uji
t soutadnice, a d;, e; predstavuji uzlové intervaly. Z obrazku je dale vidét, Ze plati
sS4 = S3 + ds, t5 =ty + ey4, apod, a T-spoj je napiiklad v bodu Ps.

Kazda hrana v fidici siti T-spline plochy je tseckou s konstantnim s, resp. ¢, coz
nazyvame s-hrana, resp. t-hrana. Nyni lze 1épe definovat T-spoj: T-spoj je vrchol spo-
le¢ny bud pro jednu s-hranu a dvé ¢-hrany nebo naopak, pro jednu ¢-hranu a dvé
s-hrany. Kazd4 hrana je v fidici siti oznac¢ena uzlovym intervalem, ktery musi spliovat
dvé nasledujici pravidla:

e Soucet uzlovych intervalii na protilehlych stranach kazdé stény musi byt stejny.
— Takze napi. v obr. 1.5.4 plati d7 = dy + dg a eg + e7 = eg + eg.

e Pokud T-spoj na jedné hrané stény lze spojit s T-spojem na protéjsi hrané bez
poruseni prvniho pravidla, tak tato spojovaci hrana musi byt zahrnuta do fidici
sité. Jinymi slovy, spojovaci hrana rozdéli zkoumanou sténu na dvé mensi.

— Pokud by v obrazku 1.5.4 platilo e = eg = e3 a e; = eg, vodorovna hrana
dané stény by musela byt zahrnuta do tidici sité, a tedy t-hrana ¢4 by po-
kracovala pres cely T-mesh, kde by vytvarela prisecik s s-hranou s;.
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Pokud je T-mesh obdélnikova sit bez T-spoji, T-spline plocha se stava B-spline plo-
chou.

€4 €4
" “
& 3 &' 3
t ds do g di dip ¢ dg do dig du dip
& s & &
P, P
€5 €5
& d; ©1 d
€y P, € P
¢ do| di dp © ds ds ds ds t do| di dy & d3 dy ds ds
1 1
€| €
S S S3 S S Ss Sl S S3 S S5 Se
(a) Uzlovy vektor s; (b) Uzlovy vektor ¢;

Obrazek 1.5.5: Nalezeni uzlovych vektoru

Lokalni uzlovy soufadnicovy systém se da vyvodit z uzlovych intervalu v fidici
siti T-mesh. K jeho zavedeni je tfeba nejprve zvolit fidici bod, ktery bude slouzit
jako pocatek parametrického prostoru (s,t) = (0,0). Napf. v Fidici siti na obrazcich
1.5.5 (a), (b) ozna¢ime (s1,t;) za uzel poc¢atku. Jakmile je poc¢atek vybran, mazeme
zacit pridélovat s uzlovou hodnotu ke kazdé vertikalni hrané, a ¢ uzlovou hodnotu ke
kazdé horizontalni hrané. Tyto hodnoty jsou v obrazcich 1.5.5 oznaceny jako s; a t;.
Vzhledem k nasi volbé pocéatecniho uzlu, jsme dostali s = t; =0, so = dy, s3 = dy +do,
ty = e1 + e, t3 = €1 + €3 + e3, atd. Obdobné kazdy fidici bod mé uzlové soutadnice.
Napi. Py = (s5,11 + €1 +e5), Po = (53,11 + €6) a Py = (s1, t3).

Ted, kdyZ uz mame popsané vSechny body a hrany v fidici siti T-mesh, mazeme
urcit uzlové vektory pro kazdy bod. Pravé touto moznosti vyvodit uzlové vektory z
fidici sité, se T-spline plochy lisi od B-spline ploch.

Uzlové soutadnice bodu P; jsou (s;2, t;2), a uzlové vektory, které hledame, jsou tvaru
Si = [Si0, S, Si2, Si3, Sia] a ti = [tio, tia, tio, tis, tia]. Necht je dan paprsek
R(a) = (82 + a,ti2), a > 0, tzn. vychéazejici z bodu P; = (s;2,t;2) smérem doprava.
Uzly s;3 a s44 jsou potom s soufadnice prvnich dvou s-hran (vertikalni hrany), které
jsou paprskem protnuty, pfri¢emz s-hrana, na které bod P; lezi, se nezahrnuje jeli-
koz ta uz je ve vektoru obsazena jako jeho tieti slozka, proto a > 0. Pro uzly s;; a
sio vysilame paprsek doleva, R(a) = (s;2 — o, ti2), @ > 0, a ziskavame cely vektor
si = [Sio, Si1, Si2, Si3, Sia). K ziskani vektoru t; = [ti, ti, tio, tis, tis] potfebujeme zjistit
uzly t;0, t;1, ti3 a ;4 a proto vysilame paprsek doli R(«r) = (s;2,ti2 — ), & > 0 a nahoru
R(a) = (8i2,tio + @), @ > 0 a sledujeme jeho protnuti s horizontalnimi hranami. Ve
je zndzornéno na obrazku 1.5.5.

Tedy napt. pro Py je s = [s1, 52,585,855 + dr,86] at = [t; + eg,t1 + €1,t1 + €1 +
er,t1 + e1 + es5,t1 + e1 + e5 + eg] a podobné pro Py je s = [sq,82,53,84,55] a t =
[t1 — eo,t1,t1 + eq, 11 + €1,t1 + €1 + e5]. P3 je hrani¢ni fidici bod. V zavislosti na které
hranici se nachézi, se v uzlovych vektorech hrani¢niho fidiciho bodu zduplikuji slozky. V
piipadé z obrazku nezélezi na slozkach ss, resp. ¢34 vektort s, resp. t3, takze vektory
maji tvar: sg = [81 — do, S1 — dg, S1, 82,52 + dg] a t3 = [tg — 62,t2,t3,t3 + 64,753 + 64].

Jakmile mame urceny uzlové vektory pro vSechny body, miuzeme definovat T-spline
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plochu pomoci rovnic pro PB-spline plochu (1.5.1).

P(s,t) = Zﬁf&iﬁ’;), (s,t) €D

1.5.4 Standardni T-spline plochy

Pojem standardni T-spline plocha je definovan jako T-spline plocha, kde soucet bé-
zovych funkei B;(s,t) z rovnice (1.5.1) danych vztahem (1.5.2) je roven jedné pro
V (s,t) € D. Tudiz i B-spline plocha je standardni T-spline plochou.

Diilezitou vlastnosti je, Ze i po vloZeni uzlu do bazovych funkei standardni T-spline
plochy, tato plocha zustava standardni T-spline plochou. Navic T-spline plocha vytvo-
fend spojenim dvou B-spline ploch je také standardni T-spline plocha (postup popsan
v [5]).

Standardni T-spline plocha lze rozlozit do polynomickych bikubickych plati. Ne-
standardni T-spline plocha je také rozlozitelnd do bikubickych plati, ale uz to jsou
racionalni platy.



Kapitola 2

Aproximace neusporadané mnoziny
bodi v prostoru

2.1 Shrnuti soucasného stavu

YV

ktera co nejlépe vystihuje vlastnosti hledané plochy, a zaroven jejiz pocet ridicich bodi
je rozumny. I v dnesni dobé jesté stale existuji pripady, kdy manudalni zésah do ¥i-
dici sité neni na Skodu, jelikoz vysledna plocha vytvofend z upravené fidici sité, je

mnohonasobné lepsi aproximaci zadanych bodii.

Jedna z metod, které kombinuji jak automatické vytvoreni, tak manuélni zasahy
do Fidici sité je prezentovana v ¢lanku [10]. Metoda je pouZzitelna pro vytvafeni Siroké
skaly reprezentaci, jako B-spline, NURBS nebo T-spline plochy, coz nas zajima nejvice.

Metoda je sloZena z téchto kroki:

e Prvotni vytvoreni sité se provede nejmodernéjsimi metodami, jako napi. PGP
(Periodic Global Parameterization).

Poznamka: Periodic Global Parameterization, ¢lanek [11]

Metoda parametrizace trojihelnikovych ploch libovolné topologie predsta-
vena v roce 2006. Vstupem jsou dvé navzajem kolma po castech linearni
vektorova pole definovana nad vstupni siti a vystupem dvé po ¢éastech line-
arni periodické funkce.

e Dale je mozné manuélné zasdhnout do sité, pokud si uzivatel preje vytvorit urcité
vlastnosti budouci plochy. Je mozné bud ovlivnit sit jiz pfi jejim vytvafeni, coz
se provede zménou urcitych parametru v metodé PGP, nebo si lze po vytvoreni
pocatecni sité pohrat s hranami, napiiklad nékteré hrany vymeénit za geodetiky,
vlozit nové hrany nebo naopak hrany vymazat.

e Prevést sit na ridici sit T-spline plochy, tim Ze vynutime splnéni pravidel ridici sité
T-mesh. Platnost pravidel se pokusime vynutit vSude, kde jsou néjaka poruSeni.
Pokud se vyskytnou piipady, Ze vlozeni hran nikterak nepomiize, vlozime do
sité tzv. mimordadné body a okoli téchto bodi bude ve vysledné plose nahrazeno
T-NURCC plochou [5]. Rozlisujeme tii druhy mimofadnych bodi:

27
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— Do kazdé oblasti o N hranach, kde N je sudé, se vlozi novy bod tak, ze
se spoji s kazdym druhym vrcholem oblasti. Toto vytvoii N/2 novych Gtyi-
thelniki a jeden mimotradny bod.

— Do kazdé oblasti o N hranach, kde N je liché, se vlozeny bod spoji se
stfedem kazdé jeji hrany, ¢imz se nejenze vytvoii jeden mimoradny bod, ale
i N novych T-spoju a N novych ¢tyriahelniki.

— Obdobné pro oblasti o N hranach, kde N je liché a jeden jeji vrchol mé
valenci 3, se vlozeny bod spoji se stfedem kazdé hrany oblasti.

e Po tomto kroku je jiz sit platnou fidici siti pro T-spline plochu (kromé okoli
mimotadnych bodi) a je mozné vypocitat T-spline plochu vztahem (1.5.1).

2.2 Adaptivni aproximace T-spline plochou

Ukolem metody, kter4 je zde piestavena, je konstrukce hladkych povrchii objekti ze za-
danych bodu v E3, nejlépe geodat. Metoda je zalozena na postupné konstrukci T-spline
fidici sité. Zacind se s hrubou aproximaci bodu pomoci B-spline plochy s pravidelnou
fidici siti, ktera se postupné zjemnuje vkladanim novych hran tam, kde je to treba.

2.2.1 Priprava dat
2.2.1.1 Konvexni obal a oblouky

Metoda je navrhované pro vypocitani T-spline plochy ze zadanych geodat terénu, tu-
diz vstupem je list redlnych soufadnic bodi v Ej. Nejdfive zjistime, jak jsou body
v prostoru umistény a jaky zhruba ma mnozina bodt tvar. Za timto Gcelem body
promitneme do roviny a zjistime konvexni obal jejich bodi v roviné.

Poznamka: Konvexni obal kone¢né mnoziny M v Es je nejmensi konvexni mnoho-
uhelnik, ktery obsahuje vSechny body z M, tzn.

Va,be M, t € (0,1): ta+ (1 —1t)be M.

Abychom ziskali prvotni aproximaci B-spline plochou potiebujeme ¢tyfi okrajové k¥ivky,
které ohrani¢uji mnozinu promitnutych bodi do roviny. Protoze body nejsou uspoié-
dané do zadné sité, je tieba zjistit ,rohové body” mnoziny promitnutych bodi. étyfi
body, jenz povazujeme za rohy mnoziny bodu v roviné, jsou body konvexniho obalu,
jejichz dvé hrany spojujici je se sousednimi body z konvexniho obalu, sviraji tihel, ktery
se co nejvice blizi thlu pravému.

Ridicf polygon B-spline kiivky k-tého stupné musi obsahovat minimalné £+ 1 bodi,
tudiz aby B-spline kiivky, které po nalezeni rohti mezi nimi definujeme byly kubické,
musi se jejich polygony skladat minimalné ze ¢tyt fidicich bodii, tzn. rohy mezi sebou
mit minimalné dva body. Pro zjednodu$eni bude odted situace vysvétlovana na pii-
kladu bodi jen mezi dvéma rohy, tzn. na jedné ,strané” mnoziny promitnutych bodi
do roviny, protoze postup na zbyvajicich tfech stranach je stejny. Tyto strany budeme
nazyvat oblouky.
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Obrazek 2.2.1: Body oblouku V;, fidici body P; a poc¢atec¢ni B-spline

Ted, kdyz vime, které body konvexniho obalu jsou rohy, snadno zjistime body leZici
mezi nimi. Rohy a body mezi nimi oznac¢ime je Vi, Vy, ..., V,, a vybereme z nich body
P;, j € (0,m), m < n tak, ze mezi rohovymi body jsou minimalné dva P; body
(opét kvili zarucenf kubické B-spline kiivky), a P; jsou rozdéleny mezi rohy piiblizné
ekvidistantné. Je ziejmé, ze kdyby nastala situace, Ze se mezi rohy mnoziny bodu
promitnutych do roviny nachazeji jen dva body V;, tak plati V; = P;. Body P; jsou
fidicimi body hledané poc¢ateéni B-spline k¥ivky (viz. obrazek 2.2.1), ménénim jejich
polohy zajistime lepsi aproximaci boda oblouku touto kfivkou.

Poznamka: Takto bylo ptvodné pocitdno s konstrukci pocatecni B-spline kiivky.
Casto se ale stalo, Ze pocet bodi P; byl mensi nez ¢tyfi, at uz z divodu, zZe
bodi oblouku V; bylo mélo nebo byly $patné rozlozené. Proto je pocet P; na-
tvrdo zvolen na zakladé poctu V,, a ekvidistatni rozlozeni sice zistalo zachovano,
ale nevybira se jen z bodl V;, ale i z vnitinich bodi blizkych oblouku.

Na obrazku 2.2.2 je pro mnozinu bodi v roviné k vidéni jeji konvexni obal, rohy kon-
vexniho obalu (Cervené body) a body P; (modré body).

Jak jiz bylo feceno z bodu oblouku P; vytvoiime B-spline kiivku P (#) pomoci
vztahu (1.3.2). Tato kiivka je jen po¢atecni a pomiize nam nalézt lepsi B-spline kiivku,
kterd bude body obsazené v oblouku aproximovat lépe.

Tento tikol provedeme diky metodé nejmensich ¢tverci.

2.2.1.2 Metoda nejmensich ¢étverci

Poznamka: Metoda nejmensich ¢tvercu

Aproximacni metoda spocivajici v tom, Ze hledame takové parametry funkce f,
pro které je soucet ¢tvercti odchylek vypoctenych hodnot od hodnot naméfenych
minimalni [14].

V nasem piipadé hleddme parametry boda B-spline kiivky P(t), které maji nejmensi
vzdalenost od danych bodu oblouku V;, tzn.

t; = min|[V, — P ()], ¥t € (0,1), Vi € (0,n). (2.2.1)

Nalezené parametry dosadime do rovnice pro B-spline kfivku, kter& se rovna bodu
oblouku ve tvaru

STQINE (1) = Vi, Vi€ (0,n), (2.2.2)
7=0
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Obrézek 2.2.2: Konvexni obal, rohy a body P,

kde Q; = P, + (z;,y,) jsou posunuté fidici body P;, pro které nova B-spline kiivka
lépe aproximuje zadané body oblouku V;. Vyjde nam tedy (n + 1) rovnic pro (m + 1)
neznamych. Jelikoz plati m < n, mame vic rovnic nez neznamgych, tj. preurcenou
soustavu rovnic.

Poznamka: Necht soustava linearnich rovnic Ax = b je preurcenou soustavou, tzn.
mé vice rovnic nez neznamych. Pokud vektor pravych stran b neni linearni kom-
binaci sloupcti matice A plati, Ze feSeni & neexistuje, jinak existuje pravé jedno
feSeni, pro které plati

xz=(ATA)" A", (2.2.3)

Rovnice podle vztahu (2.2.3) vyfeSime a hodnoty (x;,y;) pficteme k P;. Z téchto
novych bodi Q; opét vypocteme B-spline kfivku a provedeme metodu nejmenSich
¢tvercit a hledani novych bodia R; = Q;+(x;, y;) jesté jednou. Cely postup je znazornén
v algoritmu 1.

Algoritmus 1: Metoda nejmensich ¢tvercu pro B-spline kiivku

vstup: body oblouku V; a body P;
vystup: posunuté body P;, B-spline kiivka
begin
vypocitat B-spline kiivku P (¢)
For (2x)
pro kazdy bod oblouku V; najit parametr bodu na kiivce, aby platilo (2.2.1)
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parametr dosadit do (2.2.2)

vyfteSit preurcenou soustavu

nalezeny posun pripocist k bodim P;

vypocitat B-spline kiivku z P;
return (P;, P (t))

Vysledkem jsou dvakrat posunuté body a vyslednou B-spline ktivka. Jelikoz mame
¢tyti oblouky konvexniho obalu promitnutych boda do roviny, mame i ¢tyfi B-spline
ktivky, které co nejlépe aproximuji body téchto obloukii.

2.2.1.3 Vypocet ridici sité

Na tyto kiivky, respektive na jejich tidici body, pouzijeme metodu NURBS4 z balicku
bakalaiské prace Petra Andéla [6] a ziskame sif bodd, kterou pouzijeme jako pocate¢ni
ridici sit T-mesh.

P = P3

P> = P§
N,
N2
_p4
pi=pL = Pq

Obrézek 2.2.3: Rovinna oblast uréena ¢tyimi okrajovymi kfivkami spliiujici podminku
kompatibility

Poznamka: Rovinna oblast ur¢ené ¢tyimi okrajovymi kiivkami [6].
Vstupem jsou ¢tyii okrajové NURBS kiivky N := [P}, W! Ul|, N2 .= [P2, W2 U?|,
N3 .= [P3, W3 V1|, N* := [P*, W* V2] jez maji iidici polygony P! = (P}, ... . PL),
P? = (P;,..., P2), P? = (P%, . ,P]?;), Pt = (Pé, . ,P;l), prislugné vahy W,
W2, W3, W* a vektory parametrizace U', U? a V!, V2. Krivky, musi spliio-
vat podminku kompatibility, tj. plati rovnosti P§ = P}, Pj = P, P§ = P3 a
P, = P (viz. obrazek 2.2.3), a totéz pro jejich vahy.
Metoda probéhne ve dvou fazich. Nejprve se sjednoti vektory parametrizace kii-
vek, které jsou naproti sobé, tj. k¥ivek N*, N2 a N3, N,

e Pokud po pievodu na normalizovany tvar (0,...,0,...,1,...1) jsou vektory
shodné, tzn. kfivky jsou stejného stupné, nic se s vektory nedéla.
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e Pokud se stupné kiivek rovnaji, ale vektory se bud lisi v normalizovanych
tvarech, ¢i maji rozdilnou velikost, tak se vektory upravi pomoci vkladani
uzli, aby byly shodné.

e Jsou-li kiivky rozdilného stupné, pouzije se algoritmus na jejich srovnani a
piipadné se i upravi vektory vkladanim uzli.

Poté se dopocte Fidici sit a matice vah.
e Nejprve se naleznou vnitini body sité pro okrajové k¥ivky N!, N2 a dosta-
neme matici bodi A = (A;;).

e Nasledné se vnitini body naleznou pro okrajové kiivky N3, N* z ¢ehoy
dostaneme matici B = (B;;).

e Vnitini fidici body, které hleddme jsou stfedy tsecek danych body A;; a
B,;. To samé plati pro vahy.

Nyni mame urcenu ridici sit pro ¢ty okrajové kiivky, kterd je tvaru

Dl _ P3 D3 _ P2
PO_PU Pm_PO
Ql m—1
1 1
1 m—1
. p*l p*l .
pr_Ppl ... ... ... p2_ps
0~ *p p_ T m

Ridici sit budeme odted znagit jako M = (M;;), i €(0,p), j € (0,m).

2.2.1.4 Uzlové pravidlo

Jelikoz zatim mame obdélnikovou sit, kde vSechny vnitini body maji valenci 4, plocha
vytvorend z této sité by byla B-spline plochou. Za tc¢elem vytvoieni T-spline plochy
potiebujeme T-mesh a ten dostaneme zjemnovanim fidici sité.

Pro to je tieba zjistit uzlové vektory pro kazdy fidici bod. Hledani uzlovych vektoru
z ¢lanku [5], které je popsano v odstavci 1.5.3, je provadéno paprskem v parametrickém
prostoru (s,t), ktery je vysilan z bodu, pro néjz uzlovy vektor hledame, do ¢ty¥ stran:
doleva, doprava, nahoru a dolu. Uzly pro uzlovy vektor v soufadnici s, resp. soufadnici
t jsou potom prvni dvé s-hrany zleva a zprava, resp. t-hrany shora a zdola.

Navrhovana metoda toto Tesi pres tzv. matici sousedi. Tuto matici si vytvotrime z
matice aktudlni ridici sié. Matice sousedi mé jednoduchou podobu

(¢, Mog) -+ (¢, Mon)
Mg = : : ;
(07 MPO) o (C, Mpm)

kde ¢ je rovno:
e 1, pokud M;; je redlny bod, M;; = (syj, ti;)-

e 2.1, pokud M;; je virtualni bod na horizontalni hrané, M;; = (0).
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e 2.2, pokud M;; je virtualni bod na vertikalni hrané, M;; = (0).
e 3, pokud M;; je kompletné virtualni, M;; = (0).

Pti prvnim vytvoreni budou vSechna ¢ samoziejmé rovné jedné, protoze vSechny body
jsou realné, ale po nékolika zjemnénich, mize fidici sit vypadat jako na obrazku 2.2.4.
Konstanta ¢ méa napiiklad pro Mj 3 hodnotu 2.2, pro M3o hodnotu 2.1, a pro Mg 3
hodnotu 3, jelikoz bod je ryze virtualni a nenachézi se na zadné realné hrané.

o ! ! L
,,,,,,,,, I O B D
Mz i M3,9i
| 77777M76v3\777 7777777‘77

Obrazek 2.2.4: Zjemnéné tidici sit

7 matice sousedu uz je jednoduché zjistit uzlové vektory pro kazdy redlny bod ridici
sité. Jak uz bylo uvedeno v kapitole 1.5.3, uzlové vektory maji tvar s = [s;o, i1, Si2, Si3, Si4]
at = [tio, ti1, tia, tig, tia).

Pro nalezeni uzli s;g a s;1, je tieba se podivat na sousedni body po levé strané bodu.
Pokud je bod realny, nebo je virtualni a nachézi se na realné vertikalni hrané, uzlem je
hodnota s-hrany, na které lezi. Kdyz hleddme uzly s;3 a s;4, prozkouméavame sousedni
body na opac¢né strané. Slozky uzlového vektoru v parametru ¢ hleddme nahote a dole,
a zajimaji nas realné sousedni body nebo virtualni body na realné horizontalni ¢-hrané.

Tomuto procesu hledani uzlovych vektort budeme tikat uzlové pravidlo.

2.2.2 Zjemiovani sité

Ridici body se nachéazeji zatim jen v roviné, takze jim piifadime primérnou vysku
vstupnich bodt V;; abychom ziskali body v Es. Dalsi moznosti jak fidici body ,po-
zvednout” je, pro kazdy fidici bod najit vstupni bod, ktery je mu nejblize a pak fidicimu
bodu priradit vysku tohoto bodu.

2.2.2.1 Metoda nejmensich ¢étverci

Tyto uz prostorové body fidici sité aproximujeme B-spline plochou P (u, v) dle vztahu
(1.3.3). T zde dvakrat aplikujeme, tentokrat na v8echny vstupni body, metodu nejmen-
Sich ¢tvercii, kde hledame parametry bodu vytvorené B-spline plochy, které maji nejmensi
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vzdalenost od vstupnich bodi, tzn.
(uij, vij) = min ||V — P (u,v)]|, Yu,v € (0,1), VVy;

Nalezeny posun fidicich bodii k nim pfi¢teme, ¢imz zajistime lepsi aproximaci vstupnich
bodi V;; B-spline plochou P (u,v).

2.2.2.2 Kumulativni chyba

Ridici sit nam rozdéluje B-spline plochu na m X p oblasti. Ve zjednoduseném pripadé
pro 6 x 6 oblasti, lze samotnou Fidici sit promitnutou do roviny vidét na obrazku 2.2.5
a plochu s tidici siti na obrazku 2.2.6.

Obrazek 2.2.5: Oblasti B-spline plochy v roviné

Jadro navrhované metody lezi ve zjemnovani fidici sité tam, kde je chyba aproxi-
mace nejvetsi, takze si v kazdé oblasti zjistime kumulativni chybu vzdalenosti vstupnich
bodu od plochy, které spadaji do této oblasti. Do oblasti, kde je chyba nejvétsi, budeme
vkladat novou hranu a to tak, Ze jeji krajové body se umisti do stfedu delSich stran
oblasti [7].

2.2.2.3 Poruseni pravidel p¥i zjemnovani

Je potieba si uvédomit, jak spolu bazové funkce fidicich bodu a fidici sit T-mesh blizce
souviseji. Pro kazdy bod Fidici sité P; existuje bazova funkce B; (s,t) (1.5.2), a uzlové
vektory pro kazdou bazovou funkci jsou nalezeny v fidici siti uzlovym pravidlem. V
pribéhu zjemnovani ale toto spojeni do¢asné rozdélime, tzn. dovolime existenci bazové
funkce B; (s,t), ktera porusuje uzlové pravidlo, a existenci fidicich bodi, ke kterym
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Obrazek 2.2.6: Ridici sif s B-spline plochou

neni prifazena zadna bazova funkce. Coz samoziejmé neni ve vysledku zadouci a proto
se tato poruSeni musi v metodé napravit.

Rozligujeme tii druhy poruseni, ktera se béhem procesu zjemiiovani mohou vyskyt-
nout:

e Poruseni 1 - Ve vektorech bazové funkce chybi uzel, ktery by tam podle uzlového
pravidla pro aktualni fidici sit byt mél.

e Poruseni 2 - Ve vektorech bazové funkce je uzel, ktery neni uzlovym pravidlem
predepsan.

e Poruseni 3 - Existuje fidici bod, k némuz neni pfifazena zadna bazova funkce.
Pokud se vyskytuji jakdkoliv poruseni, je tfeba je jedno po druhém ftesit, az uz zadna
neexistuji. VyfeSenim vSech ptipadii poruseni 1 a 2 se automaticky vytesi i ptipady 3.

Tento pristup a feseni z ¢lanku [7], které je popsano v odstavci 2.2.3 se lehce lisi od

puvodniho pfistupu v ¢lanku [5]. Tam bylo ke dvéma pravidlim, které jsou popsény v
odstavci 1.5.3, pro T-spline plochy pfidano jesté tieti pravidlo:

e Bod mize byt na t-hranu, resp. s-hranu pfidan pouze v piipadé, Ze okolni ¢tyti
body na dané t-hrané maji stejny uzlovy vektor v parametru ¢, resp. okolni ¢tyfti
body na dané s-hrané maji stejny uzlovy vektor v parametru s. Napftiklad na
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obrazku 2.2.7 muze byt bod A ptidan na horizontélni hranu v tidici siti pouze v
pripadé, ze t; =ty =ty = t5.

Obrazek 2.2.7: Tteti pravidlo, zdroj |5

Protoze, ale uzlovy vektor v ¢ pro bod P5 je odlisny od uzlovych vektori v ¢ pro body
P, P, a P;5, neni mozné ihned piidat novy bod do ridici sité. Jakmile se pridaji nové
tidici body pod body Py, P4 a Pj, jako je tomu na obrazku 2.2.7 vpravo, je jiz vlozeni
bodu A povoleno.

Zaroven jsou jesté dany rovnice pro pirepocitani pozic zicastnénych bodu. Napiiklad
pro vlozeni bodu P;), jako je zobrazeno na obrazku 2.2.8 maji rovnice podobu:

P, =P,, P,=P;

p _ daP1+ (di +dy + ds) Py
2 dy +dy +ds + dy

(2.2.4)

p _ (dy + ds + dg) P4 + dsPs5
: ds + dy + ds + dg

(2.2.5)

P/3 _ (ds + ds) P2 + (dy + d3) P3 (2.2.6)
dy +ds + dy + ds

V ¢&lanku [5] je sice v rovnici (2.2.5) koeficient u bodu Py uveden jako (dy + dg + dy),
ale kvili zachovani konzistence s rovnici (2.2.4) si jsem jista, 7e je tam chyba a spravné
je to tak, jak je uvedeno zde.

2.2.3 Zjemnéni bazové funkce

Zjemiovat T-spline plochu znamena vlozit do tidici sité dva body, ¢imz definujeme
novou hranu, nebo jeden bod pokud se napojujeme na jiz existujici hranu. Jelikoz jsou
s Tidici siti tzce spjaty bazové funkce a jejich uzlové vektory, vloZeni nového fidiciho
bodu musi byt spojeno s vlozenim novych uzli do bazovych funkci. Proces zjemhovani
je realizovan v téchto krocich:

1. Vlozeni pozadovaného bodu do ridici sité.
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dg_d;_d ds dg_d-

Obrazek 2.2.8: Tieti pravidlo, zdroj [5]

2. Pokud se néktera bazova funkce dopustila poruseni 1 (viz. odstavec 2.2.2.3), je
tifeba do uzlovych vektori této bazové funkce provést vlozeni nového uzlu.

3. Pokud se néktera bazova funkce dopustila poruseni 2, vlozenim piislusného bodu
do tidici sité se to napravi.

4. Opakuj kroky 2 a 3 dokud nejsou zadné dalsi poruseni.

Vlozeni nového uzlu do uzlovych vektori bazové funkce je definovano nésledujicim
zpusobem. Necht s = [sg, $1, S2, 83, $4] je uzlovy vektor a § je uzlovy vektor o m slozkach,
ktery s obsahuje. Potom je mozné vyjadiit funkei N|sg, s1, 2, 53, S4] (s) , coz je kubicka
B-spline bazova funkce Ng (s) spojend s uzlovym vektorem s = [sg, S1, S2, S3, 84, jako
linearni kombinaci (m — 4) B-spline bazovych funkei definovanymi nad podmnozinami
o péti slozkach uzlového vektoru s.

Pro m = 6 vypadaji rovnice zjemnéni takto (pro m > 6 jsou rovnice nalezeny
opakovanou aplikaci téchto rovnic):

e Pokud § = [sq, k, s1, S2, S3, S4],
pak N (S) = CON[SO7 k7817 52753] (S) + dON[k7 51, 52, 83784] (8)7

kde ¢y = i_—?o ady=1.

e Pokud § = [sq, 1, k, S2, S3, S4],
pak N (s) = 1 N|so, s1,k, 2, 53] (s) + d1N[s1, k, 52, S3, 54] (5),

kde ¢; = =50 5 () = sa=k
$3—S0 §4—81

e Pokud 3§ = [so, s1, 9, k, 53, S4,
pak N (s) = caN[so, 51, S2, k, s3] (s) + daN[s1, s9, k, S3, 54] (5),

kde ¢y = £=%0 5 (, = sa=k
$3—380 S4—81

e Pokud § = [sq, 51, S2, S3, K, S4],
pak N (s) = c3N[so, 51, S2, S3, k] (s) + d3N|[s1, s9, S3, k, 54 (5),
kdeC3zlad3:%.

e Pokud k£ < 59 nebo k > sy, potom se N (s) neméni.

Bazova funkce B; (s,t) muze projit metodou vlozeni bodu, jak v parametru s, tak v
parametru t. V algoritmu 2 je vidét stru¢ny popis postupu.
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Algoritmus 2: Metoda zjemnovani fidici sité

vstup: fidici sit, vkladany bod
vystup: fidici sit
begin
vlozeni nového tidiciho bodu do sité
While (existuje poruseni)
Kontrola
If (existuje poruseni 1)
vlozit novy uzel s vyuzitim rovnic z odstavce 2.2.3
If (existuje poruseni 2)
vlozit novy bod do tidici sité
return (Fidici sit)

Priklad: Postup vlozeni bodu do fidici sité a néasledné zjemnéni bazovych funkei
budeme ilustrovat na pfikladu. Na obrazku 2.2.9 (a) je zobrazena platna ¥idici sit T-
mesh bez jakychkoliv poruseni. Jakmile vsak vlozime do sité bod P, (obr. 2.2.9 (b)),
vyvstane hned nékolik poruseni.

Obrazek 2.2.9: Ilustra¢ni priklad vlozeni bodu do fidici sité

Jelikoz ma P, uzlové soufadnice (ss,ty), bazové funkce pro ¢tyfi nejblizsi body na
hrané ¢, nabyvaji poruSeni 1, jsou to bazové funkce umisténé v (so,ts), (s1,%t2), (S4,12)
a (ss5,t2). Jak bylo definovano na zacatku tohoto odstavce, napravou je vlozeni nového
uzlu, zde s3, do kazdé z téchto funkci.

Béazova funkce umisténa v (sq,t2) ma pred zjemnénim tvar

N [507 S1, 52, S4, 35] (5) N [t03t17t27t37t4] <t> )

a po zjemnéni, kde vkladame uzel s3, se dle tietitho bodu v odstavci 2.2.3 rozpuli do
dvou bazovych funkci,

CQN [807 S1, S2, 83, 84] (S) N [t07t17t27t37t4] <t> )
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k vidéni na obrazku 2.2.9 (c), a
dQN [517 S92, 83, 54, 55] (3) N [t()a tla t?a t37 t4} (t) 5

k vidéni na obrazku 2.2.10 (a).

Bazova funkce ¢ N [sg, s1, S2, 83, 84] () N [to, t1, ta, L3, t4] (t) spliuje uzlové pravidlo,
a stejné tak i zjemnéni bazovych funkei umisténych v (s1,t2), (s4,t2) a (s5,t2).

Co vsak podléhd poruseni 2, je uzlovy vektor v parametru ¢t bazové funkce
daN [s1, S2, S3, 84, S5] (5) N [to, t1, ta, t3, t4] (t), na obrazku 2.2.10 (a), protoze vektor de-
finovany zjemnénim je [to,t1,to,t3,t4], kdezto uzlové pravidlo uzel ¢3 nenajde. Tento
problém je mozné napravit jediné vlozenim nového fidictho bodu do fidici sité. Bo-
dem, ktery potiebujeme, je bod P, zobrazen na obrazku 2.2.10 (b). Jeho vlozenim se
odstrani poruseni 2, ale zaroven vznikd poruSeni 1, protoze jak je vidét na obrazku
2.2.10 (c), bazova funkce umisténa v (so,t3) mé uzlovy vektor v parametru s, ktery
neobsahuje uzel sz, jak je uzlovym pravidlem pozadovéano.

o« J ‘ b J J J L
o 4 S G G i,P,s,, ,,,,,,,,,

— P1 — Pll —
t2 PZ t2 EPZ

H
(a) (b)

Obrazek 2.2.10: Pokrac¢ovani ilustrac¢niho piikladu
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Poruseni 1 se opét vyfesi vlozenim chybéjictho uzlu do uzlového vektoru. Timto
vlozenim se vyftesi vSechna poruseni 1 a 2 a tim zaroven i poruseni 3.

Jelikoz zjemnovani bazovych funkei a vkladani novych fidicich bodi do fidici sité
vyzaduje uzlové hodnoty, které uz v ridici siti T-mesh existuji, algoritmus popsany
timto odstavcem, se provede v kone¢ném poctu kroku. Nejhorsi pripad, ktery mize
nastat je, Zze by algoritmus protahl ¢astecnou tfadu fidicich bodi, pies cely parametr.

Oproti algoritmu zjemiovani ze starsiho ¢lanku [5], ktery je popsan ve druhé polo-
viné odstavce 2.2.2, mé toto zjemiiovani dvé vyhody: je zaruc¢eno, ze bude vzdy fungovat
a obvykle pozaduje vlozeni o mnoho méné dodatecnych fidicich bodi.

2.2.4 Zakonceni

Jakmile mame vyfeSena vSechna poruseni pro vlozenou hranu, opét zjistime posun
bodu Fidici sité pro lepsi aproximaci metodou nejmensich ¢tvercii.

Poté spoc¢itame kumulativni chybu vzdalenosti vstupnich bodu od plochy v kazdé
oblasti (pouzivaime nové oblasti vytvofené vlozenim hrany a dodate¢nymi body), a do
oblasti, kde je chyba nejvétsi opét vlozime hranu. Toto provadime tak dlouho, dokud
maximalni vzdalenost vstupnich bodi od plochy, neklesne pod zadanou piesnost.
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Hledanou vyslednou plochou, ktera co nejlépe aproximuje vstupni body, je tato T-
spline plocha, jiz jsme vytvofili na zac¢atku na zakladé B-spline plochy a jejiz fidici sit
byla stiidavé zjemniovina a poloha bodu upravovana.

2.2.5 Vysledky

Se smutkem musim konstatovat, Ze implementovana metoda neptisobi tak, jak od ni
bylo oc¢ekavano.

2.2.5.1 Kumulativni chyba

Soucet vzdalenosti vstupnich bodu od T-spline plochy se nezmensuje, naopak nékdy i

zvétsuje.

Ukazka Vypis vzdalenosti (chyb) patnacti prichodi zjemiiovanim:
Pruchod cislo 1: nejvetsi chyba = 6952.04, soucet chyb = 96749.2
Pruchod cislo 2: nejvetsi chyba = 6150.67, soucet chyb = 83967.7
Pruchod cislo 3: nejvetsi chyba = 6091.47, soucet chyb = 85850.2
Pruchod cislo 4: nejvetsi chyba = 5698.26, soucet chyb = 85356.
Pruchod cislo 5: nejvetsi chyba = 4908.49, soucet chyb = 81340.4
Pruchod cislo 6: nejvetsi chyba = 4839.67, soucet chyb = 93800.8
Pruchod cislo 7: nejvetsi chyba = 14265.5, soucet chyb = 105820.
Pruchod cislo 8: nejvetsi chyba = 5858.13, soucet chyb = 96066.6
Pruchod cislo 9: nejvetsi chyba = 4871.02, soucet chyb = 93668.9
Pruchod cislo 10: nejvetsi chyba = 4088.11, soucet chyb = 95795.8
Pruchod cislo 11: nejvetsi chyba = 3268.44, soucet chyb = 86671.4
Pruchod cislo 12: nejvetsi chyba = 3855.65, soucet chyb = 93393.1
Pruchod cislo 13: nejvetsi chyba = 5948.51, soucet chyb = 91031.2
Pruchod cislo 14: nejvetsi chyba = 10836.5, soucet chyb = 120837.
Pruchod cislo 15: nejvetsi chyba = 5312.2, soucet chyb = 117644.

Druhou vlastnosti, ktera nebyla splnéna je nepropagace boda po vlozeni bodu do fidici
sité. Body se naopak béhem jednoho zjemnéni vlozi skoro po celé délce fidici sité.
Napiiklad velice brzy po zac¢atku metody se mi stala nasledujici situace znazornéna na
obrazcich 2.2.11.

Bylo tfeba vlozit vertikalni hranu do posledni fady hran. Na obrazku 2.2.11 (a) je
modfe oznacen vlozeny prvni bod hrany. Kontrolou poruseni spojeni bazovych funkei a
uzlovych vektoru doslo nékolikrat ke zjemnéni nékterych bazovych funkei, coz mélo za
nasledek postupné vlozeni dalgich Sesti bodii, které jsou na obrazku 2.2.11 (b) oznaceny
cervené. Poté kone¢né mohlo dojit ke vlozeni druhého bodu hrany, ktery uz zadné dalsi
body negeneroval, viz. obrazek 2.2.11 (c).
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(a) (b) (c)
Obrazek 2.2.11: Propagace novych bodu

2.2.5.2 Tvar T-spline

Neni jasné zda-li Spatnym vkladanim, ¢i propagaci bodt, ale plocha se s vétsim po-
¢tem zjemnéni ¢im dal tim vic odchyluje od ptivodniho tvaru mnoziny vstupnich bodii.
Ukéazka na obréazcich 2.2.12, 2.2.13, 2.2.14 a 2.2.15, k porovnani je k dispozici plocha a
plocha se vstupnimi body.

e Pocatecni T-spline plocha. Plocha je totozna s B-spline plochou. Aproximace neni
nejlepsi, ale dobfe vystihuje hruby tvar mnoziny bodi.

345000
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355000 355000

Obrazek 2.2.12: Poc¢ate¢ni T-spline plocha a plocha s body
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e T-spline plocha po péti zjemnénich. Plocha zac¢ind mit jasnéjsi rysy, ale objevuji
se zvlasni odtazeni plochy od kraje.

345000

350000 350000 41405 10°

355000 3535000

Obrazek 2.2.13: T-spline plocha a plocha s body po péti zjemnénich

e T-spline plocha po ¢trnacti zjemnénich. Plocha obsahuje vyvyseniny a prohlubné,
které vstupni mnozina bodi neobsahuje.
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Obrézek 2.2.14: T-spline plocha a plocha s body po ¢trnacti zjemnénich
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e T-spline plocha po osmnéacti zjemnénich. Plocha je obcas divné smr§téné obcas
natadhnuta a rozhodné jiz nema nic spole¢ného s tvarem mnoziny vstupnich bodi.
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Obrézek 2.2.15: T-spline plocha a plocha s body po osmnécti zjemnénich

Vyzkousela jsem i omezeni posunu bodu v metodé nejmensich ¢tvercti jen na posun
v z-ové soufadnici. Podivhym odskokim kraje plochy to ale stejné nezabranilo, viz
obréazek 2.2.16, maximalni chyba v oblastech se sice snizovala, celkova chyba aproximace
vSak zustavala na podobné trovni.

350000 350000

355000 355000

Obrazek 2.2.16: T-spline plocha a plocha s body po dvaceti zjemnénich

Ukazka Vypis vzdalenosti (chyb) prichodu zjemhovanim:
pruchod cislo 1: nejvetsi chyba = 6952.04, soucet chyb = 96749.2
pruchod cislo 2: nejvetsi chyba = 5655.63, soucet chyb = 85287.7
pruchod cislo 3: nejvetsi chyba = 5090.55, soucet chyb = 85477.1
pruchod cislo 4: nejvetsi chyba = 5143.89, soucet chyb = 84487.4
pruchod cislo 5: nejvetsi chyba = 4404.02, soucet chyb = 83448.1
pruchod cislo 10: nejvetsi chyba = 3577.8, soucet chyb = 89404.7
pruchod cislo 15: nejvetsi chyba = 3034.34, soucet chyb = 85655.8
pruchod cislo 20: nejvetsi chyba = 2611.63, soucet chyb = 86653.4
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2.2.5.3 Doba vypoctu

Vzhledem k tomu, Ze k jednomu zjemnéni je potieba tfikrat vypocitat vzdalenosti
vstupnich bodi od plochy (jednou k urceni kumulativni chyby a dvakrat v metodé
nejmensgich ¢tverci), trva vypocet zjemnéni pomérné dlouhou dobu.

P1i poc¢tu 1000 vstupnich bodi se dvacet zjemnéni provede asi za tfi hodiny.

2.2.6 Balicek TsplinePlocha

Balic¢ek TsplinePlocha byl vytvoren v programu Wolfram Mathematica 8.0. Nacteni ba-
licku, coz nacte vSechny funkce obsazené v ném, se provadi piikazem <<TsplinePlocha®.
Vlastni funkce se pak spousti pfikazem TSP.

e Vstupem této funkce je pole bodi V = {{xo,v0,20},--,{%n, Yn,2n}} a pocet
iteraci k.

— Cim vice obdélnikovy tvar bude mit mnozina bodi, tim lépe se naleznou
rohové body a tim lepsi bude aproximace.

— Jelikoz je nepravdépodobné, 7e by hodnota vzdalenosti vstupnich bodt od
plochy klesla pod urcitou hranici, je jako zastavovaci podminka pouzit pocet
iteraci (prichodu zjemnénim) misto minimalni hodnoty vzdalenosti.

e Vystupem je matice fidicich bodu P a rovnice T-spline plochy
P(s,t) = {Pu(s,t), Py(s,1), P:(s,1)}.

Volani funkce TSP ma nasledujici tvar: TSP[{V, k}].
Z duvodu dlouhého ¢ekani na vysledek, jsem prilozila jak balicek, ktery tiskne jen

T-spline plochy - balicek TsplinePlocha, tak i verzi s vypisy, aby bylo vidét, co pravé
program pocita - balicek TsplinePlochaVypisy.



Zaveér

Cilem této diplomové prace bylo vymyslet a implementovat algoritmus pro aproximaci
bodu v prostoru T-spline plochou.

Zacatek je vénovany zakladum standardné pouzivanych reprezentaci v geometric-
kém modelovani, tudiz Bézierovym kfivkam a plochdm, obecnym spline kiivkam a plo-
cham, B-spline kiivkdm a plocham, hierarchickym B-spline plochdm, NURBS kf#ivkam
a plocham a nakonec tématu celé diplomové prace T-spline plocham.

Druhé ¢ast se vénuje aproximaci neusporadanych bodu v prostoru. Nejdiive je po-
psan existujici algoritmus: hruby postup nalezeni fidici sité neusporfddané mnoziny
bodu a jeji nasledna konverze na ridici sit T-mesh. Zbytek této ¢asti se vénuje popisu
navrzenému algoritmu pro aproximaci zadanych bodi v prostoru. Algoritmus je vice
méné slozenim dvou ¢lanka ([5] a [7]), s pfedefinovanim nékterych postupi.

Prvnim krokem je ziskat aproximaci bodi promitnutych do roviny, takze zadané
body promitneme, zjistime jejich konvexni obal a ,rohy” konvexniho obalu. Jakmile
méame rohy mnoziny bodiu v prostoru, mizeme definovat B-spline kiivky mezi nimi.
Nasledné na kiivky pouzijeme metodu nejmensich ¢tvercli, pomoci které vypocitame
posuny fidicich bodu kiivky, aby kiivka jesté lépe aproximovala zadané body oblouku.
Vysledné kiivky pouzijeme jako vstup do vypujéené metody z Bakalaiské prace [6].
Vystupem metody je Fidici sit.

Protoze stale operujeme jen v rovinné oblasti, je tfeba bodim této sité priradit
vysku a pfesunout se tak do prostoru. Tyto prostorové body fidici sité aproximujeme
B-spline plochou. Opét vyuzijeme metodu nejmensich ¢tvercti a vypocitame posuny
bodu ridici sité, aby B-spline plocha 1épe aproximovala zadané body v prostoru. Ridici
sit rozdéluje B-spline plochu na nékolik oblasti, v kazdé oblasti vypoc¢itame kumulativni
chybu vzdalenosti zadanych bodi od B-spline plochy. V oblasti, kde je chyba nejvétsi
provedeme zjemnéni fidici sit€, a to vlozenim nové hrany do sité, ¢imz vytvaiime T-
mesh.

Jelikoz jsou s Fidici siti tizce spjaty bazové funkce vytvorené T-spline plochy, nelze
jen tak vlozit hranu do fidici sité, je tfeba zkontrolovat, zda-li nenastala poruseni této
spojitosti. Pokud ve vektorech bazové funkce chybi uzel, ktery by tam dle fidici sité
byt mél, je tieba do uzlovych vektoru této bazové funkce provést vlozeni nového uzlu.
Pokud ale je ve vektorech bazové funkce uzel, ktery nelze v fidici siti dohledat, vlozenim
nového bodu do fidici sité se to napravi. Zminéné uzlové vektory se daji vycist z fidici
sité pomoci matice sousedi.

Toto vkladani novych hran a néasledné prepocitani sité metodou nejmensich ¢tvercu
provadime tak dlouho, dokud maximalni vzdalenost vstupnich bodu od plochy, neklesne
pod zadanou presnost.

Takto byl algoritmus navrzen a implementovan. Bohuzel vysledné plochy neapro-
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ximuji vstupni body dobfe a dokonce se s postupem casu vice a vice zhor$uji. Pficina
mize byt ve Spatném vybéru kam vlozit hranu, ¢i piimo ve zplisobu vlozeni.



Literatura

1]

2]

131

4]

[5]

[6]

7]

18]

19]

[10]

JEVJZEK, Frantisek. Geometrické a pocitacové modelovdni. Pomocny ucéebni text.
ZCU, 2009.

FARIN, Gerald - HOSCHEK, Josef - KIM, Myung-Soo. Handbook of computer
aided geometric design. 1st edition Amsterdam: Elsevier, 2002. ISBN 0-444-51104-
0.

PIEGL, Les - TILLER, Wayne. The NURBS Book. Second edition. Berlin, Hei-
delber, New York Springer-Verlag, 1997. ISBN 3-540-61545-8.

SEDERBERG, Thomas W. - ZHENG, J. - SEWELL, D. - SABIN, M. Non-uniform
recursive subdivision surfaces. Proceedings of SIGGRAPH 98 (July), pp. 387-394,
1998. ISBN 0-89791-999-8.

SEDERBERG, Thomas W. - ZHENG, Jianmin. - BAKENOV, Almaz - NA-
SRI, Ahmand. T-spline and T-NURCCs. Journal ACM Transactions on Graphics
(TOG) - Proceedings of ACM SIGGRAPH 2003, Vol. 22, No. 3, pp. 477-484, 2003.

ANDEL, Petr. NURBS reprezentace rovinnijch oblasti, Plzen: Zapadoceska uni-
verzita. Fakulta aplikovanych véd. Katedra matematiky, 2010. 47 s. Vedouci di-
plomové prace Ing. Bohumir Bastl, Ph.D.

SEDERBERG, Thomas W. - CARDON, David L. - FINNIGAN, G. Thomas -
NORTH, Nicholas S. - ZHENG, Jianmin - LYCHE, Tom. T-spline Simplification
and Local Refinement. Journal ACM Transactions on Graphics (TOG) - Procee-
dings of ACM SIGGRAPH 2004, Vol. 23, No. 3, pp. 276-283, 2004.

SEDERBERG, Matthew T. - SEDERBERG, Thomas W. T-Splines: A Technology

for Marine Design with Minimal Control Points.
URL: <http://www.tsplines.com/m/T-SplinesChesapeakepaper.pdf> [cit. 2015-
07-10]

FORSEY, David R. - BARTELS, Richard H. Hierarchical B-spline refinement.
Proceeding SIGGRAPH 88 Proceedings of the 15th annual conference on Compu-
ter graphics and interactive techniques, pp. 205-212 , 1988.

LI, Wan-Chiu - RAY, Nicolas - LEVY, Bruno. Automatic and Interactive Mesh
to T-Spline Conversion. Eurographics Symposium on Geometry and Processing,
2006.

47



LITERATURA 48

[11] RAY, Nicolas - LI, Wan-Chiu - LEVY, Bruno - SHEFFER, Alla - ALLIEZ, Pierre.
Periodic Global Parameterization. Journal ACM Transactions on Graphics (TOG),
Volume 25 Issue 4, pp. 1460-1485, 2006.

[12] Wikipedia, The Free Encyclopedia. URL: <http://en.wikipedia.org/> [cit. 2015-
07-10]

[13] Dr. SHENE, C.-K. (S3621 Introduction to Computing with Geometry No-
tes. URL: <http://www.cs.mtu.edu/ shene/COURSES/cs3621 /NOTES/> [cit.
2015-07-10]

[14] Laboratorni cvicent z fyziky: Metoda nejmensich ctvercil.
Ceské  vysoké uceni  technické. Fakulta  elektrotechnicka. URL:
<http://herodes.feld.cvut.cz/mereni/mnc/mne.php> [cit. 2015-07-10]



