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Abstrakt

Tato prace uvadi prehled vybranych epidemiologickych modelu, dale tesi
modifikace zdkladniho SIR modelu a na ptikladu porovnava teoretické vysled-
ky se znamym piipadem Sifeni spalové anginy. Zaméfuje se na ziskani in-
formaci o vrcholu epidemie a porovnani numerickych vysledka pro ruzné
vyjadieni SIR modelu. Prinosem prace je pak predevsim prevedeni SIR mo-
delu na rovnici Abelova typu, z niz bylo nésledné vyjadieno feseni SIR sou-
stavy v parametrickém tvaru.

Abstract

This thesis contains an overview of selected epidemiological models, it also
discusses the modifications of the basic SIR model and compares the theoreti-
cal results with known spread of scarlatinal tonsillitis. It focuses on obtaining
information about the peak of the epidemic and comparing numerical results
for different expressions of the SIR model. The main contribution of this
work is the transfer of SIR model to Abel’s type differential equation from
which the parametric solution of the SIR system was sebsequently expressed.

Kurzfassung

Diese Arbeit enthilt einen Uberblick von ausgewéhlten epidemiologischen
Modellen, sie 16st auch die Modifikationen von SIR-Modell und vergleicht the-
oretische Resultate mit dem bekannten Fall der Ausbreitung der Scharlach-



Angina. Sie orientiertet sich auf den Erwerb der Informationen iiber die Spi-
tze der Epidemie und den Vergleich von numerischen Ergebnissen fiir ver-
schiedene AuBerungen von SIR-Modell. Der Beitrag der Arbeit ist vor allem
die Ubertragung von SIR-Modell auf die abelsche Gleichung, aus der nach-
folgend die Losung des SIR-Systems in der Parameterform ausgedriickt war.
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Uvod

Epidemie nasi populaci velmi ovliviiuji, proto se lidstvo snazi ziskat po-
znatky o §ifeni nemoci a jejich pfenosu a modelovat priubéh epidemii bu-
doucich.

V praxi ziskana data jsou casto nekompletni a natolik nepfesna, ze je
nejsme schopni interpretovat a chovani epidemie muze pusobit chaoticky.
Také odhad parametru a soucasti modelu je velmi tézky, proto se nabizi
otazka, zda je pro nas matematické modelovani v epidemiologii viibec prinos-
né. S jeho pomoci jsme ovSsem schopni porozumét skrytym mechanismum,
které ovlivnuji siteni nemoci a navrhovat strategie, jak epidemie dostat pod
kontrolu. Modely ¢asto dokazi rozeznat i chovani, které je z experimentalnich
dat nejasné.

Vyzkum infekénich chorob muze byt rozdélen na deskriptivni, analy-
ticky, experimentalni a teoreticky. Matematické modely jsou zalozeny na po-
pulaéni dynamice, chovani a pirenosu nemoci, vlastnostech infekénich agens
a na dalsich socialnich a psychologickych faktorech.

Pri matematickém modelovani prenosu nemoci je vzdy nutné zvolit kom-
promis mezi jednoduchymi modely, které vynechavaji vétsinu podrobnosti
a jsou vytvoreny jen pro osvétleni obecného kvalitativniho chovani nakazy,
a detailnimi modely, obvykle vytvorenymi pro specificky ptipad a obsahujici-
mi krdtkodobou kvantitativni predpovéd. Detailni modely je obecné sloZité
nebo nemozné tesit analyticky a jejich vyuziti pro teoretické ucely je ome-
zené, prestoze jejich strategicka hodnota muze byt vysoka. Pfi feseni redlnych
situaci je totiz pro zdravotnické odborniky jednoduchy model nedostatecny
a je nutna numerickd simulace modelu detailniho.

Spojeni epidemiologické teorie, biostatistiky a pocitacovych simulaci pris-
pélo ke zlepseni nasich védomosti o mechanismech prenosu epidemii, k vyvoji
epidemiologie a ke vzniku efektivnéjsich metod kontrolovani infek¢énich cho-
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rob. Modelovani téchto nemoci odhalilo mnozstvi zajimavych jevu a odlis-
nosti v jejich chovani a zapticinilo vznik celé fady podnétu pro dalsi vyzkum.

Tato prace je clenéna nasledovné: kapitola 1 slouzi k seznameni se s vy-
branymi pojmy z teorie dynamickych systému a epidemiologie a uvadi prehled
zakladnich epidemiologickych modelu. V kapitole 2 je pak provedena analyza
zékladniho SIR modelu, jsou uvazovany moznosti prevedeni modelu do jiné
formy a dale jsou srovnavany numerické vysledky téchto novych systému
v softwarech Matlab a Mathematica. Kapitola 3 poukazuje na komplikova-
nost modelovani v epidemiologii srovnanim realnych dat z lokalni epidemie
spalové anginy s teoretickymi hodnotami ziskanymi z jednoduchého modelu.
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Kapitola 1

Prehled vybranych pojmu
a zakladnich epidemiologickych
modelu

V této kapitole predstavime struény ivod do modelovani v epidemiolo-
gii, predpoklady, z kterych modelovani vychéazi, vysvétlime nékteré pojmy
z epidemiologie a teorie dynamickych systému, predstavime vybrané modely
a shrneme moznosti, které matematické modelovani v epidemiologii nabizi.
Pokud neni uvedeno jinak, informace v této kapitole byly ¢erpany z [2]. Ilu-
stra¢ni obrazky byly vytvoreny v programu MATLAB pomoci funkce ode45.

1.1 Zakladni predpoklady a pojmy

Modely byvaji pojmenovany pomoci zkratek anglickych nazvu oznacuji-
cich jednotlivé modelové tiidy - skupiny populace:

e S susceptible - nachylni jedinci
Tito jedinci nemaji proti nemoci zadnou imunitu a mohou se snadno
nakazit.

e [ infectious - infekéni jedinci
Nakazeni, ktefi mohou po celou dobu onemocnéni sifit nemoc dal mezi
nachylné.

e R recovered - imunni jedinci

Prodélanim nemoci, piipadné ockovanim, ziskali imunitu, kterd muze
byt trvald, nebo docasna.
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D dead - zemfeli jedinci
Vyskytuji se pti modelovani smrtelnych nemoci.

e F exposed - infikovani jedinci
Vyskytuji se pti modelovani nemoci s latentnim obdobim, v némz je
osoba infikovand, ovSéem bez priznaku nemoci, a schopnost prendaset
nemoc na nachylné jedince maji tito lidé jen ¢astecné, nebo vubec ne.

e H hibernator
Infekéni jedinci, kteti zustavaji doma a nemoc tedy déle nesiti.

o T treatment - léceni jedinci
Cast infekénich jedincu, které se dostalo 1échy, a zkratila se tak doba
onemocnéni.

Matematickym modelem epidemiologického jevu pak budeme rozumeét
nelinearni systém obycejnych diferencidlnich rovnic. Pocet rovnic odpovida
poctu pouzitych typu modelovych tiid. V nasem ptipadé z tohoto systému
ziskdvame pouze numerickou aproximaci feseni. Nezavislou proménnou téchto
kompartmentovych modelu je cas t.

Soucet pouzitych modelovych tiid musi pokryt celou populaci N. Ttidy
je dale mozné délit podle pozadovanych kritérii (pohlavi, vék apod.). Poza-
dujeme, aby velikost jednotlivych t¥id byla dostatecné velka a miSeni jejich
¢lenu by tak mohlo byt povazovano za homogenni. Tento predpoklad neni
platny na zacatku epidemie pfi prvotnim vypuknuti nakazy, kdy se vysky-
tuje pouze nékolik malo infikovanych jedincu a prenos infekce je stochastickou
udalosti zavislou na kontaktech mezi jednotlivci. Pro modelovani poc¢atecni
faze nakazy se proto vyuziva jiny pristup nez ten, ktery je uvedeny v této
praci.

Predpokladéame, ze prubéh epidemie je deterministicky, tudiz ze chovani
populace je urc¢eno jeji minulosti a pravidly popisujicimi model.

Slabinou tohoto modelovani je skutecnost, ze vnimame populaci jako ce-
lek a predpokladame jeji homogennost, tedy ze uvazujeme jediny typ pru-
mérného jedince, ktery se v populaci vyskytuje. Abychom zahrnuli kazdého
jednotlivce a odlisnosti jeho chovani od prumeéru, potiebovali bychom daleko

VVVVVV

Dulezitou veli¢inou je zékladni reprodukéni ¢islo %, jez muzeme defino-
vat jako pocet druhotnych infekei zpusobenych jedinym infekénim ¢initelem,
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ktery vstoupil mezi cleny kompletné nachylné populace. Epidemie propukne
pravé tehdy, kdyz %, > 1. Vyssi %, vede k rychlejsimu néastupu epidemie
porci zdravych jedincu na vrcholu epidemie (1/%,) a prevalenci nemoci
na vrcholu epidemie. Hodnotu %, je mozné odhadnout po skonceni epide-
mie nebo béhem jejiho prubéhu. Odbornici se snazi navrhovat v praxi takové
postupy, které povedou ke snizeni reprodukéniho ¢isla pod hrani¢ni hodnotu
a tim dojde k zamezeni vzniku epidemie.

1.1.1 Dynamické systémy

Nésledujici vybrané pojmy z teorie dynamickych systému byly Cerpany
z [9].

Autonomni soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu

vy = fi(zy,me, ... 1,),
vy = fo(wy,me, .. p),
= folw, 22, .. 1),

kde f1, fa, ..., fn jsou realné funkce n realnych proménnych, muzeme vekto-
rové zapsat jako

kde x = (21,29, ....,x,) € R" a f : R® — R". Soustavu lze interpretovat
jako matematicky model néjakého realného dynamického systému se zavislou
proménnou X a nezavislou proménnou ¢, jehoz stav je v ¢ase t ur¢en uspora-
danou n-tici ¢isel

x(t) = (z1(t), x2(1), ..., zp(1)).
Potom

X(t) = O = (2 (1) 74(0), . 2 (1)

udava rychlost zmény stavu systému, kterd je zadana prostiednictvim funkce f,
jejiz hodnota zavisi pouze na okamzitém stavu systému.

Jestlize funkce f zévisi také na case t, tj. £ = f(¢,x), pak rovnici
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nazyvame neautonommn;.

Jestlize je funkce f linedrni v x, tj.
f(x,t) = A(t)x + b(t),

kde A(t) je maticovd funkce a b(t) vektorova funkce, nazyvame soustavu
linedrnim modelem. Plati f(x+y) = f(x)+f(y) a f(Ax) = M (x), Vx,y € R",
VA eR.

Cauchyovou (pocdatecni) ilohou rozumime tlohu, kde hleddme teseni x
soustavy x’ = f(t,x) spliujici pfedem zadanou podminku x(tg) = xo. Dany
bod [tg, Xo] je tzv. poédtecni podminka.

Bod x* nazyvame equilibriem (rovnovaznym stavem) soustavy, jestlize
f(x*) = 0. Stav systému se v tomto bodé v ¢ase nemeéni, tj. (x*)" = 0. Equi-
librium je stabilni, pokud jemu ,blizka“ feseni zuistanou ,,blizka“ i ve veske-
rém nasledujicim case, tj. pro vSechna okoli & equilibria x* existuje okoli &
takové, ze kazdé feseni x(t) s x(0) = xo v 0) je definované a setrvava v &
pro vSechna t > 0. Pokud navic muzeme zvolit &) tak, ze lim; ., x(t) = x*,
jedna se o asymptotickou stabilitu.

1.1.2 Epidemiologie

Modelovani prenosu a prubéhu nemoci se neobejde bez znalosti zakladnich
pojmu z epidemiologie. Nasledujici ptehled vychézi predevsim z [§].

e epidemiologie - véda zabyvajici se studiem vyskytu chorob a faktoru,
které jej ovliviiuji

e infekcni agens - puvodce nakazy

e patogen - chorobny ¢initel, obvykle choroboplodny zarodek
e hostitel - organismus, v jehoz téle se nachazeji patogeny

e infekce - proniknuti choroboplodnych zarodku do organismu

e epidemie - nahlé vypuknuti a hromadné Siteni infekéni nemoci v popu-
laci, jejiz znacna ¢ast je postizena
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e pandemie - rozsahla epidemie
e endemie - vyskyt infekéniho onemocnéni ohrani¢eny na urcitou oblast

e prevalence - pocet vSech pripadu urcitého onemocnéni vztazeny obvykle
na 100 000 obyvatel a kalendarni rok

Obdobi, kdy se patogen snazi mnozit a hostitel se jej snazi zbavit, se nazy-
va dynamicky stav. Interakce hostitel-patogen probiha ruzné na zakladé
konkrétniho druhu patogenu a hostitele a jejim vysledkem nemusi vzdy byt
vyvolani nemoci u hostitele.

1.2 Zakladni SIR model

Tento model vytvorili A. G. McKendrick a W. O. Kermack roku 1927. Jde
o kompartmentovy model zalozeny na relativné jednoduchych predpokladech
o rychlosti toku mezi ruznymi ti¥idami ¢lenu populace. Neuvazuji se zde de-
mografické zmény (natalita, mortalita), ziskana imunita je povazovéna za tr-
valou a nemoc neni smrtelna. Populace je homogenni a pravdépodobnost
nakazeni je konstantni. Vsechny dalsi modely muzeme vnimat jen jako mo-
difikaci tohoto zakladniho modelu, ilustrovaného obrazkem a popsaného
rovnicemi

% — —BSI, (1.2.1)
I
‘;—t = BSI—AI, (1.2.2)
dR
— =l (1.2.3)

s pocatecnimi podminkami:

S(O) =5 € R+, ](O) =1 € RJr, R(O) =Ry € RJr,
So—|—]0—|—R0:N, R+:<O,—|—OO)

Konstanty £ a v udavaji miry prechodu mezi tfidami a muzeme je uvazo-
vat jako pravdépodobnosti, tedy 0 < <1 a0 <~y < 1. Mira infekce 5 po-
pisuje pravdépodobnost nakazeni pti kontaktu mezi nachylnymi a infekénimi
jedinci S a I, respektive fikd, ze prumérny ¢len populace se za jednotku casu
dostane do kontaktu dostatecného k infikovani s SN dalsimi jedinci. Jeji
vliv na model je mozné pozorovat na obrézku [I.2] Je tézké ji urcit, protoze
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Obrézek 1.1: Graf pro zédkladni SIR model (5 = 0.003, v = 0.3).

nezavisi jen na studované nemoci, ale také na socialnich faktorech a chovani
jednotliveu. Konstanta vy uddva prumérnou rychlost uzdraveni a ptechod
z tiidy infekcnich jedinct I mezi imunni R, infekéni jedinci tedy opoustéji

tiidu I rychlosti 71 za jednotku ¢asu a doba trvani infekce d je —. Vliv této

konstanty na model je ilustrovany obrazkem [1.3]

Model dava smysl pouze dokud jsou S a I nezaporné. Pokud jedna
z téchto tfid dosdhne nuly, je rozumné modelovani ukonc¢it. Vsimnéme si,

as dI
ze e <0a pr > 0 prave tehdy, kdyz S je vétsi nez v/S. Hodnota I tudiz
roste tak dlouho, dokud je S > /3, ale jakmile S klesne pod hodnotu

v/B, I klesa téz, az dosdhne nuly. Jestlize je na zacatku modelovani pocet
nachylnych jedincu v case nula Sy mensi nez v/, pocet infekénich jedincu
klesne k nule a k epidemii nedojde. Aby epidemie probéhla, musi platit,
ze So > v/ B. Pocet infikovanych jedincu I pak roste, az dosdhne maxima pro
S = ~/p a zacne klesat k nule.

Velicina Soé je hrani¢ni hodnota, odpovidajici zakladnimu reprodukénimu

¢islu Zy. Pokud je Z, > 1, vypukne epidemie. Odvozeni zavislosti celkového
rozsahu epidemie na %, je uvedeno v kapitole [2.5]
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Soustavu rovnic ((1.2.1]), (1.2.2) a ([1.2.3) muzeme pfevést i na soustavu
diferen¢nich rovnic

Spi1 = Su— BSuln, (1.2.4)
Lot = I+ BSuI, — I, (1.2.5)
Rpyi = Ry+I,, (1.2.6)

kde S, = S(n), tj. S v ¢ase t = n, I, = I(n), R, = R(n) a plati Sy > 0,
Iy > 0, Ry > 0. Tento diskrétni model je vhodny po porovnani simulovanych
dat se statistickymi daty nebo v pocéatcich epidemie, obdobné lze prepsat
vétsinu spojitych modelu. Studium diskrétnich modelu v8ak neni obsahem
této prace.

1000 1000

Obrézek 1.2: Porovnani grafi SIR modelu pro ruzné hodnoty 5 (vlevo
S = 0.001, vpravo 5 = 0.004, v = 0.3 u obou grafu).

1000 1000

Obrazek 1.3: Porovnani grafi SIR modelu pro ruzné hodnoty 7 (vlevo
v = 0.1, vpravo v = 0.7, § = 0.003 u obou grafu).
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1.3 SIR model s vitalni dynamikou

Na rozdil od zakladniho SIR modelu uvazuje model s vitdlni dynami-
kou i natalitu a mortalitu, ty jsou vSak v rovnovaze, a proto nedochéazi
ke zméné celkové populace N. Vyuziva se pfedevsim pro endemické nemoci,
které pusobi po delsi cas a demografické zmény jsou diky tomu nezanedba-
telné. Model vypada nasledovneé:

s

— = —BSI+u(N - S), (1.3.1)
dI
- = BSI=(v+pl, (1.3:2)
dR
il vl — uR, (1.3.3)

kde p je stejnomérna mira narozeni a mira umrti, jejiz vliv na model muzeme
pozorovat na obrazku [I.4 Jsou zde pouzity stejné hodnoty pro konstanty
v a ( jako v piipadé zakladniho SIR modelu na obrazku [I.1} navic pribyla
konstanta g s hodnotou 0.1. Ta zptsobuje prodlouZeni epidemie, nebot v po-
pulaci neustale pfibyvaji nachylni jedinci. Pfi pouziti nizsi hodnoty p (viz
obrazek nebude celkovy rozdil modelu tolik patrny, presto si muzeme
vsimnout poklesu poc¢tu imunnich jedincu a prirustku jedinct nachylnych.
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Obrazek 1.5: Graf pro SIR model s vitdlni dynamikou (5 = 0.003, v = 0.3,
p=0.01).
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1.4 Rozsifrené SIR modely

Do modelu je mozné zahrnout dalsi jevy, které tvoii vysledky redlnéjsimi
a které 1ze libovolné kombinovat.

1.4.1 Vakcinace

Ockovanim pied vypuknutim epidemie je ¢ast nachylné populace presu-
nuta piimo mezi imunni jedince. V tomto ptipadé staci pouzit zéakladni SIR
model a pouze upravit pocatecni velikosti jednotlivych tiid. Pokud oc¢kovani
zasahuje do prubéhu epidemie, pouziva se nasledujici tprava modelu:

ds
o = ~(B-vS)sI, (1.4.1)
% = (B —S)ST -, (1.4.2)
dR
— = 2 +ys, (1.4.3)

mira vakcinace je zavisla na poc¢tu nachylnych osob .S.

Vakcinace zpusobi pomalejsi nastup epidemie a celkové snizi pocet posti-
zenych jedincu, doba trvani epidemie se ale prodlouzi (viz obrézek |1.6)).
V reédlu ovSem nemuzeme ocekavat, ze by ockovani mélo 100% tdspésnost.

1.4.2 Karanténa

Karanténa se vyuziva ke snizeni mnozstvi nakaz osob prostiednictvim izo-
lace infekénich nebo nachylnych jedincu. Vysledkem je pokles hodnoty pre-
valence na vrcholu epidemie a snizeni po¢tu zasazenych jedincu. Karanténu
muzeme modelovat nékolika ruznymi zpusoby.

Jednou z moznosti je uvazovani neuplné karantény, kdy v case t; dojde
k vyznamnému snizeni miry kontaktu mezi nachylnymi a infekénimi jedinci.
V praxi se jedna predevsim o uzavieni Skol v dobé epidemie, tuto situaci
ilustruje obrazek [I.7] Jak je z obrézku vidét, dopad epidemie se snizi, ale
prodlouzi se jeji trvani.

Dalsi moznosti je presunout v case t; Cast z infekénich jedincu (obrazek
nebo z nachylnych jedincu (obrazek do 1plné izolace (viz. [6]).

Nasim cilem je samoziejmé poslat do karantény co nejvétsi ¢ast jedincu
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v co nejkratsim case. V tomto piipadé se do modelu obvykle pridava trida @),
Q' = —§, kde § udavéd pocet jedincu, ktery prejde za jednotku ¢asu mezi
imunni R. V pripadé karantény nachylnych jedincti muzeme ttidu R chapat
jako jedince vyloucené z procesu nékazy. Podoba rovnice pro R’ do ukonéeni
karantény je nésledujici: R = I + 4.
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Obrézek 1.6: Graf pro SIR model s vakcinaci (f = 0.003, v = 0.3,
¥ = 0.000003).
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Obrazek 1.7: Graf pro SIR model s poklesem hodnoty 3 v case 1 na ¢tvrtinu
(By = 0.003, B, = 0.00075, v = 0.3).
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Obrazek 1.8: Graf pro SIR model s karanténou (5 = 0.003, v = 0.3). V case
2 jsme presunuli do karantény 150 infekénich jedincu.
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Obrézek 1.9: Graf pro SIR model s karanténou (5 = 0.003, v = 0.3). V case
0.5 jsme presunuli do karantény 300 nachylnych jedinct.
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1.4.3 Obecna mira kontaktu

v~/

S a I jako neklesajici funkci celkové populace N. Tento pristup je vhodny
predevsim pro pohlavné prenosné choroby.

Vytvorime predpoklad, ze prumérny ¢len populace se dostane do C(N)
kontaktu za jednotku ¢asu (C'(N) > 0) a definujeme

BN) = ——. (1.4.4)

Standardnimu vyskytu kontaktu odpovida C(N) = A (pocet kontaktu ne-
zavisi na velikosti populace N), pti masovém vyskytu kontakta C(N) = SN
(pocet kontaktt roste linedrné s velikosti populace N). V praxi se muzeme
setkat také s Michaelis-Mentenovym typem interakce v podobé

aN
N) = . 1.4.
(V) 14+bN (145)
Pro kontakt ve méstech stredni velikosti je vhodna forma
C(N) = AN, a=0.05. (1.4.6)

Protoze je nyni velikost populace vyuzivana v modelu, musime do néj
zahrnout i rovnici pro N’. To ndm umoznuje jednoduse zahrnout zemfelé je-
dince do modelu, kde ¢ést f z v[I ¢lenu populace pirejde mezi imunni, zbyvajici
¢ast (1 - f) na nemoc zemre. Parametr f tedy udavé zakladni miru preziti
nemoci. Rovnici pro R’ nemusime uvadét, nebot R je stanoveno pomoci
S, I a N, které zname. Model bude vypadat nasledovneé:

ds

— = —BUVSI, (1.4.7)
= BT, (1.4.8)
dN

- = —(1 = f)I. (1.4.9)

Pokud by se f rovnalo 1, celkové populace by zustala konstantni (oznac¢me
N = K, plati K’ = 0) a systém rovnic ([1.4.7)), (1.4.8)) a (1.4.9) by presel zpét
do zékladniho modelu ([1.2.1) a (1.2.2)) s konstantou 5 = 5(K).
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1.4.4 Dalsi modifikace

o Zlepsujici se lécba - V zédkladnim modelu predpokladame uzdraveni
konstantni rychlosti . V prubéhu epidemie se ale 1é¢ba vyviji: nemoc
je difve spravné urcena a vhodné léky jsou nasazeny rychleji. Mira
uzdraveni tak linedrné stoupa:

v =tv. (1.4.10)

e Denni rezim - Ptes den je pravdépodobnost nakazeni vétsi, zatimco
v noci klesa. Infekéni konstantu tedy muzeme zaménit za sinusoidni
ktivku zavislou na ¢ase, jejimz posunutim zajistime, ze koeficient bude
vzdy kladny:

B = sin(At) + k. (1.4.11)

e Sezonnost - V zéakladnim modelu predpokladame, ze kontakt mezi je-
dinci je stéle stejny, ve skutecnosti se vsak v prubéhu roku méni. Ty-
picky napt. u détskych nemoci, kdy pravdépodobnost nakazy vzrista
se skolnim rokem a klesé o prazdninach. Tyto sezénni zmény muzeme
do modelu zahrnout tpravou

B(t) = Bo(1 + accos(27t)), (1.4.12)

kde [y je prumérna mira prenosu infekce, o je amplituda sezéonni od-
chylky, 0 < a <1, a ¢as t je méfen v rocich. Predpokladame tedy, ze
B(t) je periodicka funkce (s periodou 1 rok) a model nazyvéame sezénné
buzeny.

1.5 SI model

Nejjednodussim modelem je SI model, ktery vyuziva pouze trid nachylnych
a infekénich jedincu S a I. Modelovéni konéi onemocnénim celé populace (viz
obrézek a obvykle se pouziva v piipadé, ze nas zajima pouze nastup ne-
moci. V praxi se jednd o modelovani poc¢atecnich stadii onemocnéni hornich
cest dychacich.

% — —BSI, (1.5.1)
I
% = BSI. (1.5.2)
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Obrazek 1.10: Graf pro SI model (8 = 0.001).

1.6 SIS model

SIS model popisuje nemoci, které nezanechavaji imunitu proti opako-
vanému infikovani. Jednotlivci tedy prechézeji z tfidy nachylnych do tiidy
infekénich a odtud zpét mezi néchylné:

as
dl

Zménu prubéhu nemoci pro ruzné parametry muzeme pozorovat na ob-
rézku Nemoci tohoto typu jsou obvykle bakteridlniho puvodu. Déle
se model pouzivé pro velkou ¢dst pohlavné prenosnych chorob (kapavka),
encefalitidy a nemoci zpusobené hlisty (paraziti jako roup détsky a skrkavka
détska pusobici v tenkém stievé, svalovec stoceny zpusobujici trichinelézu,
vlasovec mizni zpusobujici tzv. sloni nemoc apod.).

Zakladni reprodukéni éislo %y se rovna (N — v/ B)é a rozhoduje o tom,

zda se nemoc prosadi nebo vymizi. Pokud S = 7/8, mluvime o tzv. en-
demickém equilibriu a nemoc pretrvava, pii S = N — v/ se jedna o tzv.
beznakazové equilibrium.
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Obrazek 1.11: Porovnani grafi SIS modelu pro ruzné hodnoty parametru
(vlevo nahote § = 0.001, v = 0.3, vpravo nahote 5 = 0.001, v = 0.5, vlevo
dole 8 = 0.003, v = 0.3, vpravo dole 8 = 0.003, v = 0.5).

1.7 SIRI a SIRS modely

Piedpoklad trvalé imunity, vyuzivany v SIR modelu, nespliuje cela fada
nemoci, napi. chiipka, spéla, zaskrt nebo tuberkuldza.

Ziskana imunita po prodélani nemoci nemusi byt uplna a nékteti jedinci
se mohou opétovné nakazit. To vyjadiuje model SIRI s konstantou «, ktera
udava miru reinfekce jako dusledek pouze ¢astec¢né imunity tiidy R:

dS
dl
dR

Jak si muzeme vsSimnout na obrazku [1.12] nedplnd imunita epidemii pro-
dluzuje a zhorsuje jeji dopad na populaci.
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Obréazek 1.12: Graf pro SIRI model (5 = 0.003, v = 0.3, a = 0.0005).

Imunita muze byt také pouze docasna a postupné se muze snizovat. To za-
chycuje SIRS model:

% = —BSI+0R, (1.7.4)
I

‘Cll_t = BSI—~I, (1.7.5)
% = I —0R, (1.7.6)

kde 6 je proporcionélni mira ztraty imunity. Tento piipad ilustruje obrazek|1.13]
V porovnani s obrazkem pro SIRI model neni epidemie tak zavazna
a na vrcholu vykazuje nizsi prevalenci.

Model muzeme dale upravit zavedenim pevné dané konstantni délky docas-
né imunity w, po které se imunni jedinec vrati mezi nachylné, do podoby

W= BSOI) + I~ w), A7)
= BSMI) (), (1.7.8)
dR

S = ) Al ). (1.7.9)
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Obrézek 1.13: Graf pro SIRS model (5 = 0.003, v =0.3, 6 = 0.1).

1.8 SEIR a SEIS modely

Nemoci jako napf. tuberkuldza, syfilis, borelioza a nemoci vyvoldvané
herpetickymi viry (opary, plané nestovice, Kaposiho sarkom, mononukleézy,
Sestd nemoc) se vyznacuji tzv. latentnim stadiem, kdy je hostitel sice nakazen,
ale jeho télo neobsahuje dostatek patogennich agens, aby mohl nemoc sifit
dal, a neobjevuji se zadné priznaky nemoci. Proto vznikly tyto modely ob-
sahujici dalsi tiidu E jako mezistupen mezi nachylnymi a infekénimi jedinci.
Rychlost, s jakou nemoc naplno propukne a infikovany jedinec se stane in-
fekénim, vyjadiuje konstanta o, prumérnd latentni doba je 1/0.

% — _BSI, (1.8.1)
U = psi-oE, (18.2)
% = obF —~I, (1.8.3)
% — 4l (1.8.4)

U nékterych nemoci se vyskytuje béhem latentniho stadia urcita nizka
mira infekénosti. To muze byt modelovano predpokladanim infekénosti snizené
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vynasobenim koeficientem ¢ béhem stadia latence:

% — _BS(I +¢E), (1.8.5)
E
Cfi—t — BS(I+¢E)— 0F. (1.8.6)
dI
a1 1.8,
dR
@ g 1.8,
= ¥ (1.8.8)

Tento model je nékdy uvadén také jako SLIR model, s tfidou L s redu-
kovanou infekénosti, kterou nahradime tridu FE.

N N
Zakladni reprodukeéni ¢islo % je u tohoto modelu rovno ﬁ— + EB—.
v o
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Obrazek 1.14: Graf pro SEIR model (8 = 0.003, v = 0.3, 0 = 0.1).
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Proti nékterym nemocem se u nakazeného jedince nevytvaii imunita,
a proto se po prodélani nemoci vrati zpét do tiidy nachylnych:

dS
dF
dl

Dopadem delsi latentni doby na prubéh epidemie je pomalejsi pocatecni
rychlost epidemie a delsi trvani epidemie, jak si muzeme vSimnout, po-
rovndme-li obrdzek [I.14], znazornujici graf pro SEIR model, s grafem zdklad-
niho SIR modelu na obrézku .1, kde uvazujeme nulovou latenci. Obdobné
muzeme porovnavat i obrazek [I.15] ilustrujici SEIS model, s grafem SIS mo-
delu (viz obrazek vlevo dole), kde byly pouzity stejné hodnoty konstant
B a . Celkovy pocet nakazenych na délce latence nezavisi.
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Obrazek 1.15: Graf pro SEIS model (6 = 0.003, v = 0.3, 0 = 0.1).
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1.9 SIHR model

Tento model popisuje situaci, kdy se nemocni sami od sebe presouvaji
do izolace v podobé tfidy H a snizuje se tak kontakt mezi nachylnymi a in-
fekénimi jedinci a tim i Siteni nakazy.

% _ _gsI, (1.9.1)
% — BSI—~I—0l, (1.9.2)
% — 01 —6H, (1.9.3)
% — I +6H. (1.9.4)

Konstanta 6 urcuje rychlost, s jakou se infekéni jedinci po nakazeni presu-
nou do domaci izolace, konstanta ¢ udava rychlost prechodu jedincu v domaci
izolaci mezi imunni.

Izolace zpusobi pocateéni pomalejsi narust epidemie, nizsi pocet one-
mocnéni, ale také delsi dobu trvani epidemie. To muzeme pozorovat, srov-
name-li obrézek s grafem SIHR modelu s obrazkem [I.1} na kterém je
model zakladni.
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Obrézek 1.16: Graf pro STHR model (5 = 0.003, v = 0.3, 8 = 0.5, § = 0.2).
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1.10 SITR model

Pokud existuje lécba pro infekéni osoby, muzeme predpokladat, ze cast
infekénich jedincu « za jednotku ¢asu je vybrana pro léceni a lé¢ba snizi
jejich infekénost o podil §. Mira presunu z tiidy lécenych je k. To vede
k SITR modelu (viz obrzizek, kde jedinec muZe byt bud nachylny — in-
fekéni — imunni, nebo nachylny — infekéni — lééeny — imunni:

as

= = —BS(I +6T), (1.10.1)
dl
- = BS(I+0T) — (v + a)l, (1.10.2)
dr
- = al — KT, (1.10.3)
dR
= = Yl +#T. (1.10.4)
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Obrézek 1.17: Graf pro SITR model (8 = 0.003, v = 0.3, « = 0.5, § = 0.75,
k=0.5).
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1.11 SIRD model

SIRD model se vyuziva pfi modelovani nemoci, které mohou byt smr-
telné. Zavedeme tiidu zemftelych jedincu D a konstantu §, kterd udava miru
umrt{ nakazenych jedinctu. Tim ziskame soustavu

% _BSI, (1.11.1)
% BST — A1, (1.11.2)
% I — 61, (1.11.3)
% 5. (1.11.4)

Vlastni prubéh epidemie se oproti SIR modelu neméni, pouze se kvuli
umrtim snizuje pocet imunnich jedinct v populaci a stejné tak klesa celkova
velikost populace N (viz obrazek [1.18]).
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Obrézek 1.18: Graf pro SIRD model (8 = 0.003, v = 0.3, § = 0.1).

SIRD model lze modifikovat podobné jako SIR model, naptiklad zahr-

nutim vakcinace nebo karantény, zajimavé jsou ovSem predevsim tupravy,
které zasahuji do tridy D. Kuprikladu lécba infikovanych snizuje timrtnost
o konstantu ¢. Rovnice (1.11.1)) a (1.11.2)) zustévaji stejné, rovnice ((1.11.3))
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a (1.11.4]) se zméni na

dR
- = ==L (1.11.5)
dD
o = (6 —O)I. (1.11.6)

Umrt{ miizeme do modelu zahrnout i bez pridani zvlastni ttidy D a vyjadrit
je pomoci soustavy rovnic ((1.4.7)), (1.4.8) a (1.4.9). V této soustave vyuzivame
parametr f s tim, ze predpokladame miru pteziti nemoci prinejmensim rovnu f.

V [5] str. 688] lze najit nasledujici tvrzeni:

Veéta 1. Plati, Ze limy_,oo S = S, pro epidemii s reprodukénim cislem %
a s mirou preziti prinejmensim f neni mensi neZ hodnota S, pro epidemii
bez umrti s reprodukénim cislem %o | f .

Diky této vété jsme schopni ziskat velmi dobrou aproximaci S, pro mo-
del s imrtimi. Velikost epidemie pro smrtelnou nemoc tedy neni stanovena
presné, ale horni hranici velikosti epidemie udava konec¢na velikost epidemie
bez umrti s vyssim reprodukénim ¢éislem, coz je pro modelovani dostacujici.

1.12 Shrnuti prehledu modelu

Z hlediska prenosovych mechanismu zahrnuji modely v epidemiologii fadu
rozlicnych faktoru. Jsme schopni zohlednit kontaktni prendseni onemocnéni
(z ¢loveka na c¢loveka), vertikalni pfendSeni onemocnéni (z rodi¢u na po-
tomky) a vektorové prenaseni onemocnéni (z mezihostitele, napf. z krys,
koméaru nebo klistat, na ¢lovéka), zaclenit do modelu inkubaci, latentn{ pe-
riodu onemocnéni, imrtnost, sezénnost, izolaci, karanténu, vakcinaci, vakci-
naci se ztratou imunity, 1é¢bu, ndkazu v ramci skupiny nebo mezi vicero sku-
pinami i u skupin s odliSnou popula¢ni dynamikou. Sofistikovanéjsi modely
zahrnuji vék, pohlavi, prostorovou strukturu rozlozeni populace, cestovani,
psychologické struktury, odlisné pravdépodobnosti nakazeni pro ruzné vékové
kategorie a zjednodusené demografické jevy (natalita, mortalita, migrace).
Koeficienty v modelech mohou byt konstantni nebo zavislé na ¢ase. Predchozi
vycet, ktery byl obsahem této kapitoly, tedy predstavuje pouze omezenou cast
moznosti, zvlasté vzhledem k tomu, ze jsme schopni vyse uvedené alternativy

vvvvvv

modely.
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Vétsina deterministickych modelu je zalozena na soustavé obyc¢ejnych di-
ferencidlnich rovnic, ale pro komplikovanéjsi modely jsou vyuzivany napf.
parcialni diferencialni rovnice prvniho nebo druhého tadu, diferencialni rov-
nice se zpozdénim a diferencialni rovnice s impulsy.

Nékdy jsou vyuzivany i modely diskrétni, predevsim pro stavy pred vy-
puknutim epidemie, pro modelovani podle sesbiranych statistickych dat nebo
u modelu s vékovou strukturou. Jsou tvotreny soustavou diferen¢nich rovnic,
vzhledem k povaze statistickych udaju je ¢asovy krok obvykle volen jako je-
den den.

Pii studiu deterministickych modelu nas obvykle zajimé predevsim ko-
rektnost modeltu a jejich feSeni, pretrvavani nemoci, existence a stabilita
stacionarnich feseni, které charakterizuji siteni nemoci a jejich endemickost,
existence a stabilita periodickych feseni, které popisuji oscilaci pfenosu ne-
moci, a vyskyt bifurkaci a chaotického chovani.
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Kapitola 2

Analyza zakladniho SIR
modelu

2.1 Prevedeni modelu na rovnici vyssiho radu

Véta v této kapitole byla vyslovena v [3], z této publikace vychézi i idea
dukazu, ktery je zde podrobnéji rozpracovan.

Véta 2. Systém rovnic (1.2.1), (1.2.9) a (1.2.5) je ekvivalentni s nelinedrni
rovnict druhého radu

R"=c BR' e 8 YR, (2.1.1)
kde ¢ = Sy e B Pro nendmé S al plati S = ce_gR, I=N-S5—-R.
Diikaz. Nejprve zderivujeme podle casu a do ziskané rovnice

S" = —pBS'T — BST (2.1.2)

dosadime za I podil z (1.2.1)), tj.

Sl
=35 (2.1.3)

odkud dostaneme

(5")?
3

S = — BSI'. (2.1.4)
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Rovnici ([2.1.4) vydélime souc¢inem —fSS a po upravé ziskdme vztah

I' = —% [%ﬁ - (%)1 . (2.1.5)

Nyni upravime rovnici ([1.2.2)). Za levou stranu dosadime vztah (2.1.5)) a za [
dosadime ([2.1.3), vyndsobime —/ a ziskdme

S S’ 2 S’
—— (=] =58-v—=. 2.1.6
- (5) =585 (2.16)
Do rovnice (1.2.3]) dosadime za I ze vztahu (2.1.3)), tj.
,_ s
=——— 2.1.7
R=-1%, (217

¢imz mame z (1.2.1) i z (1.2.3) eliminovanou proménnou /. Vztah (2.1.7))
zintegrujeme podle casu na

R+c = —%(m 1S) (2.1.8)
a upravime do podoby
S=ce 5", (2.1.9)
kde ¢ je kladna integraéni konstanta, kterou ur¢ime z podminek R(0) = Ry,
S(0) = So, tj.
c=Syert, (2.1.10)

Rovnici (2.1.9) pak zderivujeme podle ¢asu na

§ = —cPpein (2.1.11)

Y
Podruhé zderivujeme rovnici (2.1.7) podle ¢asu a do ziskaného vztahu

R = —% l%ﬁ - (%,)2] (2.1.12)

R'= 8 + 2 (2.1.13)



2 Qr
Ted uz jen dosadime za S’ z (2.1.11)) a sou¢in ——— nahradime na zdkladé

B S
vztahu (2.1.7) souc¢inem —yR' a ziskdme nelinedrni rovnici druhého fadu

R'=cBR e " AR (2.1.14)
O

Modelovani epidemie pomoci jedné nelinearni ODR 2. fddu zkracuje cas
numerické simulace oproti bézné uzivané soustavé ODR (viz str. [62)). Zaroven
toto vyjadieni pomahd dokazat vétu |3 v nasledujici sekci.

2.2 Prevedeni modelu na soustavu rovnic s pa-

rametrem
Véta v této kapitole byla opét vyslovena v [3], z této publikace vychazi
i idea dukazu, ktery je zde podrobnéji rozpracovan.

Véta 3. Reseni SIR soustavy lze vyjddrit parametricky pomoct parametru u
ve tvaru:

_ [ dg
L= SN () T pe) 22.1)
S = cu, 2.2.2
I = %ln(u)—cu—i—N, (2.2.3)
R = —%ln(u), (2.2.4)
B
P
kde ¢ = Sye”

Poznamka. Plati t = 0 pro u = ug a t > 0 pro u < ug.

Diikaz. Zavedeme funkci u(t) pfedpisem

u = e (2.2.5)
Déle si vyjadiime prvni a druhou derivaci v podle casu:
uo= —éR' u, (2.2.6)
Y
u' = —éR” u— u/éR’. (2.2.7)
Y Y
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Plati

yu

R = 12 2.2.8
2 228)
u' + ﬁR/u/
R = -1 (2.2.9)
6] u
Nyni vyuzijeme vétu 2| a dosazenim do (2.1.1)) ziskdme

nm_ By /

YU T AYEY YU
SR T AT oy PV —0, 2.2.10
J e - B (2:2.10)

po upravich a vynasobenim u? dostaneme rovnici
un” — (u')?* + u (y — cBu) = 0. (2.2.11)
Nyni si zavedeme novou funkci ¢ predpisem

dt

= — 2.2.12
a odtud
u = 1 (2.2.13)
5 2.
1 do 1 do
"= == 2.2.14
“ Q2dt & du (22.14)
Dosazenim do ([2.2.11]) ziskame rovnici
1dp [1\> 1

a po roznasobeni ¢?, vydélenim —u a nasledné tiprave dostaneme diferencidlni
rovnici Bernoulliho typu

do 1

o + qu = (v — cBu)¢’. (2.2.16)

Obecnym fesenim této rovnice (viz piiloha|A.2)) je

1

$(u) = w(C —nat B’ (2.2.17)
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kde C je libovolna integrac¢ni konstanta. Pokud toto feSeni zintegrujeme
podle u, ziskame

dt 1
— du = d 2.2.1
/ du / u(C — vyInu + cfu) " ( 8)

resp. pokud pouzijeme urcité integrdly a preznacime integracni proménné,
dostavame

t u 1
/to ldr = . EC— (@) + B dg, (2.2.19)
F=to = & (2.2.20)

wo §(C = vIn(&) + ¢BE)’

za ty muzeme zvolit nulu bez Gjmy na obecnosti.

Z (2.1.9) vyjadiime
S = cu (2.2.21)
a zlogaritmovanim ([2.2.5)) ziskdme

R = —% In(u). (2.2.22)

Predpis pro [ ziskame nasledujicim zpusobem: nejprve vynasobime rovnici
(2.2.17)) soucinem [Su a upravime, tedy

Bu 8

= 2.2.23
o C—vlnu+cfu’ ( )
dale dosazenim ze vztahu (2.2.8)) dostaneme rovnici
s s
— = 2.2.24
gR' C —~Inu+ cBu’ ( )
po upravée
gl B
— = 2.2.25
R C —~Inu+cBu’ ( )
vyuzijeme vztahu (2.1.7) a upravime levou stranu rovnice, tj.
B b (2.2.26)
S’ C —~lnu+ cfu’
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a nasledné s vyuzitim vztahu (2.1.3) a po upravé ziskame

I = %ln(u) —cu — % (2.2.27)
Souctem ([2.2.21)), (2.2.22)) a (2.2.27)) ziskdvame
S+I+R = —%, (2.2.28)
odtud
C = —BN. (2.2.29)

Ziskali jsme parametricky vyjadiené neznamé funkce S, [ a R a cas t.
Ciselnou hodnotu w v case nula urcuji pocatecni podminky a parametry
modelu, respektive

ug = e 20 (2.2.30)
O

Vyhodou parametrického vyjadreni feSeni je skutecnost, ze udava ana-
lytické TeSeni popisujici dynamicky vyvoj SIR systému pro dané pocatecni
podminky Sy, Iy a Ry a libovolné hodnoty konstant § a . Pfesnost feSeni
ovliviiuje pouze integral, ktery nemusime byt schopni spocitat analyticky.

2.2.1 Vrchol epidemie

Funkce I(t) je diferencovatelnd a v case, ve kterém dosahuje svého ma-
xima (ddle budeme znaéit t,,,), musi mit nulovou prvni derivaci. Plati

0= 1I"(tmaz) = BS(tmaz) L (tmaz) — VI (tmaz), (2.2.31)

po upravach ziskdme vztah

S(tmaz) = /V/B (2'2'32)

7 parametrického vyjadreni SIR modelu mizeme jednoduse vyjadiit ma-
ximalni poc¢et nemocnych i ¢as, ve kterém tento stav nastane. Vime, ze nejvice
pacientt je pro S(tmaez) = v/5. Z pak ziskdme hodnotu parametru u,
se kterou urc¢ime maximum nemocnych jako

1
Umaz = %E (2233)
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Dosazenim ([2.2.33)) do vztahu (2.2.3) ziskame nejvyssi pocet infekénich je-
dincu jako

ez = I(tmas) = %m (l) - 14N (2.2.34)

Toho je dosazeno v cCase

o it
e = [ e T (22

Ptipomenme, ze

Uy = engO, c= Sy egRO, Unaw = Lﬁ, (2.2.36)
BSy et

a tedy

[max

In (%) —%1n(50)—30—%+N,

(ﬂsoegR()) d€

btmaz = /<65R0) ¢ (_51\/ — Y In(g) + Sy e o Bg) :

X
B

Hodnotu tohoto integralu jsme schopni priblizné stanovit za pouziti nu-
merickych Fesicu.

Pocet infekénich jedincu na vrcholu epidemie klesa s rostoucim poctem
imunnich jedinct na pocatku epidemie (obrazek [2.1)), analyticky:

dlmax o d |:

v (v\ v v
= (I X M(N—Ry —I))—Ry— L+ N
dR, dR, n() n 0= lo) = Ro— 5+

5\8) & 8
_ _1<_;)_1:L_1
ﬁ N_RO_IO ﬁSO .

dlmaz .
Protoze musi platit, ze Sy > % (viz str. , < 0 a funkce I, je

dRy

v zavislosti na Ry klesajici.

Hodnota 4, klesé i pfi zvétsujicim se podilu parametru v a 5 (obrazek
, jak muzeme opét analyticky dokazat. Oznac¢me % =:0,
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max

rnaximurn nakaZenych |

Obrazek 2.1: Pocet infekénich jedincu na vrcholu epidemie [,,,,, v zavislosti
na Ry, N = 1020, I, = 20, v = 0.3, 8 = 0.003.

d]max d
s~ (61 (8) = dln (So) — Ro— 3+ N]

:1m®+g—m@m—1

= In(6) —In(Sp) = In (%) — In(Sy).

Jak jiz bylo zminéno, Sy > %, a tedy In(Sp) > In (%) Proto je vzdy

dImax
do

Zavislost I, na hodnotach Ry i % souhrnné zachycuje obrazek

< 0 a funkce I, je v zavislosti na i klesajici.

Cas, ve kterém epidemie dosdhne svého vrcholu a infekénich jedinct je
nejvice, rovnéz zavisi na zastoupeni imunnich jedincu v populaci. Obecné
vice imunnich jedincu na zacatku epidemie znamend prodlouzeni epidemie
a pozdéjsi dosazeni jejiho vrcholu, zalezi ovSsem i na poc¢tu jedincu v ostatnich
tridach v ¢ase 0 a také na parametrech v a 3. Podrobnéjsi analyza funkce
tmaz(Ro) by tedy byla velice slozita, pfibliznou predstavu o jejim chovéani si
muzeme udélat na zakladé numerickych experimentii na obrazcich af2.5
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Obrazek 2.2: Pocet infekénich jedincu na vrcholu epidemie I,,,, v zavislosti

%, Sy = 800, Iy = 20, Ry = 200.

na podilu

max
[un] =
[} [}
= =
{

EDEIT-""W

a0

maximurm nakaZenych | o
e
=
=

=
2

300

o

B00

Obrazek 2.3: Zména poctu infekénich jedinci na vrcholu epidemie I,,,,

v zavislosti na podilu % a na Ry, N = 1020, I, = 20.
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2.3 Prevedeni modelu na rovnici Abelova typu
se separovanymi proménnymi

Véta 4. Systém rovnic (1.2.1), (1.2.9) a (1.2.9) je ekvivalentni s rovnici
Abelova typu

dv B, 3

— = —v" + [v°, 2.3.1
kde v = Ri,l,. Pro nezndmé funkce v zdavislosti na v plati: S = % (% + 7),
R = -1 [m(w%) ~In(BSo) — ERy| . I =N~ 5~ R.

Dikaz. 7 rovnice (|1.2.3) vyjadiime I a vztah ndsledné zderivujeme podle
casu, tedy

R/

I = =, (2.3.2)
gl/
I = - (2.3.3)

Do rovnice ([1.2.1)) dosadime za I vztah (2.3.2)), do rovnice (1.2.2)) dosadime
za I a I' vztahy (2.3.2)) a (2.3.3):

B

S/ — —;SR/, (234)
R/I
Z (2.3.5) vyjadiime soucin
R//
a zderivujeme podle casu na
R" R 2
!

Rovnici ([2.3.4) vynasobime konstantou 3, do pravé strany dosadime ze vztahu
(2.3.6) a levou stranu nahradime vztahem ([2.3.7)), ziskame tedy rovnici

R" R 2 R B )
7 (w) =) (5m): (235
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Pro zjednoduseni zavedeme substituci
RI — w’ R// — ¢I, R/// — w// (239)

a dosadime do ({2.3.8), vyndsobime ¢? a ziskdme nasledujici diferencidln{

rovnici druhého fadu

s

(V') =" = ;w?w’ + BY°, (2.3.10)
S pomoci transformace
dt 1
1 1 dw
= — "= 2.3.12
w w7 w3 dw’ ( )
se (2.3.10) zméni na
1\> ldw g ,1 5
il i )% 2.3.13
<w)+ ER Wwwww ( )
a po vyndsobeni s w3 a tipravé ziskdme
@/JZ—Z +w = §¢2w2 + ByPw?. (2.3.14)
Zavedeme si novou funkci v predpisem
v=wY = %, (2.3.15)
kterou dosadime do rovnice ([2.3.14) a upravime na
d
@z)ﬁ fw= §v2 + BvP, (2.3.16)
Vyuzijeme-li rovnost
dw d (1 1 d 1
—tw=tp— =+ = =—(v— 2.3.17
Al ACI R ACE (2347
ziskame diferencidlni rovnici Abelova typu
d
ﬁ - gqﬂ + Bu®, (2.3.18)



Upravou rovnice 1’ ziskdme predpis pro S:

1 (R 1 /1
S=—-|— =—|- . 2.3.19
3(w)=56) 2319
Ptedpis pro R ziskdme z ([2.3.15)) s vyuzitim vztahu (2.1.1) z véty
R R
Soer"™ BR'e " —y R
1
v o= . (2.3.21)
St e 57—y
1 BRry —BR
—+v = SpBer e . (2.3.22)
v

Po dpravach rovnici zlogaritmujeme, tedy

1
(=2 )= _fp (2.3.23)
SoBer® "
a vyjadrime R:
gl 1 5
S “) -1 ~ PRyl 2.3.24
=3 (y4 1) - m(sso - 2n (23.21)

]

Také soustavu rovnic (1.3.1), (1.3.2) a (1.3.3)), tedy soustavu pro SIR
model s vitalni dynamikou, muzeme prevést na Abelovu rovnici. Tato trans-
formace je provedena v [3| str.190]:

dv

=+ %)qﬁ +(c+ %)02, (2.3.25)
kdea=p("+1), b=pu(utr—pN), c=2, w=R+uR v=2
v v (0

54



Reseni rovnice Abelova typu

Rovnici (2.3.1)) muzeme tesit metodou separace proménnych. Je-li prava
strana rovnice

dv
— = EUQ + B’
dyp gl
rovna nule, ziskavame konstantni reseni
1
v=——, v=10
/‘)/

Pokud je ale rizna od nuly, muzeme provést néasledujici upravu:

dv
— = di. 2.3.26
g~ (2.3.26)
Vztah zintegrujeme, tedy
dv
— = 1dw, 2.3.27
/ 502 + pu? / v ( )
a pouzijeme rozklad na parcidlni zlomky:
0 7?7
—— = —+ - | dv = /1d. 2.3.28
[ (7555 7) g (2:3:25)
Nyni uz snadno ziskame teseni
7 7 gl
——Inw)+—=hHv+1)—— = ¢Y+ec 2.3.29
= tnfo) + S in(ro+ 1) - - (2:32)
Ze vztahu (2.3.21]) vime, ze
1 1

Vg ;= v(ty) = -
0 (o) SuB egRO e—gRo —y So3 —

a ze vztahu (1.2.3)) a (2.3.9)

o = Y(ty) = R'(0) = vIo.
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Odtud ziskame hodnotu integrac¢ni konstanty c jako

2 2 A2
c:—vlo—lln( )—I—%ln( 7 +1)—750ﬁ—7,

B Soff =~ Sof8 — B
po uprave
c= %2 (ln(Sgﬁ) +1-— % - @) : (2.3.30)

= =y, (2.3.31)

— = (), (2.3.32)

Derivovanim a dalSimi dpravami ziskavame

v 1 v 0 g )
———dv=|——=Inw)+ =In(yv+1) — — — ¢ dt, 2.3.33
Bty + 1 (6 g e+ =g, (2:3:35)
i
T
i r0ts) dvo=1dt.  (2.3.34)
Fn(yw+1)—FIn(w) - 4 —c

Pokud vztah ([2.3.34)) zintegrujeme a preznac¢ime integraéni proménné, dosta-
vame

=2

v B2 (A Iy t
/ 2 ot dé = / 1dr, (2.3.35)
w EBGE ) - @~ e o

dé =t —to, (2.3.36)

)

/m (V€ +1)(Y2EIn(y + ¢) — v — ¢B8)

kde za ty muzeme volit nulu bez ijmy na obecnosti a vy a ¢ jsou znamy.
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Ziskali jsme tedy vyjadieni nezndmych funkei S, I a R a ¢asu t v zavislosti
na parametru v:

! g
/vo (Y + D) (v In(y +¢) — v — cBE)

1 /1
T B(z”)’
I

t =

dg,

Toto parametrické vyjéddreni feseni SIR soustavy je obdobné jako ve véteé[3]
Muzeme ovsem ocekavat vyrazné vyssi vypocetni slozitost, proto nebude
vyuzito v néasledujici kapitole srovnavajici numerické vysledky pro ruzné
systémy.

2.4 Porovnani numerickych vysledku jednot-
livych systému pro riuzny software

Tato kapitola se vénuje porovnani ruznych zpusobu vyjadieni SIR modelu
a shrnuti jejich vyhod a negativ. Dale srovnava vhodnost vyuziti programu
Matlab a Mathematica z hlediska kvality a ¢asové naro¢nosti vypoctu.

Oba programy byly spustény na stejném pocitaci a za stejnych podminek
pro dany systém pétkrét, casova ndroénost uvedend v tabulce 2.1 vznikla jako
prumér téchto péti hodnot. Ve vSech ptipadech byly zvoleny néasledujici hod-
noty parametru a poctu obyvatel: 5 = 0.003, v = 0.3, So = 930, I, = 20,
Ry = 50.

Pro porovnani vysledku byly stanoveny absolutni a relativni chyby vypoc-
ti. Absolutni chyba predstavuje absolutni hodnotu rozdilu presného a pfti-
blizného feseni, relativni chyba je pak pomér absolutni chyby k absolutni hod-
noté presného feseni. Za presné feseni byly povazovany hodnoty neznamych
funkci vypoctenych ze zakladniho SIR modelu predstavovaného systémem
ODR v daném softwaru.

Pouzité verze programu:
e Wolfram Mathematica 8

e MathWorks MATLAB R2011b
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K numerickému feseni diferencialnich rovnic v Matlabu byla vyuzita fun-
kce ode45. Ta je zalozena na explicitni Runge-Kuttové metodé 4. a 5. tadu,
na Dormand-Princeové metodé. Jedna se o jednokrokovy tesic. V Mathema-
tice byla vyuzita funkce NDSolve, kterd sama voli vhodnou metodu v zavis-
losti na typu rovnice, pokud ji sami neurc¢ime.

Model jako soustava diferencialnich rovnic

Prestoze z SIR modelu popsaného systémem diferencialnich rovnic nelze
snadno vyc¢ist nékteré hodnoty, napt. ¢as dosazeni vrcholu epidemie, je jeho
numerické feseni vypocteno velmi rychle.

Oba programy doséhly obdobnych vysledku (viz obrazek pro stano-
veni velikosti relativni chyby byly za presné povazovany vysledky z Matlabu),
v piipadé Matlabu probéhl vypocet o néco rychleji nez v Mathematice (viz

tabulka [2.1)).

Reseni modelu v parametrické formeé

Prestoze prevedeni systému diferencialnich rovnic na feseni modelu v pa-
rametrické formé prinasi mnoho vyhod, predevsim jednodussi vyjadieni nékte-
rych meznich hodnot, je numerické simulace vysledkt v tomto ptipadé vyraz-
simulace je rozumné volit od hodnoty, pii které se pocet infekénich jedincu
blizi nule (v ukdzkovém piikladé byla zvolena hodnota 0.000046), do hodnoty
Ugp.

V pripadé Matlabu, ¢im vic se vzdalujeme od ¢asu ty, tim potiebujeme
jemnéjsi krok, abychom ziskali dostateény pocet bodu pro dobrou predstavu
o prubéhu epidemie, viz obrazek [2.7]ilustrujici rozlozeni vykreslovanych bodu
pii konstantnim kroku. Pokud bychom zvolili velmi maly pevny krok pro cely
vypocet, mnozstvi ziskanych bodu by bylo pro nasi predstavu o prubéhu
epidemie dostatecné velké, ale ¢asova narocnost vypoctu by se na bézném
pocitaci vyrazné zvétsila az do fadu dnu. Vyssi hustoty spoctenych bodu
v grafu na obrazku a relativné hezkého casu v tabulce [2.1] bylo dosazeno
rozdélenim vypoctu do 4 ¢asti s ruznymi kroky parametru. Preciznéjsim
délenim by se ¢asova naro¢nost mohla déle snizovat.

Mathematica sice zvladla vykresleni grafu za zlomek doby oproti Matlabu,

u vyssich ¢asu byl ovsem proveden nedostateény pocet vypoctu a skutecény
prubéh funkei byl linedrné aproximovén (viz obrazek [2.9)).
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Matlab | Mathematica
SIR model jako soustava ODR 1.25 s 1.60 s
feseni SIR modelu v parametrické formé | 2.5 h 6.20 s
SIR model pfes jednu ODR 2. fadu 1.05 s 0.36 s

Tabulka 2.1: Porovnani ¢asové ndrocnosti vypoctu odlisnych zpusobu vyja-
dieni SIR modelu.

velikost absolutni chyby velikost absolutni chyby
0.00015} 0.00015F i
*
=
Y
e - 3
0.00005F 0.00005 F
1 1 Gast
3 10 15
velikost absolutni chyby velikost absolutni chyby
000015 & % {.
e H
32 0.000015+ q
in !
iz 3
0.000101 32 - infekéni ¥
gﬂ; 0.00001 -
3 8
o 2
oo000sh ba 4 8
00005 2 510 k:;

K5”

velikost relativni chyby

25%x10°6 !
2
A
:
;\
2.x10°% s
: 3 A '
-6 ® ;% 1! ‘ i
15x107°} , H ;: + infekeéni

Obrazek 2.6: Porovnéani vysledku ziskanych pro SIR model jako soustava
ODR v Matlabu a v Mathematice.
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Obrazek 2.7: SIR model jako soustava rovnic s parametrem s pevnym krokem
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Obrazek 2.8: SIR model v Matlabu: soustava ODR 1. fadu, feseni v parame-
trické formeé a rozdilnost dosazenych vysledki.
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Obrazek 2.9: SIR model v Mathematice: soustava ODR 1. fadu, feseni v pa-
rametrické formeé a rozdilnost dosazenych vysledku.
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Model pres ODR 2. radu

Pokud vypoéteme mnozstvi imunnich jedincu R v ¢ase t z nelinedrni
oby¢ejné diferencialni rovnice 2. fadu a na zakladé téchto hodnot dopocteme
nachylné jedince S a infekéni jedince I, ziskame vysledky nejrychleji z uve-
denych zpusobu (viz tabulka . Mathematica bude v tomto pripadé rych-
lejsi nez Matlab. Grafy s prubéhem epidemie a rozdilnost vysledku v po-

rovnani se systémem ODR 1. fddu zachycuji obrazky al2.11}
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Obréazek 2.10: SIR model pres jednu ODR 2. fddu v Matlabu a rozdilnost
vysledku v porovnani se soustavou ODR.
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Obrazek 2.11: SIR model pres jednu ODR 2. fadu v Mathematice a rozdilnost
vysledktu v porovnani se soustavou ODR.

Shrnuti numerickych vysledku

Vypocteni hodnot funkei S, I a R dosahneme nejrychleji pfi numerické
simulaci SIR modelu vyjadieného pres jednu obycejnou diferencidlni rovnici
druhého fadu v programu Mathematica. Pokud bychom chtéli vyuzit pro-
gram Matlab, je také rozumné pouziti vyjadieni pfes jednu ODR 2. tadu,
piipadné soustavy ti{f ODR 1. fadu (v tomto piipadé ziskdme hodnoty rych-
leji v Matlabu nez v Mathematice).

Pokud bychom povazovali vysledky soustavy ODR, kterd je pro popis
prubéhu epidemii vyuzivdna nejcastéji, za presné, bude se relativni chyba
pri vyuziti jiného zpusobu popisu epidemie uvedeného v praci pohybovat
u Matlabu v fadu tisicin a v Mathematice v fddu miliontin.
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2.5 Zakladni reprodukéni ¢islo SIR modelu
a celkovy rozsah epidemie

Obsah této kapitoly vychdzi z [I], str. 353]. Obecné informace o zakladnim
reprodukénim éisle %y byly uvedeny na strané [17], v souvislosti s SIR mode-
lem bylo %, zminéno na strané [20]

Dilezitym predpokladem je skutecnost, ze v case 0 tvori témér celou

populaci nachylni jedinci, tedy ze Sy ~ N a %y = Soé ~ N é

~

Ze soustavy rovnic (1.2.1]), (1.2.2)) a (1.2.3) muzeme vynechat posledni
rovnici, nebot poéet imunnich jedinct je jasné dany znamou velikosti popu-
lace a pocty nachylnych a infekénich jedincu. Ziskame tak soustavu

as

— = —pSI 2.5.1

dl

— = [BSI —~I 2.5.2
s pocatecni podminkou Sy + Iy = N. Sectenim (2.5.1)) a (2.5.2)) ziskdme

as dI

— 4+ = = —l 2.5.

T i (2:5:3)

Soucet (S + I) je nezéapornd klesajici funkce. Oznacme si
tlim (S+1)=Iv+ S- (2.5.4)
—00

Predpokladejme, ze pocet infekénich jedincu klesa k nule a epidemie skonci,
tj.

lim I(t) = I, =0, (2.5.5)

t—o00

a limita ve je tedy rovna S..

Integrovannn 2.5.3 ziskdme
—/ (S+1)'dt=5Sy+1Io—Se — .o =N — S. (2.5.6)
0
Rovnici 1) vydélime funkei S a zintegrujeme:

/0 St = —5/ I dt, (2.5.7)

InSy —InSy = ﬁ/ Idt. (2.5.8)
0
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Do pravé strany rovnice dosadime ze vztahu (2.5.3)) a néasledné z (2.5.6)), tj.

5/ rat=-2 [Tserya =S v- s, (2.5.9)
0 7 Jo v
Ziskavame vyslednou rovnici

SO _ 6 Soo o Soo

Sp a S jsou urceny sérologickou studii méfenim imunitnich reakei ze vzorku
krve ¢lenu populace pred a po epidemii.

Rovnice je transcendentni rovnici udavajici zavislost celkového
rozsahu epidemie na %, v anglictiné se nazyva final size relation. Celkovy
rozsah epidemie, nebo-li pocet jedincu infikovanych v prubéhu epidemie, je
roven N — S... Hodnota (1 — Ss/N) se oznacuje jako mira napadeni.
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Kapitola 3

Porovnani realnych dat
s teoretickym modelem

V této kapitole budou porovnana data ziskana ze 4 tiidnich knih z ob-
dobi probihajici epidemie spélové anginy zac¢dtkem skolniho roku 2014/2015
na druhém stupni jedné ze zakladnich skol v Sokolové.

3.1 Spalova angina

Spalova angina je infek¢éni onemocnéni zpusobené streptokoky. Projevuje
se horeckou, vyrazkou a akutnim zanétem krénich mandli a okolni lymfa-
tické tkané. Muze mit mirny i velmi zavazny prubéh, typicky se vyskytuje
v mensich epidemiich v détskych kolektivech. Inkubacni doba je vétsinou 2-5
dnu, postizeny byva izolovan a lécéen antibiotiky (10-14 dnt). Pfi zanedbani
1é¢by existuje riziko pozdéjsich komplikaci. Tyto a dalsi informace si muzete
precist v [§] a v [10].

3.1.1 Volba modelu

Data, kterda mame k dispozici z tiidnich knih, predstavuji zaky v domaci
izolaci, tedy tiidu H, a protoze spalovéa angina je nemoc s latentnim obdobim,
potiebujeme také tiidu E. Model obsahujici obé tyto tfidy nebyl v prehledu
zékladnich epidemiologickych modelu (kapitola uveden, proto bylo za-
potiebi vytvorit model novy. Spojenim SEIR (kapitola , str. a SIHR
(kapitola [L.9] str. modelu vnikl nasledujici model:
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as

E

C;—t — BS(I+¢E) - oF, (3.1.2)
dl

— = ob—~vl—-01 1.

o o vl — 61, (3.1.3)
dH

— = 0l -0H 1.4
dR

— = vyl +0H. 1.

7 vl +9 (3.1.5)

Parametr g predstavuje pravdépodobnost nakazeni pti kontaktu nachylné
osoby s infekénim jedincem, konstanta vy udava prumérnou rychlost uzdra-
veni, koeficient ¢ snizuje infekénost jedincu v latentnim obdobi oproti in-
fekénim jedincum, konstanta o vyjadiuje rychlost prechodu z infikovanych
jedincu mezi infekéni, konstanta 6 urcuje rychlost, s jakou se infekéni jedinci
po propuknuti nemoci pfesunou do domaéci izolace, a konstanta § udava rych-
lost prechodu jedincti v domaci izolaci mezi imunni.

Rovnice (3.1.1)) 1ikd, ze ¢ast nachylnych jedincu se nakazi kontaktem s in-
fikovanymi a infekénimi jedinci. Tato ¢ast pak prejde mezi infikované a ti se
po uplynuti obdobi latence presunou mezi infekéni (rovnice (3.1.2))). Rovnice
(3.1.3) zachycuje tento presun infikovanych osob mezi infekéni a také presun
casti infekénich jedinct do domaci izolace, zbytek osob ve tridé zustane az
do odeznéni nemoci a potom se presune mezi imunni. Jedinci, kteti se 1é¢ili
doma, se po skonceni izolace presunou také mezi imunni (rovnice )
Predpokladéame tedy, ze izolace trva az do doby, kdy jedinec neni schopny
nemoc dal prenaset. Rovnice ukazuje, jak pribyva imunnich jedincu.

Spalova angina nezanechava trvalou imunitu, ale vzhledem ke kratkému
casovému useku nepredpokladame, ze by se nékdo nakazil opakovaneé.

Prestoze se jednd o zjednoduSenou predstavu o prubéhu onemocnéni,

meli bychom uz s timto modelem pii dobte zvolenych hodnotach parametru
dosdhnout relativné dobrych vysledku.
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3.2 Modelovani prabéhu nakazy

30

2ar B

— b
[y} =
T T

=
T

pocet chybdjicich Zaki
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PO1.92014 - PO 3.11.2014

Obrazek 3.1: Pocty chybéjicich zakt v prubéhu epidemie spalové anginy —
data z tfidnich knih.

Ve tiridach, ve kterych se vyskytla spalova angina a pro které bylo prove-
deno srovnani teoretickych a redlnych hodnot, bylo celkem 99 zaku, pro mo-
delovani tedy byly stanoveny pocty zaku v modelovych tiidach nésledovneé:

So =97, Ey =2, Iy =0, Hy =0, Ry =0.

Hodnoty parametru jsme pak na zdkladé informaci, které o spdlové anginé
a chovani zaku mame, urcili takto:

1
° = 7L délka nemoci je totiz obvykle az 2 tydny,

1
® £ = 2 tento parametr byl odhadnut tak, aby se vypoctené hodnoty co

nejlépe shodovaly s redlnymi daty, nebot podklady pro jeho stanoveni
nejsou nikde uvadény,

1
co=7 protoze latentni stadium nemoci trva prumeérné 4 dny,

9 . P TR ) -, )
o (= 10’ vetsina déti totiz zustava doma jiz pri prvnich priznacich,
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1
e )= 10 nebot Zici obvykle chybéli 10 dni,

5
o = L ve vSedni dny, v souladu s daty totiz predpokladame pomérné

vysokou pravdépodobnost nakazeni pti kontaktu s prenasec¢em nemoci,
pro jednoduchost ovsem uvazujeme stale plny pocet jedinct ve tiidéch,

e 3 = 0 o vikendech, protoze predpokladame, Zze se déti mimo Skolu
nestykaji a tedy se od sebe nemohou nakazit.

Graf pro model s témito parametry je na obrazku |3.2

100

nachylni

S0 infikovani
infek&ni

v domaci izolaci
imunni

80

foF

B0 |

a0F

40+

pocet chyhgjicich Zaki

30F

Obrazek 3.2: Modelovani prubéhu epidemie spalové anginy.

Tr{dnf knihy obsahuji pouze idaje pro vSedni dny (viz obrazek [3.1)). Aby
byl zfetelnéjsi trend chybeéni zéku na obrazku byly doplnény ocekavané
pocty déti v doméci izolaci o vikendech. Ty byly stanoveny jako aritmeticky
prumér dané patecéni a pondélni hodnoty, v pfipadé nutnosti zaokrouhleny
na celé cislo dle pravidel zaokrouhlovéani.

Ve ¢tytech tiidach obvykle prumérné chybi 3 az 5 zaku, proto bylo k vypo-
¢tenym hodnotam funkce H pro lepsi porovnani s realnymi daty pricitano
¢islo 4, které predstavuje zaky chybéjici z jiného duvodu nez je onemocnéni
spalovou anginou. Obrazek tedy ukazuje doplnénd realnd data, jejich
aproximaci polynomem 7. stupné a teoretické pocty zaku ve tiidée H (zvysené
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o 4). Stupen polynomu byl zvolen tak, aby byl dobfe patrny trend chybeéni
zaku a zaroven nedoslo k jeho prilisnému rozvinéni kvuli velkym vykyvum
realnych dat. Prestoze jsou hodnoty ¢asto znac¢né rozdilné, muzeme Tici, ze
jsme diky modelovani ziskali relativné dobrou predstavu o prubéhu epidemie.
Duvody odlisnosti vysledku jsou podrobnéji rozebrany v nasledujici sekci.

301

+  doplnéné potty chybéjicich Zaki
spojnice trendu
25r teoretické poéty 24kl v tidé H

— .
o =1
T T

*

poiet chybéjicich Zakd

=
T
+

Obrazek 3.3: Pocty chybéjicich zaku doplnéné o ocekavané hodnoty zaku
v domaéci izolaci o vikendech, aproximace téchto dat polynomem 7. stupné
pro lepsi znazornéni trendu chybéni zéku a teoretické hodnoty chybéjicich

zdku dle SEIHR modelu.

3.2.1 Uskali realnych dat

Rozdilnost teoretickych a experimentédlnich dat je zpusobena tim, ze u
takto nizkého poctu jedincu je dulezité chovani kazdého z nich. Do modelu
nejsme schopni zahrnout vsechny situace, které realné nastavaji, napt. ze ne-
mocné déti se na jeden den do Skoly vrati kvuli dulezité pisemce anebo na vice
dni proto, ze rodi¢e nesehnali hlidani. Stejné tak nejsme schopni do modelu
zahrnout ruznorodost kontaktnich struktur na zékladeé socidlnich vazeb (vy3si
mira kontaktu ve skupinkach kamarada, jedinci vylouceni z kolektivu apod.),
kterd je u takto malého poctu déti vyznamnd. Data z tiidnich knih také ne-
odhali, jestli divodem absence zaka byla pravé spalova angina, piipadné jind
nemoc nebo rodinné duvody. Model také neuvazuje moznost, ze by se déti
nakazily mimo skolni prostiedi a ze se pravdépodobnost nakazeni v pribéhu
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epidemie méni. Takto bychom mohli jmenovat i dalsi faktory ovliviujici kva-
litu modelu.

Velky vliv sehrédla skutecnost, ze od pondéli 27. 10. do stiedy 29. 10. mély
déti prazdniny. Mnohé z nich jely s rodi¢i na dovolenou, coz je duvodem vy-
sokého poctu absenci ve stredu, ¢tvrtek a patek v tydnu pred prazdninami,
a ve Ctvrtek a v patek v prazdninovém tydnu. Proto na obrazku ne-
dochézi ke konci epidemie k takovému poklesu chybéjicich zaku, jak bychom
ocekavali.
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Priloha A

A.1 Abelova rovnice

V této sekci bylo ¢erpano z [7].
Abelova rovnice je obycejna diferencialni rovnice, kubicka v neznamé funkei,
pojmenovand podle N. H. Abela. Obvykle uvazujeme Abelovu rovnici prvniho
nebo druhého tadu.

Nelinearni Abelova diferencidlni rovnice prvniho radu méa podobu

dy

i p(2)y® + q(2)y? +r(x)y +s(x),  px)#£0, (A.1.1)

a hraje dulezitou roli v mnoha fyzikalnich a technickych aplikacich. Neni
tézké nalézt jeji partikularni feseni, uz slozitéjsi je nalezeni feseni obecného.
Presto existuje cela rada postupu, jak obecné feseni ziskat, napf. pomoci
substituce

E

Yo B
y —yi(z)

E(z) = ef[i’)p(ﬂﬂ)z/?+2q(96)ylJrT(fL")]dﬂﬂ7

kde y;(z) je ndm zndmé partikuldrni feseni, a néslednou transformaci rovnice

(A1.1) do podoby
du p(x)E*(x
PO pe) Bp(ayun (@) + (). (A12)

x u
Pokud
_ q(z)
3p(x)’

pravé strana rovnice (A.1.2) je nulovd a obecné teseni rovnice (A.1.1) lze

ziskat integraci diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi.

Y1 =
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A.2 Bernoulliho rovnice

Bernoulliho rovnici se rozumi nelinearni diferencidlni rovnice

kterou se zabyval matematik Jacob Bernoulli. Jeji obecné teseni bylo obje-
veno jiz koncem 17. stoleti a ma tvar
( 1/(1—n)
(1 —n) [el=mIp@d g(3)dy + C,

e(l-n) [ p(z)dz

pron # 1,

ge oJla(z)—p(2)ldz pron =1,

kde C a Cs jsou integracni konstanty.
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