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Abstrakt

Tato bakaldiska prace se zabyvé predevsim teorii konformniho zobrazeni v komplexni roviné. Déle
je zde uvedeno, jak hledat feseni Laplaceovy rovnice pomoci konstrukce vhodné holomorfni funkce
a konformniho zobrazeni. Poté je zde popsdna Schwarzova—Christoffelova transformace pro jed-
noduse souvislou oblast. Posledni ¢ast je vénovana konformnimu zobrazeni vicenasobné souvislych
oblasti.

Klicova slova

konformni zobrazeni, Laplaceova rovnice, zobrazeni vicendsobné souvislé oblasti, Schwarzova—
Christoffelova transformace

Abstract

This thesis deals with theory of a conformal map in a complex plane. We explain how to solve
Laplace equation by constructing holomorphic function and conformal map. In the next part we
focus on Schwarz—Christoffel transformation for simple connected domain. The last part is devoted
to a conformal mapping of multiply connected domain.

Keywords

conformal map, Laplace equation, map of multiply connected domain, Schwarz—Christoffel trans-
formation
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Uvod

Tato prace je vénovana konformnimu zobrazeni a feseni Laplaceovy rovnice pomoci konstrukce
holomorfn{ funkce. Tuto problematiku si ilustrujme na obr. [1l V oblasti 2; = R? ~{(0,0)} mizeme
vidét hladiny harmonické funkce u; (z,y) = In /22 4+ y? (tmavs{ kiivky) a kiivky, jez jsou kolmé na
hladiny funkce wu; (svétlejsi kiivky). Na funkci u; se muzeme divat jako na redlnou ¢dst komplexni
funkce f1 :w =1Inz.

Nyni vyjméme z oblasti €1 t¥i kruhy, které jsou po dvou disjunktni, a ozna¢me novou oblast jako
Q5. Na oblasti s funkce u; stale vyhovuje Laplaceové rovnici, avSak na hranicich kruhu nejsou
obecné splnény ani Dirichletovy ani Neumannovy okrajové podminky. V kapitole [dsi ukézeme, jak
pomoci konformniho zobrazeni nalézt funkce us, us, jez spliuji Laplaceovu rovnici na oblasti 25 a
na hranicich kruhu jsou splnény Neumannovy okrajové podminky (viz hladiny funkce us na obr.
vlevo dole) ¢i Dirichletovy okrajové podminky (viz hladiny funkce ug na obr. 1| vpravo dole).

f

&

~ T
QT —Au =0

SR

Obrazek 1: Hladiny funkci ui, us a us, kde funkce uy, us a wg spliuji Laplaceovu rovnici na
oblastech Q1 a Q5.

V kapitole [I] uvedeme zékladni pojmy v komplexni roviné a souvislosti mezi holomorfnimi a
harmonickymi funkcemi. V kapitole [2] a [3] se budeme zabyvat konformnim zobrazenim jednoduse
souvislé oblasti. Podrobnéji si rozebereme Mobiovu transformaci a prededevsim Schwarzovu—
Christoffelovu transformaci. Kapitola [4 bude vénovana konformnimu zobrazen{ vicendsobné sou-
vislych oblasti.
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Kapitola 1

Zakladni pojmy v komplexni
analyze

Zde uvedeme nékolik zdkladnich pojmu komplexni analyzy, se kterymi budeme ¢asto pracovat.

Definice 1.1 (Komplexni rovina). Mnozinu vSech koneénych komplexnich ¢isel budeme nazyvat
otevienou komplexn{ rovinou (zkrdcené jen komplexn{ rovinou) a budeme ji znacit C.
Mnozinu C U{oc} budeme nazyvat uzavienou komplexni rovinou a budeme ji znacit C*.

Kazdému koneénému komplexnimu ¢islu z = x + iy, kde z € C, a z,y € R, lze pfitadit
bod (z,y) € R%. V nésledujicim textu, v piipade Ze nemuze dojit k nedorozuménim, budeme
ztotoziovat body z € C s body (Re z,Im z) € R?.

Definice 1.2 (Komplexn{ funkce). Libovolné zobrazeni z C* do C* nazveme komplexn{ funkef
komplexni proménné.

Pro funkci f : w = f(z), definovanou na M oznacme x = Rez,y = Imy,u = Re f,v = Im f.
Nyni zaved me funkce a(z,y) = u(z) a 0(z,y) = v(z), pro (x,y) € M, kde

M={(z,y)eR*: z=a+iye M}.

Timto jsme komplexni funkci f definované v M prifadili dvojici redlnych funkel (a(z,y), 0(x,y)),
které jsou definované v M.

V mnoha pfipadech budeme nahrazovat vySetfovani komplexni funkce f vySetfovanim redlnych
funkei @, v. Déle budeme vyuzivat i opacného piistupu, neboli z dvou redlnych funkei u, v konstru-
ovat jednu komplexni funkci f.

Abychom se vyhnuli slozitému znaceni budeme, v pifipadé Ze nemuze dojit k nedorozuménim,
misto a, 7, (x,y), M psét u,v,z, M. A tedy budeme ztotoziiovat funkce komplexni proménné u, v
s funkcemi dvou redlnych proménnych @, 7. Muzeme tedy psét

f(2) = f(2,y), f(2) = ulz,y) +iv(z,y),

apod.

1.1 Holomorfni a harmonické funkce

Definice 1.3 (Holomorfni funkce). Rekneme, Ze funkce f je holomorfni v bodé zy € C prave
tehdy, kdyz existuje takové okoli U(zp), ze funkce f mé v kazdém bodé v U(zg) derivaci.

1
Dale fekneme, Ze funkce f je holomorfni v bodé zy = oo préve tehdy, kdyz je funkece g(z) = f <>
z

holomorfni v bodé 0.
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Nyni zaved'me holomorfnost na mno#iné.

Definice 1.4. Rekneme, ze funkce f je holomorfni na mnozing M C C* pravé tehdy, kdyz je
holomorfni v kazdém bodé mnoziny M c C”.

Definice 1.5 (Harmonickd funkce). Redlnou funkci g : z = g(x,y) nazveme harmonickou funkci
na oblasti Q pravé tehdy, kdyz

(a) funkce g mé spojité vsechny parcidlni derivace do druhého fadu véetné,

0? 0?
(b) Ag = 87552 + a—yg = 0 na oblasti .
Mgjme komplexni funkci f : w = f(z). Pro nasledujici pouzit{ si rozepisme funkci f a

proménnou z pomoci jejich redlnych a imaginarnich ¢asti

kde x,y € R a u,v jsou reilné funkce.
Nyni uvedeme vétu, kterd spojuje holomorfnost funkce f a harmoniénost jejich slozek wu,v.

Véta 1.6 (Harmoni¢nost holomorfni funkce). Méjme funkci f, jez je na oblasti Q holomorfni, pak
je jeji redlnd i imagindrni édst harmonickd na oblasti Q.

Duikaz. Jelikoz je funkce f holomorfni na oblasti €2, ma zde spojité parcidlni derivace vSech fadua
(viz [6] str. 291]). Déle jsou pro funkce u, v splnény Cauchy-Riemannovy (zkracené C-R) podminky:

(1) uy = Uy,

(2) uy = —v,.

Parcidlnim derivovanim dle z dostdvdme u,, = vy, a parcidlnim derivovanim dle y
dostadvame uyy = —vgy. Jelikoz jsou parcidlni derivace spojité, plati vyy = vyg, a tedy Uge+uyy = 0.
Funkce u je tedy harmonicka.

Dtkaz harmoniénosti funkce v je obdobny. O

Méme-li zadanou okrajovou tlohu pro Laplaceovu rovnici na oblasti €2, pak dle véty [L.6| plat{, ze
pokud najdeme holomorfni funkeci, jejiz redlnd (resp. imagindrni) ¢dst splituje okrajové podminky,
tak tato redlnd (resp. imagindrni{) ¢dst holomorfni funkce fesi okrajovou ilohu pro Laplaceovu
rovnici na oblasti Q.

Piiklad 1.7. Resme nésledujici okrajovou tilohu
AU(z,y) =0  pro (z,y) €,

U(z,y) =U; pro (z,y) € 94, (1.1)
U(xay) =Us pro (-’L’,y) € 0o,

kde U1,U; € R a

0= {(x,y) ER? e < a2 +y2 <e3},
o = {(x,y) ER?: /a2 442 :e}, (1.2)
0N = {(az,y) eR?: /a2 + 42 :63}.

Nejprve ukazeme feseni okrajové tlohy s vyuzitim apardtu redlné analyzy a poté feseni v kom-
plexni roviné pomoci konstrukce vhodné holomorfni funkce.
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o B i

Obréazek 1.1: Hladiny funkce U a ortogondlni systém kfivek na mezikruzi.

(i) Jelikoz méme zaddny Dirichletovy okrajové podminky na soustfednych kruznicich se stiedem
v pocatku, provedeme transformaci do polarnich soutradnic:

T = TrCcosp,
{ Y (1.3)
Yy =rsme,

kde r > 0 a ¢ € [0, 27).
Miuzeme tedy pséat funkci U v novych proménnych ve tvaru u(r, ) = U(r(z,y), ¢(z,y)).
Nyni pouzijeme vyjadreni Laplaceovy rovnice v poldrnich souradnicich (viz [[10], str.74])

Argou(Ta 410) =0,

kde
=0.

ur(r, ) | Upp(r, )
Awu(r, QD) = Upyp (T'7 QD) + T 7: + L,Otprz
Jelikoz jsou okrajové podminky radidlné symetrické, budeme hledat radidlné symetrické
feSeni okrajové tulohy. A tedy predpokladame, ze u je zavisld pouze na proménné r neboli
u = u(r), z ¢ehoz plyne wu,, () = 0. Dostavame tedy rovnici ve tvaru

ur(r)

rr 207
() 224

kterou lIze fesit jako obycejnou diferencialni rovnici.
Dostavame novou okrajovou tlohu

u”(T) + u’i?’) =0prore (6763)5
u(e) = Uy, .
u(e?) = U

Pokud u bude fesenim okrajové tlohy (1.4), pak U(z,y) = u(y/22 + y2) bude feSenim okra-
jové tlohy (1.1).

Rovnici

=0 (1.5)
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vynasobime r a upravime

ru”(r) + ' (r) = 0,
(ru'(r)) = 0. (1.6)
Po integraci (|1.6|) dostédvame
ru'(r) = Cy, kde C; € R. (1.7)
Po vydéleni r dostavame
1
u'(r)=C:—. (1.8)
r

Provedeme integraci rovnice (L.8)), ¢imz dostdvdme obecné feSeni diferencidlni rovnice ve
tvaru

u(r) =Cilnr + CQ, kde Cy € R.
Pro nalezeni feseni okrajové tlohy zohlednime okrajové podminky

U1 = Cl + CQ ln(e) = Cl + CQ,
Uy = Cy + CyIn(e®) = Oy + 3C,.

Soustava rovnic m4 pravé jedno feSeni

-
==
30U - Uy
= R
Muzeme tedy napsat feseni okrajové dlohy ((1.4)

Cy

Gy

3U; — Uk U, - U
u(r) = 12 24 22 L.

Nyni se vratime zpét k funkci U

U, -Ux Uy =U
1 2, U2 1

Ulr(a,y) = = .

Inr(z,y).

Po zpétné transformaci do kartézskych souradnic dostdvdme feseni okrajové ulohy (1.1)

:3U1—U2+U2—U1

Ulz,y) 5 5

In+/22 + 92

Nyni vyfesime okrajovou tlohu pomoci konstrukce holomorfni funkce. Budeme hledat
funkci f = u + iv, jez je holomorfni na oblasti Q = {z € C:e < |z| <e®} a jejf redlnd éast
spliiuje tyto podminky

u=U; prozée I,

1.10
u="Us proz e dN,, ( )

kde

0 ={z€C:|z|=¢e},

1.11
00 ={z€C:|z|=€"}. (L11)
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Jelikoz mame radialné symetrické okrajové podminky, prevedeme tlohu do polarnich soufadnic,
kde r = |z| a ¢ = argz. Dostdvame tedy funkce U(r,p) = u(r(z,y), p(z,y)) a V(r,¢) =
v(r(z,y), e(x,y)). Nyni si vyjddiime C-R podminky v poldrnich souradnicich

v, = e (1.12)
T

v, = Ve (1.13)
T

Jelikoz mame radidlné symetrické okrajové podminky, predpokladdme i radidlné symetrické
feseni, a tedy plati U, = 0 na oblasti 2, muzeme tedy psat U = U(r). Z ¢ehoz déle plyne
dle (1.12)), ze V. =0, a tedy funkce V je nezévisld na r, muzeme tedy psat V =V ().
Nynf si zavedme funkci g(p) = V,,(p). Pouzitim rovnice (1.13) dostdvame

9(90) = TUT(T)'
7 toho plyne, ze g je nezavisla na ¢, a tedy je konstantni. Muzeme tedy psat

U.(r) = P (1.14)

Po integraci (|1.14) dostdvéame
U(r)=Cilnr + Cs. (1.15)

Po zpétné transformaci do proménnych x,y dostavame

u(z,y) = C1 + Cyln/a? + y2.

Dosazeni okrajovych podminek je obdobné predchozi ¢asti piikladu (viz (1.9))), muzeme tedy

psat
3U, = U U, - U
a(ayy= = oy
2 2
3U, = U
Funkce In|z| je redlnou ¢ésti funkce Inz = In|z| + iargz, a tedy f(z) = % +
U, - Uy

In z je nasi hledanou holomorfni funkci, jejiz redlna ¢ast resi okrajovou tlohu 1)
a hladiny imagindrni ¢asti tvofi systém ortogonalnich hladin k hladindm redlné ¢asti.
Poznamenejme, ze funkce f neni holomorfni na zaporné ¢ésti realné osy, jelikoz arg z je zde
nespojity. Na harmonicnost redlné ¢asti funkce, a tedy i na naSe feSeni okrajové tulohy, to
vSak nema vliv.

Tento postup lze pouzit pouze pro feseni uloh s jednoduchymi okrajovymi podminkami. Pokud
budeme mit oblast s komplikovangjsi hranici, je nalezeni holomorfni funkce, jejiz redlna (resp.
imagindrni) ¢dst spliiuje okrajové podminky, velmi komplikované. Tento zpusob hleddni Feseni
okrajové tlohy pro Laplaceovu rovnici vsak lze zobecnit pomoci konformnich zobrazeni.

1.2 Mobiova transformace

Jednu dulezitou tifidu funkei v komplexni roviné tvoii Mobiova transformace.
Definice 1.8. Kazdou funkei f : C* — C* ve tvaru
az+b
Z) =
)=y

kde a,b,c,d jsou libovolnd koneénd komplexni éisla spliiujici podminku ad — be # 0, nazveme
Mobiovou transformaci. Dale dodefinujeme

pro Vz € C,

b
f(oo) = lim ZHD_ gy 0= _ @

z—00 cz +d z—)ooc_|_; c
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Véta 1.9. Mébiova transformace f je prosté zobrazeni C* na C*.
Ddle plati, Ze inverzni zobrazeni f~1 je opét Mébiovou transformaci.

Diikaz. K funkei f: w = f(2) ve tvaru

az+b
_ =T 1.16
cz+d ( )
vytvofime inverzni funkci. Vyjadiime z z rovnice (1.16)), ¢imz dostdvame
wez +wd = az + b,
prevedeme z na jednu stranu rovnosti
wez —az = b — wd,
a vyjadiime z
b—wd
z= . (1.17)
we — a
Po preznaceni dostavame
aw+ b
= 1.18
dw+d’ ( )
kde ' = —d, ¥ = b, ¢ = c a d = —a. Je-li splnéna podminka ad # be, je splnéna i podminka

a'd # b'c, atedy funkce z = f~!(w) je Mobiovou transformaci. Z (1.16]) plyne, ze pro kazdé
z € C" existuje pravé jedno w = f(z) € C*. Z (T.17) plyne, Ze pro kazdé w € C" existuje prave

jedno z = f~(w) € C". A tedy funkce f je prosté zobrazenf a na C".

Nyni se pokusime objasnit podminku ad — bc # 0.

Poznamka 1.10. Provedeme rozbor vyrazu

az+b
cz+d

v piipadé, ze plati ad = be.

b
1. Proa =0 a c=0 se vyraz (1.19)) zredukuje do tvaru —. Vyraz (1.19

d

vyjimkou b = d = 0, kdy je neurcitym vyrazem.

O

(1.19)

je tedy konstantni s

2. Proa # 0, ¢ =0 a d = 0 je jmenovatel vyrazu (1.19) nulovy, a tedy nabyva ve vSech bodech
0

hodnoty oo s vyjimkou bodu ——, pro ktery dostavame neurcity vyraz —.
a

b
3. Pro ¢ =0 a d # 0, musi platit a = 0, ¢imz se vyraz (|1.19) redukuje do tvaru —.

4. Proc#0az= —% je citatel i jmenovatel vyrazu 1’ nulovy, coz je v C* neuréity vyraz.

cz+d
bc — ad

2

5. Proc#0az# f% muZzeme upravit vyraz 1D do nésledujiciho tvaru
a a c c c
az+b:gcz+bg:acz+bz+<d—ba)—<d—ba):gcz+d—(d—ba)
cz+d ¢ cz+d c cz+d c
d
—(d—bf) . a—(d—bf) , b-=
1 ———@ | = o~ @F = C o
cz+d c ¢ cz+d ¢ cz+d ¢

a tedy pro ad = be je vyraz (1.19]) konstantni.

d
Z+ =
c

s 3 < . ’ , * * s~
7 vyse uvedeného rozboru plyne, ze M&biova transformace neni zobrazenim C" na C* préave,

kdyz ad = be.
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Véta 1.11. Mnozina Mobioviych transformaci M, s operaci skldaddni funkci o tvori grupu G =
(M, o).

Druikaz. Dukaz spociva v ukdzani, ze skladani Mobiovych transformaci je uzaviena a asociativni
operace a ze v mnoziné M existuje jednotkovy prvek, a ke kazdému prvku existuje inverzni prvek.
Cely dukaz je proveden v priloze [A]

O
Nyni uvedeme nékolik specidlnich tvaru Mobiovy transformace.
. s az+b
Poznamka 1.12 (Specidlni ptipady funkece f(z) = n d).
cz

1. Proa #0,b=0,c = 0,d # 0 dostdvame funkci f ve tvaru f(z) = o'z, kde a’ = g. Rozepisme
si a’ do exponencidlniho tvaru a’ = |a’|e!®. Dale funkci f rozepisme do tvaru f = f; o fo, kde
f1(z) = |d'|z a fa(z) = e'®z. Funkce f; piedstavuje stejnolehlost dle pocatku s koeficientem
la’| a funkce fo predstavuje rotaci dle poc¢dtku o thel a.

b
2. Proa # 0,b# 0,¢c = 0,d = a dostdvame funkci f ve tvaru f(z) = z+ V', kde v/ = 7 kters

predstavuje posunuti o o'.
1
3. Proa=0,b=1,c=1,d = 0 dostdvdme funkci f ve tvaru f(z) = —, kterd popisuje inverzi.
z

Nyni provedme rozbor geometrickych vlastnosti Mdbiovy transformace.

Pozndmka 1.13. Pro ¢ =0 a d = 1 dostdvdme Mobiovou transformaci f ve tvaru f(z) = az +b.
Dle poznamky a urcuje koeficient stejnolehlosti a rotace a b vektor posunuti.

b
Pro ¢ # 0 mdme Mobiovou transformaci f ve tvaru f(z) = azi— 7 Pak lze zapsat funkci f ve
cz
tvaru
bc — ad
az+b a 2
fz) = =+ —
d
cz+d ¢ .48
c

Funkci f muzeme zapsat jako sloZzenou funkci
f="Jiofs0f20f1,
kde

d
1. fi(z) = z + — predstavuje posunuti o —,
c c

1 1
2. fa(z) = — predstavuje inverzi (f2 1ze zapsat ve tvaru fa(z) = (), a tedy inverze je slozen{m
z z
kruhové inverze dle jednotkové kruznice v poc¢dtku a komplexniho sdruzeni),

bc — ad
3. fi(z) = ¢ 2a z predstavuje stejnolehlost s koeficientem ‘
c

thel arg (bc C—2ad)'

a a
4. fu(2) = p + z predstavuje posunuti o ~

a rotaci dle pocatku o

Zaved'me néasledujici znaceni: pod pojmem zobecnénd kruznice budeme rozumét kruznici nebo
primku.

Véta 1.14 (Zobrazen{ zobecnéné kruznice, viz [0} str. 131]). Je-li f Mdbiovou transformaci, pak
obrazem zobecnéné kruznice je opét zobecnénd kruznice.
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1.3 Nekonecné souciny cisel

Nyni zadefinujeme nekonecny sou¢in komplexnich ¢isel. Déale uvedeme nékteré postacujici podminky
konvergence nekonecného soucinu.
Mégjme posloupnost (z,) = (21, 22, . .. ) koneénych komplexnich ¢éisel. Pak fekneme, ze

Pp = sz = 2129...2%n (1.20)
k=1

je n-tym ¢asteénym soucinem. A zdpisem

+oo
HZ" =2129... (1.21)
n=1

oznacme nekonecny soucin.

Definice 1.15 (Konvergence nekoneéného souéinu, viz [2) str. 25]). Rekneme, Ze nekoneény soucin
+oo
1=
n=1

konverguje préavé tehdy, kdyz nastane jeden z nasledujicich piipadu:

(a) Existuje koneénd a nenulova limita

0# lim p, # co.
n—-+oo

(b) V posloupnosti (z,) je koneéné mnoho nulovych ¢lent, a tedy
VneNIngeN:n>nyg= 2z, #0.

A nekonecény soucin

konverguje dle () neboli
n
0+# lim H zp 7 00.

n—-+oo
k=no+1

V obou piipadech fikdme, ze nekonecény soucin konverguje k hodnoté p, kde
n
= i .
=t {1

Poznamka 1.16. Vyse uvedend definice ndm zajistuje, Ze nekoneény soucin ma podobné vlast-
nosti jako nekonecny soucet. Hodnota vysledného sou¢inu p nekoneéného soucinu zavisi na hod-
notach vsech ¢lenu. Konvergence a divergence je vSak nezdvisld na hodnotdch konetného pocétu
¢lenu.

Pro jednodussi zapis nésledujicich vét si zavedme znadeni z, = 1 + w,

Lemma 1.17 (viz [2, str. 28]). Pokud pro posloupnost redlngch cisel (wy,) platé w, > 0, pro

n=12,..., pak
—+oo —+o0

H(l + wy) konverguje < an konverguje. (1.22)

n=1 n=1
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Definice 1.18 (Absolutni konvergence nekoneéného soucinu viz [2, str. 28]). Rekneme, Ze ne-
koneény soucin

—+oo

I =

n=1

konverguje absolutné pravé tehdy, kdyz konverguje nekoneény soucin

400

IT @+ fwal) (1.23)

n=1
neboli kdyz konverguje nekone¢ny soucin

+oo

[T+ —1). (1.24)

n=1

Véta 1.19 (viz [2] str. 28]). Pro posloupnost komplexnich éisel (w,,) plati

+o0 Too
H (14+wy,) konverguje absolutné < Z(l + |wn|) konverguge. (1.25)
n=1 n=1

Véta 1.20 (viz [2], str. 29]).
(a) Absolutné konvergentni nekonecny soucin je konvergentni.

(b) Konvergence a hodnota absolutné konvergentniho soucinu je nezdvisld na potadi cleni ne-
konecného soucinu.

1.4 Nekonecné souciny funkci

Mgjme posloupnost funkei (f,) = (f1, f2,...), které jsou definované a kone¢né na neprazdné
mnoziné Q C C. Pak fekneme, ze

pa(2) = [ fu(2) = A(2)fo(2) .. ful2) (1.26)
k=1

je n-tym ¢asteénym soucinem. A zdpisem

I1 #:(2) = A(2)fal2) ... (1.27)

oznacme nekonecny soucin.

Definice 1.21 (Bodové konvergence nekonecného soucinu funkef, viz [2 str. 31]). Rekneme, ze
nekoneény soucin funkci konverguje bodové na mnoziné 2y C € pravé tehdy, kdyz pro kazdy bod
zo € 1 konverguje nekonecny soucin ¢isel

+o00
11 7 (20). (1.28)
n=1

Rekneme, e nekoneény soucin funkci diverguje na mnoziné Q; C Q prévé tehdy, kdyz pro
jakykoli bod zy € €y diverguje nekoneény soucin ¢isel

+oo
11 £2(z0)- (1.29)
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—+oo

Konverguje-li nekoneény soucin funkci H fn(z) na mnoziné Q; C Q a p je koneénd komplexni

n=1
funkce definovana na ; takova, ze plati

+o00o
H fu(2) = p(2), Vz € 4,
n=1

pak fekneme, Ze nekoneény souc¢in funkci konverguje bodové k funkci p na mnoziné €.



Kapitola 2

Konformni zobrazeni

vvvvvv

mnoho aplikaci v teorii feseni elektrostatického pole a hydrodynamiky.

2.1 Definice konformniho zobrazeni

Definice 2.1 (Konformni{ zobrazeni, viz [4, str. 133]). Funkce f je konformni v bodé zy € C,
pokud plati

(a) funkce f je spojitd v bodé zp,
(b) funkce f zachovavd orientované tihly seviené kiivkami, které vychdzeji z bodu zg.

Véta 2.2 (Postacujici podminka konformnosti, viz [4, str. 134]). Méjme funkci f, jeZ je v bodé
2o € C holomorfni a plati f'(z0) # 0. Pak je funkce f konformni v bodé z.

Véta 2.2] je pouze postacujici podminkou konformnosti, my vsak v ndsledujicim textu budeme
pod pojmem konformnost v bodé automaticky predpokladat, ze zobrazeni spliiuje predpoklady
vety 2.2
Zatim méame definované konformni zobrazeni pouze v koneénych bodech a v bodech, ve kterych
funkce f nabyvé kone¢né hodnoty. Z tohoto duvodu je vhodné konformni zobrazeni dale dodefi-
novat pro nevlastni body a pdly, tyto body budeme nazyvat kritické body konformniho zobrazeni.

Lemma 2.3 (viz [4, str. 135]). Rekneme, Ze funkce f :w = f(z) je konformni
1
1ok
(b) v nevlastnim bodé zop = oo, ve kterém nablgva’ koneéné hodnoty, prdvé kdyZ je v bodé t = 0

konformni zobrazeni h : w = f(t), kde t = -

(a) ve vlastnim pdlu zg € C, prdvé kdyz je v bodé zy konformni zobrazeni g(z) =

1
(c) v nevlastnim pdlu zo = oo, prdvé kdyz je v bodé t = 0 konformnd zobrazeni h : w = ——, kde

f(t)’

_1
t=1.
Nyni zavedeme pojem konformnosti na oblasti.

Definice 2.4 (Konformni zobrazeni oblasti, viz [4, str. 136]). Rekneme, ze funkce f je konformni
na oblasti Q@ C C* praveé tehdy, kdyz je prosté a spojita na oblasti Q a konformni v kazdém bodé
oblasti 2.

Nyni si ukazme jak lze zobrazit horni polorovinu komplexni roviny na nekonecny polopas
pomoci konformniho zobrazeni.

13
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Piiklad 2.5. Méjme oblast = {z € C: Im z > 0}, s hranic{ 9Q = 9Q; U 003 U 93, kde

00 ={z € C:Im(z) = 0ARe(z) < -1},
009 = {2z € C:Im(z) =0 ARe(z) > 1}, (2.1)

003 ={2z€C:Im(z) =0A -1 < Re(z) < 1}.

S

Y

3
Q
2
L ,aDl D, 8D2
1
g Lz —3-%0 u

2 90, ! 0 905 1 90, 2 dDs

w

)

—_

o

Obrazek 2.1: Znazornéni oblasti z piikladu Puvodni oblast (vlevo) a oblast po zobrazeni
pomoci funkce arcsin (vpravo).

Nyni ukdzeme, ze funkce arcsin zobrazi horni polorovinu na nekoneény polopéds. Komplexni
funkce Arcsin je definovand jako inverzni funkce k funkci sin, tj. funkce Arcsinz = {w € C : sinw = z}.
Tuto nekonecéné-znacnou funkci lze vyjadiit ve tvaru

Arcsin(z) = —iLn(iz + V1 — 22).
Nyni vyjaddiime hlavni hodnotu funkce Arcsin
arcsin(z) = —iln(iz + (v/1 — 22)1),
kde (v/1 — 22); je jednou z vétvi druhé odmocniny ve tvaru
e N Y

Muzeme tedy funkci arcsin zapsat ve tvaru

arcsin(z) = —iln(iz + /|1 — 22|e% arg(1722))’

kterou budeme povazovat za naSe konformni zobrazeni f.
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Pro redlnou ¢ast funkce f muzeme psat

Re(f(z)) = u(z) = Re(—i(In |iz + /|1 — 22\65 mg(l_zm +iarg(iz + /|1 — 22‘65 al’g(l—zz)))) _
arg(iz 4+ /]1 — 22e3 28(1=7"),

A pro imagindrni ¢dst funkce f muzeme psat

Im(f(2)) = v(2) = Im(—i(In|iz + /]I — 22[e? *280==")| 4 jarg(iz + /|1 — 22|e2 28(1==)))) =
—Inliz4+ /|1 - 32|e% arg(1_22)|.

Nyni prosetfeme chovani funkce f pro body z hranice oblasti 2. Budeme tedy v této ¢asti odvozeni
uvazovat z € R.
Pro hodnoty mezi —1 a 1 se arcsin chova stejné jako v redlnych ¢islech. Funkce u tedy nabyva

- . T . ‘
vsech hodnot mezi -3 a — a funkce v je nulova.

2
Nyni prosetiime chovani funkce u pro hodnoty z > 1 a z < —1, pro které dostavame u(z) =

arg(iz + /]I — 22[ez(™) = arg(iz + iy/[T — 22]). Jelikoz |z| > V2% — 1, dostavéme

1. u(z) = g, pro z > 1,

2. u(z) = fg, pro z < —1.

Déle lze ukazat, ze funkce v nabyva kladnych hodnot na horni poloroviné komplexni roviny, a
tedy funkce f zobrazi horni polorovinu (oblast §2) komplexni roviny na polopés v horni poloroviné
komplexni roviny (oblast D) (viz obr. . Hranice 021, 95 a 0823 se zobrazi na 9D, 0Dy a 0D3.

Pro lepsf geometrickou pfedstavu zobrazeni f si zavedme dvé funkce g(u,v) = u a h(u,v) = v,
jejichz hladiny tvoii ortogonélni systém kiivek na oblasti D. Pro nalezeni vzoru hladin funkce g
a h v oblasti 2 ndm stac¢i nalézt hladiny redlné a imagindrn{ ¢asti funkce f (viz obr. 7 jelikoz
u=Refav=Imf.

2.2 Invariantnost Laplaceovy rovnice
V kapitole |1] jsme ukézali souvislost mezi holomorfnosti komplexni funkce a harmonicnosti jejich

slozek. Ukéazali jsme si, jak lze této souvislosti vyuzit pro feSeni Laplaceovy rovnice. Pouziti této
souvislosti dale rozsituje nasledujici véta.

A Y ® \ v @
//A\
~ 7 AN
- ~ 4 N
N 7 p \
[ =Y \ / AuthO \\
\ ) /_\ / s
NINY) // 4 y
S - ;. -
s
Lo L __
x s

Obrazek 2.2: Zobrazen{ oblasti € na oblast Q; pomoci funkee f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).

Véta 2.6 (Invariantnost Laplaceovy rovnice vuci konformnimu zobrazen{ ). Méjme

(a) oblasti Q,Q C C,
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(b) funkci f, jez je konformni na oblasti Q (tj. proVz € Q: f'(z) #0) a plati f(2) = Q4,
(¢) funkci g, jez je harmonickd na oblasti Q.
Pak funkce h, spliugici rovnost h(f(z)) = g(z) pro Vz € Q, je harmonickd na oblasti ;.

Diikaz. Rozepisme si funkci f na redlnou a imaginarni ¢ast f = u + iv.
Méjme funkei h, pro kterou plati Vz € Q : h(f(z)) = g(z). Ukdzeme, ze plati

Aryg = |f'*PAuph na Q,
kde Agyg = gza + Gyy & Ayvh = hyy + hyp. Nyni vyjadiime prvni parcidlni derivace.
9= (z,y) = (h(f(z,9)))s = h(u(z, y), v(2, )z = hutle + hovs.
9y (x,y) = hyty + hyvy.
Nyni vyjadiime druhou parcialni derivaci dle proménné z.
Jow = (hutle + hova)z = (Ruatis + PuyVz)te + hutizs + (houVs + RupVa) Vs + hoVze =
huuui + hyptzVy + hyUgy + hyytizVy + hwvi + hyUgy-
Obdobné vyjadiime druhou parcidlni derivaci dle proménné y.
Jyy = huuui + Ry Uy Vy + Ry lyy + Rty vy + hwvg + hyUyy-
Nyni vyjddfeme vztah mezi A,y g(x,y) a Ayyh(u,v).
Aayg(z,y) =
P (U5 4 1) 4 ho (V3 4 07) + ho(Uae + Uyy) + ho(Vae + vyy )+
+ R (Ug Uz + UyUy) + Py (Uz Vg + uyvy).

Nyni vyuzijeme C-R podminky a , jelikoz je funkce f holomorfni, plati uze + Uyy = Vea +
Vyy = 0. Mizeme tedy psat
Azyg = Guu t+ Gyy =
P (U2 + u?/) + o (U + u?/) + hou (2(uzvy — UgVg)) + Ry (Ugy + Uyy) + Ry (Vgs + Vyy) =
(hyu + hm)(ui + “3)
Coz lze zapsat ve tvaru Ay, g(z,y) = Ay oh(u,v) | f/(z,y)]2.
Dostavame tedy vztah mezi Ay, h a Ayyg, jelikoz déle plati, ze funkce |f
plyne z nenulovosti derivace funkce f), muzeme psét

|2 je vzdy nenulova (to

Ay, g(l‘ y)
Ayph(u,v) = —22327
w0 = Tp e, g
A tedy Ag = 0 na oblasti  pravé tehdy, kdyz Ah = 0 na oblasti 2. O

2.3 Konformnost Mobiovy transformace

V poznamce m jsme ukézali, ze funkce ve tvaru Mébiovy transformace je zobrazenim C* na C”.
7 vyjadreni derivace Mobiovy transformace
a(cz +d) — c(az +b) ad — be
f'(z) = 5 = 5 (2.2)
(cz+d) (cz+d)
je patrné, ze Mobiova transformace ma ve vSech bodech, s vyjimkou jednoho ¢i dvou kritickych
bodi, v C* nenulovou derivaci. Pomoci lemmatu lze dodefinovat konformnost v kritickych
bodech Mébiovy transformace. Mobiova transformace je tedy konformnim zobrazenim C* na C”.
Jde ovsem dokdzat i opacné tvrzeni (viz [0, str. 462]), a to ze Mdbiova transformace je jedinym
konformnim zobrazenim C* na C".
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Obrazek 2.3: Zobrazeni oblasti D na oblast H, kde co = w3 = f(23).

Priklad 2.7. Méjme jednotkovou kruznici C' se stfedem v pocatku, pak ozna¢me DD = Int C'. Déle
ozna¢me horni polorovinu komplexni roviny @ jako H.
Najdéme zobrazeni f, které zobrazi D na H. Snadno lze ukazat, ze pro funkci ve tvaru

Z— 21 29 — Z3

w:f(z):Z_ZSZQ_Zl, kde z1 # z9 # z3
plati
wy = f(z1) =0,
wy = f(z2) =1,

wg = f(z3) = 0.

Pomoci Mébiovy transformace tedy muzeme zobrazit tfi libovolné body na body 0, 1, co.

Nyni zvolme z; = 1,20 =1, 23 = —1. Dostdvame funkci ve tvaru
z—1 i—(-1) z—1
w=IE =Ty T i

Funkci f muzeme rozepsat do tvaru

a tedy funkci f vyjadiit jako slozenou funkci f = f5o fyo fyo fao f1, kde fi(2) = z+1, fo(z) = 1,
f3(2) = 2z, fa(2) = z—1 a f5(z) = iz. Funkce f; predstavuje posunuti, f5 inverzi, f3 stejnolehlost,
f4 druhé posunuti a f5 rotaci.

Jelikoz, dle véty Mébiova transformace zobrazi zobecnénou kruznici na zobecnénou kruznici,
body zy, 21, 22 lezi na kruznici a body 0, 1, co na piimce, zobrazi funkce f kruznici C' na reilnou
osu. Jelikoz déle plati f(0) = i, funkce f zobrazi D na H. Na obr. muzeme vidét zobrazen{
hladin redlné a imaginarn{ ¢4sti funkce g(z) = In(z) z H na D pomoci funkce f~1. Inverzni funkce
k funkci f jisté existuje, a je také Mobiovou transformaci, jelikoz Mobiova transformace je grupou
(viz pfiloha |AJ).

Déle lze ukazat, ze funkce f zobrazi pulkruh v horni poloroviné komplexni roviny na prvni
kvadrant komplexn{ roviny. Jelikoz plati f(0) = i, funkce f zobraz{ piimku prochdzejici body
—1,0,1 na pfimku prochézejici body o0o,1,0. A tedy funkce f zobrazi redlnou osu v roviné ) na
imagindrni osu v roviné @. Jelikoz plati f(i) = 1, zobraz{ funkce f horni polorovinu roviny @) na
pravou polorovinu roviny @. A tedy ¢ast kruhu lezici v horni poloroviné roviny @) se zobrazi na
prvni kvadrant roviny @).
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Obrazek 2.4: Zobrazeni hladin harmonické funkce g(z) = In|z| (hnédé kiivky) a kolmé kiivky na
hladiny (hnédé kiivky) z oblasti H na oblast D pomoci funkce f~'. G = f~log.

Véta 2.8 (viz [0 str. 467]). Mdébiova transformace zobrazi jednotkovy kruh v poédtku D na sebe
prdvé tehdy, kdyz je ve tvaru

kde a e R, € D.

V ptikladu jsme si ukazali, jak Fesit Laplaceovu rovnici na oblasti, jejiz hranice jsou dvé
soustfedné kruznice. V ndsledujicim piikladu ukdzeme, jak Fesit pomoci véty 2.6 a[2.8 Laplaceovu
rovnici na oblasti, jejiz hranice jsou dvé nesoustiedné kruznice C7, Co, pro které plati Cy C Int Cf.

Obréazek 2.5: Zobrazeni oblasti €2 na mezikruzi D.
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Piiklad 2.9. Resme tuto okrajovou tlohu

AU(z)=0 ,prozeQ,
U(z)=U; ,proz € 09y, (2.3)
U(z) =Us , pro z € 00s,

kde
Q{ZE(C |z\[|>\f/\|z|<1}

391—{26@ |z\[|\4f}7 (2.4)

0 ={2€C:|z|=1}.

Piiklad budeme fesit pomoci prevedeni oblasti €2 na mezikruzi D. Dle véty zobrazi funkce
z) = el
IO = 2
formni zobrazeni. Clen e'® pfedstavuje pouze rotaci. Jelikoz potiebujeme nasi kruznici 0§2; pouze

¢

posunout budeme hledat funkci f ve tvaru f(z) = % Abychom zobrazili kruznici 99 na
z

oblast D na D. Jelikoz je funkce f ve tvaru Mdébiovy transformace, jde o kon-

kruznici v pocatku, zobrazime bod ? na —C a bod 0 na C, kde C € (0,1). Dostavame tedy

soustavu rovnic

2 ‘ C 2.5
@Z_ . - ( . )
2
—
—=C (2.6)
Po seéteni rovnic (2.5) a (2.5 dostavdme
2 LI — 20+ 4
IPEL.. E
V3 V3
PR PR

Resfme tedy rovnici § IC]2—2¢+ ? = 0. Z rovnice je vidét, ze ( je realné ¢islo, a tedy dostavame
rovnici ve tvaru

V3 Vi
52+ =0,

jejiz feSenim je ¢ € { , \/3} . Nés zajimé pouze fesent, pro které plati |(] < 1, a tedy dostdvdme

1
(=

1 1
A po dosazeni — do (2.5)) dostdvame C = —. Mdame tedy konformni zobrazeni w = f(z2) =
b ¥ II . y 1)

V3
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1
T A3 3z—1
V3 _ V3 , které zobrazi oblast 2 na mezikruzi D, ve tvaru

Z%—l 2—1/3

1
D=}weC: —=<|w| <1y,
{ V3 vl }
1

5‘D1{w€C:|w|\/§},

0Dy ={weC:|w|=1}.
7Z prikladu vime, Ze redlnd ¢dst holomorfni funkce g(w) = Cy lnw + Cy je radidlné symetricka,

a tedy tesi Laplaceovu rovnici na oblasti D. Po zohlednéni okrajovych podminek dostavame

1
U1_01+C21H<\/§> :lecgln(\/g),

U2 = Cl + C2 11’1(1) = Cl.

(2.7)

A po vyfeseni soustavy dostdvame
Cl = U2a

U U
" (V3

Dostavame tedy holomorfni funkci na oblasti D v proménné w,

Cs

Us — Uy
n (V3)

Inw

g(w) = Us +

Nyni se muzeme vratit k proménné z

UQ—Ul an\/?:—l
ln(\/g) zf\/g'

A tedy reédlnd ¢ést funkce g(f(z)) fesi nasi okrajovou tlohu (to plyne z véty [2.6) a hladiny ima-
gindrni ¢asti tvoii systém ortogonalnich kfivek na hladiny realné ¢asti.

9(f(2)) = Uz +

Z ptikladu je vidét, ze jedno z dulezitych pouziti konformniho zobrazeni je prevedeni slozité
oblasti, na které neumime vyfesit danou ulohu, na jednodussi (vhodnéjsi) oblast.



Kapitola 3

Schwarzova—Christoffelova
transformace

V této kapitole uvedeme Schwarzovu-Christoffelovu transformaci (zkrdcené jen SC transformaci),
pomoci které lze konformné zobrazit horni polorovinu komplexni roviny na vnitiek libovolného po-
lygonu. Hlavni casti této kapitole bude samotny dukaz Schwarzovy—Christoffelovy véty. Nejdiive
zavedeme znaceni pro usecky, zobecnéné usecky a polygony. Poté uvedeme nékolik vét, které bu-
deme potiebovat pro dokazani Schwarzovy—-Christoffelovy véty. Na konci kapitoly uvedeme néktera
zobecnéni této véty a uvedeme piiklad tohoto zobrazeni. Nyni zavedeme znaceni pro tisecku a zo-
becnénou usecku.

Definice 3.1. Méjme dva body z,y € C,
(a) pak zdpisem [z, y] budeme rozumét mnozinu bodu, [z,y] = {(1 —t)z +ty : t € [0,1]},
(b) a zépisem ]z, y[ budeme rozumét mnozinu bodu, [z, y[= {(1—t)z+ty : t € R~(0,1)} U{o0}.

Definice 3.2 (Polygonélni oblast). Polygondlni oblasti v komplexni roviné nazveme jednoduse
souvislou oblast G C C, jejiz hranice je jednoduchd uzaviend kiivka I' C C, jez je slozend z
kone¢ného poctu tsecek I'y, (k=1,2,...,n;n > 3).

Pozndmka 3.3. Pro snazs{ orientaci si zavedeme nésledujici pojmy (viz obr. ):
(a) uzévér mnoziny G = G U T nazveme polygon,

(b) usecky 'y = Jwg, wk11], pro k =1,2,...,n—1 a T, = Jwy,,w1] nazveme stranami polygonu
a wy nazveme vrcholy polygonu,

(¢) ai nazveme koeficienty thlu o velikosti agmr, kde oy € (0,2), které odpovidaji vrcholum wy,

(d) pro soucet ihlu v polygonu o n vrcholech plati

n
Zak =n—2. (3.1)
k=1

3.1 Schwarzova—Christoffelova véta

Nyni uvedeme nékolik vét, které pouzijeme v dikazu Schwarzovy—Christoffelovy véty.

Véta 3.4 (Princip pfifazeni hranic, viz [1l str. 200]). Mé&jme dvé jednoduse souvislé oblasti P a S.
Necht hranice téchto mnozin OP a S jsou jednoduché uzaviené krivky. Pak libovolné konformni
zobrazeni f oblasti P na oblast S lze spojité rozsirit na P tak, Ze toto spojité roziirent funkce f je
spojité a prosté na mnozinu S.

21
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w2

Obrazek 3.1: Polygon s vrcholy wg, stranami I'y a thly o velikostech mway.

Dals{ vétou je Schwarziv princip zrcadleni, ktery nam umoznuje analyticky prodlouzit funkci
pies usecku, polopiimku ¢ piimku. Jelikoz mé tato véta mnoho pfedpokladu, uvedeme je pro
prehlednost pred vétou (viz obr. [3.2)).

(P1) Méjme pifmku, poloptimku ¢éi tsecku p a oblasti G, G* C C, pro které plati, ze oblast G*
je symetrickd s oblasti G podle p a plati p C 0G A p C 9G*. Déle oznacme z* bod, jenz je
symetricky s bodem z podle p.

(P2) Na G'Up je definovédna funkce f, jez je spojitd na G U p a holomorfni na G. Déle pro funkci
f plati, ze obraz p lezi na piimce (neboli ¢ = f(p) lezi na piimce).

(P3) Na G* Up je definovéna funkce f*, pro kterou plati: Vz € p: f(z) = f*(2). Déle pro kazdy
bod z* € G* plati, ze f*(z*) je symetricky s f(z) podle q.

Véta 3.5 (Schwarzuv princip zrcadleni, viz [2] str. 66] ). Predpoklddejme, Ze plati (P1), (P2) a
(P3), pak funkce f* je analytickym prodlouzenim funkce f z oblasti G do oblasti G* pres p. A tedy
funkce

(3.2)

Fz) = { fJ:Ez) pro z € G*Up,
z) pro z € G*.

je holomorfni na GUpUG*.

\&

Obrézek 3.2: Schwarztuv princip zrcadleni.
Véta 3.6 (Liouvilleova véta, viz [6l str. 292]). Je-li f holomorfni a omezend na C, pak je funkce
f konstantni.

Diikaz. Funkce f je dle predpokladu véty omezend na C, a tedy pro ni plati

dK >0Vz e C: |f(2)| < K. (3.3)
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Nyni pro libovolné ¢ € C zvolme R € R tak, ze plati R > |¢|. A uvazujme kiivku C' s parametrizaci
o(t) = 2Re' t € [0,27].

S vyuzitim Cauchyho integrélntho vzorce vyjadiime hodnotu f’(¢) pomoci funkénich hodnot
funkce f na kruznici C. Dostdvame tedy vyjaddien{ hodnoty f’(¢) ve tvaru

Q) = ;ﬂ/c(zf_(zg)gdz. (3.4)

Dale odhadneme shora absolutni hodnotu f’(z) pomoci suprema funkce f a délky krivky C

/Cf(z)dz’ <L ('ﬂz)') 1C), (3.5)

/ _ 1 -
|f' ()] (z=0)2 |~ 2m.ee \Uz= Q)2

T o

kde I(C) je obvod kruznice C.
Jelikoz plati (3.3]) a |z — ¢| > R pro libovolné z € C, mizeme psét

1 K 1 K K
sup () ATR = — —4nR =2—. (3.6)

/
<
F Ol = 27 ,ec \ R? 21 R? R

Jelikoz R je libovolné redlné ¢islo, pro které plati R > ||, lze ho zvySovat nade vSechny meze, a

tedy muzeme prejit v (3.6) k limité, é¢imz dostdvame

lim [f(¢)] =0, (3.7)

R—+o00

coz znamena, ze funkce f ma v libovolném bodé ¢ € C nulovou derivaci, a tedy je v C konstantni.
O

Pro snazsi ovéreni holomorfnosti v bodé co uvedeme nasledujici lemma.

Lemma 3.7 (Holomorfnost funkce v nekoneénu, viz [6] str. 323]). Funkce f je holomorfni v bodé
oo pravé tehdy, kdyz

(a) existuje takové prstencové okoli P(o0), Ze funkce f je holomorfni v P(c0),
(b) je spojitd v bodé oo,
(¢) hodnota f(o0) je koneénd.

Véta 3.8 (Schwarzova-Christoffelova véta). Méjme funkci f : w = f(2), jeZ konformné zobrazi
horni polorovinu komplexni roviny na polygondlni oblast G, jeZ je vnitrkem polygonu, ktery md

vrcholy wy,wa,...,w, € C(n > 3) s dhly axm,aom,... a7, kde o, € (0,2), pro kaZdé k =
1,2,...,n. Ddle predpoklidejme, Ze vrcholy wy,ws,...,w, jsou obrazy bodi ay,as,...,a, € R,
pro které plati —oo < a1 < as < --- < a, < +00. Pak pro libovolné konecéné komplexni éislo zg,

pro které plati Tm(zg) > 0, existuji konstanty A,C € C takové, Ze pro kazdé z € H plati
F2) = A+ 0/ (2= a1 (2 — an)®>~1 .. (2 — an)™~1dz. (3.8)
20

Dikaz. Hleddme konformni zobrazeni, ¢ili funkci f : w = f(z2), kterd je holomorfn{ na H a Vz €
H: f'(z) # 0, které zobraz{ H na vnitiek polygonu (viz obr. . Déle dle véty o prifazeni hranic
(Véta plati, Ze redlna osa, jez je hranici oblasti H, se zobrazi na hranici G polygonalni oblasti
G a funkci f lze spojité rozsifit na uzdveér oblasti H = {z € C : Im(z) > 0} U {oo}. Déle ozna¢me

body ai,as,...,a, € R jako vzory vrcholu polygonu wi,ws,...,w, € C. Pak plati, ze usecky
Ay = [ay,a2], A = [az,as], ..., An—1 = [an—1,a,] a mnozinu A,, =]a,, a1[ zobrazi na dsecky, jez
predstavuji strany polygonu I'y = Jwy, ws], e = [wa, ws], ..., Tyn = [wn, wi].

Nyni proSetfeme, na jakou oblast lze pomoci Schwarzova principu zrcadleni (viz véta [3.5))
rozsifit funkci f (viz obr. . Nejprve prodluzme funkci f pires A; na dolni polorovinu, kterou
ozna¢me H*. To lze, jelikoz A i I'; jsou usecky. Timto jsme k funkci f, jez je definovéna na H,
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Obrézek 3.3: Zobrazeni oblasti H na vnitfek polygonu G.

vytvorili funkei f5, jez je analytickym prodlouzenim funkce f z H na H* pies A;. Mdme tedy

funkci
f(2) pro z € HU(a1, asz),
Fi(z) = ; . (3.9)
fi(z) pro z € H*,
jez je holomorfni na HU(ay, ag) UH".
v
® AT~ @
AY Vo N T T -,
\ ot A 0b3 _ L - = 7
f \ . ) ! * L7
. N T~ /
\ \ ¥ 4 /
LN / y
H T \ G : %U‘ S _./ G*
0 Ta g 2 /
® 20 \ F4/ : . :\ b*
Ay : Ay o A2| As . \ / FQ\ o2 /
| L | | x v G AR /
ay az as ay wl<— = (3] \ /
26 f;‘ G e =L - /
A \ ° 4 >1112
\ G* b 7
H* \ 1 /
\ /
~__ u

Obrézek 3.4: Zobrazeni H na G pomoci funkce f a zobrazeni oblasti H* na oblasti G} pomoci

funkei fy.

Na H* mdme tedy definovanou holomorfni funkci ff, kde pro Vzo € H plati, ze b = f(z0) je
symetricky s bodem by = f{(z5), kde 2§ = zp, dle piimky prochézejici body wy a ws. Funkce ff
tedy zobrazi H* na polygondln{ oblast G7, jez je symetrickd s G dle strany T';.

Obdobné lze prodlouzit f dle libovolné Ay na H*, ¢imz dostdvdme pro k = 1,2,...,n — 1 funkci

Fi(z) = {
a pro k = n funkci

Fy(z) = {

f(z) pro z € HU(ag, ak+1),
fu(z) pro z € H",

f(2) pro z € HU(—00,a1) U (ay, +00) U {co},
fi(z) pro z € H*,

(3.10)

(3.11)
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kde f; je analytickym prodlouzenim funkce f pres Aj. Funkce f;: zobrazi H" na polygondlni oblast
G, jez je symetrickd s G dle strany I'y,. Nyni ozna¢me F™* jako n-znac¢nou funkci, jejimiz vétvemi
jsou jednoznac¢né funkce ff, f5,..., fx

Na H méme tedy definovanou jednozna¢nou holomorfn{ funkci f a na H* mame n-zna¢nou funkci
F*, jejiz vétve jsou holomorfnimi funkcemi na H*. Pro libovolné dvé vétve f7, [} funkce F* platf,
ze funkce ff, fI zobrazi H* na polygony, které jsou vuci sobé pouze otoceny a posunuty. Pro
libovolné funkce f7, fF tedy existuji takové konstanty a € R a C' € C, ze plati

fHE) = fi )+ C (312)
C o . 1"(2) . § T
Nyni uvazujme funkei ¢ ve tvaru p(z) = o) Funkce ¢ je dobfe definovana, jelikoz funkce f
z

je konformnim zobrazeni, a tedy f'(2) # 0, pro Vz € H. Funkce ¢ je samoziejmé jednoznacnou
funkef na H N {a1,as,...,a,}. Nynif ukdzeme, ze ¢ je jednoznaénou funkef i na H*. Pro libovolné
dvé funkce f7, f7 dostdvame dle (3.12)

;=

fz* _ eiaf]*

A tedy plati
fi _ e i

*/ 3 */ - */ .
[ el f; I;

Timto jsme ukazali, ze funkce ¢ je nezavisla na volbé vétve funkce F*, a tedy je jednoznac¢na a

holomorfn{ na C~{ay,as,...,a,}.
Nyni zbyva prosetiit chovani funkce ¢ v problematicky bodech ai,as, ..., a,. V nasledujicim
textu ukazeme, Ze a1, aq,...,a, jsou izolovanymi singuldrnimi body, a to jednoduchymi poly.
s
A v A
N © @
/ N\
/ ) _
/ \ v
/ G] \ /\
— ~ N ~N
V < \
w, N \
u A | > T
SO
N
v

Obrézek 3.5: Zobrazeni kruhové vysece na pulkruh v pocéatku.

Uvazujme kruznici opsanou kolem libovolného vrcholu w; o dostate¢né malém poloméru, aby v
jejim vnitiku nelezel zddny dalsi vrchol polygonu. Pak jako prunik vnitfku této kruznice a oblasti
G vznikne kruhova vyse¢ G;. Pak plati, ze funkce h; : t = h;(w) ve tvaru

1

hj(w) = (w—w;)™ (3.13)
zobraz{ kruhovou vyse¢ G; na pullkruh se stiedem v pocatku.
Nyni zavedeme slozenou funkci f;, jez vznikne slozenim funkci f a h;. Dostavame tedy funkci
ve tvaru

1
o

fi(2) = h;(f(2)) = (f(2) = f(z5)) 7. (3.14)
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Nyni uvazujme oblast g; v horni poloroviné roviny (2), pro kterou plati, Ze jeji hranice dg; obsahuje
interval (24, 2p) z redlné osy, piicemz plati 315 : a; € (zq,2p). Pak funkce f; zobrazi oblast g; na
podmnozinu pulkruhu se stiedem v ¢ = 0.

\Y s
® ®
/—\
- i
4 \ -~ 7 <
[ ) \ <. A
| ’ \ N \
N
{/ —+ \5 T A \ r
Za Qaj Zp N \
N
A |
! h; by
AU
_ @
/ AN
N\
/
G; J
/ -
>
wj
u

Obrézek 3.6: Zobrazeni oblasti v roviné ) na oblast v roviné @.

Funkce f; je spojitd na uzdvéru g; a obrazem usecky (z,, 2p) je opét Usecka, a tedy muzeme
pouzit Schwarziv princip zrcadleni, diky kterému muzeme funkei f; analyticky prodlouzit do dolni
polorovinu komplexni roviny. Funkce f; je tedy holomorfni na okoli bodu a;, a tedy ji lze rozvinout
do Taylorovy tady ve tvaru

fJ(Z) = bl(z — aj) + bQ(Z - aj)z + b3(Z — aj)3 + ... (315)

Nyni vyjadiime f z rovnice (3.14))

f2) = fz) + (£ ()™

f(2) = F(z) + (2 = a;)™ ¢1(2), (3.16)
kde
d)l(Z) = (b1 + bg(z — CLj) + bg(z — aj)2 + ... )aj
Funkce ¢1 je holomorfni v bodé a;, a tedy ji muzeme rozvinout v Taylorovu fadu. Dostdvdme
tedy funkci f ve tvaru
F(2) = f(z) + (2 = a)) (e1 +ea(z —ag) +ea(z —a;)* +...) =
= f(zj)) +ci(z —a;)® + c2(z — a;) T +ez(z —a) 2+ ... (3.17)
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Nyni si vyjadiime prvni a druhou derivaci funkce f

F'(2) = craj(z — a)¥ ™+ ealay + 1) (2 = a) + ez +2) (2 —ag)®H 4,
F'(z) = (z = a))* ! [eray + colay + 1) (2 — aj) + 3oy +2)(z —a;)* + ... ],

F'(2) = eraz(ay = 1)(2 = a;)% 7% + ea(ay + )ay(z — az) ™~ +es(ay +2)(ay + 1) (2 — a)™ +...,
F'(2) = (2 = aj)¥ 2leraj(ay — 1) + ealay + Day(z — aj) + ea(ay +2)(a; +1)(z —a;)* + ... ].
Nyni vyjadiime funkci ¢ v bodé a;

_ f(z) _ 1 (2), (3.18)

#(2) f'(z)  z—aq;

kde
ClOéj(Ozj — 1) + CQ(O[j + 1)04]‘(2’ — aj) —+ ...

coj+ea(oy +1)(z—aj)+ ...

$2(z) =

Citatel i jmenovatel v piedpisu funkce ¢, je holomorfni funkei v bodé aj, z ¢ehoz plyne, Zze i ¢a
je holomorfni v bodé a;, a tedy muzeme funkci ¢ rozvinout v Taylorovu fadu. Funkci ¢ lze tedy

napsat tvaru

o(z) = L [(aj—1)+d1(z—aj)+d2(z—aj)2—|—...]. (3.19)

Z*CL]'

Dostévame rozvoj funkce ¢ ve tvaru Laurentovy fady se stfedem v bodé a;, ve kterém m4 izolovany
singuldrni bod, ktery je jednoduchym pdélem s hodnotou rezidua o; — 1. Funkce ¢ mé tedy v C
pouze n jednoduchych pélu v bodech aq,as, ..., a, s hodnotami rezidui a; —1,a0 —1,...,a, — 1.
Nyni zavedeme funkci i ve tvaru

n(z) =2 a1 (3.20)

zfaj

ktera obsahuje hlavni ¢asti Laurentovych rozvoji funkce ¢ v bodech a;. Nyni si zadefinujeme
funkci ¢ ve tvaru

Y(z) = p(z) —n(2),

n

VORTIOEDY

Jj=1

Oéj—l
)

Z — aj

(3.21)

ktera vznikla ode¢tenim v8ech hlavnich ¢dsti Laurentovych rozvoju funkce ¢ v okoli péli od funkce
. Funkce 9 je tedy holomorfni v celé komplexni roviné, a tedy je celou funkci.

Nyni musime proSetfit vlastnosti funkce ¢ v bodé co. Jak uz bylo dfive zminéno, funkce f je
spojitd na uzdvéru oblasti H, a tedy i v co. Funkce f je déle omezend, protoze zprostiedkovava
zobrazeni na polygonélni oblast. Déale je funkce f holomorfni v prstencovém okoli nekone¢na, a
tedy je funkce f podle lemmatu holomorfni v bodé co. Z ¢éehoz plyne, Ze ji muzeme rozvinout
v Taylorovu fadu se stftedem v bodé oo

f@) =mo+ —+—F+ F (3.22)

f/(z):_7_27_37_47+”" (3.23)

mq meo ms my

1 /. m mo ms my
1 - 2
f (z):z<2—22 +6—Z3 +1224 JrZOZ5 +) (3.24)
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Nyni muzeme vyjadiit Taylortv rozvoj funkce ¢ v bodé oo

mi ma ms my
SO(Z) B f”(z) B 12?%—674—1274-207%-...
f'z) = _%_27_37_47+ 7
z z
1
p(z) = ~¢3(2), (3.25)

kde m m m
2my +6— + 12— + 20— + ...
z z z

¢3(Z): .
22 T T
z z z

Funkce ¢3(z) je holomorfni v bodé oo, a tedy ji lze rozvinout do Taylorovy rady. Jelikoz plati
¢3(00) = —2 dostavame rozvoj funkce ¢ v nekoneénu ve tvaru

1 ny ) ns
- (2+ 2+ 84240, 2
w(z2) Z( to T st st (3.26)
Nyni piejdeme k uréeni hodnoty funkce 1) v nekoneénu. Z rovnic (3.20)) a (3.26)) plyne, ze n(co) = 0
a p(oo) = 0, a tedy i ¥(oc0) = 0. Jelikoz je ¥ holomorfni a omezenou funkei v C, tak je podle

Liouvilleovy véty konstantni na C.

Jelikoz je funkce v konstantni, plati

b(z) = p(z) =3 U o, (3.27)
— 2 —a;
j=1
Muzeme tedy psat
n
a;—1
p(z) = —
— Z — a]—
Jj=1

1) _ Yy Ao L (3.28)

! — .
f'(2) Y
Nyni provedeme integraci (3.28))
f” (2) / "oy — 1
B Dy
Jj=1

=> (aj —1)In(z — a;) + Cy kde C; € R. (3.29)

j=1

Nyni upravime rovnici (3.29) dle véty o logaritmu
= Z In(z —a;)* '+ Cy. (3.30)

Jelikoz soucet logaritmu je roven logaritmu soucinu jednotlivych ¢lent, 1ze rovnici (3.30)) upravit
do tvaru

In(f'(z))=ln | C H(z —a;) 7], (3.31)
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kde C = e“*. Rovnost logaritmii nastdvé pravé tehdy, kdyz se rovnaji argumenty logaritmii.
Muzeme tedy rovnici (3.31)) pfepsat do tvaru

n

flz)=C H(z —a;)* (3.32)

j=1

Po integraci (3.32)) podle libovolné kiivky lezici v H dostdvdme vysledny tvar Schwarzovy -
Christoffelovy formule

e =ato [ TG a)m

zZ0 ]:1

fz)=A+ C/z(z —a) Nz —ax)*? . (2 —a,)* e (3.33)

3.2 SC transformace pro zobecnénou polygonalni oblast

Nyni zavedeme zobecnénou polygonélni oblast a SC transformaci z H na zobecnénou polygonalni
oblast.

Definice 3.9 (Zobecnénd polygonélni oblast). Zobecnénou polygondlnf oblast{ v komplexn{ roviné
nazveme jednoduse souvislou oblast G C C, jejiz hranice je uzaviena kiivka I' € C”, jez je slozend
z kone¢ného poctu usecek, piimek ¢i polopiimek I'y(k =1,2,...,n, kde n > 1).

Poznamka 3.10. Zobecnény polygon muze mit tedy vrcholy i v bodé oco. Déle jeho hranici nen{
jednoduchd kiivka, a tedy se dvé strany polygonu s opacnou orientaci mohou dotykat. Uhel ag,
ktery odpovida vrcholu a; v bodé oo, se uvazuje se znaménkem minus.

I u zobecnéného polygonu plati vztah pro soucet thlia ve tvaru

Zak =n—2. (3.34)
k=1

Véta 3.11 (Schwarzova-Christoffelova véta pro zobecnénou polygondlni oblast, viz [2], str. 97]).
Méjme funkci f @ w = f(2), jez konformné zobrazi horni polorovinu komplexni roviny H na
zobecnénou polygondlni oblast G, jeZ je vnitrkem zobecnéného polygonu, ktery md vrcholy

wy, W, ..., wy, € C(n > 1) s dhly aym,aom, ... a7, kde oy € [—2,2) pro kaZdé k = 1,2,...,n.
Ddle plati, Ze vrcholy wy,wa, ..., wy, jsou obrazy bodi ai,as,...,a, € R, pro které plati —oo <
a1 < ag < -+ < ap < 400. Pak funkci f lze vyjddrit ve tvaru

w=f(z)=A+ C/Z(z —a)) Nz —ap)® L (2 — ) TNy, (3.35)

kde pro libovolné komplexnt ¢islo zy, pro které plati Im(zg) > 0, existuji konstanty A,C € C.

Poznamka 3.12. Schwarzovu—Christoffelovu vétu lze dale zobecnit. Jednou z moznosti je uvazovat,
ze jeden z bodu a1, as, . . ., a, je bodem v nekone¢nu. Uvazujme tedy a,, = oo, ddle predpokladejme,

ze pro kazdé k = 1,2,...,n — 1 plati a; # 0. Pro pfevedeni tohoto piipadu na vyse definovanou

SC transformaci (veta pouzijeme zobrazeni

1
==, 3.36
(=1 (3.36)
které zobrazi H na H a body a1, as,...,a, = oo na -, ....0.

0,17(127
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Po této transformaci dostdavame SC formuli ve tvaru

¢ a;—1 as—1
w= A+ c’/ (c - 1) (g - 1) (O, (3.37)

o a1 a2

, " L ) . 1 dz
nyni se vratime k proménné z pomoci substituce ¢ = —, d¢ = ——
z z

z ap—1 az—1 an—1
w= A+ 0// <1 - 1) (1 - 1) (1) (—dj) , (3.38)
z0 \? ai z a2 z z

1
poté z kazdého ¢lenu uvniti integralu v rovnici (3.38]) vytkneme ZorT @ dostdvame

z 2\t 2\t dz
Y /
w=A—C /ZO (1 - al) <1 - a2> () e (3.39)

Nyni pouzijeme vztah pro soucet thlu v polygonu (3.1)), ¢imz se ndm vztah zjednodusi do tvaru

z e a;—1 P as—1 2 ap_1—1
e [T )T () e o
20 \ 01 as an—1

. c’ . (.
ve kterém zavedeme novou konstantu C” ve tvaru O = — P — +— 1, ¢imZ dostdvdme
ap Gy SO _q
vztah pro SC transformaci
z
w=f(z)=A" + C’"/ (z—a)* Mz —ag)® .. (2 —an_q)* 7y, (3.41)
20

ktery je obdobny vztahu (3.35)), aviak neobsahuje posledn{ ¢len (z — a,, ) 1.

V ptikladu jsme si ukdzali, jak lze pomoci konformniho zobrazeni zobrazit H na nekoneény
polopés. Jelikoz lze nekone¢ny polopas chapat jako zobecnénou polygondlni oblast s jednim bodem
v nekonecnu, lze toto konformni zobrazeni hledat ve tvaru SC transformace.

Piiklad 3.13. Najdéme zobrazeni, které zobrazi{ H na vnitfek polopdsu P = {w € C : Imw >
0,—s < Rew < s}, kde s je libovoln4 redlnd konstanta.

Polopés je tedy polygonalni oblastni s vrcholy wyg = —s,w; = s a ws = c0. Z teorie konformniho
zobrazeni plyne, ze libovolné tii vzory lze zobrazit na libovolné t¥i obrazy daného zobrazeni.
Muzeme tedy body a1, as a ag libovolné zvolit. Jelikoz je polygon soumérny podle imagindrni osy,
zvolime i vzory vrcholi soumérné ag = —1,a; = 1 a pro jednoduchost zvolime as = oo, protoze
dle poznamky [3:12] tento ¢len nebude obsazen v SC formuli. Volbu bodu zapiSeme pro prehlednost
do tabulky.

k ‘ Qg ‘ Wi ‘ Qe
0-1]-s ] 3
1 1 S %
2|00 | o0 0

SC formule tedy nabyva tvaru

w= () = A+c/0 (¢ +1)F1(¢ -1,

w= f(z) :A—l—C/OZ (1_1<2)§dC: A+ C arcsin(z),
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Nyni zbyvéa jen dopocitat konstanty A a C'. Obecné musi platit, ze
wy, = A+ Carcsin(ay). (3.42)

Dostavame tedy soustavu dvou rovnic

—s=A+ Carcsin(—1) = A — Cg

s=A+ Carcsin(l) = A—l—Cg

Po vyfteseni soustavy dostavame

A tedy muzeme zobrazeni, jez zobrazi H na P, zapsat ve tvaru
2s .
f:f(z) =w= — arcsin(z). (3.43)
™

Jelikoz je tedy funkce arcsin specialnim piipadem Schwarzovy—Christoffelovy transformace, muzeme
pomoci Schwarzova principu zrcadleni rozsifit arcsin i na dolni polorovinu komplexni roviny (viz

obr. .
3 3
L ] 2 2
1 1
L 1 0 0 v
-1 -1
L 1 -2 -2
-3 -3
| | -4 -4
g e ‘ ‘ ‘

0 2 4

NRE
™
™
NN

N

o

<

|
IN)

[SRE
\
a0
o
a0
NS

X u
Obrazek 3.7: Zobrazeni hladin redlné a imaginarni ¢asti funkce arcsin.

V pripadé, ze hledame zobrazeni na polygon, jenz ma vice nez tii vrcholy, muze byt nalezeni
vhodnych parametri (vzoru ay a konstant A, C') velmi obtizné. Hleddn{ parametri spoc¢iva v feseni
soustavy n nelinedrnich rovnic ve tvaru

akn

wo= fla) =4+ [T )i
Z0 =1

pro k=1,2,...,n, kde n je pocet vrcholu.
Pro nalezeni vhodnych parametru lze vyuzit napifklad SC Toolbox pro Matlab, viz [14].
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Kapitola 4

Zobrazeni vicenasobneé souvislé
oblasti

V kapitole [3]| jsme si ukdzali Schwarzovu—Christoffelovu vétu pro jednoduse souvislou oblast, jez
byla dokézana kolem roku 1869. V této kapitole se budeme zabyvat Schwarzovou—Christoffelovou
transformaci pro vicenasobné souvislou oblast, kterd byla dokazana o vice nez 100 let pozdéji.
Darren Crowdy odvodil v roce 2005 SC formuli pro ohranic¢enou vicenasobné souvislou oblast
(viz [II]) a v roce 2007 SC formuli pro neohrani¢enou vicendsobné souvislou oblast (viz [12]).
Crowdy pro odvozeni pouzil Schottkyho grupy a Schottky—Kleineho priméarni funkce. Pozdéji byly
odvozeny i jiné formule, kde se misto Schottkyho grup vyuzivaji vicenasobné reflexe kruznic, které
tvoif kruhovou doménu. Tento zptisob je popsan a odvozen v [7], [§] a [9]. My se budeme zabyvat
formuli, jez byla odvozena pravé timto zpusobem pro neohrani¢enou vicendsobné souvislou oblast,

ve tvaru
sr=cvaf 11 H (prtewd Zsk;)))ﬁwdg.

0 k=1i=1 =
VEUJ (k)
Nevyhodou formuli, jez byly odvozeny pomoci Schottky—Kleineho primédrnich funkei a vicendsobnych
reflexi kruznic, je vysokd numerickd slozitost, kterd roste exponencialné s poc¢tem kruznic v kru-
hové doméné a poctem provadénych reflexi. Z tohoto divodu se pouzivé také numerickd me-
toda vyuzivajici Laurentovy rozvoje a metodu nejmensich ¢tvercu. Tento postup mé polynomidlni

slozitost a je popsén v [9].
f v
- X\

Obrazek 4.1: Zobrazeni vicendsobné souvislé oblasti pomoci Schwarzovy—Christoffelovy transfor-
mace pro vicenasobné souvislou oblast.

Y

V této kapitole nejprve uvedeme kruhovou inverzi a vicendsobnou kruhovou inverzi, kterou
budeme potiebovat ke konstrukci konformnich zobrazeni vicendsobné souvislych oblasti. Pomoci

33
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kruhové inverze zadefinujeme funkce, které zobrazi kruznici na piimku ¢i usecku. Déle ukazi kon-
formni zobrazeni vicendsobné souvislych oblasti, jejichz hranicemi jsou kruznice, na vicendsobné
souvislé oblasti, jejiz hranice jsou tvoreny piimkami, tiseckami ¢i oblouky. Na zavér uvedeme
Schwarzovu—Christoffelovu transformaci neohrani¢ené vicendsobné souvislé oblasti.

Yy P Yy ®
.7 N -~ Oy
4 . N @ y N _‘C4
4 ’ A \ \ 1 2 h
4 I A \ \ ’ / °
’ 1 | \ - / !
/
, \ / | \ |
/ /
1l C11\\"/ 1 AN 4
\ “~__~-
I \ -~
| = 1
| _ / h I { \,02
\ s 1 ) ]
\ / A e / -
\ I C‘ -
\ /
Y N7 2 y B \C
N0 Gs £ Cot
R ’ 0 ‘\_, 0
N -
N -
N o I
- Xz

Obrézek 4.2: 4-ndsobné souvisld omezena kruhovd doména (vlevo) a 5-ndsobné souvisld neomezend
’ s *
kruhovéd doména (vpravo) v C".

4.1 Kruhova doména

Nejprve uvedme definici vicendsobné souvislé oblasti v komplexni roving.

Definice 4.1 (Vicendsobné souvisld oblast). Rekneme, Ze oblast Q C C je n-ndsobné souvisla
oblast, pokud plati, Ze mnozina C* ~ je tvorena pravé n komponentami.

Jelikoz se zde budeme zabyvat pfevazné konformnim zobrazenim vicenasobné souvislych ob-
lasti, jejichz hranice jsou tvofeny koneé¢né mnoha kruznicemi, zavedeme pojem ohrani¢ené a neo-
hranic¢ené kruhové domény (viz obr. [4.2)).

Definice 4.2 (Ohrani¢end vicendsobné souvisld kruhovd doména). Méjme kruznice Cy, Cy,...,C, C
C. Déle oznatme Ko, K1, ..., K, jako vnittky kruznic Co, Ch,...,Cy. Pokud plati K, ..., K, C
KoaVi,jeN:1<i,j<n:K;NK; =0, fekneme, ze oblast Q = Ky \ (K1 UKQU...,UKn) je
ohranicend (n + 1)-ndsobné souvisld kruhovd doména.

Definice 4.3 (Neohrani¢end vicendsobné souvisld kruhovd doména). Méjme kruznice Cy,...,Cy, C

C. Déle oznacme Kj, ..., K, jako vnittky kruznic Cy, ..., Cp. Pokud plati Vi,j € N: 1 <i,j <n:
K; N K; = 0, fekneme, ze oblast Q = C (K1 UKyU---U Kn) je neohrani¢end (n 4 1)-ndsobné
souvisld kruhova doména.

4.2 Kruhova inverze dle jedné kruznice

Nejprve zadefinujme pojem kruhové inverze (zkrdcené reflexe).

Definice 4.4 (Kruhov4 inverze (reflexe)). Mé&jme kruznici C se stfedem s € C a polomérem r > 0.
Funkci w = p(z) nazveme kruhovou inverzi (zkracené reflexi) v C*, pokud pro z € C ~{s} plati

(1)

lw — s||z — 5| =12, (4.1)
(2) w lezi na polopiimce, kterd zac¢ind v bodé s a prochdz{ bodem z.

Déle dodefinujeme p(s) = oo a p(oo) = s.
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\ ®

xT

>

Obrézek 4.3: Kruhovd inverze p bodu z dle kruznice C se stfedem s na bod w = p(z).

Véta 4.5. Pro kruhovou inverzi p dle kruznice C se stiedem s a polomérem r plat{

r2
w:p(z):s—i-z_g. (4.2)
Drikaz. Nejprve si vyjadiime w — s v exponencidlnim tvaru.
w—s=|w— sle'®, (4.3)

kde a = arg(w — s). Jelikoz body w, z a s lez{ na jedné polopiimce, musi platit arg(z — s) =
arg(w — s). MuzZeme tedy psat 4
z—s=|z—s|e!.

Z rovnosti (4.1) vyjaddiime |w — s| a dosadime do (4.3)), ¢imz dostdvame

2 2 2
r i r r

w—s§= e = — = .
|z — s |z —sleml@ Z—5

Muzeme tedy psat vysledny tvar pro kruhovou inverzi w = p(z)
2
T

prw=s+——
zZ—§

O

Poznamka 4.6. Nyni uvedeme zakladni vlastnosti reflexe p podle kruznice C se stiedem s a
polomérem r.

(a) Reflexe je prosté zobrazeni mnoziny C* na C".
) ProVz € C" : p(p(2)) = 2.
) ProVze C:p(z) ==
d) Obrazem kruznice, kterd neprochdzi stfedem s, je kruznice.
) Obrazem kruznice, kterd prochdzi sttedem s, je piimka.
) Obrazem pifmky, kterd neprochdzi sttedem s, je kruznice.
(g) Obrazem piimky, kterd prochézi stfedem s, je identickd piimka.

Specialnim piipadem kruhové inverze je reflexe podle jednotkové kruznice umisténé v pocéatku,
kterd ma tvar

p(z) =

| =
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4.3 Vicenasobna kruhova inverze

Nyni uvazujme nékolik kruznic a budeme generovat jejich obrazy pomoci reflexi dle ostatnich
kruznic. Poté oznac¢ime reflexi kruznice Cy, dle kruznice C,, jako Cyy, piicemz plati Cpr = ppn(Ck),
kde p,, je reflexe dle kruznice C,, (viz obr. [4.4). Stejné zavedeme i reflexi bodu z; podle kruznice
C, jako zpk.

Obréazek 4.4: Prvni reflexe kruznic Cy, Cq, Cs.

Pro zobecnéni reflexe podle jedné kruznice na reflexi dle libovolného poc¢tu kruznic zavedeme
multi-index v.

Definice 4.7 (Multi-index).

(a) V n-ndsobné souvislé ohrani¢ené kruhové doméné ) zavedeme multi-index v délky k € N jako
posloupnost k ¢isel vivs ... v takovych, ze plati 0 < v; < n,v; # Vi1, proi=1,2,... k — 1.

(b) V n-ndsobné souvislé neohrani¢ené kruhové doméné ) zavedeme multi-index v délky k& € N
jako posloupnost k ¢isel v1vs ... vg takovych, ze plati 1 < v; < n,v; # vipq1, proi=1,2,... k—
1.

Definice 4.8 (Mnozina multi-indext1). Mnozinou multi-indexu o, rozumime mnozinu vsech multi-
indexu v délky k. Mnozinou multi-indext oy (p) rozumime mnozinu v8ech multi-indexu v délky k,
pro které plati v, # p. Dale dodefinujeme og = 0.

Pro ilustraci uvedme nésledujici piiklad.

Piiklad 4.9. Pro 4-nasobnou kruhovou doménu dostavame mnoziny multi-indext
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og = 0,

o = {0,1,2},

oy = {01,02,10,12,20,21},

o3 = {010,012,020,021,101, 102,120, 121,201,202, 210, 212},

A mnozinu multi-indexu nekonéicich na 0

oo = 0,

o1 = {1,2},

oy = {01,02,12,21},

o3 = {012,021,101,102,121,201,202, 212},

Definice 4.10 (Vicendsobna reflexe). Pro bod z € C* definujeme vicendsobnou reflexi podle
multi-indexu v = 1513 ... v, € 0, jako slozenou funkci ve tvaru

Pu(2) = puy (Puy (s (- (P, (2)) - 2)))-

Priklad 4.11. Pod oznatenim Ca319 budeme tedy rozumét obraz kruznice Cy ptes reflexe podle
kruznic Cq, C3 a Cs.

Poznamka 4.12. Zduvodnéme, pro¢ jsme v predchozich definicich [£.7] a pouzili jistd omezeni.

(a) Podminku vg # vp41 zavddime, abychom se vyhnuli vicendsobné reflexi podle stejné kruznice,
protoze plati p,,(pn(2)) = z. Dvojndsobnd reflexe podle stejné kruznice je identitou.

b) Pokud budeme délat reflexi bodu z € C),, je zbyteéné délat prvni reflexi pres kruznici C),

P P

protoze plati p,(z) = z. Proto zavddime mnozinu ox(p), kde neprovadime nikdy prvni reflexi
dle kruznice C),.

4.4 Funkce zobrazujici kruznici na primku ¢i tsecku

V podkapitole [£.5] a[£.6] uvedeme funkce, které zobrazi libovolny koneény pocet kruznic na konecny
pocet tsecek. Pred konstrukei funkce zobrazujici koneény pocet kruznic si nejprve ukazeme, ze

funkce f(z):z: j_zj_zgggéi f(z) =

b
zobrazi{ jednu kruznici na pifmku a funkce f(z) =
a

z —

b

(2 — pc (b)) zobrazi jednu kruznici na tsecku.
Z—5
Nejprve uvedeme funkci zobrazujici kruznici na primku.

Lemma 4.13. Méjme kruznici C se stredem s a polomérem r a dva body a,b € C. Pak plati, Ze
funkce [ ve tvaru
z—0
f(z) = (4.4)

zZ—a

zobrazi kruznici C' na prémku prochdzejict poédtkem, pricemz f(a) = oo a f(b) = 0.

Diikaz. Funkce f je ve tvaru Mobiovy transformace, a tedy dle véty zobrazi kruznici na
kruznici nebo piimku. Jelikoz plati f(a) = oo, funkce f zobrazi kruznici na pifmku. O
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Nyni rozeberme funkce, jez zobrazi kruznici na usecku. Aby funkce f, jez mé derivaci ve vSech
bodech kruznice C, zobrazila kruznici C' se stfedem s a polomérem r na mnozinu bodu se stejnym
argumentem, musi platit Vz € C : arg f(z) = konst. Coz lze zapsat ve tvaru

J'(s+ reit)rieit} — Re { f'(s +rel) eit} _

0= g are((s+re")) = 5 T {In( (s + )} = Im{ s o) s +rot) |

A po zpétné substituci z = s + re't, dostdvame

efle 5} -

V nésledujici ¢asti se budeme zabyvat specidlnim piipadem f(z) = z — . Pro snazsi orientaci
P i

a funkei ¢ (p) = Re {p(p)}.
f(2) —p

Nyni uvedeme dvé pomocnd tvrzeni, kterd se tykaji funkce .

v nésledujicim textu si zavedme funkci o(u) = (2 — )

Lemma 4.14. Méjme kruznici C se stiedem s, bod p1 ve tvaru gy = rbe'®+s a bod po = pc (1) =
%eiﬁ + s, kde pc predstavuje reflexi dle kruznice C, pak plati

Y(p1) +Y(p2) = 1.

Diikaz. Zvolme obecné bod p ve tvaru pu = rve'® 4+ s. A spoéteme hodnotu funkce ¢

=(z—s f’(z): rel! +s—s 1 = o
i) = ( ) f(z) (re® + )(reit +5) — (rvelt +5)  elt —ovelt’

Nyni pfictéme do ¢itatele 0 = —ve'™ 4 ve'™, ¢imz dostaneme
e1t — pel® + pelt L velt
() = Tt —pem 1T ot —pan

! na realnou a imagindrni ¢ast

Nyni rozepisme e'
v cos(u) + visin(u) B vecos(u) + visin(u)

cos(t) +isin(t) — vcos(u) — visin(u) cos(t) — vcos(u) + i(sin(t) — vsin(u))’

p(p) =1+

Zlomek nyni usmérnime

v cos(u) + visin(u) (cos(t) — vcos(u)) —i(sin(t) — vsin(u))
(cos(t) — veos(u)) + i(sin(t) — vsin(u)) (cos(t) — v cos(u)) — i(sin(t) — vsin(u))’

plp) =1+

Po roznasobeni a vyjadreni redlné ¢asti dostavame
v cos(u) cos(t) — v? cos?(u) + vsin(u) sin(t) — v? sin®(u)

N (cos?(t) 4 v2 cos?(u) — 2v cos(t) cos(u)) + (sin(t) + v2 sin?(u) — 2vsin(t) sin(u))

Y(p) =1

Po zjednoduseni dostavame

v? — v(cos(u) cos(t) + sin(u) sin(t)) v? —v(cos(u — t))

V) = 1 = 5 Ceos(t) cos(u) + sm(D) sin(@)) £ 02—+ 1= 2o(cos(u— 1) + 0%
Pro zkracen{ vztahu si zavedme substituci w = cos(u — t)
v? — vw
Y(p) =1- T 2ow 02
Nyni prozkoumejme vlastnost funkce 1 v zavislosti na volbé bodu u. Pro p; = s + rbe®
dostavame 5
Plu) =1 - 2

1 —2bw + b2’
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1.
a pro o = po(p1) = s + r—e’ dostavame

b
1 lw
-7
¢(M2)=1— blb 1
Nyni se¢teme funkéni hodnoty ¢ (u1) a 1 (ue)
1 1
b? — bw [72_51” b2 — bw 1—bw
=1 4]0 b 5 .
i) + 9 (o) T—2bw 52 T 1 T—2bw 162 07— 2bw + 1
1-2-w+ —
b b2
Po secteni zlomku a zjednoduseni dostdvame
b2 —2bw + 1
= 2 _ —
O
Lemma 4.15. Méjme kruznici C se stiedem s, pak plati (s) = 1.
Drikaz. Pro funkci f ve tvaru f = z — s dostavame
f'(2) it 1
= — = ! — - = ]_
Pl8) = (= ) ) = e s = 8) s
O

Nyni muzeme uvést dvé funkce, které zobrazi kruznici na tusecku. Tyto funkce vyuzijeme pro
konstrukci konformniho zobrazeni z kruhové domény na radial slit domény.

Véta 4.16. Méjme kruznici C se stiedem s a polomérem r, dva body a,b € C~{s} a funkci pc,
jez je reflext dle kruznice C'. Pokud ddle plati, Ze bod a nelezi na kruznici C, tak funkce

z=b z—pc(b)

fe) = T e (4.5)
zobrazi kruznici C na usecku.
Drikaz. Vyjadieme si funkci f ve tvaru f = %, kde
(a) fi(z) =z-b,
(b) fa(2) = 2 = pc(b),
(c) f3(z) =z—a,

(d) fa(z) =z —pc(a).
Nejprve ukdzeme, ze arg(f(z)) = konst, pro Vz € C. Pro body na kruznici muzeme psét

fi(s+relt) fa(s + reit)> }
f3(s + reit) fu(s + reit) ’

%arg(f(s +re't)) = %Im {In(f(s+re"))} = %Im {ln (

Nyni pouzijeme vétu o logaritmech a provedeme derivaci dle proménné ¢

o arg(f(s 4 re')) =

%Im{(ln (fl(s + reit)) +In (fg(s + reit))) — (ln (f3(s+ reit)) +1In (fa(s + reit)))} =

flstre®) o falstret) o\ (fistret) o filsdret)
Im{<fl(5+7"eit)net " fg(S-l-Te“)met> - (fa(s—&—reit)met " f4(s+reit)met)}'
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A vytkneme ze vSech ¢lent i, ¢imz muzeme psét

1o}
= ang(f(s + re)

)=
fi(s+ reit) fi(s+re) | fis+re’) o fils+re) -
fre {<<+> +<+>> ) <f§<s+reit>7"et+f4<s+reit>’"et>} -
fi(s+ reit) fh(s+relt) fa(s+re) fils +re)
(e {Gemran o re ) - (e e e

Coz muzeme zapsat pomoci funkce 1 do tvaru

gt arg(f(s +re')) = (¥(0) + ¥ (pc (b)) — (¥(a) + P(pc(a))) -

A dle lemmatu plati (b)) + ¥(pc (b)) =1 a ¥(a) + Y(pc(a)) = 1, éimz dostdvdme

gt arg(f(s +re't)) = 0.

7 cehoz plyne, ze argument funkce f je konstantni na C. Dale plati, Zze pro body na kruznici
C je funkce f omezend a spojitd, a tedy i absolutn{ hodnota funkce |f| je spojitd a omezend.
Jelikoz | f] je redlnou funkei, muzeme pouzit Weierstrassovu vétu o nabyvan{ minima a maxima.
Minimum ozna¢ime u a maximum v. Ze spojitosti plyne, ze funkce |f| nabyvé vsech hodnot mezi

hodnotami v a v, a tedy funkce f zobrazi kruznici C' na tsecku spojujici body uee(f (s+re™) 4
,Uearg( (s+re”)) -

Véta 4.17. Méjme kruznici C se stiedem s a polomérem r, bod b € C~{s} a funkci pc, jenz je
reflexi dle kruznice C. Tak plati, Ze funkce

z— b
£2) = (2 —py 2Ll (4.6
z—8
zobrazi kruznici C na usecku.

Diikaz. Dukaz je podobny dukazu véty Obdobné zavedeme funkce

(a) flzz_bv
(b) f2 = Z_pC(b)v
(c) fs=z—s.

0 ; .
A vyjadiime o arg(f(s +re')) jako v predchozim ditkazu, ¢fmz dostdvame

0 )
o arg(f(s + rel")) =

fi(s +re) | fo(s +re) | fi(s +re) |
Re{fl(s—i-reit)ret}+Re{f2(s+reit)ret}_Re{fg,(s—l—reit)ret}'

Coz lze prepsat pomoci funkce 1 do tvaru

9 i

5 8(f (s +re)) = 9(b) + ¥ (pc (b)) — P(s).
Dle lemmatu [£.14] 1(b) + ¢(pc (b)) = 1 a dle lemmatu plati ¢(s) = 1. Dostavame tedy
0 i

e arg(f(s +re')) = 0.

7 cehoz plyne, ze argument funkce f je konstantni. Jelikoz dale plati, ze pro body na kruznici C'
je funkce f omezenda a spojita, zobrazi funkce f kruznici C' na tsecku. O

)
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Obrazek 4.5: Zobrazeni ohrani¢ené kruhové domény na ohrani¢enou radial slit doménu.
4.5 Ohranicena radial slit doména
Nejprve zadefinujme ohrani¢enou radial slit doménu (viz vpravo).
Definice 4.18 (Ohrani¢ena vicendsobné souvisld radial slit doména). Mé&jme usecky p1,pa,...,pn C

C takové, ze plati Vi,j : 1 <i < j <n:p;Np; = 0. Déle méme polorovinu € C C, jejiz hranici
je piimka po, pak fekneme, ze oblast Q@ = Qy \ (p1 Upa U---Up,,) je ohranicena (n + 1)-ndsobné
souvisla radial slit doména.

-1.0 05 0.0 05 1.0 -4 2 0 2 4

X X

Obrézek 4.6: Zobrazeni 4-ndsobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z ohrani¢ené radial slit domény
na ohranic¢enou kruhovou doménu.
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Nyni zavedeme oddélujici parametr A.
Definice 4.19 (Oddélujici parametr).

(a) Méjme k kruznic C1,...,Cy se sttedy s1,..., s, a poloméry ry,...,7x, pro které plati, Vi, j :
1<i<j<k:IntC;NIntC; = (. Pak hodnotu

T+
A = max ——

4.7
ij:i75 |8i — s 4.7

nazveme oddélujicim parametrem kruznic C1, ..., Ck.

(b) Méjme (k + 1) kruznic Cy, Ch,...,Cy se stiedy so, $1,...,8k a polomeéry ro,r1,...,7g, kde

kruznice C, ..., Cy lezi uvnitt kruznice Cy. Pak provedeme reflexi vSech kruznic dle kruznice

Cy, ¢imz dostavame kruznice Cp, C1, ..., C}, se stiedy s, s1,. .., s} a polomeéry rq, ... 7).
Pak hodnotu , ,

r. 4

A = max %
igitj |s) — s

(4.8)

nazveme oddélujicim parametrem kruznic C1, ..., Ck.

Oddélujici parametr je tedy dan vzdalenosti stiedu kruznic a jejich poloméry. U kruznic, které
jsou velmi blizko u sebe, se oddélujici parametr A blizi k jedné. Pokud mame naopak kruznice
s malym polomérem, které jsou daleko od sebe, oddélujici parametr A se bliz{ k nule. Ve vétach
[4.20] [4.22] [4.25] a [4.28] které popisuji zobrazeni z vicenasobné souvislych oblasti, se jako jedna z
postacujicich podminek konvergence nekoneénych sou¢inu funkci pouzivd omezeni na oddélujici
parametr

1
VE=1
kde k je pocet kruznic v kruhové doméné. V piipadé, ze je kruhova doména tvorena pravé dvéma
kruznicemi, dostavame podminku A < 1, coz znamend, Ze se kruznice nesméji dotykat.

A<

Véta 4.20 (Zobrazen{ ohrani¢ené kruhové domény na radial slit doménu, viz [7, str. 201]). Méjme
(n+1) ndsobné souvislou kruhovou doménu Q, pro kterou je splnéna podminka A < %\/ﬁ pron > 1.
Potom pro libovolné a,b € Cy funkce f ve tvaru

f=c I Z_'O”Eb; (4.9)
§=0

z—pu(a
vea;(0)

zobrazi kruhovou doménu na radial slit doménu, pricemZ f(a) = oo a f(b) = 0. Kruznice Cy se
zobrazi na primku a kruznice Cy,Cs, ..., C), se zobrazi na usecky.

Nyni se pokusim objasnit tvar funkce (4.9). Pro zjednoduseni uvazujme pouze dvé kruznice Cy
a C1. Po rozepsdni nékolika prvnich ¢lent funkce f dostavame

z—=bz—p1 (b) z— P(n(b) z— P101(b) Z— Po101(b) Z - P10101(b) Z— P010101(b)
z—az—pi(a) z— poi(a) z — pro1(a) z — poro1(a) z — pro101(a) 2 — poroio1(a)

flz) =

Z lemmatu [£.13] plyne, ze prvnf ¢len zobraz{ kruznici Cj na pfimku. Dosazenim parametrizace
kruznice Cy do prvniho ¢lenu funkce f dostdvdme parametrizaci piimky. Déle z lemmatu [4.16
plyne, Ze souc¢in druhého a ttetiho ¢lenu zobrazi kruznici Cy na secku. Dosazenim parametrizace
kruznice Cy do sou¢inu druhého a tretiho ¢lenu funkce f dostdvame parametrizaci usecky. To samé
plati o souc¢inu ¢tvrtého a patého clenu atd. Jelikoz soucinem parametrizaci isecek dostavame opét
tsecku a sou¢inem parametrizace tsecky a primky dostdvame piimku, ziskdme souc¢inem lichého
poctu ¢lent funkce f pifmku. Pokud bychom vSak vytvorili sou¢in sudého (koneéného) poctu
¢lenu, vysledny soucin jiz nebude piimkou. Z tohoto duvodu zavadime nekonecny soucin, protoze
¢leny naseho nekonecného soucinu konverguji k jedné, a tedy mé posledni sudy ¢len na vysledny
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tvar primky stale mensi vliv.

Na podobném principu funguje také zobrazen{ kruznice Cy na tusecku. Dle lemmatu [1.16] plati, ze
dosazenim parametrizace kruznice C7 do sou¢inu prvniho a druhého ¢lenu dostavame tsecku. To
samé plati o soucinu tietiho a ¢tvrtého ¢lenu atd. Souc¢inem parametrizaci tiseCek dostavame opét
dsecku, tato nové vznikla tsecka muze mit jinou délku a smér. Jelikoz vSak ¢leny nekonecéného
souc¢inu konverguji k jedné, smér i délka se méni stale méné. A tedy souc¢inem sudého poctu clent
funkce f zobrazime kruznici C7 na usecku.

Hladiny zobrazeni na ohrani¢enou radial slit doménu muzeme vidét na obr. [£.6] a v pifloze [C.I]
a

V ptiloze jsou k nahlédnut{ zdrojové kédy pro zobrazeni

4.6 Neohranicena radial slit doména

Obrazek 4.7: Zobrazeni neohrani¢ené kruhové domény na neohrani¢enou radial slit doménu.

Nejdiive zadefinujme neohrani¢enou radial slit doménu (viz obr. vpravo).

Definice 4.21 (Neohranicena vicendsobneé souvisld radial slit doména). Mé&jme usecky p1,pa2, ..., pn C
C takové, ze proVi,j : 1 <i < j < n:p;Np; = 0, pak fekneme, ze oblast @ = C\ (p1 Upa U -+ - Upy)
je neohrani¢end (n + 1)-ndsobné souvisld radial slit doména.

Véta 4.22 (Zobrazeni neohranic¢ené kruhové domény na radial slit doménu, viz [7, str. 204]).
Méjme (n+ 1) ndsobné souvislou neohranicenou kruhovou doménu Q (kruznice Cy md nekonecny
polomér a doména obsahuje bod o), ve které je splnéna podminka A < é/% pron > 1. Pak pro
libovolny bod b € Q plati, Ze funkce f ve tvaru

_ 5 “ e pu(bk)
f(2) = A(z — b) k];[l EO oo | (4.10)
veoj(k)

kde by, = pr(b) a sy je stied kruznice Cy, zobrazi kruhovou doménu na radial slit doménu, pricemz
f(o0) =00 a f(b) =0. Kruznice Cy,Cy,...,C, se zobrazi na isecky.

Nyni se pokusim objasnit tvar funkce (4.10)). Pro zjednoduseni uvazujme pouze dvé kruznice
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C5 a (. Po rozepsani nékolika prvnich ¢lenu funkce f dostdvame

¢len 1.1 ¢len 1.2 ¢len 1.3
¢len 0

—
f2) = o). 2ot 2= palby) 2= pia(hy) 2 = ponally
Z—=51 22— P2(81) Z— P12(51) z— p212(31

z—by z— pQ(b2) Z— P21(b2) z— p121(b2)

z =53 1= pi(s2) 2= pa(s2) 2 — prai(s2)
——

clen 2.1 ¢len 2.2 ¢élen 2.3

)
o

Z lemmatu plyne, ze soucin clentt 0 a 1.1 zobrazi kruznici €1 na tdsecku. Dosazenim
parametrizace kruznice C do soucin ¢lenu 0 a 1.1 funkce f dostdvame parametrizaci usecky. Déle
z lemmatu plyne, ze soucin ¢lenu 1.2 a 1.3 zobrazi kruznici C; na usecku. To samé plati
o soutinu ¢lent 1.4 a 1.5 atd, a také o souc¢inu clent 2.1 a 2.2, ¢lent 2.3 a 2.4 atd. Soucinem
parametrizaci usecek dostavame opét tsecku, a tedy soucinem vySe uvedenych ¢lentu funkce f
zobrazime kruznici C; na tsecku.

Na stejném principu funguje zobrazeni kruznice Cs.

| ‘ 7 T
ﬁ ‘ er : I
“

o

Obréazek 4.8: Zobrazeni 5-nisobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z neohranic¢ené radial slit
domény na neohrani¢enou kruhovou doménu.

Hladiny zobrazeni na neohranicenou radial slit doménu muzeme vidét na obr. [£:8] [£.9) a v pifloze

C4[C3[C.aa[CT

Pro ilustraci zde uvedeme ptiklad.

Priklad 4.23. Méjme dvé kruznice Cq, Cs se stiedy s; = 1, so = —1 a poloméry r; =1, r = 1.
Dale zvolme bod b = 0. Cely postup je uveden v piiloze
Zde budou pouze nékteré ¢asti postupu.

Nynf si pro prehlednost zaved me znaceni s; , (s2,x) jako obraz s; (s2) po k reflexich. Dostédvame
tedy funkce f ve tvaru

z—b z—-b z—-b z-0
2—81,02—81,12—51,22—81,3”-.
z—b z—-b z—-b z-0
2_82’02_52’12_82’22_82’3.'.

f(z)=(z-b)-
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X

Obrazek 4.9: Zobrazeni 4-ndsobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z neohranic¢ené radial slit
domény na neohrani¢enou kruhovou doménu.

Funkci f si nyni prepiSeme do néasledujictho do tvaru
f(2) = fo(2)f*(2)f (2),

kde

z—b
=(z-b
fo(z) = (2 Z— 51,0
400 =
2) — = Z,
F() ;};IOZ_SL%“Z_SLQHQ kljofk( )

+oo

IO | - H

zZ— S8 zZ—S8
k=0 2,2k 2,2k+1

Pro body na kruznici C; dostavame

fo(t) = 2(cos(t) + 1).

+oo
*(4) = 1
o _kl:[o(l_ 2(2k + 2)(2k + 3)(cos(t )—|—1)+1> : (4.11)
+o00
ok 1
() = kl;[o <1 ©2(2k 4 1)(2k + 2)(cos(t) + 1) + 1) (4.12)

Z predpisu fop je patrné, ze zobraz{ kruznici Cy na tsecku. Pro ¢ = 7 souciny (4.11)) a (4.12)
diverguji k 0 dle definice Pro t # m souciny (4.11) a (4.12)) konverguji bodové a absolutné
podle véty [1.19] protoze fady

ot

1
2(2k + 2)(2k + 3)(cos(t) + 1) +1”
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1
2(2k 4+ 1)(2k 4+ 2)(cos(t) +1) +1

—+oo
k=0

konverguji.

Jelikoz jsou funkce fy, f*, f** redlné a nekonecéné souciny (4.11) a (4.12)) konverguji, s vyjimkou
jednoho bodu, jehoz obrazem je vSak bod 0, pro body na kruznici C7, zobrazi funkce f = fo f* f**
kruznici C na usecku lezici na realné ose. Analyza funkce f pro body na kruznici Cs je obdobna.

4.7 Neohranicena circular slit doména

Obrézek 4.10: Zobrazeni neohrani¢ené kruhové domény na neohranic¢enou circular slit doménu.

Nejprve zadefinujme neohrani¢enou circular slit doménu (viz obr. [4.10)).

Definice 4.24 (Neohranicena vicendsobneé souvisla circular slit doména). Mé&jme oblouky ¢1, ¢, ..., ¢, C
C takové, ze plati Vi, j : 1 <4 < j < n:¢Ne; = 0. Pak fekneme, ze oblast @ = C~\ (¢; Ueca U -+~ U ¢y)
je neohrani¢end (n + 1)-ndsobné souvisld circular slit doména.

Véta 4.25 (Zobrazeni neohrani¢ené kruhové domény na circular slit doménu, viz [7| str. 208]).
Méjme (n+1) ndsobné souvislou neohranicenou kruhovou doménu 2, ve které je splnéna podminka
A< (‘/% pron > 1. Pak pro libovolny bod b € Q) plati, Ze funkce f ve tvaru

_ SR (o)) T (2o pw(t)
f(z) = A(z —b) k];[l Eo (Z_p(bk)> Eo (Z—P(Sk)> ; (4.13)
ve€oj(k) vo€o;(k)

kde by, = pr(b) a sy je stred kruznice Cy, zobrazi kruhovou doménu na circular slit doménu, kde
v, je multi-index liché délky a v, je multi-index sudé délky. Kruznice C1,Cs,...,C, se zobrazi na
oblouky.

Hladiny zobrazeni na neohranic¢enou circular slit doménu jsou zachyceny na obr. a v pifloze
a
V pifloze jsou k nahlédnut{ zdrojové kédy pro zobrazen{
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Obréazek 4.11: Zobrazeni 5-nasobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z neohrani¢ené circular slit
domény na neohranic¢enou kruhovou doménu.

X X

Obrézek 4.12: Zobrazeni neohrani¢ené kruhové domény na neohrani¢enou polygonalni doménu.

4.8 Neohranicena polygonalni doména

Nejprve zadefinujeme neohrani¢enou polygonalni doménu (viz vpravo). Poté zavedeme znaceni
pro polygonu v této doméné a na zavér si ukazeme piiklad zobrazeni kruhové domény na poly-
gonalni doménu.

Definice 4.26 (Neohranicena vicendsobné souvisld polygonalni doména). Méjme polygony G, @ e

C takové, zeproVi,j: 1 <i<j<n: aﬂG_J = (), pak fekneme, ze oblast Q = C ~ (Gl, Go, ..., Gn)
je neohranicend (n + 1)-ndsobné souvisld polygonalni doména.

Nyni zavedeme znaceni pro vrcholy a vnitini iihly polygoni.
Poznamka 4.27. Méjme polygony G1,Gs,...,G, C C, pak zavedeme znaceni
(a) V; je pocet vrcholi polygonu G,
(b) w;; je j-ty vrchol polygonu Gj,

(c) a;jm je vnitini dhel polygonu odpovidajici vrcholu w j,
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(d) Bij=1-ai;.
Nyni uvedeme zobrazeni neohrani¢ené kruhové domény na neohrani¢enou polygonalni doménu

Véta 4.28 (Schwarzova—Christoffelova transformace pro neohrani¢enou polygonédlni doménu, viz
[0 str. 19]). Mé&jme (n + 1) ndsobné souvislou neohranicenou kruhovou doménu 2, ve které je

splnéna podminka A < \4/%, pro n > 1. Pak funkce f ve tvaru

s n Vie S o o Ble,i
re=Aal 1111 II (CP(’“)) d¢+C, (4.14)

st (i | oo N6 v(sk)
veo; (k)

kde A,C jsou libovolné konecné komplexni konstanty a zi; jsou vzory vrcholi wy;, pro jejichZ

Vi
hly plati =1 < Bri <1 a Y  Bri=2.

i=1
Piiklad 4.29. Provedme zobrazeni z 3-ndsobné souvislé kruhové domény na 3-ndsobné souvislou
polygonalni doménu. Méjme dvé kruznice C1, Cs se stiedy s1 = 2, so = —2 a poloméry r; = ro = 1.
Nyni zvolme vzory z ;, pro vrcholy wy ; na polygonu, na kruznicich a koeficienty dhla gy ;,

211 =2, z12 =1+ s z12 =1+ e i3,

22,1 = —2, 22,2 = -1 - ei”%, 22,2 = -1 — e_iTr%
2 2 2

/81,1 - 57 /81,2 - gv ﬂl,Q - ga
2 2 2

B2 = 3 B2, = 3 B2, = 3

Nyni sestavme rovnici zobrazeni na neohrani¢enou polygonalni doménu pro nase nastaveni bodu
2, a koeficientt dhla By ;. Pro jednoduchost budeme uvazovat pouze jednu reflexi. Pro volbu
A =1aC =0 dostdvame funkci F ve tvaru

~+3 2/3

z+2

Z /L 3\ 2/3 z—% 2/3 z+%
F(z) = 5 2 2
0 z — Z_Z Z+Z
in 2/3 in 2/3 in 2/3 in 2/3
z—e 3 +2 z—e3s +2 z—e 2 z— e —2
z+2 z+2 z—2 z—2

2/3

2/3 2/3 2/3 2/3
zZ = L = — 2 / z — 17Z7r72 / z— 12i1r+2 / z — 12i7r+2 /
—4+e” 3 —4+e3 4+4e~ 3 4473 d
L1 L1 PR PR o
4 4 4 4

Funkce F je aproximaci funkce f viz [£.14]
Hladiny tohoto zobrazeni lze nalézt v piiloze (viz obr a obr

V prikladu [:29] jsme si ukézali, jak zobrazit kruhovou doménu na polygondlni doménu. V
tomto priklade jsme si vSak zvolili vzory zx ;. V praxi se vSak setkdvdme s opa¢nym problémem,
a to najit k zadané polygonalni doméné vhodnou kruhovou doménu. Tento problém spociva ve
vyfeSeni soustavy nelinedrnich rovnic, kde dostavame pro kazdy vrchol wy ; rovnici ve tvaru

) C+A/m 11 i 11 (Cp”(z'“”')yk’i a
wi i = f(zri) = Lt :
k=1 | i=1 =0 C - pu(sk)
veo;(k)

Nalezeni efektivniho zpusobu hledani parametru SC formule pro vicenasobné souvislou oblast
je velmi obtizné a presahuje rdmec této prace. Touto problematikou se zabyvajf ¢lanky [7], [9] a
[13].



Shrnuti

V této préci jsme se zabyvali konformnim zobrazenim a hleddnim feseni Laplaceovy rovnice pomoci
konstrukce holomorfni funkce. V piikladu jsme Fesili Laplaceovu rovnici na mezikruzi (viz 1
na obr. s Dirichletovymi podminkami na hranici. V ptikladu jsme si ukézali, jak pomoci
konformniho zobrazeni Fesit Laplaceovu rovnici s Dirichletovymi podminkami na hranici, kterou
tvoif dvé nesoustiedné kruznice (viz € na obr.[4.13)). V pifkladu[2.7 jsme Fesili Laplaceovu rovnici
na kruhu (viz Q3 na obr. , na jehoz hranici jsme méli Neumannovu okrajovou podminku,
s vyjimkou dvou bodu, ve kterych jsou predepsany nevlastni dvojné limity, a to +00 a —co. V
podkapitole 4.5|jsme Fesili podobny piiklad na kruhové doméné (viz 24 na obr. , na jejiz vné;jsi
hranici (kruznici Cp) jsme méli Neumannovu podminku, s vyjimkou dvou bodu, ve kterych jsou
predepsany nevlastni dvojné limity, a to +00 a —oo. Dale na vnitinich kruznicich Cy, Co,...,C,
byla definovana Neumannova podminka.

Q0O
O

Obrazek 4.13: Mezikruzi, oblast mezi nesoustfednymi kruznicemi, kruh, 5-nasobné souvisla kru-
hovéa doména.

Pomoci konformniho zobrazeni jsme v ptikladu zkonstruovali funkci, jez je harmonicka na
horni poloroviné komplexni roviny a spliiuje kombinované (Dirichletovy i Neumannovy) okrajové
podminky na redlné ose (viz {25 na obr. . V prikladu jsme nasli stejné feSeni pomoci
Schwarzovy—Christoffelovy transformace a ukazali jsme si, Ze tuto funkci lze analyticky prodlouzit
i na dolni polorovinu komplexn{ roviny (viz Qg na obr. . V podkapitole (viz obr.
a se nam poté podarilo nalézt funkci, jez je harmonicka na kruhové doméné a spliuje
Dirichletovy okrajové podminky na hranicich kruha (viz Q7 na obr. .

. .
. | ()
| °
O

Obréazek 4.14: Komplexni rovina, neohrani¢end kruhova doména.
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Priloha A

Mobiova transformace je grupou —
Dukaz

Ukéazeme, ze mnozina Mdbiovych transformaci s operaci skladani funkci je grupou, tj. je uzaviena,
asociativni, existuje v ni neutralni prvek a ke kazdému prvku existuje inverzni prvek.

az+b ) a'z+b I slogen
a g(z) = ———, pak slozenim
cz+d g c/z+d”p

(a) Nejdiive ukdzeme uzavienost. Méjme funkce f(z) =

funkei f o g dostavame

a'z+b b aa'z + ab' +bc' z + bd’
Flg(z)) = it d N _ dz+d _ad’z4ab +bc'z4bd
9\=) = a'z+b T cdz4cb +ddz+dd T cdlz+ b +delz+dd
c +d
dz+d dz+d

(ad +bc' )z + (ab +bd') a1z + by

(ca’ +dc)z(+cb +dd')  crz+d;’

kde jsme oznacili a; = aa’ +bc’, by = ab’ +bd', ¢c; = ca’ +dc/, dy = b’ + dd'.

Slozeni funkci f o g je tedy opét Mobiova transformace.

az+b a'z+b a’z+b"
—9(z) = ——ah(z) = —.
cz+d cz+d cd'z+d
Nejdiive vyjadiime funkci ¢ = fog. Toto slozeni funkei jsme Fesili béhem dikazu uzavienosti.

(b) Déle dokazeme, asociativitu. Méjme funkece f(z) =

b
Miuzeme tedy psat ¢(z) = f(g(2)) = %, kde a; = aa’ +bc’, by = ab’ +bd’, ¢y = a'c+d,
C1z 1
dy =cb +dd.

o . azz + by 10 o Nz ! a1
Obdobné muzeme psit ¢¥(z) = g(h(z)) = et dy kde ay = a’a” + V', by = o'V +V'd",
C2zZ 2

Ccy = C/CLH _|_ d/C//’ d2 — C/b// + d/d//'
P - , , . asz =+ b3
Dale pro slozeni funkei (f o g) o h dostdvame p(h(z)) = ———, kde
c3z +ds
az = a1a” + b1’ = ad’a” + a"bc’ + ab'c’ + b d',
bs = a1b” + b1d” = aad’b” + bb"' + ab’d’ + bd'd”,
cz=cra’" +did" =da"c+ad"dd + Ve + dd,
ds =c1b" + did" = a'VV'e+b'cd+bed” + d'dd .
b
Dale pro slozeni funkei f o (g o h) dostavame f(¢(2)) = w, kde
4z + dy

a4 = aas + bea = aa’a’ + ab’c’ + a’’bc’ + b’ d’,
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by = abs + bdy = aa’b” + ab’d” + bb"’c + bd'd"”,
4= asc+cod =d'a"c+becd +ad'dd+ 'dd,
ds = bac+ddy = a'b’c+bed” +b'c'd+ dd'd”.

Jelikoz ag = a4, bg = by, c3 = ¢4 a dz = dy, platii fo(goh) = (fog)oh. A tedy sklddéni
Méobiovych transformaci je asociativni.

b
(c¢) Existence neutralniho prvku: Pro funkei I(z) = z a libovolnou funkei f(z) = azi— ¥ plat{
cz
fol=1T1of=f. Zobrazeni I je tedy neutralnim prvkem.
b b—zd
(d) K funkei f(z) = az+ existuje funkce g ve tvaru g(z) = “C Pro jejich slozeni plati
cz+d zc—a

b— zd ab — azd + zbc — ab
a +

b
Y —a _ 2 —a _ z(bc—ad)
Hy(2) = b— zd T bc—czd+dzc—da  bc—ad
c +d
zc—a zc—a
a
_az—i—bd bcz + bd — adz — bd
(f(2) = cz+d cz+d _z(bc—ad)_z
g T az+b “acz+bc—acz—ad ~  bc—ad
c—a
cz+d cz+d
y . . : . az+b . . .
A tedy fog=go f =1, cozznamend, ze pro jakoukoli funkci f(z) = —d existuje inverzni
cz
b—zd
prvek ve tvaru f71(z) = Sy
zc—a

Mnozina Mobiovych transformaci s operaci skladani funkei je tedy uzaviend, asociativni, existuje
v nf nulovy prvek a ke kazdému prvku existuje inverzni prvek. Tim jsme dokdzali, ze G = (M, o)

je grupa.



Priloha B

Zobrazeni kruznic na usecky

Priklad B.1. Mgjme dvé kruznice Cy, C se stiedy s; = 1, s5 = —1 a poloméry r; =1, ro = 1.
Déle zvolme bod b = 0. Nyn{ si pro piehlednost zavedme znaceni s (s2x) jako obraz s; (s2)
po k reflexich. Tento zpusob zna¢eni muzeme zavést, jelikoz pro bod s; nebo sy existuje praveé
jeden multi-index urcité délky. Jelikoz bod b lezi na kruznici C; i Cs, je kazdou jeho reflexi dle

kruznic Cy a C opét bod b. Vzhledem k volbé stiedu a poloméru dostdvdme p1(z) =1+ — 7 @
5 _
1
pa(z) = —1+ 1 Nésledny postup vypoctu bude znédzornén pouze pro zobrazeni kruznice Cf.
Z

Pro kruznici C5 je postup obdobny.

z—b z—b z—b z-0D
Z—8102—81,12—8122—5813
z—b z—b z—b z-0D
Z—82}02—82’12—82,22—82’3.”

f(2) = (=)

Vypisme si nyni nékolik prvnich élenu posloupnosti (slk);zoz a (Sz,k)zfé

1
n+1

1 11 1 1
(827k> = (—1, — —y . > 5 Sg)k = (—1)"+17

11 11
=(1,—=,=,——,—,... = (="
(Sl,k) ( ) 2a3a 4757 )asl,k ( ) 5
27 34 5 n+1
Nyni si vytvorme nékolik specidlnich posloupnosti pro nasledujici pouziti.

L1 TSk 2 im0 = T T T gyt ) SURHL T L2 T T e T ook 1 3)

11 1 1
(B) (1,41 51,842))k0 ( 6" 20 42’ > P SLRHL LR = T T Y (2K + 3)

11 1 1
“+o0 - — = -
(©) (52,6 + $2,64+1)5Z0; ( 5 12’ 307" ) Sk F S = T o T 2k 1 2)

1 1 1 1
d Sope1)i =2, ——, ——, ... : = T T T oL Lo
(d) (s2,k 52,k+1)120 < 5 12 30 >,S27k 52,k+1 2k + D)2k +2)

A prepiSeme si funkci f do tvaru
f(2) = fo()f*(2) " (2),
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kde
z—0b

z—810

fo(z) = (=)

1o z—0b z—0b 1o
) =1] =[] £ (2.
k=0

zZ— S z— S
Pl 1,2k+1 1,2k+2
+oo
z—>b

=1

z—5 z—5
i 2,2k 2,2k+1

+oo
=1 7.
k=0
Nyni postupné prozkoumame vlastnosti funkei fo, f* a f**. Zaénéme s funkei fy

z—0b
z—5810

fQZ(Z_b>

Po dosazeni predpisu kruznice C7 a bodu b dostavame

eit+1 eQit+2€it+1
oit oit :

fo=("+1)

Po rozepsani e'* na redlnou a imaginarni slozku dostdvame

cos?(t) — sin®(t) + 2icos(t) sin(t) + 2 cos(t) 4 2isin(t) + 1

Jo= cos(t) + isin(t)

Po zkréceni a vytknuti cos(t) dostdvame

_ 2cos(t)(cos(t) +isin(t) + 2(cos(t) +isin(t)))
fo= cos(t) +isin(t) = 2(cos(t) +1).

Je tedy vidét, ze funkce fy zobrazi kruznici na tsecku.
Nyni prostudujme chovani funkce f*. Jelikoz je ve formé nekoneéného souc¢inu, prozkoumame si
jeji jednotlivé ¢asti f.

z—0 z—b

Z — 81,2k+1 % — S1,2k+2

fr =

Po dosazeni predpisu kruznice Cy a bodu b dostavame

fr o el +1 el +1 _
Felt 11— S1,2k+1 € + 1 — S1.0842
eZit +2eit +1

et + 1 + 51 051151 26+2 + 261 — (S1.26+1 + S1.26+2) — €1(S1 2641 + S1.2k+2)

Nyni vyuzijeme difive odvozenych posloupnosti s1 2541512642 & S1,2k+1 + S1,2k+2 & VyuZijeme
rovnosti $1 9x4+151,2k+2 = S1,2k+1 T S1,2k+2

f* B e2it + 26it + 1 B eQit + 2eit + 1
k T L2t it it - 1
et + 1 4 plly + 2e't — (slly) — eltsily 91t ; ~
i 1 2 it it
e e e 2 2k + 3)
Nyni do ¢itatele pfictéme 0 = e't ! — et 1 ¢imz dostavame
Y P T 2k+2)2k+3) (2k+2)(2k +3)’
it 1
it~
" (2k 4+ 2)(2k + 3)
flc =1- 1

2it 4 1 4 eit o eit
e e e 22k 1+ 3)



o7

t

Po rozepsani e na redlnou a imagindrni slozku dostdavame

. 1
f* . (Cob(t) + lbln(t))m
E= LT 1 :
0082 (t) — Sin2(t) + 21 COS(t) sm(t) =+ 1 + (COS(t) + lSln(t))(2 + m)
Nyni opét zkratime a vyjadiime cos(t), ¢imz dostavame
(cos(t) +isin(t)) ————
Fr=1 (2k 4+ 2)(2k + 3)
E=1- 1 :
2 cos(t)(cos(t) + isin(t)) + (cos(t) +1isin(t))(2 + m)
Opét zkrétime a vyjaddiime cos(t), ¢imz dostdvame
v
o (2k +2)(2k + 3) _1 1
B 1 T 22k +2)(2k + 3)(cos(t) + 1) + 17
2 24— ———
cos(t) + 2+ G @E 1 9)
Funkei f* tedy muzeme zapsat ve tvaru
+o00
1
* = 1-— . B.1
/ kl;[o ( 2(2k + 2)(2k + 3)(cos(t) + 1) + 1) (B.1)

Pro ¢ = 7 nekoneény souéin (B.1)) diverguje dle definice k 0. Pro ¢ # 7 nekone¢ny souéin
(B.1)) konverguje bodové a absolutné podle véty [1.19] protoze fada

< 1
kZ:O ’ 2(2k +2)(2k + 3)(cos(t) +1) +1 ’ '

konverguje.

Obdobné vysetiime funkci f**. Opét si vyjadiime

z—b z—b  et41 el +1 B

Cz—sook Z— S22kt 0+ 1—spop et 41— sy
2it 4 9git 4 1

et + 1+ 59 9.8 2k+1 + 261 — (S2.0% + S2.2k+1) — € (S2,2k + S2,2k41)

* 3k

k

Vyuzijeme difve odvozenych posloupnosti ss oi + 52, 25+1, 52,2k52,2k+1 & TOVNOSti S2 25 + S2,25+1 =
52.2k52,2k+1
o e2it + 2eit + 1 _
ko= o5 ) ) 1
e 1t+1+261t+61t
(2k + 1)(2k + 2)

it 1
© 2k +1)(2k+2)
1
(2k + 1)(2k + 2)

e2it + 14+ 2eit + eit
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Opét pouzijeme rovnost e?* + 1 = 2cos(t)elt, éfmz dostavame

it 1
» “ 2k + 1)(2k + 2)
k=1 4 o 1 =
2 cos(t)elt 4 2elt + eltm
1
1_ (2k + 1)(2k + 2) L 1
. 1 2(2k + 1)(2k + 2)(cos(t) + 1) + 1~
2(cos(t) +1) + Okt )2k +2)
Vlastnosti funkce
+oo 1
/= kl;[O (1 2(2k + 1)(2k + 2)(cos(t) + 1) + 1) (B-2)

jsou podobné funkci f*. Nekoneény soucin diverguje pro t = m k 0 a v ostatnich bodech
konverguje.

Jelikoz jsou funkee fy, f*, f** redlné, pro body na kruznici Cy, zobrazi funkce f = fo f* f** kruznici
C1 na tsecku lezici na redlné ose. Analyza funkce f pro body na kruznici Cy je obdobn4.



Priloha C

Ilustrace zobrazeni vicenasobneé
souvislych oblasti

C.1 Ohranicena radial slit doména

W

-2 -1 0 1 2

Obréazek C.1: Zobrazeni 2-nasobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z ohranicené radial slit
domény na ohrani¢enou kruhovou doménu.
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Obréizek C.2: Zobrazeni 3-ndsobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z ohranicené radial slit
domény na ohrani¢enou kruhovou doménu.
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Obrazek C.3: Zobrazeni 5-ndsobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z ohrani¢ené radial slit
domény na ohrani¢enou kruhovou doménu.
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C.2 Neohranicena radial slit doména

- N
3f?
7 D
2} 2
1k 1
0 4y 0 Ty
1 1
2 2
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3

Obréazek C.4: Zobrazeni 2-nasobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z neohrani¢ené radial slit
domény na neohrani¢enou kruhovou doménu.

L I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -2 0 2 4

Obrézek C.5: Zobrazeni 4-ndsobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z neohranicené radial slit
domény na neohrani¢enou kruhovou doménu.



62 PRILOHA C. ILUSTRACE ZOBRAZENI VICENASOBNE SOUVISLYCH OBLASTI

ROV LHTTR4
\gg\:“!'!‘ X5

QR
\‘“\\

%

X
St

g

(1
\\‘}\“‘ |
\\‘:\‘“
S5

X

%

S

Obrézek C.6: Zobrazeni 3-nasobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z neohranicené radial slit
domény na neohranic¢enou kruhovou doménu.

Obréazek C.7: Zobrazeni 6-nasobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z neohranicené radial slit
domény na neohranic¢enou kruhovou doménu.
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C.3 Neohranic¢ena circular slit doména
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Obréazek C.8: Zobrazeni 2-ndsobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z neohranic¢ené circular slit
domény na neohranic¢enou kruhovou doménu.
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Obréazek C.9: Zobrazeni 4-ndsobné souvislé oblasti. Zobrazeni hladin z neohranic¢ené circular slit
domény na neohrani¢enou kruhovou doménu.
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C.4 Neohranicena polygonalni doména
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Obrazek C.10: Zobrazeni 3-ndsobné souvislé oblasti. Ortogondln{ systém kfivek v oblasti

=

®) jsme

ziskali jako vzory kfivek v oblasti @ pomoci funkce g. Systém kiivek v oblasti @) jsme ziskali

naslednym zobrazenim kiivek z oblasti &) pomoci funkce F.
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Priloha D

Ukazka zdrojovych kédu

D.1 Zobrazeni na ohrani¢enou radial slit doménu

Zdruz[z_] := Conjugate[z]
Slozky[f_]1 := {{Relf], Im[£f]1}}

(#Reflexe dle kruZnice Cp*)
Filz_, Cp_] := Zdruz[zdruz[Cp[[1]1] + (Cp[[2]11*Cp[[211)/(z - Cpl[111)]

(*Reflexe dle multiindexu ny*)
fRol[z_, ny_] := Module[{nyLenght, out, CpNy, i},
nyLenght = Length[ny];
out = z;
For[i = nyLenght, i >= 1, i--

B

CpNy = Cpl[ ny[[i]l] + 1 115
out = Filout, CpNyl;

1;
Return[out]

]

(*Generuje multiindexy s hodnotami od O do maxCislo a ur&ité délky x*)

NyGen[maxCislo_, delka_] := Module[{out},
RetezecNy = {};
For[i = 1, i <= delka, i++,
NyRek [maxCislo, i, -1, {}];
1;
out = RetezecNy;
Return[out];

]

(* Generovani samotnych multiindexu *)
NyRek [maxCislo_, delka_, last_, podretezec_] :=
Module[{i, novyPodretezec},
If[delka == 1,
For[i = 0, i <= maxCislo, i++,
If[i !'= last,
RetezecNy = Append[RetezecNy, Append[podretezec, il];
1;
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]
For[i = 0, i <= maxCislo, i++,
If[i !'= last,
novyPodretezec = Append[podretezec, i];
NyRek [maxCislo, delka - 1, i, novyPodretezec];
1;
1;
1;
]

(* Funkce zobrazujici kruZnice na primku, a tdselky *)
fRad[z_, nyString_] := Module[{nyLenght, out, i},
nyLenght = Length[nyString];
out = 1;
For[i = 1, i <= nyLenght, i++,
If [nyString[[i, Length[nyString[[i]1]]1] 1 !'= 0 ||
Length[nyString[[i]]] == 1,
out = out*(z - fRo[b, nyString[[i]l]])/(z -
fRol[a, nyString[[il]]) 1;
15
Return[out];

]

(*¥Bod ktery se zobrazi na bod \[Infinity] *)
a = E"(Pi /2*I);
(*Bod ktery se zobrazi na bod 0 *)
b = E~(Pi *I);

(*Nastaveni st¥edd a polomé&ru

*)s0 = 0;

r0 = 1;

st = 1/2;

rl = 1/4;

s2 = -1/2 - 1/2 I;
r2 = 1/5;

Cp0 = {s0, r0};
Cpl = {s1, ri};
Cp2 = {s2, r2};
Cp = {Cp0, Cpi, Cp2};

(* Zadani pottu reflexix)
pocetRefl = 4;

COo = CpOo[[2]] E~(I * t) + CpO[[1]1];
C1 = Cp1[[2]] E~(I * t) + Cp1l[[1]1];
C2 = Cp2[[2]] E~(I * t) + Cp2[[1]1];
Show [

ParametricPlot [Slozky[CO], {t, O, 2 Pi}, PlotStyle -> {Green},
PlotPoints -> 200],

ParametricPlot[Slozky[C1], {t, O, 2 Pi}, PlotStyle -> {Red},
PlotPoints -> 200],

ParametricPlot[Slozky[C2], {t, O, 2 Pi}, PlotStyle -> {Blue}l,
PlotPoints -> 200],
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ListPlot[{Slozky[a], Slozky[b]}]
]

nyString = NyGen[Length[Cp] - 1, pocetRefl];

RadCO = fRad[CO, nyString];
RadC1l = fRad[Cl, nyString];
RadC2 = fRad[C2, nyString];
Show [

ParametricPlot [Slozky[RadCO], {t, O, 2 Pi}, PlotStyle -> {Green},
PlotPoints -> 2000],

ParametricPlot [Slozky[RadC1], {t, O, 2 Pi}, PlotStyle -> {Red},
PlotPoints —> 200],

ParametricPlot [Slozky[RadC2], {t, 0, 2 Pi}, PlotStyle -> {Bluel},
PlotPoints -> 200],

PlotRange -> 5

]

D.2 Zobrazeni na neohrani¢enou circular slit doménu

(* Stejné funkce jako ve zdrojovém kédu, pro ohranienou radial slit \
doménu *)

Zdruz[z_], Slozky[f_], SlozkySi[f_], RetezecNy, Filz_, Cp_], fRol[z_, \
ny_], NyRek [maxCislo_, delka_, last_, podretezec_]

(* Funkce zobrazujici kruZnice na oblouky *)
fCirc[z_, maxReflexi_] :=
Module [{pocetKruznic, i, j, k, out, ak, ck, nyStr, nyStrlLeng, ny, ou,
iter’},
pocetKruznic = Length[Cp];
out = z - a;
For[k = 1, k <= pocetKruznic, k++,

ak = Fila, Cp[[k]1]l 1;
ck = Fi[ ComplexInfinity, Cpl[[k]] 1;

ou=( (z - ck) )/ (z - ak) )
out = out*ou;

For[iter = 1, iter <= maxReflexi, iter = iter + 2,
RetezecNy = {};

NyRek [pocetKruznic - 1, iter, -1, {3}];

nyStr = RetezecNy;

nyStrLeng = Length[nyStr];

For[i = 1, i <= nyStrleng, i++,
ny = nyStr[[il];
If [ny[[ Lengthlny]l 11 !'= (k - 1),

ou = ( (z - fRolak, nyl) )/( (z - fRolck, nyl) )
out = ou*out;

1

1

1;



70 PRILOHA D. UKAZKA ZDROJOVYCH KODU

For[iter = 2, iter <= maxReflexi, iter = iter + 2,
RetezecNy = {};

NyRek [pocetKruznic - 1, iter, -1, {}];

nyStr = RetezeclNy;

nyStrLeng = Length[nyStr];

For[i = 1, i <= nyStrlLeng, i++,
ny = nyStr[[i]];
If[ny[[ Length[ny] 11 != (k - 1),

ou=( (z - fRolck, nyl) )/( (z - fRolak, nyl) )
(*Print ["uvnitr"];
Print [ou] ;

Print [N[ou/.{t\[Rulel3/2}]];*)
out = ouxout;
1;
1;
1;
1;
Return[out]

]

(* Generovani multiindexu liché délky *)
NyGenO [maxCislo_, delka_] := Module[{out, i},
RetezecNy = {};
For[i =1, i <= delka, i =1 + 2,
NyRek [maxCislo, i, -1, {}1;
1
out = RetezecNy;
Return[out]

]

(* Generovani multiindexa sudé délky *)
NyGenE [maxCislo_, delka_] := Module[{out, i},

RetezecNy = {};

For[i = 2, i <= delka, i = i + 2,

NyRek [maxCislo, i, -1, {}1;

1;

out = RetezecNy;

Return[out]

]
a = 0;
s0 = 3/2;
r0 = 1/2;
Cp0 = {s0, r0};
sl = -3/2;
rl = 1/2;

Cpl = {s1, ri};
Cp = {Cp0, Cpi};
CO = CpO[[2]] E~(I * t) + CpO[[1]1];
C1 = Cp1[[2]] E~(I * t) + Cp1l[[1]1];

Show [
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ParametricPlot[Slozky[CO], {t, O, 2 Pi}, PlotStyle -> {Blue},
PlotPoints -> 200],

ParametricPlot[Slozky[C1], {t, O, 2 Pi}, PlotStyle -> {Red},
PlotPoints -> 200],

ListPlot[{Slozky[al}], PlotRange -> All, AxesOrigin -> {0}

]

CirCO = fCirc[CO, 2];

CirC1 = fCirc[C1, 2];

Show [

ParametricPlot [Slozky[CirCO], {t, O, 2 Pi}, PlotStyle -> {Blue},
PlotPoints —> 200],

ParametricPlot [Slozky[CirC1], {t, 0, 2 Pi}, PlotStyle -> {Red},
PlotPoints -> 200],

ListPlot[{Slozky[a]l}],

PlotRange -> All, AxesOrigin -> {0}

]
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Pouzité znaceni

C mnozina vSech koneénych komplexnich ¢isel
c* = CU{oo}

N mnozina vSech pfirozenych ¢isel

R mnozina vSech koneénych redlnych ¢isel

R? kartézsky soucin R x R

Rez realnd ¢ast komplexniho ¢isla

Imz  imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla

z komplexné sdruzené ¢islo k ¢islu z

M uzaveér mnoziny M

IntC  vnitiek kiivky C
oM hranice mnoziny M
U(zg) okolf bodu zg

Uov slozeni funkci u a v

H ={ze€C:Imz > 0}

D ={zeC:|z| <1}

[z,y] ={Q—-t)z+ty:te][0,1]}

Je,yl ={Q—-t)x+ty:t € R~(0,1)} U{oco}
(a,b) ={z€R:a <z <b}- otevieny interval
[a,b] ={r €R:a <z <b}- uzavieny interval
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