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Abstrakt

Cilem této préce je Ctendfe sezndmit se zakladnimi principy teorie evolu¢ni dynamiky a
evolu¢nich her na grafech obzvlast’ ve vztahu k vyvoji spoluprace. Hlavni pozornost bude
nésledné upfena na novy model podle vzoru replikdtorové dynamiky pro vyvoj spoluprace
populaci, které jsou spojeny v jednom grafu. Déle je provedena analyza modelu jako ta-
kového stejné jako analyza jeho dynamickych vlastnosti. Nakonec je model vyzkouSen na
malém grafu, jehoz zdkladni vlastnosti jsou prozkoumany.

Kli¢ova slova: teorie her, evolu¢ni dynamika, evolu¢ni hry na grafech, replikatorova
dynamika, matematickd analyza, diferencidlni rovnice



Abstract

The aim of this thesis is to give an introduction to the basic principles of evolutionary dynam-
ics and evolutionary games on graphs especially in connection with evolution of cooperation.
The main focus will be then directed to a new model generalizing the replicator dynamics. It
describes evolution of cooperation for populations connected in one graph. Furthermore, both
the model itself and its dynamical characteristics are analysed. Finally, the new model is tested
on a small graph whose basic characteristics are investigated.

Keywords: game theory, evolutionary dynamics, evolutionary games on graphs, replicator
dynamics, mathematical analysis, differential equations
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Kapitola 1

Uvod

Pojem "hra" je ve svété Siroce znamy od nejmladsich, aZ po nejstarsi obyvatele této planety.
Hrat si mZe aplné kazdy a s kazdym, avSak pfedméty her mohou byt zcela odlisné - mtze
jit o spolec¢enskou hru mezi dvéma détmi stejné, jako o lva, ktery nahdni svou kofist.

Na (téméf) vSechny takové situace dokédze oblast teorie her nabidnout model, ze kte-
rého se da odvodit né&jaky budouci vyvoj, a to ne jen pro dvé malé déti, ale tieba i pro celé
populace.

V ramci této prace pravé do této oblasti nahlédneme. Nejdfiv si pfedstavime nékolik
zékladnich pojmt z teorie her véetné jednoho ze zdkladnich konceptli této matematické
discipliny - Nashovy rovnovéhy. Jako sou¢édst druhé kapitoly budou nastinény ctyii klasické
kooperac¢ni hry, které jesté vyuZijeme pozdéji v této praci.

Poté totiZ nahlédneme do problematiky evolu¢nich dynamik. Teorie her dokaze, jak jiz
bylo naznaceno, modelovat vyvoj v ¢ase pro nejrtiznéjsi situace, coZ je jednim z divodd,
proc¢ nachazi Siroké vyuZiti v biologii nebo tfeba ekonomii. My se pak budeme zvlast’ sou-
stfedit na vyvoj spoluprace a predstavime si nékteré koncepty, jak spolupréci "v budoucnu"
sledovat.

Nésleduje pfesun k pomérné nové tematice z této oblasti - evolu¢ni hry na grafech. Uka-
Zeme si nékteré zvlastnosti a zdkladni principy, jak se evoluce na grafech sleduje.

v grafech. Pokusime se popsat chovani populaci, které jsou spojené v grafu, popiSeme si
zékladni vlastnosti modelu a budeme hledat takové podminky, aby vSechny populace spo-
lupracovaly nebo naopak. Na zavér model "vyzkousime" na jednoduchém grafu.

Veskeré vypocty ¢i simulace, které se objevi v této praci, byly naprogramovany v soft-
waru MATLAB. Jejich zdrojové kédy se nachdzi na pfiloZzeném CD.



Kapitola 2

Zéaklady z teorie her

2.1 Uvod

Obecné zndmé jsou hry jako "Véznovo dilema", ¢i koordina¢ni hry jako "Vélka pohlavi". V
rdmci této prace se i kratce podivame na to, jak tyto takzvané statické hry vyftesit, ale teorie
her sahd svym polem ptisobnosti mnohem dél. Pozdé&ji uvidime, Ze za urcitych podminek
(napfiklad pfi konstelaci uZitkt, jakou maZeme najit u zminénych her), existuji nastroje,
jak popsat vyvoj celych populaci z hlediska evoluce - tato problematika saha do takzvané
evolu¢ni dynamiky, o kterou se zajimaji ve velkém také biologové, jako se pise napiiklad v
této literatute [1].

Nicméné v této kapitole si uvedeme nékolik zdkladnich pojmfi, které budeme pottebovat
a pouZivat v dalsich kapitolach.

2.2 Zikladni pojmy
Definujme si nejprve pojem, ktery dava celé této discipliné matematiky své jméno - hra.

Definice 2.2.1 (hra). Model stfetnuti nékolika stran, které na sebe navzdjem svymi rozhod-
nutimi plisobi, se nazyva hra (viz [1]).

Poznamka 2.2.1. Ve hie Gicastnéné strany se nazyvaji hrdci.

Obecné plati, Ze pocet hracti neni omezen, ba naopak. Pozdéji uvidime, Ze budeme uva-
Zovat i "nekone¢né velké" populace.

Definice 2.2.2 (strategie, Cistd strategie). Rozhodnuti, kterd mohou hréci ucinit, se jmenuji
strategie. Pokud volba neni uréena pravdépodobnosti, tak mluvime o ¢isté strategii (viz [8])

Poznamka 2.2.2. Mimo ¢isté existuji i takzvané smiSené strategie, které udavaji, s jakou prav-
dépodobnosti si hra¢ urcitou Cistou strategii zvoli (viz [1], [8]).

Pokud nebude stanoveno jinak, tak budeme uvaZzovat pouze ¢isté strategie.



Priklad 2.2.1. Ve hie "Véziiovo dilema" si mohou hraci (vézni) vybirat ze dvou ¢istych stra-
tegii: "Pfiznat se"a "Zapirat". Hra "Kdmen, ntizky, papir" ma praveé 3 strategie.

Poznamka 2.2.3. Stejné jako pocet hraci nema omezeni, tak totéz plati pro pocet strategii. U
velkého poctu (Cistych) strategii v literatufe objevime i princip aproximace spojitou mnozZinou
strategii (viz [8]).

Preformulujeme-li znéni Definice 2.2.1, tak se hra¢i navzdjem ovlivriuji volbou jejich stra-
tegie. Z naseho pohledu je zde diilezité néjakym zptisobem ¢iselné vyjadrit, jestli je pro hrace
volba urcité strategie vyhodna ¢i nikoli, a pravé za timto ti¢elem se v teorii her zavadi pojem
uZitek. Definici pojmu uZitek, kterd stoji v souvislosti s pojmem optimalizace, miZeme nalézt
napiiklad ve zdroji [8]. Pro naSe ticely nahradime v definici autora mnoZinu akci mnoZinou
strategii.

Definice 2.2.3 (uZitek). UZitek je funkci u : S — RN, kde S je mnoZinou viech strategif a
RN budou uZitky vSech hraca.

Neznamena to nic jiného, nez Ze pro kazdou volbu strategie dostaneme ¢iselné vyjadieni
vySe uZitku, a to nejen pro jednoho, ale rovnou pro vSechny hrace. Zohlediiujeme tim to, co
ndm ¥ika Definice 2.2.1, tedy Ze volba strategie jednoho hra¢e ma vliv na ostatni. Tudiz i pro
né dostaneme pfi zohlednéni jejich volby strategie odpovidajici uZitek.

Jak ale takové stietnuti hra¢ti modelovat, ¢i zndzornit? I zde existuje vice moZznosti, které
i zavisi na konkrétnich podminkach daného sttetu.

Definice 2.2.4 (statickd hra). Hra, ve které kazdy hra¢ udéla jedno rozhodnuti, které navic
udéld bez védomosti o tom, jak si zvolili ostatni hraci, nazveme statickou hrou (viz [8]).

Poznamka 2.2.4. Ve statickych hrach udélaji hraci rozhodnuti "najednou", to znamend hra
nezavisi na ¢ase. Opakem statické hry, je hra dynamickd, kde hraci rozhoduji po sobé a tedy
vi, jakou strategii zvolili ostatni hraci (viz [8]).

Abychom méli jasné ur¢enou statickou hru, musime znat tii aspektech:
(i) pfesny pocet hract i,
(ii) pevné danou mnoZinu strategii S (viz 2.2.2),
(iii) uzitkovou funkci u (viz 2.2.3).
Uvedeme si nékolik ptikladi statickych her, které se v této praci jesté nékolikrat objevi.

Ptiklad 2.2.2. Zavedeme si dali hru: "Lov jelena". V této hie dochédzi ke "stfetu" dvou mys-
lived, ktef{ vyrazili na lov. Kazdy z nich ma dvé volby: bud’ lovit jelena nebo se spokojit s
mendsi kofisti - se zajicem. Jelena jsou schopni ulovit jen v pfipadé, kde ho lovi oba najednou,
zatimco zajice dokaze ulovit kazdy myslivec sdm. Myslivci o sobé vi, ale netusi, pro kterou
kofist se rozhodne ten druhy.

Mame tedy piipad klasické statické hry o dvou hracich a dvou strategiich. Ponévadz
strategie jsou stejné, mtiZe z hlediska jejich kombinace dojit ke 3 situacim:
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e oba se rozhodnou pro jelena - v takovém piipadé jsou schopni ho ulovit a ziskaji oba
maximalni uzitek (10)

e jeden z nich se rozhodne pro jelena a druhy pro zajice - myslivec lovici jelena vyjde
"naprdazdno" (0), druhy je odménén za zajice jen nepatrné vétsim uzitkem (1)

e oba se rozhodnou pro zajice - oba jsou schopni zajice ulovit a maji stejny a stejné maly
uzitek (1)

Vsechny tyto podminky lze zapsat maticoveé:

jelen | zajic
jelen | 10,10 | 0;1
zajic 1,0 1;1

Maticovému zdpisu je tieba rozumét takto: v prvnim sloupci zleva stoji strategie prv-
niho, takzvaného #idkového, hrace - v prvnim fadku shora strategie druhého, takzvaného

Z Yz

sloupcového, hrace. Zbyla ¢ast matice ndm pak ukazuje pro danou kombinaci strategii uzitky

P

obou hract - nejprve uzitek fadkového, pak uzitek sloupcového hrace.

Ptiklad 2.2.3. Podobné, jako pro hru "Lov jelena", si zavedeme matice uzitkt pro jizZ zminéné
"Véznovo dilema":

pfiznat se | zapirat
pfiznat se -10;-10 0;-20
zapirat -20;0 -1;-1

Zaporné uzitky si zde mtZeme piedstavit jako pocet let, které si dany hrac¢ (podezfely)
odsedi ve vézeni. Zdanlivé jasné z hlediska podezfelych "vitézi" kombinace (zapirat, zapi-
rat), ale pomoci metod feSenti, které si kratce uvedeme pozdéji, ukdzeme, Ze pokud by hraci
volili raciondlng, tak "spravné feSeni" dopadne pfesné opacné, nez bychom asi o¢ekavali.
Jedna se o jeden z nejzndméjsich ptikladii z oblasti teorie her.

P¥iklad 2.2.4. "Jestfabi a holubice":

jestfdb | holubice
jesttab -5;-5 10;0
holubice 0;10 5;5

I tato hra je zndamym piikladem a zajimaji se o ni pfedevsim biologové. Zkouma se totiz
chovéni agresivnich (jestfdbi) a pasivnich (holubice) jedinct v jedné populaci s tim, jestli
mtiZze dojit k jejich souZiti, ¢i nikoli. Skute¢né struktura uZzitka této hry ukazuje, Ze jedinci

Z Mz

budou mit "optimdlni" uzitek, kdyZ jen ¢ast populace bude agresivni a druhd ¢é4st pasivni

(viz [1]).



Ptiklad 2.2.5. "PIna spoluprace’- tato hra se nejcastéji objevuje v souvislosti s nejvyssim
stupném spoluprace (k tomu vice pozdéji). Pii jakékoli poc¢atecni volbé strategii vede struk-
tura uzitk( (opét pfi raciondlnim chovani hrac¢t) k tomu, zZe oba budou chtit spolupracovat.

spolupracovat | nespolupracovat
spolupracovat 10;10 5;-5
nespolupracovat -5;5 -10;-10

Definice 2.2.5 (Symetrické hry). Pokud maji oba hraci stejné strategie a pro kombinace
téchto strategif stejné uZitky, tak miZeme matici uZitkt zjednodusit. Matice ve své ptivodni
podobé bude vypadat takto:

A B
A|laa| b
B|¢b|dd

kde S = {A,B} aa,b,c,djsoujednotlivé uzitky.
V zjednoduseném tvaru pak vypada takto:

A|B
Alal|b
B|c|d

Hry, které maji dané vlastnosti, budeme nazyvat symetrické (viz [1]).

Nas samoziejmé bude zajimat, jak tyto hry feSit, to znamena jaka je z matematického
pohledu optimélni volba jednotlivych hra¢t. Existuji v tomto sméru rtizné koncepty, které
se lisi pfedevsim odliSnym vyznamem pojmu "optimélni". My se podivdme na ten asi nej-
zndméjsi z nich.

Definice 2.2.6 (Nashova rovnovdha). Kombinaci strategii budeme povazovat za Nashovu
rovnovdhu, pokud hraéi zménou vlastni strategie nemtizou zvysit vlastni uzitek (viz [6]).

Poznamka 2.2.5. V piipadé, Ze Nashovu rovnovdhu budou tvofit pouze Cisté strategie, tak
hovotime o ¢isté Nashové rovnovaze.



Poznamka 2.2.6. Pro pfipad dvou hracii s mnoZinami strategii S; a Sp, znamena tato defi-
nice, Ze pokud plati nésledujici:

u(sf,s;) > u(sllsé)lvsl €5
a zaroven
u(sy,s3) > u(si, s2),¥s2 € Sy

tak kombinace strategii (s}, s3) je ¢istou Nashovou rovnovdhou. Vychdzime zde z podob-
ného vyjadfeni pro smiSené strategie (viz [8]).

Podminky uvedené v pfedchozi pozndmce ndm rovnou ddvaji predpis pro zptsob fe-
Seni téchto her - optimalni kombinace strategii hra¢ti budeme hledat pomoci takzvané pod-
trhdvaci metody. Jeji princip si osvétlime na nésledujicim piikladu.

Ptiklad 2.2.6. Uvazujme znovu situaci z Pfikladu 2.2.3. Které strategie budou volit racio-
nalné se rozhodujici hraci?

Definice 2.2.6 a specidlné pro tento pfipad pak Pozndmka 2.2.6 ndm davaji jasny ndvod.
Znamend to, Ze pro pevné zvolenou strategii druhého hra¢e budeme pro prvniho hréce z
jeho strategii hledat nejvyssi uzitek, ktery podtrhneme (proto se tato metoda nazyva pod-
trhdvaci). To samé provedeme pro ostatni strategie druhého hréace, ¢imz ziskdme optimalni
"reakce" prvniho na jakoukoli strategii druhého hrace.

Cely tento postup opakujeme i pro druhého hréace. V nasem piikladu podtrhneme nésle-
dovné:

pfiznat se | zapirat
pfiznat se -10;-10 0;-20
zapirat -20,0 -1;-1

Z hlediska obecného blaha se zda byt nejlepsi kombinace (zapirat, zapirat). Oba ale maji
moznost si zménou strategie pfilepsit a proto se radéji pfiznaji, coz vede ke kombinaci (p¥i-
znat se, pfiznat se). V této konstelaci si vSak uZ nikdo vlastnim rozhodnutim pfilepsit ne-
miiZe a jednd se tedy o ¢istou Nashovu rovnovahu.

Poznamka 2.2.7. Samoziejmé existuji hry, které maji vétsi pocet Cistych rovnovah (napiiklad
pokud bychom Ptiklady 2.2.4 a 2.2.2 vyfesili podtrhdvaci metodou) stejné, jako existuji hry,
kde nenajdeme ani jednu ¢istou Nashovu rovnovahu.

Tusime, Ze kdyZ neexistuje ¢istd rovnovaha, tak ta nase "optimdlni reakce" bude lezet
nékde "mezi" ¢istymi strategiemi - dostdvame se opét ke smiSenym rovnovdhdm a tim i k
jedné z centrdlnich vét teorie her.

Véta 2.2.1 (Existence Nashovy rovnovahy). KazZdd (statickd) hra s konecnym poctem hrdcii dis-
ponujicim kone¢nym poctem strategii md minimdlné jednu Nashovu rovnovdhu. Tn miiZe byt Cistd,
ale i smisend (viz [8]).

Poznamka 2.2.8. Stejné jako pro hleddni ¢istych rovnovah existuje i pro hledani rovnovah
smiSenych koncept feSeni, ktery se nazyva funkce nejlepsi reakce (viz [1]).



Kapitola 3

Evolué¢ni dynamika - vyvoj spoluprace

3.1 Uvod

V piedchozi ¢asti jsme si zavedli zdkladni pojmy a v zdvéru i Nashovu rovnovéhu, ktera
je konceptem optimdlni volby pro jednordzovou situaci - hraci se potkaji a podle uZitkt se
rozhodnou. P¥ipadny "dalsi vyvoj" se neuvazuje.

V rdmci této prace ale praveé toto udélame. Co se stane, kdyz danou hru bude hrat daleko
vic hra¢h, neZ jen dva (tfeba nekone¢né mnoho)? Jaky nastane vyvoj, pokud v této skupiné
(budeme ji nazyvat populaci) se situace bude opakovat? Kam spéje populace za urcitych
okolnosti (to znamend pfi urcité konstelaci uzitkh) a které strategie maji z hlediska evoluce
nejveétsi Sanci pfezit?

Pfesné touto problematikou se zabyva evolucni teorie her a nas bude zajimat pfedevsim
vyvoj spoluprdce a urcity typ her - evolucni hry o spoluprici.

3.2 Evolu¢ni hry - zdkladni vlastnosti

Priitkopnikem myslenky evoluce byl zcela jisté Charles Darwin a jeho mySlenka o "zdatnosti",
kterd urcuje dalsi vyvoj jedince - ¢im vyssi zdatnost, tim vyssi je jeho Sance se v prabéhu ¢asu
prosadit [1].

Mozné i proto se v teorii her mluvi ¢asto o zdatnosti misto o uzitku, kdyZ se pohybu-
jeme v oblasti evolu¢nich her. N4s ale zajima pfedevsim vyvoj spoluprace, a tak si uvedeme

néasledujici pojem.

Definice 3.2.1 (Evolu¢ni hra o spolupréci). Symetricka statickd hra, kde mnoZina strategit
S = {spolupracovat(S), nespolupracovat(N)}, kterou hraji ¢leny populace (& populaci) a na
zékladé které se rozhoduje o dalsim vyvoji v ¢ase, nazyvame evolucni hrou o spoluprici.

Jak ale bude konkrétné dana statickd hra vypadat?



Zakladni podoba takové hry vypadd nasledovné: kde

S| N
Slal|b
N|c|d

a - odmeéna pro oba hréace, kdyZ spolupracuji (v literatufe s objevuje také r jako "reward"),

b - odména pro fadkového hrace za to, Ze spolupracuje, i kdyZ jeho protéjsek tak nekond
(objevuje se také s jako "sucker"),

n

c - uzitek fadkového hrace v piipadé, Ze neodola "pokuseni” nespolupracovat (objevuje se
také t jako "temptation"),

d - trest pro oba hréce za to, Ze nespolupracuji (objevuje se také p jako "punishment"”).
Poznamka 3.2.1. Na uzitky klademe ur¢ité pozadavky (viz [3]):
(i) a > d - pro hrace je lepsi, kdyz oba spolupracuji, nez kdyz nespolupracuji
(ii) ¢ > b-v pfipadé, Ze jen jeden z hract spolupracuje, tak je lepsi nespolupracovat
(iii) a > b A ¢ > d - nehledé na vlastni volbu je vzdy lepsi, kdyZ druhy hrac¢ spolupracuje
Z toho plyne nésledujici dileZzity vztah:
min{a,c} > max{b,d} (3.2.1)

Podivdme-li se na Pfiklady 2.2.2,2.2.3,2.2.4,2.2.5, tak vidime, Ze struktura uZzitku spliiuje
vztah (3.2.1). Samoziejmé existuje mnoho variaci téchto her a uZitky tedy nemusi byt stejné,
jako jsme zvolili v této praci. Dilezité je vsak, aby zménou uzitkt nedoslo ke zméné Na-
shovych rovnovah - poméry uzitkt tedy musi zistat stejné. Ve podstatné k témto 4 hram
muizeme shrnout do nasledujici tabulky (viz [3]).

poméry uzitkl nazev hry zkratka | Nashovy rovnovéhy
c>a>d>b | véziovo dilema VD (N;N)
a>c>d>b lov jelena L] (N;N) (S;S) + smisena
c>a>b>d | jesttdbia holubice JH (N;S) (5;N) + smisena
a>c>b>d | plnéspoluprace PS (55)

Tabulka 3.1: 4 hry o spolupréci - zdkladni vlastnosti

Jen na kombinaci strategii, které tvofi Nashovu rovnovédhu, vidime, Ze od VD smérem
k PS se postupné zvysuje stupeni spolupréce. I na zdkladé této skute¢nosti budeme tyto hry
déle zkoumat v situaci, kdy bude "propojeno” vice populaci.

Pro nds v tomto ohledu velice cenné je to, Ze miizeme bez Gjmy na obecnosti zvolit
a = 1;d = 0 (pro odvozeni této myslenky viz [3]). Hodné se ndm tak zjednodusi oblast



Obrazek 3.1: Znazornéni p¥ipustnych parametra b a ¢ pro hry VD, L], JH, PS, pokud zvolime
a=1,d=0

parametrti, kterou budeme pozdéji zkoumat - pro nase 4 hry je miiZeme znazornit tak, jak
to vidime na Obrazku 3.1.

V ramci této prace budeme pozdéji zkoumat pro takto "vhodné" zvolené parametry cho-
vani ¢lent populace. Jde pfedevsim o to, jakou tendenci bude populace mit, to znamen4,
jestli se bude posouvat spiSe ke spolupraci nebo naopak. Na Obrazku 3.2 vidime jesté tfeti
moznost, kde se populace mize ustalit. Mimo plnou a Zddnou spolupréaci miiZeme nara-
zit na takzvanou koexistenci, to znamen4, Ze v populaci "Ziji" najednou (v nasem pfipadeé)
spolupracujici a nespolupracujici. Stane se tak u her o spolupréci se smiSenou Nashovou
rovnovéihou (viz Tabulka 3.1).

x,=0%

Obrazek 3.2: Hodnoty, na kterych se populace miiZe ustalit véetné koexistence
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Jak ale zjistit, na které strategii se populace ustali? Tuto otdzku fesi fada koncepth a
nékolik z nich si pfedstavime v nasledujici ¢asti.

3.3 Koncepty a modely pro zahrnuti vlivu ¢asu

V tuto chvili je tfeba od sebe odlisit, ¢eho pfesné chceme dosahnout a jaké néstroje k tomu
pouZzijeme. My si zde pfedstavime 3 moZnosti, pfi¢emZ prvni dvé z nich si nazna¢ime, za-
timco té treti se budeme vénovat pozdéji podrobné. Pfedstavime si nasledujici:

(i) Hry s opakovénim,
(ii) Evoluc¢né stabilni strategie,
(iif) Modelovani dynamiky populace pomoci diferencidlnich rovnic.

U her s opakovanim plati jednoduchd myslenka: hraci maji pred sebou uréitou situaci
v podobé statické hry (napf. konstelaci VD). Jak ndzev napovid4, hra se bude opakovat, a
my musime pocitat s nejistotou uréenou parametrem 6 € (0; 1), ktery si mtizeme pfedstavit
jako trpélivost hrac¢t. Bude-li § "vysoké", tak bude hrac¢ trpélivy a za cenu nizstho uZitku
bude ¢ekat, nez dalsi hra¢(i) své rozhodnuti, at’ uz z jakéhokoliv dtivodu zméni, a on si
tim pfilepsi. MtZe se tak stat, Ze kombinace strategii, kterd neni Nashovou rovnovédhou v
"normadlni"statické hie, se stane rovnovahou za podminek té samé hry s opakovanim (vice
viz [8]).

Cela tato myslenka je pomérné jednoduch4, ale vadit nAm miiZe "nejistota" v podobé &
- budeme-li chtit modelovat vyvoj populace, ktera se rozhoduje ¢isté podle uzitk{i, musime
volit jinou moZnost.

Tou mtiZe napiiklad byt ta druhd jmenovand, kterd také patii k tém nejzndméjsim - evo-
lucné stabilni strategie (ESS).

Definice 3.3.1. UvaZujme strategii s* € S. Tato strategie bude evolucné stabilni, pokud Vs €
S\ {s*} bude splnéna jedna z nasledujicich podminek (viz [6]):

u(s*,s*) > u(s,s*)
NEBO
u(s*,s*) = u(s,s*) ANu(s*,s) > u(s,s)

Poznamka 3.3.1. Definici ESS dokdZeme vyjadfit slovy pfiblizné takto: strategie bude evo-
lu¢né stabilni, pokud se jedna bud’ o ostrou Nashovu rovnovahu nebo pokud nésledovani
jiné strategie s je pro nds nevyhodné - strategie je tim pddem odolnéd vtici invazi.

Poznamka 3.3.2. Tato definice plati obecné i pro smiSené strategie.

Jsme tedy schopni o ur¢ité strategii fict, jestli je evolu¢né stabilni, to znamend v dal$im
prabéhu ¢asu uz danéd populace nebude mit motivaci si zvolit jinou strategii.
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Budeme-li chtit vidét vyvoj, neZ populace dospéje (tfeba) k ESS, tak zas musime volit
jinou moZnost. Navic strategii mtiZe byt vic (budeme-li uvazovat smiSené strategie, tak jich
bude napiiklad nekone¢né mnoho) a urcit "kandidata" na ESS nemusi byt nutné jednoduché.

Ze tii vySe jmenovanych moZznosti ndm zbyla posledni, kde se do hry dostavaji dife-
rencidlni rovnice. AvSak pravé ony ndm dovoluji modelovat vyvoj populace v ¢ase. Jak ale
stanovit podminky pro to, jak jedinci populace budou ¢asem své strategie ménit? Pravé to
je klicovou otdzkou.

Dynamik totiZ existuje celd fada a kazda z nich m@Ze mit jiné podminky pro to, jak se
volby strategie v ¢ase méni (viz [4]). V rdmci této prace si pozdéji ukdZeme jednu z nej-
znaméjsich, takzvanou replikdtorovou dynamiku, kterou budeme modifikovat pro pouziti na
grafech.

12



Kapitola 4

Evoluc¢ni hry na grafech

41 Uvod

V této casti se podivame na evoluci z hlediska teorie her z trochu jiného thlu pohledu.
Doposud jsme uvazovali velkou (spojité aproximovanou) skupinu jedincti, populaci, kde
kazdy se mtiZe potkat s kaZdym a vSichni se mohou navzdjem ovlivnit - v populaci tedy
neni zddna struktura.

Predstavme si nyni situaci, kde mé populace jasné danou strukturu, kterd definuje, které
¢asti populace se mohou ovlivnit a které naopak vyvojem jiné ¢asti jedincti ovlivnény vi-
bec nejsou. V redlném Zivoté se to mtzZe dit napi. na zdkladé jazykové bariéry, struktury
spolecnosti atd.

Stejné, jako jsme schopni zkoumat vyvoj nestrukturované populace, tak tu samou pro-
blematiku lze pfenést i na grafy - strukturované skupiny jedincti. V této kapitole se tedy
sezndmime se zaklady takzvanych evolucnich her na grafech.

4.2 Zakladni princip

Z pohledu matematiky zde spojime dvé oblasti:

e evolu¢ni hry

o grafy

S prvni jmenovanou oblasti jsme se sezndmili v pfedchazejici kapitole a nés i zde budou
pfimo zajimat evolu¢ni hry o spolupréci.

Pfipomenme si tedy definici grafu.

Definice 4.2.1 (Graf, vrcholy, hrany). Dvojici G = (V, E), pficemz V je mnoZinou kone¢nou
aE C (}) kde

() = (nwyinyevaxy)
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nazyvame neorientovanym grafem. Prvky mnoZziny V budeme nazyvat vrcholy nebo také uzly
a prvky mnoziny E hrany (viz [2]).

Yevs

Poznamka 4.2.1. Pro pozdéjsi vyuziti v této praci si zde uvedeme jesté dalsi dva pojmy:
e graf se nazyva k-requldrni, pokud Vu € V : deg(u) =k,

e graf se nazyva tplny, pokud md jako hrany vSechny mozné neusporddané dvojice, to
znamend, Ze kazdy vrchol sousedi s kazdym. P¥i |V| = n zna¢ime takovy graf K,, (oba
viz [2]).

Otazkou je, kde se nase dvé jmenované oblasti potkaji aneb jak 1ze evolu¢ni hru spo-
jit s grafem? Pfipomertime nds problém, ktery jsme stanovili v tivodni ¢asti této kapitoly:
moznost zkouméni vyvoje evoluce na strukturované populaci.

Je ztejmé, Ze danou strukturu populace znadzornime pravé grafem - vrcholy tedy budou
reprezentovat kazdého jednotlivého jedince a hrany si miiZeme doslova pfedstavitjako spo-
jeni jedinct. Pravé v souvislosti s timto spojenim se objevi i evolu¢ni hry: jsou-li libovolné
vrcholy u a v spojeny hranou, tak to znamend, Ze dani jedinci spolu hraji statickou hru.

Uzitkovad matice ndim udava uZitky jednoho hrace pro ur¢itou kombinaci strategii. Jak ale
urdit uzitek jedince, ktery ma vic nez jednoho souseda, to znamenda dané hry se ticastni vice
hra¢t neZ jeden jediny? Na to navazuje dalsi otadzka: jak se pak bude kazdy hrac rozhodovat,
jakou strategii volit v dalsim prabéhu ¢asu?

4.3 Uzitky a zvoleni novych strategii

Reknéme si tedy nejprve, jak se u graféi uréuji uZitky kazdého jednotlivého jedince. Uva-
Zujme opét nasi symetrickou, statickou hru o spolupréci, kde S = {S,N}, v této podobé
(podrobné viz Definice 3.2.1):

N
Sl|lal|b
Nl|lc| d

Diky uzitkové matici vime, jaky uZitek budou mit oba hraci pro jakoukoli kombinaci
strategii. V piipadé, Ze libovolny uzel i bude mit vice neZ jen jednoho souseda, tak bude
hrét danou statickou hru s kazdym svym sousedem. Vysledny uZitek bude tedy souctem
soucint, ktery mhZe mit nasledujici dvé podoby:

(i) pokud bude hra¢ na uzlu i hrét strategii S, tak jeho uzitek bude:
u; = ka + (deg(i) — k)b,
(ii) pokud bude hra¢ na uzlu i hrét strategii N, tak jeho uZitek bude:

u; = ke + (deg(i) — k)d,

14



kde k je v obou p¥ipadech pocet sousedii hrajicich strategii S a a, b, ¢, d jsou uzitky pro ur¢ité
kombinace strategii (viz uZitkovd matice vyse v této ¢asti).
Urceni uzitkhi v praxi si ukdZeme na ndsledujicim ptikladu.

Ptiklad 4.3.1. UvaZujme uZitkovou matici, kterou jsme si pfipomnéli na zac¢atku této ¢ésti, a
pravidla, kterd jsme si stanovili pro urceni uzitki. Je tedy tieba vychézet ze strategie, kterou
si dany jedinec ("uzel") voli, a podle toho ur¢it jeho uzitek. Jednoduchou kontrolou pak je
celkovy pocet parametrd, ktery se v celkovém uZitku objevi.

V rdmci zndzornéni si pfedvedeme tento postup na velmi jednoduchém grafu s péti uzly.
Podle toho, jakou strategii dany jedinec hraje, zabarvime uzel tmavé, pokud spolupracuje
(to znamenad hraje strategii S) nebo nechdme bez barvy, pokud nespolupracuje (to znamena
hraje strategii N). UZitky jsou pak vepsané do jednotlivych uzla.

2c+d

c+ 2d

2c+d

Obrazek 4.1: Graf s 5 uzly - urceni uzitk

Jednorazové urceni uzitki tedy neni p¥ilis velkym problémem, pokud uzly daného grafu
nemaji p¥ili§ vysoky stupen. Jak ale budeme postupovat dal, to znamenad jak urc¢ime, kterou
strategii si bude kaZdy jedinec volit?

K této problematice najdeme v literatufe vice konceptti. My si pfedstavime tfi mozné
zpusoby, ¢i dynamiky, jak ur¢it dalsi vyvoj kazdého jedince, jako je najdeme napiiklad v
literatufe [7]:

1. narozeni-smrt
2. smrt-narozeni

3. imitace
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Zjednodusené feceno, kazda z téchto dynamik m4 jiné pravidlo pro stanoveni nové stra-
tegie. Prvni z nich vychdzi z myslenky, Ze v kazdém ¢asovém (diskrétnim) kroku vybereme
jedince, ktery se bude "rozmnoZovat". Tato volba probéhne v zavislosti na uZitku (zdatnosti)
jedincti a novy (narozeny) jedinec nahradi ndhodné vybraného souseda.

Ve své podstaté opacné vypada i dynamika "smrt-narozeni", kde nejdfive je vybran (opét
ndhodné) jedinec, ktery je nahrazen novym, jehoZ strategie se ur¢i podle uzitk(i soused.

V "imitaci" pak je vybrdn ndhodny jedinec, ktery bude nové volit svoji strategii. Ta se
urcuje podle sousedi dle velice jednoduchého pravidla: ma-li jeden ze soused vyssi uZitek,
nez zvoleny jedinec, tak "imituje" jeho volbu strategie. V opa¢ném pfipadé svou volbu ménit
nebude.

Vidime, Ze vSechna pravidla, jak stoji v [7], zahrnuji "ndhodny vybér". Jiz v pfedchozi
kapitole jsme ale vyjadfili cil modelovat evolu¢ni vyvoj ¢isté podle uZzitk bez vlivu prav-
dépodobnosti. Za timto tcelem dokdZeme upravit princip "imitace", kdyZ nebudeme volit
souseda ndhodné, ale dané pravidlo aplikujeme na vSechny jedince. Tato myslenka se vyu-
ziva v evoluc¢nich hrach na grafech ¢asto (najdeme ji tfeba v zdroji [6]).

Z této podoby imita¢ni dynamiky budeme v této praci déle vychazet a pravidlem pro
volbu nové strategie tedy bude, Ze u kazdého jedince budeme porovndvat jeho uZitek s
uzitky jeho sousedil - dany jedinec pak imituje tu strategii, kterd v tomto okoli p¥indsi nej-
vyssi uzitek, at’ uz jde o jeho vlastni nebo o jednu ze zkoumaného okoli sousedti.
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Kapitola 5

Novy model dynamiky spoluprace
v grafech

5.1 Uvod

V ptfedchozich kapitolach jsme se podivali na zaklady evolu¢ni dynamiky a pfedstavili jsme
si koncepty, které ndm mohou pomoci urcit vyvoj jedné populace v ¢ase. Pozdéji jsme zkou-
mali evoluci pro pfipad strukturované populace.

Nyni se pokusime spojit obé tyto problematiky do nového modelu - budeme chitit totiz
zkoumat situace, kde v jednom grafu jiZ nebudou jednotlivi jedinci, nybrz celé populace. V
ramci této préace se pak podivame detailné na jednoduchy graf a budeme sledovat, jak se
budou vyvijet volby strategii. Pozdéji si fekneme néco o vlastnostech nového modelu pro
jiné grafy.

Za timto tcelem si napfed zavedeme zndmy model pro jednu populaci, nez pozdéji pie-
jdeme na nas pfipad.

5.2 Uplné "nekonecné velké" grafy a aproximace replikatorovymi
rovnicemi

Uvazujme pro zacatek populaci, kde kazdy sousedi s kazdym. Odpovidalo by to tak struk-
tufe tplného grafu. Pro velikost této populace jdouci do nekone¢na mtizeme vyuZit jeden z
nejzndméjsich modeld v souvislosti evolu¢nich dynamik, takzvanou replikdtorovou dynamiku.
Tento model m4 ur¢ité vlastnosti (viz niZe), které budeme poZadovat i po naSem modelu,
kde spojime vice takovychto populaci do jednoho grafu.

Zpét ale k replikatorové dynamice. Vychazi z jiz dfive zminéné teorie zdatnosti a tedy
otazky "evolu¢niho vyvoje". Podivdme se tedy na samotny model.

Definice 5.2.1 (Replikdtorovd dynamika). Replikdtorovou dynamiku definuji takzvané replikd-
torové rovnice - soustava diferencidlnich rovnic prvniho fadu nasledujici podoby:

X; = (M(Si, f) — ﬂ(f))xi, (5.2.1)
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kde
s; - i-td strategie z mnoziny vSech strategii S = {s1,s2, ..., Sk}
x; - podil jedinct hrajicich i-tou strategii
X - vyjadfeni vSech typti jedinct v populaci
u(s;, X) - uzitek populace z i-té strategie p¥i zohlednéni volby ostatnich strategii
ii(X) - pramérny uzitek populace
Poznamka 5.2.1. Konkrétni odvozeni popisuje James Webb v této knize [8].

Ceho vlastné chceme dosahnout? Mluvili jsme o tom, Ze bychom chtéli modelovat cho-
vani populace s postupem c¢asu. Replikdtorovd dynamika ndm ale navic napovid4, kdy se
vyvoj ustali, to znamena, Ze ndm urdci, pro kterou konstelaci podilti x; jiz nenastane Zadny
vyvoj. Definujme si pravé v tomto ohledu dalsi dtleZity pojem - pevny bod.

Definice 5.2.2 (pevny bod). Konstelaci podilti x;, pro které plati, ze ¥; = 0, Vi, budeme na-
zyvat pevnym bodem (viz [8]).

Poznamka 5.2.2. Pokud populace dojde do konstelace pevného bodu, tak jiZ nenastane
zadny dalsi vyvoj.

Jiz dfive jsme si stanovili, Ze budeme sledovat vyvoj spolupréce - v ¢asti o evolu¢nich
hrach a Definici 3.2.1 jsme si fekli, Ze ndmi uvaZované hry budou mit pravé dvé strategie
- spolupréci a nespolupraci. Budeme-li uvazovat, Ze jedinci populace mohou vybirat jen ze
dvou strategii, tak se ndm cely tento model zjednodusi.

Poznamka 5.2.3. UvaZujme pro replikdtorovou dynamiku evolué¢ni hru a jeji typickou uzit-
kovou matici v podobé

N
Slal|b
N|c| d

Oznacime-li si podil spolupracujicich v populaci jako x, tak podil nespolupracujici ¢asti
dokédZeme vyjadfitjako 1 — x. TudiZ nemusime sestavovat dvé replikdtorové rovnice, pokud
chceme sledovat pouze vyvoj spolupréce, a vysta¢ime si s jednou. Pfi zohlednéni rozdéleni
uzitkdl stanovenych v matici vyse bude nase jedina rovnice vypadat ndsledovné:

%= (ax +b(1—x) — (ax® + bx(1 — x) + cx(1 —x) +d(1—x)?))x. (5.2.2)
Po jednoduché tpravé ziskame nésledujici podobu:

¥x=x(1-x)(x(a+d—b—c)+b—4d). (5.2.3)
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Poznamka 5.2.4. VSimnéme si, Ze z (5.2.3) vyplyva, Ze pokud maji hréci jen dvé strategie,
miiZeme za pevné body okamZité prohldsit x = 0 a x = 1. Na konkrétnim rozdéleni uZzitk
pak zavisi, jestli najdeme i tfeti pevny bod v podobé

L d
a+d—-b—c

Jak ale celd dynamika "funguje"? Klicovou roli pro uréeni budouciho vyvoje zde sehrava
¢ast rovnice (5.2.1), kterou nachazime v zavorce - rozdil uzitku z i-té strategie a pramérného
uzitku populace ndm dovoli si odvodit dilezité zdkladni vlastnosti tohoto modelu.

Nejprve si stanovme "povolené"” hodnoty x;. Po modelu chceme, aby nastal "néjaky" vy-
voj a zaroven dosazované hodnoty byly realistické. Podil populace hrajici urcitou strategii
se tim padem miiZze pohybovat pouze mezi 0 a 1. Otazku, zda volit otevieny ¢i uzavieny
interval, si zodpovime pfi pohledu na rovnici (5.2.1) - pokud bychom volili x; = 0 (pro hru
se dvéma strategiemi i x; = 1 viz (5.2.3)), tak bude ¥; = 0 a mdme konstelaci pevného bodu.
Proto budeme podily x; uvaZzovat v otevieném intervalu (0,1).

Pro tyto hodnoty dokdzeme odvodit nasledujici:

(i) pokud u(s;, x¥) —i(X) > 0, to znamend uzitek z i-té strategie je v&tsi nez pramérny
uzitek populace, bude platit téZ X; > 0 a jedincti i-tého typu bude tedy piibyvat,

(ii) pokud u(s;, X¥) —ii(X¥) < 0, to znamend uZitek z i-té strategie je mensi neZ pramérny
uzitek populace, bude platit téZ ¥; < 0 a jedincti i-tého typu bude tedy ubyvat,

(iii) pokud u(s;, X) — it(X) = 0, to znamend uzitek z i-té strategie je roven primérnému
uzitku populace, bude platit téZ x; = 0 a jedincti i-tého typu nebude ani ubyvat, ani
pfibyvat. Pokud toto plati pro vSechna i, tak jsme v takovém piipadé nasli pevny bod.

5.2.1 Populace spojené v grafu - potfeba nového modelu

Zatimco vypocet uzitku z urcité strategie a primérného uZitku je u tplnych, co se tyka veli-
kosti do nekone¢na jdoucich grafti celkem jednoduchou operaci, tak uz jsme si v pfedchozi
kapitole ukdzali, Ze pro netiplné grafy kone¢né velikosti se celd véc komplikuje.

Pro vyse uvedené tplné "nekonecné velké" grafy miizeme celou populaci popsat jiz uve-
denymi replikdtorovymi rovnicemi. Pro grafy netiplné se celd situace ale méni - uZitek jed-
noho jedince jiZz nezdvisi na celé populaci, ale tfeba jen na nékolika mélo dal$ich jedincich,
a pokud graf nebude regularni, tak se sestaveni uzitki jednotlivych jedinctit mtzZe i vyrazné
lisit.

Nyni se pokusime vSechny doposud v této praci uvedené oblasti spojit - budeme sle-
dovat vyvoj v situaci, kde spojime nékolik populaci do jednoho grafu. Pfenesou se nam
tak eventudlni problémy zminéné v pfedchozim odstavci na nas pfipad, jen jiZ nebudeme
uvazovat jednotlivé jedince, ale celou populaci. Jak jiz bylo uvedeno, tak pro populaci v
podobé "nekonecné velkého" tplného grafu pouzijeme replikatorové rovnice. Je ale zfejmé,
Ze diky jejich spojeni se budou populace vzdjemné ovliviiovat. Pro uréeni uZitku populace
tedy bude hrat roli i ur¢eni uzitkt v grafu, které jsme si predstavili v pfedchozi kapitole.
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Dojde tak k propojeni diferencidlnich rovnic pro "nekonecné velkou" populaci a "pro-
blémi" spojenymi s konstrukci uzitku ve hrach na grafech. Pokud stéle chceme sledovat
vyvoj volby urcité strategie, tak potfebujeme jiny model, neZ replikatorové rovnice. Musi
mit stejné vlastnosti, které byly uvedené v predchozi ¢asti, a zaroverni musi zohlednit i struk-
turu, ve které jsou populace spojeny.

5.3 Populace spojené v grafu - novy model spoluprace

V této casti se tedy pokusime o vytvofeni nového modelu, ktery zohledriuje vSechny nase
pozadavky kladené na vyvoj populace pfi urcité konstelaci uzitk v okoli.

Nejprve si ale nadefinujeme dvé okoli, kterd budeme pottebovat pozdéji bud” piimo v
této podobé nebo v podobném smyslu. Prvni bude mnoZina vSech uzl v, které maji od
zvoleného uzlu u vzdalenost 1 a budou tedy jeho sousedi:

Ni(u) = {v € V : dist(u,v) = 1}. (5.3.1)

Druhd mnoZina bude podobna té prvni s tim, Ze ted’ bude soucasti mnoziny i samotny
uzel u:
N<i(u) = {v e V :dist(u,v) <1}. (5.3.2)

Poznamka 5.3.1. Nebude-li stanoveno jinak, tak misto vyraz{ uzel a vrchol budeme pouZzivat
jednoduse slovo populace.

Obréazek 5.1 nam pro piiklad grafu v podobé cyklu znazornuje, kterymi uzly je (libo-
volny) uzel i ovlivnén, coz si objasnime jesté pozdéji. Zaroven ilustruje pro tento piipad i
jednotliva okoli N<3(i), N<1(i) a Ny ().

Nyni se dostaneme jiz k samotnému modelu. Nutno je podotknout, Ze nejde o "spravné"
feSeni nasi tlohy. Mizeme to vSak povazovat za koncept, se kterym se pokusime nase po-
zadavky co nejlépe splnit.

Novy model, ktery spliiuje v pfedchdzejici ¢asti pozadované vlastnosti a ktery bude sle-
dovat vyvoj spoluprace populaci v grafu, mtize vypadat takto:

2= (i — ;)% (1 — x;) (xi — %), (5.3.3)
kde
i - oznaceni uzlt (populaci) v grafu (i = 1,2,3, ..., |V]),
x; - podil spolupracujicich jedincti v i-tém uzlu,
u; - uzitek populace v i-tém uzlu (viz (5.3.4)),
i; - primér uzitkd vzhledem k uzlu x; (viz (5.3.8), (5.3.9)),

YjeN (i) xj'

X; - pramér z podilti spolupracujicich v okoli N1 (7). Plati, ze ¥; = Ney (7))
<1
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Obrazek 5.1: Znazornéni okoli uzlu i, které ma vliv na jeho dalsi vyvoj

Poznamka 5.3.2. Dtlezité je si zde povSsimnout jiného znaceni oproti replikatorové dyna-
mice (viz (5.2.1)) - vyznamnym rozdilem je, Ze i zde jiZ nepfedstavuje i-tou strategii, ale i-ty
uzel, u; uzitek populace na tomto uzlu a x; podil spolupracujicich v i-tém uzlu.

Z urcitého thlu pohledu v naSem modelu stéle pozname replikdtorovou rovnici. Abychom
si l1épe zndzornili rozdil, mtzeme u; a 1; rozepsat - pravé zde dochézi k zdsadnimu rozdilu
mezi naS$im modelem a replikatorovou dynamikou.

5.3.1 Uzitek jedné populace

Je dtilezité si uvédomit, Ze clen u; zahrnuje i okoli daného populace. Nastoluje se zasadni
otazka, jak napiiklad pfesné nastavit vliv sousedti. I pro tuto problematiku existuji koncepty
z evoluc¢nich her na grafech, které vyuZijeme i pro nés piipad.

Vénujme se tedy uZitku u;. Na zdkladé vyse uvedeného bude funkci, ktera ma tuto za-
kladni podobu:

U = f(xir f})/ (534)
kde
x; je podil spolupracujicich v i-tém uzluy,

X; jsou v8echna x; pro vechna j € Ny(i).
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Tento zptisob zapisu pravé ma naznacit, Ze na uZitek populace na i-tém uzlu maji vliv
vsichni jeji sousedé, podobné jako tomu je u her na grafech. Avsak zde je uZitek jedné popu-
lace daleko komplexnéjsi.

UvaZujme napiiklad situaci, kde jedna populace bude pievazné spolupracujici. Jeji sou-
sedé vsak nespolupracuji, a tak musi byt uZitek ze spolupréce logicky mensi. Vypocet funkce
f(xi,%;) v nasem pifpadé probéhne na zakladé soucinu jejich argumentti. Pfesnou podobu
si ihned upfesnime.

Do funkce f(x;, Xj) nyni zahrneme i klasické parametry z evolu¢nich her o spolupraci
(viz Definice 3.2.1).

Vyjadieni z (5.3.4) pak miizeme rozvinout do podoby

o .
f(.?Q,J?j) :axiZ]eNil(l')x] bxiZJGNl(l)( : x])
deg (i) deg (i) .
Yieni(i) ¥j Tjen i (1 — x7) 3.
+C(1—xl)W+d(1—x1) tes () '

Poznamka 5.3.3. Vypocet uzitku dle rovnice (5.3.5) je obecny postup. V kapitole o evoluéni
dynamice jsme si ukazali, Ze bez Gjmy na obecnosti miizeme polozita = 1;d = 0. Vypocet
se ndm tak zjednodusi na podobu:

L Yien() X Yien ) (1— xj) Yjen (i) Xj
f(x,, x]) = XIW —+ bxl deg(l) —+ C(l — XI)W. (536)

V krétkosti si pfedved'me konstrukci uzitk na ptikladu.

Ptiklad 5.3.1. Uvazujme graf, kde jsou populace spojené v cyklu. Chceme urcit uzitek pro
populaci (¢i uzel) i, jehoZ dva sousedy ozna¢ime i — 1 a i + 1 (viz Obrazek 5.1).
UZitek populace i pak bude mit tuto podobu (pfi zohlednéni Pozndmky 5.3.6):

Xi—1 + Xip 1—x1+1—x

= Xi—1+ X
f(xi/-xj> :xlf—f—bxi > +C(1—xi)M‘

2

Jak je i z pfikladu ztejmé, tak podilii x; bude pfesné tolik, kolik mé uzel i sousedii. O
poctu populaci j, které maji pfimy vliv na uzitek populace i, miizeme tedy fict, Ze bude
pfesné roven

deg(i) = [N (i)]. (5.3.7)

Nez se dostaneme k dalsi ¢asti, kde se budeme vénovat vice funkci i7;, tak se dostaneme
k jedné obecné problematice v oblasti evolu¢nich her na grafech.

Z (5.3.5) vyvodime, Ze pfi urceni uzitku populace i vyuzivdme primér z podili spo-
lupracujicich sousedti. Je to jeden ze zptisobd, jak u evolu¢nich her na grafech se dvéma
strategiemi pfistupovat k rozdéleni uzitki. Mimo zde pouzivany vypocet primeérem lze
vyuzit i zptisob agregace. V této praci budeme soucty x; primérovat, to znameng, Ze soucty
xjal— x;vydélime deg(i) (viz 5.3.5).

Pro grafy regularni, tedy ty, které tu pfevazné budeme uvazovat, je dokonce jedno, ktery
z dvou konceptt pouZzijeme (viz [3]).
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5.3.2 Primérny uZitek v okoli populace

V pfedchozi ¢asti jsme si osvétlili konstrukci uzitku u; a nékteré jeho zdkladni vlastnosti.
Dale si zavedeme druhou funkci pro primeérny uzitek v okoli populace i, ktery je v modelu
(5.3.3) znacen jako ii;:

i = g(xi, Xj), (5.3.8)
kde

x; je podil spolupracujicich v i-tém uzluy,
X; jsou v8echna x; pro véechna j € N<»(i) \ {i}.

Je zfejmé, Ze pramérny uzitek okoli kolem populace i dokdZeme uréit jako primér z
uzitktl vSech populaci, které se v daném okoli nachézi (tedy vcetné populace 7). Funkci #;
tak dokaZeme vyjadfit pro nds lépe uchopitelnym zptisobem:

. YjeN, (i) Uj

"o deg(i) +1 (5:39)

Podobnég, jako jsme si postupné stanovili dva zépisy u;, tak jsme provedli totéz pro ;.
Oba zptisoby vyjadieni primérného uzitku maji sviij smysl.

Srovname-li (5.3.4) a (5.3.8), tak zjistime, Ze v primérném uzitku i; vstupuji do modelu
i populace z mnoziny N> (i) - tedy uzly, které maji od uzlu i vzdélenost 2. Jedna se o velice
dilezity poznatek, ktery jesté vyuZijeme pozdéji mimo jiné pfi uréeni analytického feSeni.

Dale jsme si uvedli rovnici (5.3.9). Tento zptlisob vyjadieni primérného uZitku je vhod-
néjsi, pokud se zajimdme o vypocet 17;. Opét zde vychazime ze skutecnosti, Ze se populace
nachdazi v grafu a tedy na uZzitku "jednoho uzlu" maji vliv i jeho sousedé. Kdyz tedy chceme
urcit pramérny uZzitek jedné populace 17;, tak se nejednd o nic jiného, neZ primér z uzitka
v8ech populaci z mnoziny N<1 (7).

Poznamka 5.3.4. Neméné dtileZité je zde zamezit nedorozumeéni. Pro¢ v souvislosti s popu-
laci i mluvime také o populacich z N (i)?

Odpovéd’ nam dé rovnice (5.3.9). Z ni vyplyva, Ze musime urcit také uzitky populaci
j€ N1<l)

Pro libovolné j ma u; dle (5.3.4) podobu

uj = f(xj, ),
kde
x; je podil spolupracujicich v j-tém uzlu,
Xj jsou v8echna x; pro véechna k € Nj(j).

Pravé zde vidime hledany ditivod - populace z N, (i) vstupuji do modelu pti vypoctu
uzitku sousedti.
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Poznamka 5.3.5. Doposud jsme si uvedli uzitky, respektive funkce, pro u; a i;. Pojd'me si
shrnout doposud ziskané znalosti o nich ve vztahu na mnoziny Nj (i) a Na(i):

u; - vliv na uzitek populace i ma pouze nejblizsi okoli, to znamend pouze populace z mno-
ziny N (i)

ii; - opét zde vstupuji populace z Ny (i). Pravé pti vypocltu jejich uzitku se dostaneme i k
populacim z mnoziny N (i) (viz Pozndmka 5.3.4).

Populace z mnoziny Nj (i) tim padem maji pfimy vliv na uzitek populace i, zatimco popu-
lace z mnoziny N, (i) hraji roli jen pro pramérny uzitek okoli.

V rédmci replikdtorovych rovnic jsme vychdzeli z toho, Ze vliv vyhodnéjsi strategie se

$iff nap¥i¢ vSemi jedinci hned od pocatku, jelikoz celd populace je mezi sebou propojena
(uvaZujeme tplny "nekonecné velky" graf). Jak to dopadne pro na8 model?

Ur¢ité mame pfedstavu, jak by to mélo fungovat: vyvoj, ktery nastane v populaci 7, mo-
hou ovlivnit jen jeji sousedé a teprve pak se "pfipadny vliv" mhZe rozsifit do celého grafu k
ostatnim populacim. Pokud uzitek populace i bude vétsi, nez primeérny uzitek jejtho okoli,
tak se okoli bude snazit danou populaci, co se tyka volby strategie, napodobit - v principu
tedy stejné, jako tomu je u replikdtorové dynamiky. Teprve pak se muZe vyvoj rozsifit i do
zbytku grafu. Pokud naopak bude uzitek populace nizsi, nez primérny uzitek jejtho okoli,
tak naopak tato populace bude mit tendenci se pfizptisobit, a pravé ona bude ménit strate-
gii.

Tuto imitaci ndm zaruéi rozdil mezi uZitkem populace i a primérnym uzitkem (okoli
populace 7). To odpovidd vyraziim

u(s;, xX) — it(X) v replikatorové dynamice (viz (5.2.1)) a
u; — i; v naSem modelu (viz (5.3.3)).
Tudiz by zakladni vlastnosti replikdtorové dynamiky mély byt splnény i v naSem modelu.

Poznamka 5.3.6. Nesmime zapomenout na rozdil mezi replikdtorovymi rovnicemi a naSem
modelem. Nas model se vénuje vyvoji spolupréce v populaci, kterd je spojena s ostatnimi v
grafu.

Oproti tomu jde v replikatorové dynamice o vyvoj jedincti urcitého typu v jedné popu-
laci.

5.3.3 Zbyvajici ¢cleny v modelu

7z ¥z

Zbyvajici ¢ast rovnice (5.3.3) naopak zabrariuje tomu, aby se podil jedincli v populaci na
uzlu i dostal mimo interval (0, 1).

Sotva x; dosdhne hranice tohoto intervalu, tak na zdkladé konstrukce naseho modelu
bude x; = 0 a x; uz své hodnoty nezméni. Dojde na situaci, kde je populace sloZena bud’ jen
ze spolupracujicich nebo naopak ¢isté z nespolupracujicich.

Skute¢nost, Ze pak nedochdzi k Zddnému vyvoji, si miizeme pfedstavit ndsledovné: po-
kud bude populace na 100 % spolupracovat, tak zZadny z jedincti nemd vzor pro imitaci
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strategie "nespolupracovat”. Dand populace nespolupraci prosté neznd a pokud nepfijde
tato informace od sousedicich populaci, tak bude volit "spolupréci" i nadale.

Stejnou vlastnost ma i model replikatorovych rovnic (5.2.1), ¢ili i v tomto ohledu je nas
model (5.3.3) "svému vzoru" podobny.

5.4 Analytické urceni stabilniho feSeni

Model a jeho zédkladni vlastnosti jsme si jiZ popsali. Nés ale bude nejprve zajimat, kde se
jednotlivé populace ustéli, to znamen4, pro které podily x; jiz nenastane Zadny dalsi vyvoj.
Pokud budeme schopni takovéto podily urcit, tak nds bude zajimat, pro jaké parametry b a
c (viz Definice 3.2.1 a Pozndmka 5.3.6) budou populace mit tendenci k plné spolupraci nebo
naopak zZadna z populaci spolupracovat nebude.

Pfi pohledu na na8 model zjistime, Ze se jedna o diferencidlni rovnici prvniho ¥adu - pro
z toho vyplyvajici soustavu budeme postupovat nésledovné (viz [5]):

(i) najdeme staciondrni feSeni této soustavy - takZe takové podily x;, které fesi x; = 0
(ii) pro nalezena feSeni urc¢ime stabilitu podle prvniho pfibliZeni.

Které podily x; ale fes$i soustavu? Podivejme se jesté jednou na model, ze kterého bu-
deme vychazet.
X = (ui — 1) xi (1 = x;) (x; — %)

Prava strana rovnice je jednim velkym souc¢inem - bude ndm proto stacit, aby jeden z Cinitelt
se rovnal nule. Proberme tedy kaZdého ¢initele zvlast’ s tim, Ze se pokusime najit feSeni
jednotlivych ¢initeld:

u; —i1; = 0, pokud u; = 11; (toho docilit bude ale obzvlast’ u velkych grafti slozité),
x; =0,
1—x =0,pokud x; =1,

YjeNo (i) Xj
deg (i)

Rekli jsme si, Ze chceme sledovat vyvoj populaci a konkrétné to, jestli budou mit tendenci

x; — X; = 0, pokud x; = %;. Tento vyraz bude splnén, pokud x; =

k
plné spolupréci, tedy ¥ = (1,1,1, ..., 1)
nebo k Zddné spolupraci, tedy ¥ = (0,0,0, ...,0).
Vidime, Ze obé kombinace podilt jsou staciondrnim feSenim. Navic pfi pohledu na vyraz

Xi = Z]‘E;e\i;((;))] zjistime, Ze bude splnén praveé tehdy, kdyz x; = x, = x3 = ... = x,,, pokud

n=1|Vl|.
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Do této podminky zahrneme jiz dfive uvedené podily X pro plnou, respektive Zzadnou
spolupréci a ziskdme staciondrni feSeni, jehoZ stabilitu podle prvniho pfiblizeni urc¢ime v
dalsim kroku.

K tomu potiebujeme urcit Jacobiho matici, coz se mtiZe projevit obzvlast' u velkych grafti
jako celkem slozitd operace. Podivejme se tedy pfedtim na to, zda prox; = x; = x3 = ... =
X; = ... = X, se ndm nékteré vyrazy v naSem modelu nezjednodusi.

5.4.1 Uprava funkci pro dané stacionarni feseni

Zacneme na obecném uZitku jedné populace u; v této podobé (viz Pozndmka 5.3.6):

f(xi/fj) —x ZgNl(z') j 4 bxiZ]eNl(z)( : ]) M
eg(i) deg(i) deg(i)

Po dosazeni naseho staciondrniho feSeni dostaneme mnohem jednodussi vyraz, ktery bude
platit navic pro vSechny populace v grafu. Pokud misto x1, xp, x3, ... budeme psét jen x;, tak
muiZeme zapsat nasi funkci jako:

+c(1—x;)

f(xz-,f]-) = f(xl-) = Xi d;f;z;ﬁ + bxi deg(;z(él(z)_ xj) + C(l — xz)d;i;l(z;l,Vl eV.
flx;) =22 +x:(1—x)(b+c)VieV. (5.4.1)

Z toho plynou pro nas dva velice dtlezité poznatky:
(i) uzitek populace za danych podminek nezavisi na sousedicich populacich,
(ii) tvar uzitkové funkce bude pro vSechny populace stejny.

Postoupime dél k primérnému uZitku v okoli populace i; ve tvaru (viz (5.3.9)):

i} o LieNa(h) Y . .
U= g(xuxj) = W,V] S Ngz(l).
Vyuzijeme jiz ziskané znalosti (viz (5.4.1)) a opét se ndm tvar zjednodusi:
) o) - (deg() + ) f(xi)
g(xl’x])_g(xl)_ deg(l)+1 ,VZEV.

g(xi) = f(xj),Vie V.
Bude tedy platit, Ze
f(x;))—g(x;)) =0,Vie V. (5.4.2)
NeZ postoupime dal, tak se podivdme na pramér z podilt spolupracujicich v okoli x;, ktery
logicky taky pfejde na jednodusi tvar:
o (deg() +V)xi

Z toho plyne opét, Ze
xi—x%=0,VieV. (5.4.3)
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5.4.2 Urceni Jacobiho matice pro dané staciondrni feSeni

Pro urceni prvka Jacobiho matice vyuZijeme znalosti ziskané v pfedchozi ¢asti. Podivejme
se nejprve na prvky, které se nachdzi na diagonale - z hlediska vypoctu tusime, Ze pravé ony

Pfi derivovani musime mit na zfeteli, Ze nd$ model je sou¢inem dvou soucinti. Budeme-li
opét vychdzet z populace i, tak prvek patfici k diagonéle Jacobiho matice bude mit podobu:

280 _ (L) 080 ) g1 ) )+

deg(i) (5.4.4)

(f (i) — g(xi))xi( (1 — x»deg(f)ﬂ —(xi—E) VeV
Aplikujme vztahy (5.4.2) a (5.4.3) - prvky na diagondle tim pddem budou vSechny nulové,
jelikoZ v obou velkych soucinech z (5.4.4) je jeden z Cinitelt nulovy. Celé si to zndzornime
na ndsledujici (zkracené) rovnici

gXZ = ((a{)(x.i) B aga(x.i))xi + f(xi) — g(xi)) (1 — x3) (xi — %) + (f (xi) — g(x1)) xi..
X; X; X; ~— ——

ox; .

— =0, % 5.4.5

o, Vie (5.4.5)
Pokratujme nyni u populaci z mnoziny Nj (i). V parcidlni derivaci budeme &ast x;(1 — x;)
uvazovat jako konstantu. Pro tyto populace bude mit patti¢ny prvek v Jacobiho matici na-
sledujici tvar:

a%;
ax]-

= (1 =) (U5 P8 ) 4 (7 () — g(00) g ¥ € M), i e v
(5.4.6)

VyuZijeme zde stejné vztahy, jako pfedtim, a opét bude vysledkem, Ze tyto prvky Jacobiho
matice jsou nulové:

e = (=) CHE - ) 1 ) (1) — gto) 0
gz =0,Vj € N (i),VieV (54.7)

Nasleduji sousedici populace z mnoziny N,(i). Pro tyto populace bude pfislusny prvek v
Jacobiho matici mit jesté "jednodussi" podobu:
ox;

0g(x; N
= (1 —x) o — ) (- ) vk e NG, vi e v (5458)
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OkamZité vidime, Ze i tyto prvky budou nulové - sta¢i ndm k tomu vztah (5.4.3):

ax,‘ o ' ' o ag(xl)
oy = xi(1—x; (x xll( 9x; )
=0
0X; N
— =0,Vk € Np(i),Vie V (5.4.9)
axk

Jak budou vypadat ostatni prvky Jacobiho matice? Bez toho, abychom si urcovali jejich tvar,
jako jsme to délali u populaci z mnoziny N<, (i), mtzeme prohlésit, Ze budou taktéZ nulové.
Dokazuje to konstrukce celého modelu - jiz dfive jsme si uvedli, Ze populace, které jsou v
grafu vzdélené vice, nez dvé hrany, se v rovnici pro x; neobjevi (viz Poznamka 5.3.5).

Vysledkem tedy je, Ze pro staciondrni feSeni x; = x = x3 = ... = X; = ... = X, bude
Jacobiho matice nulové, a tedy neni mozné ucinit jednoznacny zavér o stabilité tohoto sta-
cionarniho feSeni.

5.5 Hledani stabilnich feSeni pro jednoduchy graf

Pro jinou konstelaci podilt, neZ v pfedchozi ¢ésti, je hledani analytického feSeni pomérné
obtizné. Na piikladu jednoduchého grafu si tak pfedvedeme, jak hledat stabilni feSeni po-
moci numerického vypoctu. Ten provedeme v programu MATLAB.

Pro hledéni takovychto feSeni vyuZijeme dva typy grafti:

(i) vykresleni takzvané teplotni mapy, ktera zndzorni podily spolupracujicich po zvole-
ném case

(ii) vykresleni trajektorii jednotlivych podilt spoluprdce pro zvoleny ¢as (pro kontrolu
teplotni mapy).

Jak ale budeme postupovat, kdyz analyticky nedokdZeme urcit stabilni feSeni? Budeme
se orientovat pfedev$im na oblasti pfipustnych parametrti b a c proa = 1;d = 0 (viz Obra-
zek 3.1).

7N

3
///”7\\\ // S
1 2
N S/ NS

Obrazek 5.2: K3 - tiplny graf se tfemi vrcholy
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Daéle budeme srovnéavat nase vysledky s tim, co stoji ve zdroji [3]. Autofi nasli mimo jiné
pro uplny graf K3 (viz Obrézek 5.2), ve kterém jsou na rozdil od nds spojeni jedinci a ne
populace, ndsledujici oblasti atrakce (ndzvy her dle Tabulky 3.1):

e plnou spolupraci zasahujici do her PSa L],
e zadnou spolupréci zasahujici do oblasti hry VD a vétsi ¢sti oblasti L] a JH,

Navic v oblastech JH a PS je bila oblast, kde se ziejmé nachdzi urcita koexistence.

Pfesné na to my se pokusime navdazat s nasim modelem pro populace. Nebudeme sice
hledat oblasti atrakce pro stejné velké podily, ale mZeme zkousSet "podobné velké" podily
jako pocate¢ni podminky. Pokusime se taky najit v naSem modelu koexistenci.

Budeme tedy vychézet z grafu K3. Ukazme si nejprve, Ze i v naSem ptipadé bude pro
oblasti pfipustnych parametrii b a ¢ pfevaZovat nespoluprace. Pro obrazky v této kapitole
plati, Ze cervend znamend nespolupréci x; = 0, zelena spoluprdci x; = 1 a erna koexistenci
X =~ O, 5.

(a) 1. uzel (b) 2. uzel (c) 3. uzel

Obrazek 5.3: Teplotni mapa spoluprace vsech populaci pro celou oblast parametri b a c -
pocétecni podminky x; = 0,49;x, = 0,5;x3 = 0,51

Na Obrazku 5.3 vidime velmi podobné vysledky, jako ve zminéném zdroji [3]. N4$ mo-
del ma ale zcela jisté horsi predpoklad pro spolupréce, nebot’ zddnliva oblast koexistence
sahd do oblasti JH jen z malé ¢4sti.

Pokud chceme mit jistotu, Ze populace své hodnoty jiz nezméni, ddme do programu
simulace zastavovaci podminku, kterd ukonci simulaci, pokud hodnoty za urcity ¢as ztsta-
nou s urcitou odchylkou stejné.

N4&s jednoduchy model se typicky ustaloval do ¢asu ¢ = 10.000, vykreslované hodnoty
jsou pro jiZ ustalené stavy v t = 100.000. Podivejme se naptiklad na libovolnou hodnotu z
¢erné oblasti druhé populace (viz Obrazek 5.4).

Pro nas tedy nema cenu diikladngji zkoumat oblast parametrti her VD a L], ale budeme
se vic vénovat té "zajimavé" ¢asti - 2. uzel naznacuje vyskyt koexistence pro oblast, kde
1. uzel ukazuje nespolupraci a 3. uzel spolupraci. Pravé na tuto ¢ast se podivame bliZe a
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Obrazek 5.4: Trajektorie podilu spolupracujicich x; pro b = 0,9;¢ = 1,4 - pocate¢ni pod-
minky x; = 0,49;x, = 0,5;x3 = 0,51

1,7

-0,5

@) x; =0,09x =0,1;x3 =0,11 (b) x; = 0,29;x3 = 0,3;x3 = 0,31 (c) x; = 0,89 %3 = 0,9; x3 = 0,91
Obrazek 5.5: Teplotni mapa spoluprdce v druhych uzlech pro celou oblast parametrti b a c.

Pocate¢ni podily stoji pod piislusnym obrazkem

vyzkousime, zda pro jiné pocdte¢ni podminky vyjde stejny vysledek nebo jestli se naopak
oblasti spoluprace zméni.
Z Obréazku 5.5 dokdzeme vy¢ist dva zajimavé poznatky:

e oblast koexistence se pii zméné pocatecnich podilti neméni,

e Cim vétsi (v tomto piipadé) xo), tim vétsi je oblast atrakce pro spolupraci, kterd zasa-
huje do oblasti L].

V prvnim ptikladu jsme volili pocate¢ni podminky pfiblizné stejné kolem podilu spo-

lupréce 0,5. Zkusme tedy volit podil spoluprace, kolem kterého se ostatni poc¢ate¢ni podily
nachézeji, postupné mensi a pozdéji vétsi. Vykreslime si pak teplotni mapu spoluprace pro
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(a) X1 = 0,75;9(2 = 0,5;X3 = 0,25 (b) X1 = 0,9;9(2 = 0,5,'3(3 = 0,1 (C) X1 = 0,99;3(2 = 0,5;X3 = 0,01

Obrazek 5.6: Teplotni mapa spoluprace v druhych uzlech pro celou oblast parametrti b a c.
Pocétecni podily stoji pod ptfislusnym obrazkem

e

populaci, jejiz pocate¢ni podil lezi "mezi" poc¢ate¢nimi podily ostatnich. Vysledek vidime na
Obrazku 5.5.

Zda se tedy, Ze oblast koexistence v naSem pfipadé skutecné existuje. O to cennéjsi je, Z
se tato oblast nezmensuje ani nezvétsuje, kdyz ménime pocatecni podminky. Navic model
reaguje realisticky v tom ohledu, Ze pii celkové vyssich pocate¢nich podilech spoluprace
(teplotni (c) a (d) v Obrazku 5.5) je také oblast atrakce pro spolupraci vétsi.

Fungovani modelu jsme prozkoumali pro piipad, kdy jsou jednotlivé podily spolupra-
cujicich x; pfiblizné stejné. Zkusme nyni udélat pravy opak a zkoumat vliv rostouciho roz-
dilu mezi hodnotami x;.

V Obrézku 5.6 vidime jizZ zminénou oblast koexistence, ale pfedevsim vidime, Ze rostouci
rozdil mezi podily vede k tomu, Ze se ndm v oblasti L] tvoii zajimavy "pds nespolupréce”,
ktery v zdroji [3] k vidéni neni. Zd4 se tedy, Ze se ndm pomérné silné nastavend zavislost na
sousedech tady projevuje celkem zietelné.

Kdyz vSe shrneme, tak mtiZeme fict, Ze v porovnani s vysledky ze zdroje [3] "funguje”
nas model piiblizné stejné - oblasti atrakce a koexistence se nachazi ve stejnych mistech. Co
se spoluprace tyce, je, jak zminéno, nd$ model urcité "horsi", coz zavisi i na vysokém vlivu
sousedicich populaci, ktery je nastaven v tomto modelu. Navic se zd4 byt neménna oblast
koexistence v podobnych mistech, jako v literatute [3].

Dosahli jsme i novych vysledkii v podobé oblasti atrakce nespoluprace uprostted oblasti
atrakce spoluprace, ktera silné zdvisi na tom, jak volime pocate¢ni podminky - ¢im riizno-
rodéjsi konstelace populaci je, tim pestiejsi je i vyslednd teplotni mapa.
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Kapitola 6
Zavér

V této praci jsme se snaZili postupné od zakladi teorie her dojit k jiZ pomérné slozitym
strukturdm - zacali jsme na definici pojmu "hra" a na zavér dosli az k modelovani chovani
mezi sebou propojenych populaci.

Predstavili jsme si nejdtilezitéj$i koncepty a principy, jak teorie her fesi urcité situace, kdy
dojde k jednordzovému rozhodnuti - v souvislosti s touto problematikou jsme si pfedstavili
Nashovu rovnovahu.

Jak bylo fe¢eno v tivodu, tak teorie her nezkouma jen tyto zédkladni a pomérné jednodu-
ché tlohy. Podobné jsme pokrodili i v této préci a ukédzali jsme si na p¥ikladech ze zakladd,
Ze podle nich se da hodnotit z ur¢itého thlu pohledu i evolu¢ni vyvoj. Zaméfili jsme se
na spoluprdci a jeji vyvoj a dostali jsme se tak definitivné do oblasti evolu¢nich dynamik.
Evoluce je z ¢ésti i ndhodn4, a tak jsme se sezndmili s nékolika koncepty, které pravé tento
princip zahrnuji. Nicméné my si ukézali cestu, jak toto "obejit"a vytvofit deterministicky,
to znamena "predvidatelny" model. Ukdzali jsme si taktéZ, jak se da evoluce "pfedvidat" na
grafech - jedna z moZnosti v tomto ohledu je Siroce vyuZzivand imita¢ni dynamika.

Pravé ona se stala klicovou v dalsi ¢asti této préace, kde jsme si pfedstavili novy model
pro vyvoj spoluprace. Pfedtim jsme si ukédzali replikatorovou dynamiku a princip, na kte-
rém je zaloZena. Detailné jsme si rozebrali, jak se u ni ur¢uje jiz zminény "budouci” vyvoj, a
presné na tomto zdkladu jsme postavili nd$ novy model.

Vychézeli jsme z toho, Ze chceme modelovat chovani populaci, které jsou spojeny v
grafu, a v podstaté ze vSeho, co jsme si do tohoto okamZiku v praci uvedli, jsme néco pfe-
vzali do nového modelu - doslo tak ke spojeni modelu pro nekone¢né velké populace a
oblasti evolu¢nich her na grafech. Patfi¢né jsme si pak hotovy model popsali, nez jsme ho
zacali "zkouSet" - nejdfiv analyticky a pak prakticky.

V obou moZnostech se skryvaji moZznosti pro dalsi vyzkum. Narazili jsme na zajimavé
vysledky a pfedevsim skute¢nost, Ze oblast atrakce nespoluprace byla v nékolika p¥ipadech
svirand oblasti spoluprace, coz ddva podklad pro dalsi zkoumadni, napfiklad: D4 se zminéna

vvvvvv
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