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Abstrakt

Tato bakalarska prace je zaméfena na studium nelokalni nelinearni
okrajové tlohy s parametry ve tvaru

—u" = du, u=u(x),z € (0,)
u(0) =0,

(/O”(Iﬁ)p dx>’l’ _ (/(;T(u—)q dx)é.

Studujeme existenci a jednoznacnost prvniho vlastniho ¢isla zjednodu-
Seného modelu, kdy uvazujeme p = 1, respektive g = 1.

Poté odvodime rovnice, které popisuji bodové spektrum této tlohy.
Zavedenim p = 1, respektive ¢ = 1 je znovu zjednodusime a diskutu-
jeme jejich Tesitelnost.

Kli¢ova slova: vlastni ¢isla, okrajova tiloha, nelokalni okrajova uloha,
Fucikovo spektrum

Abstract

This Bachelor thesis is devoted to study of a parameter dependent
nonlocal nonlinear boundary value problem

—u" = du, u=u(x),z € (0,)
u(0) =0,

(/O”(w)p dm)]i _ (/0”<u—)q dx>‘1*.

Our aim is to study the existence and uniqueness of the first eigenvalue

of simplified model while we consider p = 1 and ¢ = 1, respectively.
We deduce equations that describe the point spectrum of this model.

Afterthat, while considering p = 1 and ¢ = 1, respectively, we simplify

these equations and discuss their solvability.

Keywords: eigenvalues, boundary value problem, nonlocal boundary

value problem, the Fuéik spectrum
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UVOD

Pii studiu obycejnych diferencidlni rovnic se lze vydat dvéma hlavnimi
sméry. Jeden z nich tvoii vyzkum pocatecnich tloh a s nim spojend teo-
rie dynamickych systému.

Druhou cestou, a také tou, kterou volime v této praci, je studium okra-
jovych tloh. Okrajova tuloha muze byt zavedena nejruznéjsimi zpusoby,
vzdy se ale jedna o diferencialni rovnici, ke které jsou pfipojeny dodatecné
podminky na funkci, kterd diferencidlni rovnici vyhovuje.

Muzeme pozadovat, aby feseni tlohy spliovalo pfedepsané podminky v
pfedem danych bodech. Potom hovoiime o tzv. m-bodové okrajové tloze
(z angl. multi-point boundary value problem). Takové tlohy nachdzi své
uplatnéni v mnoha realnych problémech.

Okrajovou tlohu lze ale zavést i jinak. Je mozné upustit od ,,bodovych
okrajovych podminek a muzeme pozadovat splnéni néjaké podminky na celé
mnoziné, kde takovou tlohu fesime. To ddva moznost vzniku tzv. nelokalnich
uloh, ve kterych vystupuje integrdlni podminka. Pfedepisuje tedy, jak se
feSeni chova na celém intervalu.

Nelokalni ulohy jsou z naseho pohledu pomérné malo studovanou oblasti,
vétsina autorii se totiz soustfedi spise na m-bodové tlohy. Nelokdlni pak
zustavaji v ustrani. V na8i praci se budeme zabyvat zobecnénou nelokalni
ulohou s parametry.

Préace je rozdélena do péti kapitol nédsledujicim zpusobem:

V prvni kapitole zadefinujeme a pfipomeneme pojmy, které nemusi byt
obecné znamé a pomohou Ctenafi ve snazsi orientaci textem.

V druhé kapitole poprvé seznamime s tlohou, kterou se budeme zabyvat.
Podame feSeni diferencialni rovnice, kterd pfislusi této tloze, a v dalsich
¢astech budeme na toto fesSeni odkazovat.

Tteti kapitola bude slouzit jako prvni ivod do problematiky Dirichletovy,
respektive nelokalni, ilohy. Uvedeme dva vysledky, které jsou sice znamé a
prozkoumané, ale budou pfedstavovat zajimavé propojeni s tilohou, kterou



budeme studovat ve ¢tvrté kapitole.

V ni zavedeme zobecnénou nelokdalni tlohou s parametry, kterda bude z
takové tlohy, nacez nésledné navazeme pii studiu jejtho bodového spektra.
V této kapitole také uvedeme, jak se tloha chova pro specialni volbu para-
metrl, pripadné pii limitnich prechodech.

V posledni, tedy paté, kapitole nastinime tivod do zajimavého zobecnéni
okrajovych uloh — tzv. Fucikova spektra, které se v posledni dobé stalo
intenzivnéji studovanou oblasti.



KAPITOLA 1

PRIPRAVNA CAST

V nékterych ¢astech dalsiho textu budeme pracovat s pojmy, které nemusi
byt obecné znamé. Tuto kapitolu tedy vénujeme zavedeni potiebného teo-
retického aparatu.

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1 (Funkce Beta)
Necht z,y > 0 jsou redlné parametry. Funkci Beta definujeme ptedpisem

™

Bla,y) = 2 /0 * (sin0)* ! (cos )2 d. (1.1)

Obrézek 1.1: Funkce Beta



V nékteré literatute byva funkce Beta také oznacovana jako tzv. Eulertv
integral prvniho druhu.

Definice 1.2 (Funkce Gamma)
Nechf z > 0 je realny parametr, potom funkci Gamma definujeme pfedpisem

I'(z) = /000 et dt. (1.2)

l l Ly,
\_ 0.5 1.0 1.5 2.0 )

Obrazek 1.2: Funkce Gamma
O funkci Gamma se také nékdy hovoii jako o tzv. Eulerové integralu
druhého druhu. Jeji ilustraci uvadime na obrazku 1.2.

Poznamka 1.3 (O specidlnich funkcich)

i) Obé definované funkce lze obecné zavést i pro komplexni parametry.
Pro nase ucely postaci, budeme-li wvaZovat pouze redlné hodnoty.

ii) Obé predchozi definice lze modifikovat zavedenim vhodné substituce
v prislusnych integrdlech.

Véta 1.4 (O rozvoji podilu funkei Gamma)
Necht z > 0. Potom

T(z+3) 1 1 5
e 1— — 1.
I'(z) \/§< 82 T 1282 T 10248 T > (13)
DUKAzZ. Viz. [2]. O

Na obrazku 1.3 je vykreslen rozdil

W—ﬁ(l—lJr L0 >

) =1 82 12822 ' 102423
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ktery predstavuje chybu aproximace podilu funkci Gamma rozvojem (1.3).
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Obrazek 1.3: Chyba aproximace podilu funkci Gamma.

Lemma 1.5 (Vztah mezi funkcemi Beta a Gamma)
Necht z,y > 0, potom pro funkce Gamma a Beta plati vztah

I'(z)l(y)
B(z,y) = —29 1.4
(@) = [ (1.4
DUKAZ. Lze nalézt v [5)]. O
Lemma 1.6 (Vztah funkce Gamma a faktoridlu)
Necht n € NU {0}, potom Ize psdt
I'(n+1)=nl (1.5)
DUKAZ. Z definice (1.2) plyne
+oo
I'n+1) = / t"e " dt.
0
Integraci per partes dostaneme
+ oo
T(n+1)=[—t"e"];" + n/ t"le”" dt.
0
Vyraz [—t”e*t] a-oo je roven nule, nebof lim —t"e ! = 0. Vyuzijeme-li
t——+o00
znovu definici (1.2), dostaneme vztah
'n+1)=n-T'(n), (1.6)

ktery je platny obecné pro n > 0.

Z (1.6) a rovnosti
+oo
I'(1) :/ e tdt =1,
0



lze pro n € N rekurzivné odvodit

I(3)=2-T(2) =2=2,

T(4)=3-T(3) =32 =3I,

I'(n+1)=nl (1.7)
Vztah (1.5) je tedy dokazén. O

Definice 1.7 (Kladné a zdporna ¢ast funkce)
Necht f(z) je redlnd funkce a D(f) definiéni obor této funkce. Potom klad-
nou, respektive zapornou cast funkce f definujeme predpisem

fE(x) := max{£f(x),0}, Vz € D(f). (1.8)

Tlustraci kladné a zaporné ¢asti realné funkce uvadime na obrazku 1.4.

f(x) fr f
pvx pix .

Obrazek 1.4: Funkce s jeji kladnou a zdpornou ¢asti.

Definice 1.8 (Vlastni ¢islo diferencidlntho operdtoru)
Necht L je diferencialni operdtor. Potom vlastnim ¢islem operdtoru L ro-
zumime takovou hodnotu A, pro kterou existuje netrividlni feSeni rovnice

Lu = \u. (1.9)

Definice 1.9 (Vlastni funkce diferencidlniho operdtoru)

Necht L je diferencidlni operdtor a A jeho vlastni ¢islo. Potom nenulo-
vou funkci u, kterd fesi rovnici (1.9), nazveme vlastni funkei operdtoru L
prislusnou vlastnimu ¢&islu A.

Definice 1.10 (Bodové spektrum)
Mnozinu vSech vlastnich ¢isel operdtoru L budeme nazyvat bodovym spek-
trem operatoru L.



KAPITOLA 2

DIFERENCIALNI OPERATOR

Definujme obycejny diferencialni operator L predpisem

Lu = —u", (2.1)
D(L) :={u € C*((0,7)) N C([0,7]) : u(0) = 0}.

Uloha, kterou se budeme zabyvat, ma v operatorovém zapisu tvar
Lu = M, u=u(x). (2.2)

Resenfm této tilohy budeme rozumét klasické feent, tedy takovou funkei u,
ktera spliiuje rovnici (2.2) bodové pro vsechna = € (0,7) a navic vyhovuje
okrajové podmince v (2.1). Druhou okrajovou podminku budeme postupné
modifikovat.
Naleznéme tedy nejprve feseni tlohy (2.2). Hledejme obecné feseni dife-
rencialni rovnice
w4+ M =0, (2.3)

které ocekavame ve tvaru
u(z) = e*. (2.4)

Po dosazeni do (2.3) dostavdame po vydéleni nenulovym vyrazem e®* cha-
rakteristickou rovnici zavislou na parametru A ve tvaru

a® + 1 =0. (2.5)
Nyni bude nutné rozlisit t¥i piipady.

1. A=0:
Pro nulovou hodnotu parametru A bude mit charakteristickda rovnice



dvojnasobny nulovy kofen, fundamentalni systém feSeni diferencialni
rovnice (2.3) tvorf funkce 1, x a obecné feseni lze tedy zapsat ve tvaru

u(z) = a1z + ca, (2.6)
kde c¢1,c0 € R.

2. A>0:
Pokud A nabyva pouze kladnych hodnot, charakteristicka rovnice ma
dva komplexné sdruzené kofeny a2 = +V\i a realny fundamentdalni
systém feseni tvoii funkce sin VAz a cos VAz. Obecné fesent lze pak
zapsat ve tvaru

u(x) = ey sin vV Az + ¢ cos VA, (2.7)
kde ¢1,c0 € R.

3. A<0:
Pro zidporné hodnoty parametru A ma charakteristickd rovnice dva
realné kofeny a2 = £v —\, fundamentalni systém feseni tvoii funkce
eV 4 e7VAT Funkee
u(z) = kyeV ™ 4 kpe VAT
kde ki, k2 € R, potom Fesi rovnici (2.3) pro A < 0.
Funkci u lze s vyuzitim exponencialnich definic hyperbolickych funkci
prepsat do tvaru

u(z) = ¢ sinh vV—Ax + ¢z cosh vV — Az, (2.8)

kde jsme zvolili

c1+ 2
klz 2 )
co — C1
k2: 2 )

acy,co €R.

Zabyvejme se nyni pozadavkem u(0) = 0 v definici operdtoru L. Opét je
nutné postupovat v zavislosti na parametru A. Postupnym dosazenim tohoto
pozadavku do (2.6), (2.7) a (2.8) zjistime, ze konstanta ca musi byt nulova
ve v8ech studovanych piipadech a feSeni tlohy (2.2) ma tvar

ax pro A =0,
u(z) = { ¢1 sin vV z pro A > 0, (2.9)
c1sinhvV—=Ax pro A <0,

kde c1 € R.

10



KAPITOLA 3

ZNAME ULOHY NA VLASTNI CISLA

V této sekci uvedeme tulohy na vlastni ¢isla, jejichz bodové spektrum je
jiz znamé. Ukazuje se, ze tloha, kterou se budeme zabyvat déle, sdili fadu
zajimavych vlastnosti pravé s témito prozkoumanymi tlohami. Ptislugné
véty uvadime pro uplnost i s patficnymi dukazy.

3.1 Dirichletova okrajova tuloha

Prvni dlohou, které je dobré vénovat zvlastni pozornost, je okrajova tiloha
Dirichletova typu, tedy
Lu = M\u,
{ )

u(m) =0,

kde L je operétor definovany v (2.1). Ze znalosti obecného feseni tlohy (2.2),
které jsme uvedli v kapitole 2, je mozné snadno urcit vlastni ¢isla a k nim
piislusné vlastni funkce ulohy (3.1).

Véta 3.1 (O bodovém spektru Dirichletovy tlohy)

Vlastni ¢isla Dirichletovy okrajové tilohy (3.1) tvori rostouci posloupnost
A\, = n?. K nim prislusné vlastni funkce maji tvar un(x) = cpsinnzx, kde
n € N.

DUKAZ. Resenf tilohy (2.2) mé tvar
c1x pro A =0,
u(z) = { ¢ sinVz pro A > 0,
c1sinhv—Az pro A <0,

kde ¢; € R. V zavislosti na parametru A dostavame tedy t¥i kvalitativné
odlisné funkce a situace se rozpadne na tii ptipady. Budeme zkoumat chovani
téchto funkci v bodé .

11



1. A=0:
Pokud je parametr A nulovy, fesenim ulohy (2.2) je funkce u(x) = c1z
a piimym dosazenim podminky u(mw) = 0 zjistime, Ze dloha ma pouze
trividlni feSeni a A = 0 neni vlastni ¢islo.

2. A<0:
Pro zéporné hodnoty A je fesenim funkce u(z) = ¢; sinh v —Az. Hod-
nota funkce u v bodé 7 je u(m) = ¢ sinh vV —Amw #£ 0 pro ¢; # 0
a zfejmé ani pro tento piipad neexistuje netrividlni feSeni.

3. A>0:
Pro A > 0 fesf tlohu (2.2) funkce u(z) = ¢; sin v/ Az.
Potom u(7m) = ¢;sinVAr = 0. Pozadujeme netrividlni FeSeni, tedy
konstanta ¢; musi byt nutné nenulova a musi byt sin VAT = 0, coz ma
fesen{ jen pro hodnoty A = n?, kde n € N a tvrzeni je dokézano.

O
(" u(x) )
1.0f
0.5F
F—— n x
0.5
-0.5}

Obrézek 3.1: Prvni tii vlastni funkce Dirichletovy tlohy (3.1).

3.2 Nelokalni okrajova tloha

Dalsi, do jisté miry standardni, ilohou na vlastni ¢isla je nelokalni okrajova
tloha. Tuto tdlohu pozdéji zobecnime zavedenim nezdvislych parametru p, g,
proto je zajimavé sledovat a porovnat kvalitativni zménu obou bodovych
spekter.

Uvazujeme tedy tlohu typu

Lu = Au,

4 3.2
/ u dx =0, (32)
0

12



kde L je operator definovany v (2.1).

M4 smysl se zabyvat takto formulovanou tlohou, nebot z definice operatoru
L plyne, ze u € C?(0,7), tj. funkce u je spojitd pro z € (0,7) a tedy také
integrovatelna.

Poznamka 3.2 (O ekvivalentnim zdpisu integralni podminky)
Rozdélime-li funkci u na kladnou a zdpornou édst, lze integrdlni podminku

ulohy (3.2) jako
/ u+da::/ u” dzx.
0 0

Geometricka interpretace této integralni podminky je nasnadé — jednd
se o obsah plochy, kterou vymezuje kladnd (¢ervené), respektive zdapornd
(modfe) ¢ast Feseni.

() )
1.0}
0.5
! : : ! : : X
[ 05 \10 1 20 25 30

Obrézek 3.2: Ilustrace integrélni podminky.

Informaci o bodovém spektru této tlohy poskytne néasledujici véta.

Véta 3.3 (O bodovém spektru nelokélni tlohy)
Vlastni ¢isla nelokalni wlohy tvoif rostouci posloupnost A, = 4n®. K nim
prislusné viastni funkce maji tvar u,(z) = ¢, sin 2nz, kde n € N.

DUKAZ. Vyjdeme opét ze znalosti obecného feseni tilohy (2.2), tedy
c1x, pro A =0,
u(z) = { ¢ sin vV pro A > 0,
c1sinhv—=Ax pro A <0,

kde ¢; € R a provedeme analogickou diskuzi jako v pfipadé tlohy s Dirichle-
tovou okrajovou podminkou.

1. A=0:
Pro hodnotu A = 0 je u(x) = ciz. Potom zfejmé



a integralni podminku ulohy (3.2) splnime pouze volbou ¢; = 0. Hod-
nota A = 0 tedy neni vlastnim ¢islem.

. A<O0:
Uvazujeme-li zadporné hodnoty parametru, potom mé funkce u tvar

u(x) = ¢1 sinh v —Az. Déle

/ sinhv—Az > 0,

0

nebot sinh v —Az > 0 pro x € (0,7) a je ziejmé, zZe pouze volba c; = 0
zajisti splnéni integralni podminky. To ale znamend, ze dostavame
trividlni feSeni a hodnoty A < 0 nejsou vlastnimi ¢isly piislusné tlohy.

. A>0:
Nynf u(z) = ¢1 sin VAz. Z integralni podminky dostévame

& 1 — cosmV/)\
snVirder=———"Y2 . 3.3
| v (3:3)

Hledani vlastnich ¢isel tlohy (3.2) je tedy prevedeno na hledani feseni
rovnice (3.3). Této rovnici zfejmé vyhovuji hodnoty A, = 4n?, kde
n € N a piislusné vlastni funkce maji tvar u,(z) = ¢, sin2nz, kde
cn € R,

O
(" u(x) A
1.0}
0.5]
: — : : X
1.5 2.0 2.5 3
-0.5r

Obrazek 3.3: Prvni tii vlastni funkce nelokalni tdlohy (3.2)

14



KAPITOLA 4

NELOKALNI ULOHA S PARAMETRY

V této kapitole predstavime novou tulohu, kterd, jak uvidime déle, pfinese
zajimavy vztah k tlohdm jiz zminénym a bude umozinovat napojeni na
dalsi partie matematiky. Po zbytek préce se budeme zabyvat touto tlohou,
pripadné jeji drobnou modifikaci.

Necht p,q > 1 a definujme novou tilohu predpisem

{ Lu = M\u, (41)

™ |ze = [lu™l|La,

kde L je operdtor zavedeny v (2.1), ut je kladna, respektive zadporné c¢ast

funkce u a )
m v
- Nl = (/0 \-|pdx> . (4.2)

Piedpisem (4.2) lze obecné definovat normu na tzv. Lebesgueovych pro-
storech na intervalu (0, 7), tedy podminkou (4.1) dostavame zajimavé pro-
pojeni s funkciondlni analyzou. Tyto prostory hraji dilezitou roli jak v teo-
retické funkciondlni analyze, tak pii feseni fady realnych problému z oblasti
napi. diferencidlnich rovnic.

Poznamka 4.1 (O metrickych prostorech)

Lebesgueovy prostory na obecném intervalu (a,b) obvykle znacime LP(a,b).
Tyto prostory jsou Banachovy pro libovolné p € [1,4+00), pro p = 2 jde
dokonce o Hilbertuv prostor.

Ulohu (4.1) mizeme chépat jako zobecnén{ nelokaln{ tlohy (3.2), kterou
dostaneme specidlni volbou parametru p = ¢ = 1. Informaci o bodovém
spektru tohoto specidlniho piipadu jsme poskytli v sekci 3.2.

15



Nyni zavedeme dalsi ilohu, kterd bude mit tvar

Lu = \u,

</0 (u*)” dx>’1’ _ (/0 (u)? dx)é, 3

kde L je operdtor definovany v (2.1) a p,q € R\ {0}.
Tato tloha je ekvivalentni s (4.1), ale navic umoznuje studovat i p, ¢ & [1, 00),
coz se jevi velmi zajimavé a po zbytek prace se budeme zabyvat touto tlohou.
Dalsim davodem (kromé jiz zminéné souvislosti s Lebesgueovymi pro-
story), pro¢ se pokouset takto formulovanou tlohu fesit, muze byt zajimava
vlastnost, kterd plyne z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic. Uvazujme
zcela libovolnou linedarni diferencidlni rovnici. Ze zminéné teorie vime, Ze
tyto rovnice ,prendsi“ na sva feSeni néasledujici uzitecné vlastnosti.

(i) Necht funkce u a v jsou feSenim linedrn{ diferencidlni rovnice. Potom
jejich soucet je také fesenim této rovnice.

(ii) Necht funkce u fesf linedrn{ diferencidln{ rovnici. Potom také libovolny
redlny nasobek funkce u fesi tuto rovnici.

Uloha (4.3) je bez integralni podminky pomérné snadno fesitelnd. Ovsem
v kombinaci s nelinedrni integralni podminkou dostdvame obecné nelinedrni
ulohu, coz se projevi, budeme-li se zabyvat otazkou feSitelnosti, respektive
vlastnostmi (i), (ii) vyse. Vlastnost (i) zfejmé nemuze byt splnéna. Vlast-
nost (ii) splnime, budeme-li uvazovat pouze takova feseni, kde multiplikacni
konstanta je kladné ¢islo, coz plyne z tzv. pozitivni homogenity tlohy.

Vénujme se nyni fesitelnosti tlohy (4.3) v zdvislosti na parametru .
Nejprve se omezime na hodnoty tohoto parametru, pro které ma smysl hledat
netrivialni feseni.

Véta 4.2 (O nepiipustnych hodnotach parametru \)
Necht p,q € R\{0}. Je-li A < 0, potom mé4 tiloha (4.3) pouze trivialni Fesen.

DUKAZ. Dukaz zalozime na diskuzi o splnéni podminek v tloze (4.3) pro
ruzné hodnoty parametru . Vyuzijeme Feseni uvedené v (2.9).

1. A=0:
Z (2.9) plyne u(z) = ciz, kde ¢; € R. Déle rozlisme ruzné hodnoty
konstanty ¢;. Pokud ¢; > 0, potom zfejmé u(zx) = (ciz)? > 0 pro
x € (0,7) a pro vSechna p, tj. v~ = 0, tedy v integralni podmince
tlohy (4.3) dostavame pozadavek

< /0 ﬂ(clw)p>; _o, (4.4)



coZ z nezapornosti integrandu nemuze nastat. Analogickym zpusobem
postupujeme, pokud uvazujeme c; < 0. V tomto ptipadé bychom pouze
zaménili roli kladné a zaporné ¢asti funkce u. Integralni podminku tedy
splnime pouze volbou ¢; = 0 a A = 0 neni vlastnim ¢islem ulohy (4.3).

2. A<0:

Z obecného feseni (2.9) dostavame pro tuto volbu parametru A funkci
u(z) = ¢ sinhvV/—\z, kde ¢; € R. Uvazujme nejprve hodnoty ¢; > 0.
Potom funkee (¢ sinhv/—Az)P je nezdporné na intervalu (0,7) pro
p € R, coz znamena, ze zaporna ¢ast bude identicky nulovéa na tomto
intervalu a dojdeme ke stejnému zavéru, jako v predchozim piipadé.
Pro piipad ¢; < 0 postupujeme analogicky a tedy zaporné hodnoty
parametru A nejsou vlastnimi ¢isly piislusné tdlohy.

O

7 véty 4.2 tedy plyne, ze ma smysl studovat pouze kladné hodnoty pa-
rametru A. Z kapitoly 2 dale vime, ze vlastni funkce, které jsou ptislusné
kladnym hodnotdm A, maji tvar u(z) = csinvVAz, kde ¢ € R. Pro dals
potieby jesté ozna¢me nulové body této funkce — jsou to body z;, := nw/ \F)\,
kde n € N.

Dalsi zajimavé propojeni se ukazuje ve vztahu integralni podminky
s funkci Gamma, které vyuzijeme v dalsim textu.

Lemma 4.3 (Vztah integralni podminky tlohy (4.3) s funkei Gamma)
Necht p > —1, potom

i b VT TP
/0 | sin Vx| dx*ﬁ-r(g+1) (4.5)

DUKAZ. Upravme nejprve integrdl na levé strané vztahu (4.5). Zavedenim
substituce z = v/ Az dostaneme

Y 1"
sin Vz|P dz = / sin z|P dz.
/o | | VA Jo |

Absolutn{ hodnotu dale vynechdme, nebot funkce sinz je pro x € (0, )
kladna. Uvédomime-li si nyni, ze funkce (sin z)? jsou pro p € R na intervalu

[0, 7] symetrické podle piimky z = g, lze psét

\15 /Ow(sin 2P dz = \25 /Og(sin 2P de.

Protoze plati

2 2 . . ortl_q 21 4
— (sinz)? dz = — (sinz)” 2 7 (cosz)“2 " dz,
ﬁ/o 0



lze pro p > —1 s vyuzitim definice 1.1 a lemmatu 1.5 psat

. 1 . (p+1 1\ T(EH)-T(3)
sinVAz|P do = —=B —_— | = =
/0 | | VA (2 2) 1

1
Dokazme jeSté na zavér, ze I’ <2> = /m. Pifmym dosazenim do definice

funkce Gamma dostaneme

)5

Pokud integrand na pravé strané upravime substituci v = v/¢, dostaneme

1 —+00 —+00
r () =2 / e du = / e du,
2 0 —00

coz je tzv. Gaussiv integral, jehoz hodnota /7 je znam4, a diikaz je hotov.
O

Ukazuje se, ze integral

* L
sin\f/\a:pda::/ sin z|P dz,
[ i [

kde na pravé strané jsme zavedli substituci z = \f)\x, se pro nékteré hodnoty
p € R\ {0} chova problematicky. Uvedeme nyni dvé lemmata, kterd objasni,
jaké parametry zpusobuji potize.

Lemma 4.4 (O divergenci integrélu)
Necht p < —1 a ¢ € (0, 7]. Potom
3
/ |sin z|P dz = +o0. (4.6)
0

DUKAz. Integrand ve (4.6) lze pro p < —1 upravit s vyuzitim identity

1
| sin z|P = = | esc 2|, (4.7)

| sin z|l?l

Pro |p| > 1 plat{

cscz < (cscz)P

kde jsme vynechali absolutni hodnotu, nebot funkce cscz je na intervalu
(0, 7) kladnd. Po integraci této nerovnosti dostaneme

3 3
/ cscz dzg/ (csc2)Pl dz. (4.8)
0 0
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Ukazme nyni pfimym vypoctem, ze leva strana nerovnosti (4.8) neni kon-
vergentni. Pokud provedeme substituci ¢ = cos z, dostaneme

¢ 3 : cos§
/csczdz:/MZde:—/ - =
0 0 1—COS z 1 1—t2

1 cosé
:[1n|1_t|—1n|1+ty] -
2 1

1
:<ln|1—cos§|—ln|1+cosf|— lim lna—{—an). (4.9)
2 a—07t

Pokud ¢ # 7 dostaneme v (4.9)

L (C — lim lna) = 400, (4.10)

2 a—0t
kde C je kone¢né ¢islo. V piipadé £ = 7 dostdvame

/ cscz dZZQ-/QCSCZ dz = +o0. (4.11)
0 0

S vyuzitim (4.8) a srovndvaciho kritéria tedy rozhodneme o divergenci in-
tegralu v (4.6). O

Lemma 4.5 (O konvergenci integrélu)

Necht p € (—1,0) a & € (0, 7). Potom integral

3
/ |sin z|P dz (4.12)
0

konverguje.

DUKAZ. Integrdl je mozné aproximovat vyrazem

/Og(sinz)p dz ~ (/Oe 2P dz + /f(Sinz)p dz> : (4.13)

kde € > 0 je voleno tak, aby chyba linearizace integrandu na okoli nuly byla
minimalni.

Je déle

coz je pro p € (—1,0) koneéné.

Je-li £ # 7, potom
3 £
/ (sinz)P dz = / (csc2)Pl dz,
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je také konecny, nebot integra¢ni meze neobsahuji singuldrni bod.
Je-li £ = 7, potom z vlastnosti funkce sinus plyne rovnost

/ (sinz)P dz = 2/2 (sinz)P dz
0 0

a vzhledem k predchozimu i tento integral konverguje.
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4.1 Prvni vlastni cisla

Vzhledem ke komplikovanosti integralni podminky v tloze (4.3) neni mozné
pii konstrukci bodového spektra postupovat vzdy zcela obecné, tj. bude
nutné specifikovat hodnoty parametru p,q, kterymi se zabyvame. Ukazuje
se ov8em, ze ani toto zjednoduseni nemusi byt vzdy dostacujici. Budeme se
tedy nejprve zabyvat hledanim prvnich vlastnich ¢isel ulohy (4.3).

Vzhledem k tomu, ze tato uloha neni klasickou Sturm-Liouvilleovou
ulohou, neni predem jisté, zda vlastni ¢isla viibec existuji. Pfedpokladejme
tedy, ze vlastni ¢isla existuji.

Proved'me jesté jistou zménu v oéislovani téchto vlastnich éfsel. Vlastnim
¢islem \; s indexem 7 budeme rozumeét to, ze vlastni funkce u;, kterd piislusi
tomuto vlastnimu ¢islu, mé na intervalu (0, 7| pravé i nulovych bodu.

Tedy, hledame-li prvni vlastni ¢islo a uvazime-li, ze vlastni funkce ulohy
(4.3) maji, jak jiz bylo zminéno vyse, tvar u(x) = csin VAz, potom tuto
tilohu musime fesit pro A z intervalu [1,4), nebot jen pro tyto hodnoty ma
funkce u pravé jeden nulovy bod pro z € (0, 7]. Hodnotu A = 1 musime do-
datecné vyloucit, protoze v tomto piipadé by v prvni vlastni funkci chybéla
zapornd Cast.

Podminka pro prvni vlastni ¢islo v tloze (4.3) tedy nabude tvaru

( /0 " (sinvAz)” dx>; = < /ﬂﬁ j (sin V)" d:v)(ll , (4.14)

kde x1 = 7/ VA je prvni nulovy bod vlastni funkce.
Vlastni funkci, piislusnou prvnimu vlastnimu &islu, pro pevné parametry
p = 10,q = 1 uvddime pro ilustraci na nasledujicim obrazku.

o A
1.0}
0.5F
Il Il Il x
05 10 15
-0.5F
(- Lof y

Obrazek 4.1: Vlastni funkce piislusna prvnimu vlastnimu ¢islu pro hodnoty
p=10,q=1.

Poznamka 4.6 (O symetrii)
V dalsim textu budeme provddeét konstrukci bodového spektra pro pripad, kdy
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mda vlastni funkce kladnou derivaci v pocdtku, tj. plati ¢ > 0. Pro pripad
zaporné derivace by se postupovalo analogicky. Ziskané vysledky by byly sy-
metricky ,,prevrdacenc”.

4.1.1 Fixni parametr ¢ =1

Jak jsme jiz naznacili, zvolime konkrétni hodnoty parametru, kterymi se
budeme zabyvat. Uvazujme tedy nejprve fixni parametr ¢ = 1 a pievedme
tlohu na vlastni ¢isla na problém feSeni transcendentnich rovnic.

Lemma 4.7 (O ekvivalentni dloze pro p € R\ {0}, ¢ =1)
Necht p € R\ {0} a ¢ = 1. Potom existence prvniho vlastniho ¢isla (4.3) je
ekvivalentni existenci feseni rovnice

fly,p) =gy)  proye(1,2), (4.15)

kde jsme oznacili

fly,p) = (/ | sin z|? d2>p 'y%l?
0

9(y) :=cosy + 1.

Pokud je p > —1, Ize funkci f(y,p) prepsat na

p—1

f(yvp) = Cp ’ yTv (416)

kde

F T2\

DUKAZ. Rovnice (4.15) plyne trividlné po dosazeni ¢ = 1 do integralni
podminky (4.14), zavedeni substituce z = Vz a integraci pravé strany.
Nésledné jsme jesté preznacili y = VA, Rovnici (4.16) dostaneme na zékladée
lemmatu 4.3. O

Vlastnosti funkce f(y,p) se budou v zavislosti na parametru p ménit.
Prubéh funkce g(y) ale pro pozdéjsi pouziti vysetfeme jiz nyni.
Pro y € (1,2) mame

/

g'(y) = —msinmy > 0,
9" (y) = —n* cos my,

z ¢ehoZ plyne, Ze funkce g(y) je ostie rostouci, nebot jeji prvni derivace je
kladna pro vSechna y € (1,2). Je ostfe konvexni pro y € (1,3/2), protoze
druhé derivace je zde kladnd a ostie konkavni pro y € (3/2,2) — druhd
derivace je zde zaporna. Hodnota 3/2 je tedy inflexnim bodem funkce g(y).
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Déle se jiz vénujme konkrétnim hodnotam parametru p. Ukazuje se totiz
dalsi zajimava vlastnost tlohy (4.3) — pro p € R\ {0},¢ = 1 neni mozné
vyjadrit spojitou zavislost zmény prvniho vlastniho ¢isla na zméné parame-
tru p. Pro nékteré hodnoty p ztracime fesitelnost ilohy na prvni vlastni ¢islo
a pro jiné se vlastni ¢isla objevi nespojitym ,skokem®.

Véta 4.8 (O nefesitelnosti lohy na prvni vlastni ¢islo pro p < —1,¢g = 1)
Necht p < —1, potom neexistuje feseni rovnice (4.15).

DUKAZ. Vyuzijeme-li lemma 4.4 dostaneme v (4.15)

“ 1 ﬁ 2
( > =0=cosmy +1, (4.18)

+o0

coz ziejmé nemd pro y € (1,2) feSeni. Z ekvivalence obou tiloh tedy neexis-
tuje prvni vlastni ¢islo. O

Resitelnost se objevi poéinaje hodnotou p > —1. Pro p € (—1,0) je
integral ve funkci f(y,p) konvergentni, jak lze nahlédnout z lemmatu 4.5.
Nemuize tedy nastat situace podobnd té predchozi.

Véta 4.9 (O fesitelnosti tlohy na prvni vlastni ¢islo pro p € (—=1,0),q = 1)
Necht p € (—1,0). Potom existuje jednoznacné feseni rovnice (4.15).

DUKAZ. Vysetiujeme fesitelnost rovnice (4.15), kterou ale v tomto piipadé
pro usnadnéni upravme na tvar

h(y,p) =v(y,p),  ye€(1,2), (4.19)

kde jsme oznagili
h(y.p) ::/ [ sin 2[” dz - 7,
0
v(y,p) := (cosmy +1)".
Pro p € (—1,0) je (sinz)? > 1 a pro krajni body intervalu (1,2) plati

s
h(1,p) = / |sinz|P d < 400 = lim v(y,p),
0 y—1t

(2m)P
p+1

h(27p):2p1/ |Sinz|p dZ>2p1/ P dzzg >
0 0

.om (2m)P
min —--——>1>2P =9(2,p),
pe(-1,002 p+1 (2.p)

kde prvni Fadek plyne opét z toho, ze piislusny integrdl konverguje (viz
lemma 4.5) a druhy odhad z linearizace funkce sinus jejim argumentem.
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Vysetieme chovéni funkce v(y, p). Pro jeji prvni derivaci plati

0
v _ —mpsiny(cosmy 4+ 1)P~L < 0,
dy

coz plyne z toho, ze cosmy + 1 > 0 a —wpsinmy < 0 pro y € (1,2). Druha
derivace je

82

a—yg = —p-7?-cosmy(cosmy + 1)P~ 14

(p—1)-p-7(cosTy + 1)P~%(sinmy)* =

. 2
<—p 72 cosTy+(p—1)-p- W2m> (cosmy + 1)P~1 =

(=p-7?-cosmy+ (p—1)-p-7*(1 —cosmy)) (cosmy + 1)V~ ' =
1

<p2 2. <1 — cosTY — )) (cosmy 4+ 1)P~1 > 0,
p

a tedy funkce v(y,p) je ostie klesajici a konvexni v proménné y.

Funkce h(y,p) je v y mocninnd, jeji exponent nalezi intervalu (—2, —1).
Mame tedy dvé funkce, obé ostie klesajici a konvexni. Pro pevné p se

v(y, p) na okoli bodu y = 1 blizi nekoneénu, h(y,p) je zde koneéna. U bodu

y = 2 jsou jejich funkéni hodnoty opacné usporddané — funkce v(y,p) je

nad funkei h(y,p). Na intervalu (1,2) tedy existuje feSeni rovnice (4.19). Z

detailniho vySetfovani monotonie plyne dokonce jednozna¢nost feSeni. [

~

— h(y, pi)

— v(y, pi)

\1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 )

Obrézek 4.2: Tlustrace dukazu véty 4.9 pro nékteré hodnoty p € (—1,0).

Pro hodnoty p € (0,1] ale Fesitelnost tlohy na prvni vlastni ¢islo opét
ztracime.
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Véta 4.10 (O nefesitelnosti ilohy na prvni vlastni ¢islo prop € (0,1),q = 1)
Necht p € (0,1]. Potom neexistuje feseni rovnice (4.15).

DUKAZ. Vychézime z (4.15), kde

" pop=l 1 p=t
f(%p)—(/ ‘Sinz|pdz) yr >2p .y > 2
0

g(y) =cosmy + 1 < 2.

Ry
O
b
Y,
DO
I
DO

Odhady funkce f plynou z faktu, ze pro p € (0, 1] plati nerovnost
|sinz] < |sinz|? <1, z € (0,m), (4.20)

—1
a toho, ze funkce ypT je klesajici pro p € (0, 1]. Odhad funkce g(y) vychdzi
z oboru hodnot funkce cosinus. Rovnost (4.15) tedy nemuze nastat. O

J

Obrazek 4.3: Tlustrace dukazu véty 4.10 pro nékteré hodnoty p € (0,1).

Nyni uz zbyvaji pouze hodnoty p > 1.

Véta 4.11 (O fesitelnosti tlohy na prvni vlastni ¢islo prop > 1, = 1)
Necht p > 1. Potom existuje jednoznac¢né reseni (4.15).

o p=1 . .
DukAz. Exponent funkce y » je z intervalu (0,1), tedy f(y,p) je ostfe
rostouci a konkavni v proménné y, protoze nasobeni kladnou hodnotou in-
tegralu tuto vlastnost zachovéva. Vlastnosti funkce g(y) jsme vysetfovali
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vysSe. Dale plati nasledujici odhady:

f(1,p) = </Oﬂ]sinz]p dz)p >1>0=g(1),

3 0 1 3 p—1 3 p=1 3
p P )
1) = ([ (G) "> () 7 10 (2):
" % p—1 1 _p=l
f(2,p):</ |Sinz’pdz> 2p <2p .2 p :229(2),
0
které plynou z faktu, ze pro p > 1 je

1> |sinz| > |sin z|?, z € (0,m), (4.21)

a jiz zminéné ostré monotonie.
Nerovnost f(1,p) > 1 plyne z toho, ze hodnoty integralu tvoii ostie
klesajici funkci v proménné p (viz. nerovnost (4.21)), kterou jsme slozili
s ostte rostouci funkef (p—t4 odmocnina). Ve vysledku tedy dostaneme ostte
klesajici funkci, pro kterou plati lim f(1,p) = 1, protoze
p—>+00

1 1
4 P .T p+l P
lim f(1,p) = lim / IsinzlPdz) = lim VI L)\ "
p——400 p——+00 0 p——00 I‘(g + 1)

1

o (2vE TN T\ ¥
lim | — = lim (2 -,/— =1,
p—too \ p F(g) p—+00 2p

kde jsme postupné vyuzili vysledky lemmatu 4.3, rovnosti (1.6) a véty 1.4.
Musi tedy platit f(1,p) > 1.

Z vyse uvedeného plyne, Ze feSeni rovnice (4.15) existuje a je jedno-
znacné. O

=

4 )

- ! ! ! ! Loy
\_ 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 )

Obrézek 4.4: Ilustrace dukazu véty 4.11 pro nékteré hodnoty p € (1, +00).
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Shriime nyni dosazené vysledky pro fixni ¢ = 1 nésledujici vétou.

Véta 4.12 (Resitelnost tilohy na prvni vlastni ¢islo pro p € R\ {0},¢ = 1)
Necht q = 1. Potom prvni vlastni ¢islo iilohy (4.3) existuje pravé tehdy,
kdyz p € (~1,0) U (1, +00).

DUKAzZ. Existence prvnfho vlastniho éisla zdvisi na hodnotdch parametru
.

l.p<—1:
Dle véty 4.8 nem4 tloha na prvni{ vlastni ¢islo feSeni.

2. pe(—1,0):
Jednoznacnd existence prvnich vlastnich ¢isel je zarucena vétou 4.9.

3. pe (0,1 :
Dle véty 4.10 pro tyto hodnoty parametri neexistuje prvni vlastni
cislo.

4. pe (1,+00):
Jednoznacnd vlastni ¢isla lze nalézt na zakladé véty 4.11.

Obrézek 4.5: Nékteré vlastni funkce pro parametry p € (—1,0).
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(" uw) )
1.0}
0.5F
K K .
05 1.0
—0sf

Obréazek 4.6: Nékteré vlastni funkce pro parametry p > 1.

4.1.2 Fixni parametr p =1

Déle se budeme zabyvat situaci, kdy zafixujeme parametr p = 1. Nejprve
opét prevedeme tlohu na vlastni ¢isla na problém feSitelnosti transcendentni
rovnice.

Lemma 4.13 (O ekvivalentni dloze pro p =1, ¢ € R\ {0})
Necht p = 1,q € R\{0}. Potom existence prvniho vlastniho ¢isla iilohy (4.3)
je ekvivalentni existenci reSeni rovnice

fw,9) =9v,9), ye(l,2), (4.22)

kde jsme oznacili
fly,q) =27y,

LI (4.23)
9(y,q) r=/ |sin 2|7 dz.

DUKAzZ. Rovnice (4.22) plyne po dosazeni hodnoty p = 1 do podminky
(4.14), integraci levé strany po zavedeni substituce z = VAz a nasledné
tipravé po preznaceni y = V/\. O

Véta 4.14 (O nefesitelnosti ilohy na prvni vlastni éislo prop = 1,9 < —1)
Necht q < —1. Potom neexistuje reseni rovnice (4.22).

DUKAZ. Funkci g(y, q) lze s vyuzitim vlastnost{ funkce sinus pfepsat na

Ty m(y—1)
9(y,q) = / |sinz|? dz = / | sin z|? dz. (4.24)
T 0

Horni mez tohoto integrélu je tedy v intervalu (0, 7). Z lemmatu 4.4 vime,
ze se jedna o divergentni integrdl a rovnice (4.22) nem4 smysl. O
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Véta 4.15 (O fesitelnosti ilohy na prvni vlastni ¢islo prop = 1,¢q € (—1,0))
Necht q € (—1,0). Potom existuje jednoznacné feseni rovnice (4.22).

DUKAZ. Posuneme-li opét integraéni obor integrdlu na pravé strané (4.22),
zjistime na zédkladé lemmatu 4.5, Ze integrdl konverguje a méa smysl se
zabyvat fesitelnosti rovnice

f(y,9) = 9(y,9), (4.25)

definované predpisy (4.23). Nejprve vySetifeme, jak se funkce chovaji na
okraji intervalu (1,2). Protoze plati (sinz)? > 1 pro ¢ € (—1,0), mame

1
f(laq):2q> 5 >0:g(17q)7

f(2,q)_2<7r</

™

2 s
|sinz|? dz = / |sinz|? dz = ¢g(2,q) < +o0.
0

Funkce ¢(y,q) je pro pevné ¢ rostouci, nebot integrand je kladny. Je
také konkavni na intervalu (1,3/2), respektive konvexni na (3/2,2), coz
plyne z faktu, Ze integrand je rostouci na (7,37 /2), respektive klesajici na
(3m/2,2m).

Funkce f(y, q) je v proménné y mocninnd s exponentem z intervalu (1, 2).
Je tedy rostouci a konvexni pro y € (1,2).

Na okoli bodu y = 1 je tedy funkéni hodnota funkce g(y,q) pro pevné
g mensi nez funkéni hodnota funkce f(y,q). Na okoli bodu y = 2 je tomu
naopak. Z ostré monotonie a dalsich vlastnosti (konvexita, konkavita), které
jsme uvedli vyse, plyne jednoznacnost nalezeného feSeni. O

- N

zZ

2.0

1.5
— f(y, q7)

1.0
— 9, q)

0.5

i ‘ ‘ ‘ ‘ Ly
\_ 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 )

Obrazek 4.7: Tlustrace dukazu véty 4.15 pro nékteré hodnoty g € (—1,0).
Ukazuje se, ze tato tloha pro ¢ > 0 sdili s tlohou v predchozi sekci
zajimavou vlastnost. Chovaji se totiz symetricky. Tam, kde minuld tloha

fesitelna byla, nyni feSitelnd neni a naopak.
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Véta 4.16 (O fesitelnosti ilohy na prvni vlastni é&islo pro p=1,q € (0,1))
Necht g € (0,1). Potom existuje jednoznacné feseni (4.22).

DUKAZ. Pro g € (0,1) mame ukdzat existenci jednoznac¢ného fesen{ rovnice

f(y7Q):g(yaq)v y e (172)a

kde obé funkce jsou definovany predpisy (4.23).

Funkce f(y, ¢) je mocninnd v y, jeji exponent je z intervalu (0, 1), je tedy
rostouci a konkdvni v proménné y.

Funkce g(y, q) je rostouci v prvni proménné, nebot |sin z|? je kladna.
V této proménné je také konvexni na intervalu (1,3/2), respektive konkdvni
na (3/2,2), coz plyne z faktu, ze integrand je rostouci na (m,37w/27), re-
spektive klesajici na (37/2,27).

Navic plati odhad

Ty Ty
9(y,q) :/ | sin z| dz>/ |sinz| dz = cosmy + 1,
x ™
ktery plyne z toho, ze pro ¢ € (0,1) je
|sinz] < |sinz|? <1, z € [, 27]. (4.26)
Pro krajni hodnoty intervalu (1,2) plat{
9(1,9) =0 <27 = f(1,q),

27
9(2,q) > / Isinz] dz = 2 = £(2,q),

kde druhd nerovnost plyne opét z (4.26). Rovnice (4.22) m4 tedy pravé jedno
feseni pro y € (1,2). O

4 - N\

3.0f /

2.5

2.0f

— f(y, q)

1.5]
s — gy, 9)
1.0F

0.5}

+ . . . . sy
\_ 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 )

Obrazek 4.8: Ilustrace dukazu véty 4.16 pro nékteré hodnoty ¢ € (0,1).
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Véta 4.17 (O nefesitelnosti tlohy na prvni vlastni éislo pro p =1,q¢ > 1)
Necht q > 1. Potom neexistuje reseni rovnice (4.22).

DUKAZ. Pro ¢ > 1 opét fesfme rovnici
fly,q) = 9(y, ), ye(1,2),
kde
fly,q) =27y 71 >20. 279 =2,

™y ™y
g(y,q):/ |sinz|qdz§/ |sinz| dz = cosmy + 1 < 2,
s ™

kde odhad f(y,q) > 2 plyne z faktu, ze f je klesajici v proménné y. Odhad
funkce ¢(y, ¢) z toho, ze pro ¢ > 1 plati

1> |sinz| > |sinz|?, z € [m,2m]. (4.27)
Z toho plyne, ze rovnost (4.22) nemuze nastat a véta je dokazana. O
(. N\
— fly, q)
— 9y, q)
- 1.2 ‘114“‘116“‘18“‘20))

Obrézek 4.9: Tlustrace dukazu véty 4.17 pro nékteré hodnoty ¢ > 1.

Nyni opét pro prehlednost shrneme dosazené vysledky pro pevné p =1
nasledujici vétou.

Véta 4.18 (Resitelnost tilohy na prvni vlastni ¢islo pro ¢ € R\ {0},p = 1)
Necht p = 1. Potom prvni vlastni ¢islo tlohy (4.3) existuje pravé tehdy,
kdyz g € (—1,0) U (0,1).

DUKAzZ. Existence prvniho vlastniho é&isla zdvisi na hodnotdch parametru
q.

1. ¢g< -1
7 véty 4.14 plyne nefesitelnost této tlohy.
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2. ¢ (-1,0):
Existence prvnich vlastnich ¢&isel je zarucena vétou 4.15.

3. ¢q€(0,1):
O tomto pripadu hovoii véta 4.16 — prvni vlastni ¢isla existuji.

4. g€ [l,+00):
Prvni vlastni ¢isla neexistuji — viz. véta 4.17.

O

Na nésledujicich obrazcich uvadime vlastni funkce pro nékteré hodnoty
p=1,q € (—1,0), respektive ¢ € (0, 1).

é u(x) A
1.0}
0.5
. . . . ¥
0.5 1.0 1.5 2.0
-0.5r

Obréazek 4.10: Nekteré vlastni funkce pro hodnoty ¢ € (—1,0).

é u(x) A
1.0f
0.5F
IS S S S S [ S S S S x
05 1.0 15 \ 25 30
-0.5F
-1.0}
N J

Obréazek 4.11: Nekteré vlastni funkce pro hodnoty ¢ € (0,1).
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4.2 Bodové spektrum nelokalni tlohy s parametry

Pokusime-li se odvozovat analytické predpisy pro hledani vyssich vlastnich
Cisel, tj. pro ty, jejichz index je roven alespon ¢islu dvé, ukazuje se, ze tento
problém povede opét na otdzku existence a jednoznacnosti feSeni transcen-
dentnich rovnic.

Konstrukei vlastnich funkei a nasledné i bodového spektra zalozime na
myslence, kterou poprvé uvedl Fuéik v [3] pro tlohu s dvéma parametry.
Fucik ale ve svém ¢lanku uvazoval pouze dvoubodovou tlohu s podminkou
Dirichletova typu. Blize k nasf situaci ma ¢ldnek [6], kde se autorka zabyvala
konstrukei Fucéikova spektra pro tlohu s integralni podminkou. MySlenka je
zalozena na vkladani kladnych a zapornych ¢asti vlastni funkce do intervalu

v této sekci.

Na zdkladé pozorovani lze tvrdit, Ze nékteré kombinace parametru p, g
neumoznuji vznik vyssich vlastnich ¢isel. Lze je ucinit na zakladé chovani
vlastnich funkci pro tyto parametry. Uvazime-li pro ndzornost, ze napf.
kladna vina m&a mnohondsobné mensi ,miru® nez zapornd a pokusime-li se
postupovat jiz zminénym zpusobem pii konstrukeci vyssitho vlastniho ¢isla,
tj. vklddédnim vIn do intervalu (0, ], potom je zFejmé, Ze rovnost obou ,,mér*
nikdy nemuze nastat, protoze velikost kladné viny zkratka nedokaze vykom-
penzovat velikost té zaporné. Podrobnéji tento jev objasnime daéle.

Nyni zobecnime postupy, kterymi jsme se zabyvali v pfedchozim textu,
a popiseme bodové spektrum tlohy (4.3).

Poznamka 4.19 (O ptedpokladu)
Pro potreby dalsiho odvozeni predpoklddejme, Ze vsechny integrdly, které se
v dal$i vété, respektive jejim dukazu, objevi, jsou konvergentnd.

Véta 4.20 (O ekvivalentni tloze pro hleddni n-tého vlastniho ¢isla tlohy

(4.3))

Jsou-li p,q € R\ {0}, potom hleddni n-tého vlastniho ¢islo je ekvivalentni
fesSeni rovnice

1 1
1 P -1 4 a
(n;— -,u,(p)) = (n 5 w(q) —|—/ | sin v/ Az|? dx) pro n liché,

i 1 1
<Z - p(p) —i—/ | sin v Az |P dx) " = (ﬁ -,u(q)) ! pro n sudé,
’ (4.28)
pro A\ € [nQ, (n+ 1)2) ,
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kde jsme oznacili

Z1
w(p) :—/ | sin vV Az |P de,
0

- (4.29)
w(q) ::/0 | sin vV z|? d,

nm
VA
DUKAZ. Dikaz je zaloZen na vkladdan{ kladnych a zdpornych vin do intervalu

(0, 7]. Vénujme se tedy nejprve situaci, kdy vlastni funkce m4 lichy pocet
nulovych bodu.

a Ty = je n-ty nulovy bod funkce sin Vz.

e n=1:
Konstruujeme prvni vlastni ¢islo, pozadujeme tedy, aby vlastni funkce
ptislusnd tomuto vlastnimu ¢islu, méla pravé jeden nulovy bod. To
zajistime podminkou A € [1,4) pii FeSeni rovnice

</0x1 | sin vV Az[? dx)i = </ﬂ:]sin\f)\x]q d;U)‘l" (4.30)

Hodnotu A = 1 navic dodate¢né vylou¢ime — vlastni funkce by v tomto
pripadé neméla zapornou cast.

( uw )
1.0}
0.5F
1 I — 1 i x
05 10 15
~0.5}

Obrézek 4.12: Vlastni funkce pfislusnd prvnimu vlastnimu ¢islu pro
hodnoty p = 10,q = 1.

e n=3:
Hledame tieti vlastni ¢islo, z podminky tlohy (4.3) dostdvame rovnici

1 3 %
</ | sin vV Az|P dz + / | sin \Am|p> =
0 X9

1
2 T =
</ | sin vV Az|? dz +/ | sin vz |4 dx) " (4.31)
x 3

1
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Nyni pozadujeme, aby A € [9,16). Integraly chapeme ve smyslu miry
sinovych vin. Na levé strané rovnice (4.31) jsou tedy miry kladnych si-
novych vin, na pravé téch zadpornych. Uvédomime-li si nyni, zZe vSechny
ydokoncené“ ¢dsti maji stejnou miru (musime ovsem rozlisovat kladné
a zdporné, nebot kazdou z nich ,méf{me* jinou mocninou), rovnici
je mozné zjednodusit tak, ze v ivahu vezmeme pouze integral, ktery
prislusi prvni kladné, respektive prvni zaporné viné. Tento integral pak
vynéasobime po¢tem piislusnych dokoncenych vln na intervalu (0, 7.

(u(x) \
1.0}
0.5¢
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Ly
05 \l.o 15/ 20 2 3.0
-0.5}
~1.0
0 Y

Obréazek 4.13: Vlastni funkce piislusna tretimu vlastnimu &islu pro
hodnoty p = 50,9 = 1.

Dostaneme

1
1 =
<2/ | sin v Az |P da:)p =
0

1
T T =
</ |sin vV z|? dz + / | sin Vx| d:c> ’ , (4.32)
x z3

1

nebot pro n = 3 se vlastni funkce musi sklddat z dvou ,,dokonéenych*
kladnych vIln. Poznamenejme, ze v dalsim kroku, tj. pro n = 5, Ize
zjednodusit i pravou stranu - opét by se zde objevily ¢leny, které maji
stejnou ,,miru”.

e Zobecnéni pro n liché:
Nyni predchozi postupy zobecnime. Je-li n liché, musime mit
X € [n?, (n + 1)?), coz znamend, ze vlastni funkce bude mit (n + 1)/2
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kladnych a (n — 1)/2 zapornych vin. Celkové tedy dostaneme

1

1 [ P

(n; / | sin \F)\x|p dx> - (4.33)
0

n—1 [*2 g %
( / |sin\F)\$|qd$+/ |sinﬁ:1:]qda:> .

2 1

Navic si lze uvédomit, ze z geometrie ilohy plyne dalsi zjednodusSeni.
Kazdou dokonéenou vinu funkce sinus lze totiz posunout do intervalu
(0,21). Je tedy

T2 1
/ | sin vV Az|? da :/ | sin vV Az|? d. (4.34)

1 0

Po tomto nahrazeni dostaneme

1

1 [ v

(”; / | sin Vx| d:c>P: (4.35)
0

1

-1 1 s -

<n2 / | sin v Az |? d1:+/ | sin vV Az |4 d:::)q .
0 Tn

Zavedeme-li nyni oznaceni dle predpisu v (4.29), dostaneme dokazo-
vané tvrzeni.

Vénujme se nyni situaci, kdy vlastni funkce ma sudy pocet nulovych bodu.
Postupujeme analogicky jako v predchozim piipadé. Rozdil bude nyni v tom,
ze vlna, kterd bude pokracovat za lichym nulovym bodem bude kladné.

e n=2:

Pro n = 2 pozadujeme, aby A € [4,9). Druhé vlastni ¢islo potom
dostaneme jako feSeni rovnice

1
x1 T =
</ | sin vV Az|P dz + / | sin vV Az|P d:c) Lo (4.36)

0 x9
2 H
</ | sin v Az|? daz) .
a1
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(u(x) \
1.0f
0.5F
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ __ I
05 1.0 \L5 20 25 30
-0.5}
~1.0f
NG J

Obrazek 4.14: Vlastni funkce ptislusna druhému vlastnimu éislu pro
parametry p = 500,q = 1.

e Zobecnéni pro n sudé:
Pokud zobecnime postup i pro sudy pocet nulovych bodu, vlastni
funkce bude mit stejny pocet dokoncenych kladnych i zdpornych vin,
konkrétné n/2. Dostaneme tedy

1
1 s =
<Z/ | sin v Az |P dfv+/ | sin vV Az [P d:r>p = (4.37)
0 Tn

1

1 =

(n/ ]sinﬁqux>q,
2Jo

kde jsme opét vyuzili vztah (4.34). Po pfeznaceni pomoci funkce u
ziskdame to, co jsme méli dokazat.

O]

Predchozi véta tedy udava zpusob, jak vlastni ¢isla najit, ale nefika nic
o tom, zda ma rovnice (4.28) pro konkrétni hodnoty parametru néjaké feseni.
Opét lze ovsem urcit hodnoty parametri, které neposkytuji zadné vysledky.

Véta 4.21 (O nepiipustnych parametrech p, q)
Necht n € N, p < —1 a zdroveri ¢ < —1. Potom rovnici (4.28) vyhovuji
vSechny kladné hodnoty .

DUKAz. Upravime-li integral u(p) v (4.28) substituci z = vVAz, dostaneme

T1 1 ™
u(p —/ | sin \[\:U|p dz = / sin z|P dz. (4.38)
=, Do

Tento integral je tedy divergentni, na zakladé lemmatu 4.4. Stejné upravy
1ze provést i pro integral p(q).

37



Stejnou substituci upravme zbyvajici integraly v (4.28). Dostaneme tedy

|sin VAz[P do = —= |sinz|P dz = — |'sin z|P dz,
Tn \/X nmw \/X 0

kde v poslednim integralu jsme vyuzili vlastnosti funkce sinus a posunuli
obor integrace do bodu 0. Uvézime-li, ze VX € [n,n+1), potom i horni mez
tohoto integralu nélezi intervalu (0, 7] (respektive je nulova pro VA = n).
Tedy i tento integral je divergentni (respektive nulovy). Pro integral s g—tou
mocninou lze postupovat stejné. Na obou strandch (4.28) tedy dostaneme
vyraz

“ 1 7 _

+oo

)

coz znamena, ze rovnici vyhovuji vSechny kladné hodnoty A. O

Touto kombinaci parametru se ddle nebudeme zabyvat. Vlivem volby
parametru totiz nemuzeme hovofit napf. o jednoznacnosti vlastniho cisla
apod.

Poznamka 4.22 (O pfepisu pro p,q > —1)
Jsou-li p,q > —1, lze vyuZit lemma 4.3 k prepisu funkci pu(p), respektive
wu(q). V (4.28) tedy bude

=
S
w‘—l—

(4.39)

o
[N]S]
+

M ‘

(4.40)

o~ = |~

SRR

e}
N
+

4.2.1 Fixni parametr ¢ =1

Analogicky jako v minulé sekci, kde jsme se zabyvali prvnimi vlastnimi ¢isly,
vybereme specifické parametry, kterymi se budeme dale zabyvat. Zaméime
se tedy na hodnoty p € R~ {0},¢ = 1.

Lemma 4.23 (O ekvivalentni dloze pro p € R~ {0},g=1)
Jsou-li p € R\ {0},q = 1, potom existence n-tého vlastniho ¢isla je ekviva-
lentni existenci reSeni rovnice

{f(y,p) =gy)  pron liché (4.41)

h(y,p) = v(y,p) pro n sudé,
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proy € [n,n + 1), kde jednotlivé funkce jsou definovany predpisy

1
1 /™ P p=l
f(yjp) = <n;L / ]sinz\P d2:>p ~ypp17 (442)
0
g9(y) = n + cosmy, (4.43)
n ™ Y %
h(y,p) = <2/ |sin z|P dz —|—/ | sin z|P dz> , (4.44)
0 nm
1-p
v(y,p)=n-y . (4.45)

DUKAZ. Spo¢iva v dosazeni hodnoty ¢ = 1 do (4.28), tipravé vSech integrali
pomoci substituce z = Vaz a piimém vypoctu integralu na pravé strané.
Finélni podoba rovnic (4.41) potom vznikne po pieznaceni y = V. O

Stejné jako v sekci pro prvni vlastni ¢isla bychom se mohli podrobné
zabyvat Tesitelnosti rovnic (4.41). To zde jiz délat nebudeme, odkézeme vsak
na nékteré numerické vysledky, objasnime, pro¢ vyssi vlastni ¢isla mohou
¢i nemohou vzniknout a uvedeme obrazky vyssich vlastnich funkci pro ty
parametry, pro které je to mozné.

Jako v pripadé prvnich vlastnich ¢isel jsou i zde nékteré ,kritické“ hod-
noty parametru p, kde iloha ziskd, respektive ztrati reSitelnost. Jednd se
opét o hodnoty —1,0 a 1.

e p< —1:
Prvni vlastni ¢islo pro tyto hodnoty parametru neexistovalo z diavodu
divergentnich integralu v pfislusnych rovnicich. Naprosto stejna situ-
ace nastane i pri konstrukci vyssich vlastnich ¢isel. Integraly v rov-
nicich (4.41) jsou divergentni (viz. lemma 4.4) a rovnice nemaji feseni.

e pe(—1,0):

Pro tyto hodnoty se objevuje zajimava vlastnost. Prvni vlastni ¢isla
existuji, jak vime z véty 4.10. Uloha na vyss{ vlastn{ &isla ale Fesitelnost
ztraci. Z existence prvniho vlastniho ¢isla totiz plyne, ze prvni nulovy
bod vlastni funkce musi byt ,,dostatecné® blizko bodu 7 (pro ilustraci
viz. obrazek 4.5). Pro vyssi vlastni ¢isla nastava to, o ¢em jsme hovorili
na zacatku sekce 4.3. Zkonstruujeme-li prvni vlastni ¢islo a pokusime-li
se vlozit dalsi kladnou vlnu do intervalu (0, ), postup selze kvuli tomu,
ze zapornd vlna ma moc velkou velikost a kladné ¢asti to nedokazi
vyrovnat.

epe(0,1):
Numerické experimenty ukazuji, ze vyssi vlastni ¢isla, stejné jako prvni
(dle véty 4.11), neexistuji.

o p=1:
Hodnota p = 1 je v jistém smyslu vyjimecna. Zprostiedkovava totiz
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prechod mezi tfemi, kvalitativné naprosto odlisnymi, situacemi — pro
p € (0,1) vlastni ¢isla neexistuji, pro p = 1 existuji pouze ta vlastni
¢isla, kterd maji sudy index (viz. véta 3.3). Pro hodnoty p > 1 vSechna
vlastni ¢isla existuji.

Prejdéme opét k situaci, kdy zafixujeme parametr p = 1.

4.2.2 Fixni parametr p =1

Lemma 4.24 (O ekvivalentni tloze pro p =1,q € R~ {0})
Jsou-li p =1,q € R~ {0}, potom existence n-tého vlastniho ¢isla je ekviva-
lentni existenci reSeni rovnice

fw,q) =9(y,9) pron licbe:, (4.46)
h(y) = v(y, q) pro n sudé,
proy € [n,n+ 1), kde jsme oznacili
1-q
fly ) =+1)-y -, (4.47)
n—1 [T . o a
9(y,q) = 5 / |sin z|? dz —l—/ |sinz|?dz ) (4.48)
0 nmw
h(y) =n+ 1 — cosmy, (4.49)

=1 [n & q
v(y,q) =y 9 (2/ | sin 2|7 dz> : (4.50)
0

DUKAZ. Spoéivé v piimém vypoétu pifslusnych integrali po dosazeni p = 1,
obdobné jako pro minuly piipad. O

Obdobné jako v piedchozim piipadé vysvétlime, pro¢ rovnice (4.46) mo-
hou, pifipadné nemohou byt feSitelné.

Uloha opét zachovévé podobnou vlastnost — intervaly feSitelnosti maji
stejnou strukturu jako v ,symetrickém® pripadé, kdy jsme zvolili ¢ = 1.

e g< -1
Projevi se stejnd vlastnost integralu v rovnicich (4.46), tj. jejich di-
vergence. Tyto rovnice tedy nejsou fesitelné a bodové spektrum tlohy
neobsahuje zadny prvek.

® g cC (—1,0)
Pro tyto hodnoty existuje prvni vlastni ¢éislo (dle véty 4.15), vyssi
vlastni ¢isla uz ale neexistuji. Prvni vlastni ¢islo lze chapat jako mezni
fesitelnost tlohy. Pokud vhodné umistime prvni nulovy bod, mohou
vzniknout prvni vlastni ¢isla. Pro vyssi vlastni ¢isla uz ma ale kladna
vlna moc velkou miru a takové vhodné umisténi nulovych bodu neni
mozné najit.
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° q€(0,1)
Prvni vlastni ¢isla existuji na zakladé véty 4.16. Uloha na vyssi vlastni
¢islo ale od urcitého indexu a urcitého parametru fesitelnost ztrati. Pro
pevné p = 1 ma totiz kladnd vlna oproti té zaporné mensi velikost.

e =1
Hodnota ¢ = 1 je stejné vyjimeéna jako jeji protéjsek, tj. p = 1.
Nastava totiz opét zajimava situace — pii prechodu hodnotou ¢ = 1
spektrum ziska ta vlastni ¢isla, kterd maji lichy index. Pro ¢ > 1 uz
ale opét bodové spektrum tlohy neobsahuje ziddnou hodnotu.

e g>1
Jak jiz bylo feceno, tloha ztraci svou fesitelnost. Je ji mozno chapat
jako symetricky piipad volby parametru p € (0,1),¢ = 1. Nyni m4
naopak kladna vlna moc velkou velikost, zaporna uz tuto vlastnost
nedokdze vykompenzovat. To je divod, pro¢ neexistuji prvni vlastni
¢isla. Postupnym vkladanim dalich vin opét jen zvétsujeme rozdil,
mezi velikostmi kladné a zaporné viny. Ty se pak nemohou rovnat.

4.3 Limitni chovani vlastnich c¢isel

V této sekci budeme zkoumat limitni chovani vlastnich ¢isel. Pti detailnéjsim
studiu bodového spektra situace, kdy ponechame parametr ¢ = 1 a p vysleme
nade vSechny meze, se totiz ukazuji zajimava propojeni s nékterymi prozkou-
manymi tlohami na vlastni ¢isla.

Véta 4.25 (Limitni chovani vlastnich ¢éisel pro ¢ = 1)
Necht parametr p — +00, q =1 an € N. Potom vlastni ¢isla \, jsou ddna
feSenim rovnice

VA=n+4costVA  je-li n liché (4.51)
pro \ € [n?, (n + 1)?), respektive predpisem
2 je-li n sudé. (4.52)

Ap =1

DUKAZ. Vyjdeme z (4.41), kde jsme integraly nahradili podilem funkci Ga-
mma dle lemmatu 4.3. Piislusné rovnice tedy jsou

{f(y,p) =g(y) pro n liché, (4.53)

h(y,p) = v(y,p) pro n sudé,
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pro y € [n,n + 1) a jednotlivé funkce maji tvar

1
n+1ﬁ.r(f’;1)>1’ =
y

[y, p) = ( > T+ v (4.54)
9(y) =n+ cosmy, (4.55)
o D(pEL ™ »

h(y,p) = (ZW +/ y|sinzyp dz) , (4.56)
oy p)=n-y 7. (4.57)

Tyto funkce nyni upravme podle vztahu (1.6) a pro limitn{ prechod pouzijme
vétu 1.4. Pro p — +o0 a funkei f(y,p) tedy plati

lim f(y,p) = lim

p——+o00 p——+00

1
. <n+1 \/7?-1“(”‘51)>p

lim . =
p—>—+00

p L'(%)
Dosadime-li zpét, dostaneme (po zohlednéni substituce y = ﬁ) rovnici
(4.51). Pro n sudé l1ze analogickymi kroky ukézat, ze plati lir_i{l h(y,p) =1a
pP—1T00
také je liIJ]ra v(y,p) = n-y~ L. Po tpravé a opétovném zohlednénf substituce
p—~o00
Y= VA dostaneme dokazované tvrzen. O

Predchozi véta udava zpusob, jak nalézt hodnoty, k nimz konverguji
vlastni ¢isla. Jsou to tedy hromadné body vlastnich ¢isel. Predpis (4.52)
ukazuje, ze bodové spektrum ulohy pro tyto parametry obsahuje jako svou
podmnozinu spektrum Dirichletovy okrajové tlohy.

Tlustraci limitnich vlastnich funkci spolu s hodnotami limitnich vlastnich
¢isel uvadime v piiloze B na konci této préce.

Poznamka 4.26 (O limitnich pfechodech)
Pro pripad, kdy q = 1,p — —o0, respektive p = 1 a ¢ — +00 vlastni ¢isla
neexistuji, nemd tedy smysl uvaZovat limitni prechod.

4.4 Neékteré dalsi specialni pripady parametru

Zaméime se pozornéji na specialni piipady ve volbé parametru. Uvazujme
nejprve p = ¢ = 2 arozepisme podminku v tloze (4.3). Po dosazenip = ¢ = 2

dostaneme . -
/ (u+)2 dx :/ (u_)2 dz. (4.58)
0 0
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Pro kladnou a zapornou ¢ast realné funkce plati vztahy

ut = |u|—i—u7
2

|“|2_ “ (4.60)

(4.59)

Dosadime-li tato vyjadieni do (4.58), dostaneme

1 [7 1 (7
/ 2u? + 2Julu do = / 2u? — 2|ulu d,
1/, 1/,

/ |uju dz =0,
0

coz lze s vyuzitim u(z) = sin V Az zapsat ekvivalentné jako

a po upravé

1 T2
/ (sin VAz)? do — / (sinVAz)? do + -+
0 T1
Tn T
/ (sin vV \z)? dz — / (sin VAz)? dz = 0,
Tn—1 Tn
nm
VA
jen tehdy, pokud Aa, = 4n?, kde n € N.
Nyni se nabizi otazka — existuji dalsi parametry, které maji stejnou vlast-
nost? Odpoved dava nasledujici véta.

kde x,, = je n-ty nulovy bod funkce u(z). Tato rovnice muze byt splnéna

Véta 4.27 (O bodovém spektru (4.3) pro p = ¢ € RT U (—1,0))
Necht p = g € RT U(—1,0). Potom bodové spektrum tlohy (4.3) je tvoieno
rostouci posloupnosti Ae,, = 4n?, kde n € N.

DUKAZ. Protoze je p = ¢, je také u(p) = u(q). Dosadime-li do (4.28), do-
staneme po tipravé rovnice

™
w(p) = / | sin vV z|P da pro n liché,
Tn

(4.61)
/ |sin vV z|P dz =0 pro n sudé,

n

pro A € [n?, (n +1)?).
Vyuzijeme-li definici funkce p(p), pro n liché méa byt splnéna rovnost

wu(p) = /ﬁ | sin Vz|P da :/ |sin vV z|P da :/ 2 |sin vV z|P dz,
0 T

n 0
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kde jsme vyuzili vlastnosti integrandu a posunuli integracni obor integrilu
na pravé strané do bodu 0. Tato rovnost muze nastat jen, kdyz bude platit

nm s

ATV

coz bude pouze tehdy, kdyz A = (n+ 1)2. To je ale mimo interval, pro ktery
tuto rovnici fesime a tedy vlastni ¢isla s lichymi indexy neexistuji.
Pro n sudé mame

(4.62)

/ |sin vV z|P dz = 0.

Tn

Na integracnim oboru je integrand nezdporny. Integral tedy muze byt nulovy
jen tehdy, bude-li splnéna rovnost

Tp = —= =, (4.63)

tedy musi byt A = n?. Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme n sudé, lze psat
Aon = 4n?, kde n € N, coz je v souladu se znénim véty. O
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KAPITOLA b

FUCIKOVO SPEKTRUM

V minulych sekcich bylo nékolikrat zminéno tzv. Fuéikovo spektrum. Jedna
se o strukturu, kterou je mozno chapat jako zobecnéni bodového spektra. Je
pojmenovano po Ceském matematikovi Svatopluku Fuéikovi, ktery pti jeho
studiu dosdhl vyznamnych vysledku a stal se tak jeho prukopnikem.

Zobecnéni, o kterém jsme hovotili, spo¢iva v tom, Ze misto tlohy s jednim
parametrem \ zavedeme piedpis, ve kterém vystupuji dva parametry « a .
Samotna myslenka prechodu od tlohy s jednim parametrem k dvouparame-
trické probiha nasledujicim zpusobem.

M¢jme tlohu na vlastni ¢isla ve tvaru

Lu = \u, u=u(x), (5.1)

kde L je obecny linedrni diferencidlni operéator, z € (a,b) a k rovnici jsou
pripojeny vhodné okrajové podminky. Rozdélime-li funkci u na jeji kladnou
a zapornou ¢ast, dostaneme

Lu=X(u"—u"). (5.2)
Nyni parametr A\ nahradime dvojici «, 8
Lu=aout — Bu™, (5.3)

coz umozni 1épe kontrolovat kladnou, respektive zapornou cast feSeni a
umozni vznik nové struktury.
Obdobné jako v piipadé jednoparametrické ilohy, nyni dvojici

(o, B) € R?, pro kterou mé tiloha (5.3) netrividlni fesen, nazveme Fuéikovym
vlastnim ¢islem. Nékdy se lze také setkat s pojmem vlastni dvojice. Mnozinu
vSech vlastnich dvojic potom nazveme Fuéikovym spektrem tlohy (5.3).
Funkci u, kterd vyhovuje rovnici (5.3) bodové pro x € (a,b) a navic spliuje
dodané okrajové podminky, nazveme vlastni funkei dlohy (5.3).
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Oproti dloze s jednim parametrem se objevuji nékteré nové vlastnosti.
Tato tloha jiz neni linedrni — nékdy se lze setkat s terminem po ¢astech
linearni uloha. Déale Fucikovo spektrum obsahuje jako svou podmnozinu bo-
dové spektrum jednoparametrické tlohy.

Fucikovo spektrum je tvoreno systémem kiivek, tzv. Fuéikovych vétvi.
Lze ukazat, ze tyto vétve jsou symetrické dle diagondly v roviné af, coz
je vyhodné napt. z hlediska numerického studia tohoto problému — staci
uvazovat a studovat oblast pod diagonalou a ziskané vysledky poté jen
»preklopit® dle piimky a = .
nez studium jednoparametrickych tloh. Nové vysledky z této oblasti se
vétsinou soustiedi na studium jednoho konkrétniho operatoru, ktery je vyba-
ven urcitymi okrajovymi podminkami (Dirichletovy, Neumannovy, smisené
podminky, ... ), piipadné na studium Fuéikovych vétvi — jejich omezenost,
asymptotické chovani vétvi apod.

Nyni jiz predstavme dva znamé vysledky, které souvisi s minulymi kapi-
tolami.

5.1 Fuc¢ikova tuloha s Dirichletovou podminkou

Vysledky, které uvedeme dale, se poprvé objevily v ¢lanku [3].
Uvazujme tlohu
{ Lu=oaut — Bu, (5.4)

u(m) = 0.

kde L je definovany v (2.1). Ulohu (5.4) lze ekvivalentné prepsat na dvojici
jednoparametrickych tloh ve tvaru

—u" = au, u(zx) >0,
—u” = Bu, u(z) <0, (5.5)
u(0) = u(m) = 0.

7Z tohoto zépisu a véty 3.1 je zfejmé, ze loha muze mit netrividlni Ffeseni
pouze v piipadé a > 0 a zaroven 8 > 0. ReSenim takové tlohy bude tedy

funkce
{cl sin v/ox + o cos o,
u(z) =

u(z) >0
-7 5.6
c3sin /B + ¢4 cos /B, u(z) <0, (5:6)

kde c1,co,c3,c4 € R.

Nyni je mozné aplikovat myslenku, kterou jsme uvedli jiz v sekci 4.3 — do
intervalu (0, 7) budeme vkladat funkce, které fesi tuto dvojici jednoparame-
trickych 1loh (s ohledem na okrajové podminky). Provedeme konstrukei pro
pripad, kdy vlastni funkce ma v intervalu (0, 7) jeden nulovy bod. V piipadé
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koneéného poétu nulovych bodu v tomto intervalu ziskdme dalsi vysledky
pouhym opakovanim tohoto procesu.
Zaciname kladnou vlnou reSeni, okrajova tloha tedy bude mit tvar

—u" = o, u(z) = 0, (5.7)
u(0) = u(x1) = 0, |

kde z1 je prvni nulovy bod konstruované vlastni funkce.
Po dosazeni okrajovych podminek do predpisu feSeni pro tuto vinu do-
staneme

u(0) =c2 =0,
u(x1) = ¢y siny/ar, = 0.
o ey /v~ ’ ’ ’ m
7 pozadavku na netrividlni feSeni musi byt 1 = —.
«

Nyni uvazujeme zapornou vlnu feseni — iloha bude tedy ve tvaru
(5.8)

Dosadime-li okrajové podminky opét do obecného feSeni vysSe, dostaneme
systém dvou rovnic

cos/Bx1 sin /B (e N_(0 (5.9)

cos+/Br sin/Br Cq 0 '
Pozadujeme-li netrividlni feseni, musi byt determinant matice soustavy (5.9)
nulovy, tedy

cos v/ By sin \/Br — sin /By cos \/Br = sin\/B(r — x1) = 0,

a to nastane jen tehdy, bude-li

T
~Va VB

coz neni nic jiného, nez ptredpis prvni Fucikovy vétve.

Dale budeme pozadovat hladké napojeni kladné a zaporné vlny — v
bodé napojeni se musi shodovat funkéni hodnoty prvni derivace. Z tohoto
pozadavku potom vyplyne vzajemny vztah mezi ptisluSnymi konstantami
C1,C2,C3,C4.

Opakovéanim procesu pro n nulovych bodu v intervalu (0, 7) dostaneme
implicitni popis Fu¢ikovych vétvi ve tvaru

s

(5.10)

nr  nm
va VB
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Prvni ¢tyfi Fuéikovy vétve tlohy (5.4) uvddime na obrézku 5.1.

e N
B
64
36
161
4r.

L Il Il Il a

L 4 16 36 64 )

Obrézek 5.1: Fucikovo spektrum Dirichletovy tlohy (5.4).

5.2 Fucikova nelokalni tloha

O Fucikové nelokélni tloze pojednava ¢lanek [6]. Autorka se zde zabyva
ilohou typu

Lu=aut —Bu, x € (0,m)

™ 5.12
/ udx =0, ( )
0

kde L je opét operdtor definovany v (2.1).

Z tvaru integralni podminky v (5.12) je vidét, ze vlastni funkce musi
mit nulové body (jinak neni mozné splnit nulovost daného integralu). Jeji
kladné a zédpornd vlna se tedy bude konstruovat s ohledem na splnéni této
podminky. Obecné Feseni tlohy bude mit opét stejny tvar jako v (5.6). Po
zohlednéni podminky «(0) = 0 dostaneme, ze vlastni funkei této ulohy bude
opét funkce sinus s vhodnym argumentem. Nulové body vlastni funkce bu-
dou stejné jako ty, které jsme odvodili v minulé sekci. Také je nutné zajistit
hladké napojeni v nulovych bodech — musi se zde shodovat funkéni hodnoty
prvnich derivaci kladné a zaporné vilny. Odvozeni spolu s predpisy vétvi
Fucikova spektra v zavislosti na poctu nulovych bodu vlastni funkce jsou k
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nalezeni v ¢lanku [6]. Zde uvedeme pouze obrézek Fucikova spektra, ktery
je taktéz k nalezeni v jiz citovaném clanku.

Obréazek 5.2: Fucikovo spektrum tlohy s integrélni podminkou (pievzato

z [6]).

5.3 Kombinace predchozich tloh

V ¢ldnku [6] se autorka zabyvala také dlohou, kterd propojuje Dirichletovu
podminku s tou integralni. Je zde studovano Fucikovo spektrum ulohy, kterd
ma tvar

Lu=oaut — Bu, x € (0,m),

(1—77)U(7r)+77/07rudm:0, e 0,1, (5.13)

kde L je opét operdtor, kterd jsme definovali predpisem (2.1). Specidlni
volbou 7 = 0 dostaneme Dirichletovu tlohu (5.4). Zménou parametru se
projevi spojita deformace Fucikova spektra. Dosdhneme-li hodnoty n = 1,
ziskdme nelokalni tlohu (5.12). Fuéikovo spektrum je konstruovéano analo-

gickymi kroky jako v pfedchozich pripadech. Na zavér jesté uvedeme obrazek

1 3
Fucikova spektra tlohy (5.13) pro hodnoty n = 3 an=7
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1
Obrazek 5.3: Fucikovo spektrum kombinované tlohy pro parametry n = 2

3
respektive n = Z(pfevzato z [6]).

5.4 Fucikova nelokalni dloha s parametry

Déle je mozné uvazovat zobecnéni tilohy (4.3) do Fuéikova typu. Uloha bude
mit tvar

Lu=ou™ — Bu”

</07T (u*)? dx) _ (/0” (u)’ dx>§’ (5.14)

kde L je operator definovany v (2.1) a p,q € R\ {0}.

V této préaci bohuzel jiz neni prostor pro detailni analyzu tak rozsahlé
ulohy, proto ji ponechme jako vhodny namét pro dalsi vyzkum.

Uz nyni lze ale Tici, ze pfi konstrukci Fuéikova spektra by se v mnoha
piipadech provadély obdobné kroky, jaké jsme jiz uvedli. Rovnice, které by
popisovaly Fuéikovo spektrum tlohy (5.14) by mély obdobnou strukturu
jako ty, které jsme odvodili v sekci 4.3. Opét bychom museli zkoumat jejich
feSitelnost v zavislosti na hodnotach parametrii. Nékteré vysledky, které
jsou platné pro piipad bodového spektra takové tlohy by ale neztratily na
platnosti (napf. situace, kdy piislusné integraly diverguji apod.).

W= o
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pRiLOHA A

‘—OBRAZKY VYSSICH VLASTNICH FUNKCI

4 u(x) N u(x) 2\
1.0r 1.0r
0.5F 0.5F /
0.5 1.0 1.5 0 2.5 3.0 0.5 1.0 2.0 265
=05 =05
\—1.0* ) \—1.0* )
4 N u(x) 2\

\—1.0*

Obrazek A.1: Nékolik vlastnich funkci pro 1. az 6. vlastni ¢islo pro p > 1.

o1
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pRiLoHA B

LIMITNI VLASTNI CISLA

4 () N [~ u(x) N\
1.0F 1.0F
0.5F 0.5F
‘ ‘ ‘ ‘ . ‘ .
05 10 15 \20 25 30 05 1.0
-05 —0.5F
- 1of o )
4 u(x) N [~ u(x) N\
1.0F 1.0F
0.5 0.5
N \/ \/ N \/ \\/
Lo (1-0
4 u(x) 4 u(x)
1.0F 1.0F
N /\ A N /\ /\
—1.0f ) Lok

Obrazek B.1: Prvnich Sest limitnich vlastnich funkei
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Pro ilustraci uvedeme jesté nékteré hodnoty vlastnich ¢isel pro hodnoty
p=>lg=1

1. vl.¢ 2. vle. 3.vl. €. 4.vl. ¢ 5.vl. €

4 16

p
1 |
|2 | 296959 | 5.17983 | 13.1168 | 19.3921 | 30.6255 |
| 3 | 2.85528 | 5.33927 | 12.8062 | 19.909 | 30.0169 |
| 10 | 2.85761 | 4.93945 | 12.9575 | 19.413 | 30.4644 |
| |
| |
| |

20 | 2931311 | 457914 | 13.2643 | 18.3161 | 31.1531
50 | 3.02966 | 4.29357 | 13.6513 | 17.1743 | 31.9831
100 | 3.08878 | 4.1716 | 13.8835 | 16.6864 | 32.474
+oo ~3.2035 4 ~14.3628 16  ~ 33.5222
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piiLoHA C

VZTAHY MEZI FUNKCEMI

Integralni podminka tlohy (4.3) umozinuje pro diskrétni hodnoty parametru
propojeni s dalsi funkci — dvojnym faktoridlem.

Lemma C.1 (O vztahu funkce Gamma a dvojného faktoridlu)
Necht n € N, potom
1. (2n—1)

r )=
(n+2) on

V. (C.1)
DUKAZ. Vétu, kterd hovoii o tomto vztahu, lze nalézt v [1]. O

Obdobné jako to bylo nutné v celém textu, musime uvazovat liché a sudé
hodnoty zvlast. Zabyvejme se tedy nejprve sudymi.

Lemma C.2 (O piepisu integrali pro sudé mocniny)
Necht p = 2n, n € N, potom

/0\% (sin ﬁx)p dz = m (C.2)

DUKAZ. Vyuzijeme-li (4.5), dostaneme

v 2n VT -T(n+1)
/Of (sm \5:1:) dr = m,

kde jsme dosadili p = 2n. Z lemmatu 1.6 plyne, ze I'(n + 1) = n!, dédle z
1 2n — !
lemmatu C.1 je ['(n+ 5) = (71271)\/% Pouzijeme-li tyto vysledky, potom
lze psat
Vva-T(n+3) 7@2n—-1"  a(2n— 1)l

VA-T(n+1)  VA-2000 V- (@)
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nebot
2n)! =2n(2n —2)(2n —4)(2n —6) - - -2 = 2"nl.

Obdobné lze nyni postupovat i pro liché hodnoty.

Lemma C.3 (O piepisu integralu pro liché mocniny)
Necht p =2n+ 1, n € NU{0}. Potom

/oﬁ (sin \F)\x)p dz = \% (C.3)

DUKAZ. Opét vyuzijeme (4.5) a dosadime p = 2n + 1. Mdme tedy

(L 24l 7-T(n+1)
/0 (SlIl \/Xx) de = ——1——=

VA-T(n+3)
S vyuzitim vztahu I'(n + 1) = n! a déle pomoci (1.6) upravime
3 1 1

Lze tedy psat

Vr-T(n+1) NZx)

VX-T(n+3) VA-(n+HT(n+3)
Nyni opét vyuzijeme vztah (C.1) a po tipravé dostaneme dokazované tvrzeni
V2! B 2. (2n)! o 2-(2n)!
Vi-n+3HEn-DIyr VA 2Cn+1)2n—1)I  VA-(2n+ 1)
O

Je zfejmé, ze pii studiu vlivu diskrétnich parametru na fesitelnost ulohy
(4.3) je mozné vyuzit tyto vysledky. V predpisech bodového spektra (4.28)
lze potom piislusné integraly nahradit témito vztahy.

Poznamka C.4 (O jiném odvozeni vztahu pro diskrétni parametry)
Predchozi vztahy lze odvodit také nezdvisle na funkci Gamma, vyuZijeme-li
vztah pro redukci mocniny v integralu

s _ 3 p_l
/oﬁ (sin ﬁx)p dzr = e ﬁx\g;\l; ﬁm) +

S

0

™

_ o= )
pil VA (sin \F/\:c)p dx =
b 0

_ = )
p—1 / i (sin ﬁx)p da, (C.4)
p 0
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ktery lze snadno ziskat integrovanim levé strany (C.4) pomoci per partes.
Postupnou opakovanou redukci mocniny lze odvodit pri dosazeni p = 2n,
respektive p = 2n+ 1 vztahy, které se vyskytuji na pravych strandch rovnosti

(C.2) a (C.3).
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SHRNUTI

Na zévér, z duvodu prehlednosti, shrneme dosazené vysledky. Pokud jsme
zvolili fixné ¢ = 1 dostali jsme vysledky, o kterych hovoii nasledujici tabulka.

Tabulka C.1: Resitelnost tlohy (4.3) pro ¢ = 1.

p p<-1 pe(-1,0) pe(0,1) p>1
qg=1 X . X v’

Pokud jsme naopak zvolili opa¢né p = 1, ziskali jsme vysledky vyjadiené
touto tabulkou:

Tabulka C.2: Resitelnost tlohy (4.3) pro p = 1.

q q<-1 qe(-1,0) qe(0,1) ¢g>1

p=1 X i i X

Existuji pouze prvni vlastni ¢isla.
2 Existuji i nékterad vyssi vlastni ¢isla.

Hodnota p = ¢ = 1 je, jak jsme zjistili, zajimava z toho pohledu, ze
existuji pouze vlastni ¢isla se sudym indexem.
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