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a RNDr. Jǐŕımu Benediktovi, Ph.D., za konzultace k matematické části práce.
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Abstrakt

V této práci se zabýváme kvantitativńım srovnáńım exaktńıho řešeńı sta-
cionárńı Schrödingerovy rovnice a Hartree-Fockovou aproximaćı základńıho
stavu systému dvou interaguj́ıćıch elektron̊u. Ty zjednodušeně popisujeme
jako systém dvou lineárńıch kvantových harmonických oscilátor̊u se speciálně
zvolenou interakćı, která umožňuje jak exaktńı řešeńı, tak analytické řešeńı
Hartree-Fockových rovnic.

Kĺıčová slova: Hartree-Fockova metoda, stacionárńı Schrödingerova rov-
nice, kvantový harmonický oscilátor, interaguj́ıćı fermiony

Abstract

In this thesis we are concerned with quantitative comparison of the exact
solution of a time-independent Schrödinger equation and the Hartree-Fock
approximation of the basic state of a two-electron interacting system. We
consider a system of two linear quantum harmonic oscillators with a specifi-
cally chosen interaction as a simplified description of the two-electron system.
This interaction allows us to solve the Schrödinger equation exactly as well
as to solve the Hartree-Fock equations analytically.

Keywords: Hartree-Fock method, time-independent Schrödinger equation,
quantum harmonic oscillator, interacting fermions
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Úvod

Hartree-Fockova metoda, využ́ıvaná ve výpočetńı fyzice i v chemii, je jed-
nou z nejčastěji použ́ıvaných nástroj̊u ke studiu kvantových systémů intera-
guj́ıćıch částic. Tato aproximativńı metoda vycházej́ıćı z variačńıho počtu se
použ́ıvá pro přibližné řešeńı Schrödingerovy rovnice např. pro atomy, mole-
kuly, pevné látky, má své mı́sto i v jaderné fyzice. K aproximaci přistupujeme
proto, že neńı známo exaktńı řešeńı Schrödingerovy rovnice pro systém inter-
aguj́ıćıch částic s realističtěǰśı, tedy složitěǰśı, interakćı. Obecně tud́ıž neexis-
tuje kvantitativńı srovnáńı exaktńıho řešeńı a Hartree-Fockovy aproximace.

V této bakalářské práci se budeme zabývat zjednodušeným modelem
dvou interaguj́ıćıch elektron̊u neboli lineárńıch kvantových harmonických os-
cilátor̊u v základńım stavu se specifickou interakćı, d́ıky ńıž můžeme exaktně
vyřešit Schrödingerovu rovnici a která nám současně umožňuje analytické
řešeńı Hartree-Fockových rovnic. Můžeme tak kvantitativně porovnat źıskaná
řešeńı a vyhodnotit přesnost Hartree-Fockovy aproximace pro náš př́ıpad, což
je ćılem této práce.

Všechny výpočty vyjma sekce 2.1 jsou p̊uvodńı.
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Kapitola 1

Základńı pojmy

V této kapitole budeme definovat pojmy, které jsou použité v celé práci.
V kvantové fyzice stav lineárńıho harmonického oscilátoru popisuje kom-

plexńı vlnová funkce ψ : R → C. Tato funkce je prvkem Lebesgueova pro-
storu L2(R,C), což je lineárńı vektorový prostor komplexńıch lebesgueov-
sky měřitelných funkćı na R integrovatelných s kvadrátem. Na L2(R,C) je
skalárńı součin definován vztahem

(ψ1, ψ2) =

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r)ψ2(r)dr

a př́ıslušná norma jako
‖ψ‖ =

√
(ψ, ψ).

Vzhledem k této normě je L2(R,C) úplný, tj. Hilbert̊uv.
Vzhledem k pravděpodobnostńı interpretaci kvadrátu absolutńı hodnoty

vlnové funkce ψ požadujeme normovaćı podmı́nku

‖ψ‖2 =

∫ ∞
−∞
|ψ(r)|2dr = 1.

V př́ıpadě systému dvou oscilátor̊u je jeho stav popsán vlnovou funkćı
Ψ: R2 → C, Ψ ∈ L2(R2,C). Skalárńı součin a př́ıslušnou normu definujeme
analogicky.

V kvantové fyzice je každé fyzikálńı veličině A přǐrazen lineárńı operátor

Â : D(Â)→ L2(R,C), D(Â) ⊂ L2(R,C),

který je samoadjungovaný neboli hermitovský [8]. Mějme definován lineárńı
operátor Â na hustém podprostoru D(Â) prostoru L2(R,C). Definičńı obor
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D(Â∗) jeho adjungovaného operátoru Â∗ tvoř́ı takové prvky x z prostoru
L2(R,C), pro něž plat́ı, že hustě definované lineárńı zobrazeńı

y → (x, Ây)

je spojitým lineárńım funkcionálem. Podle Hahnovy-Banachovy věty a Rie-
szovy věty o reprezentaci spojitého lineárńıho funkcionálu (viz [3]) plat́ı,
že pokud x patř́ı do definičńıho oboru Â∗, pak existuje právě jeden prvek
z ∈ L2(R,C) takový, že

(x, Ây) = (z, y)

pro všechna y ∈ D(Â) a definujeme Â∗x
def
= z. Pokud Â = Â∗, tj.

D(Â) = D(Â∗) a x ∈ D(Â)⇒ Âx = Â∗x,

pak řekneme, že operátor Â je samoadjungovaný [11]. Vlastńı č́ısla samoad-
jungovaného operátoru jsou vždy reálná a odpov́ıdaj́ı všem možným výsled-
k̊um měřeńı fyzikálńı veličiny A a jeho vlastńı funkce jsou vzájemně orto-
gonálńı.

Hermitovy polynomy Hn(x), n ∈ N0, jsou polynomy ve tvaru

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2

,

které splňuj́ı relaci ortogonality (vzhledem k váze e−x
2
, viz [4])∫ ∞

−∞
e−x

2

Hn(x)Hm(x)dx = 2nn!
√
πδn,m, (1.1)

kde δn,m je Kroneckerovo delta.



Kapitola 2

Exaktńı řešeńı

2.1 Jeden harmonický oscilátor

Odvod’me stručně tvar vlnové funkce a energie základńıho stavu kvantového
harmonického oscilátoru (viz též [1, 9]).

V klasické fyzice za lineárńı harmonický oscilátor považujeme kuličku
na pružině o rovnici

F = m
d2r

dt2
= −kr, (2.1)

kde m je hmotnost kuličky, r výchylka z rovnovážné polohy a k tuhost
pružiny. Zavedeme vlastńı frekvenci oscilátoru

ω =

√
k

m

a integraćı pravé strany rovnice (2.1) urč́ıme potenciálńı energii U(r) lineárńı-
ho harmonického oscilátoru:

U(r) =

∫ r

0

ω2mxdx =
1

2
mω2r2.

Hamiltonovou funkćı H je pak celková energie, tedy

H =
p2

2m
+

1

2
mω2r2,

kde p je hybnost.
Př́ıpustné hodnoty energie E kvantového harmonického oscilátoru a př́ı-

slušné stavy ψ hledáme jako vlastńı č́ısla a vlastńı funkce Hamiltonova operá-
toru (hamiltoniánu) Ĥ, tj. hledáme řešeńı stacionárńı Schrödingerovy rovnice

Ĥψ(r) = Eψ(r).
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Hamilton̊uv operátor Ĥ má tvar

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2r̂2,

kde r̂ je operátor souřadnice. Pro kartézské souřadnice plat́ı r̂ψ = rψ. Operá-
tor hybnosti p̂ je definován vztahem

p̂ψ = −i~
dψ

dr
,

kde ~ je redukovaná Planckova konstanta. Stacionárńı Schrödingerova rovnice
má tedy tvar (viz [5])(

− ~2

2m

d2

dr2
+

1

2
mω2r2

)
ψ(r) = Eψ(r). (2.2)

Při řešeńı Schrödingerovy rovnice (2.2) je výhodné přej́ıt k bezrozměrným
veličinám. Souřadnici r zvoĺıme ve tvaru

r = αq,

kde q je bezrozměrné. Úpravami (2.2) źıskáme

d2

dq2
ψ(q)− m2ω2α4q2

~2
ψ(q) +

2mα2

~2
Eψ(q) = 0. (2.3)

Je vhodné zvolit

α =

√
~
mω

a zavést bezrozměrnou energii vztahem

ε =
mα2

~2
E =

E

~ω
,

nebot’ ~ω má rozměr energie. Pak lze upravit rovnici (2.3) t́ımto zp̊usobem:

d2

dq2
ψ(q) + (2ε− q2)ψ(q) = 0. (2.4)

Pro velké hodnoty |q| vyjdeme ze zjednodušené rovnice

d2

dq2
ψ(q)− q2ψ(q) = 0.
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Jedná se o Weberovu diferenciálńı rovnici, jej́ımž řešeńım je parabolicko-
-cylindrická funkce. Proto pro náš výpočet použijeme přibližné řešeńı, kterým
je pro q → ±∞

ψ(q) = e−
q2

2 .

Exaktńı řešeńı rovnice (2.4) budeme hledat ve tvaru

ψ(q) = u(q)e−
q2

2 .

Dosazeńım za ψ(q) do (2.4) a zkráceńım nenulovým členem e−
q2

2 dostaneme

d2

dq2
u(q)− 2q

d

dq
u(q) + u(q)(2ε− 1) = 0. (2.5)

Libovolné řešeńı rovnice (2.5) je holomorfńı v celé otevřené komplexńı rovině,
proto můžeme zvolit funkci u(q) ve tvaru mocninné řady

u(q) =
∞∑
k=0

ckq
k,

kterou dosad́ıme do (2.5), č́ımž po úpravě dostaneme rovnici

∞∑
k=0

qk
(
ck+2(k + 2)(k + 1) + ck(2ε− 1− 2k)

)
= 0.

Tato rovnice muśı platit pro všechny hodnoty q, tedy všechny koeficienty
u mocnin q musej́ı být identicky rovny nule, a tud́ıž pro ck+2 dostaneme
rekurentńı vztah

ck+2 = ck
2k + 1− 2ε

(k + 2)(k + 1)
. (2.6)

Porovnejme koeficienty ck s koeficienty Maclaurinovy mocninné řady funkce

e
q2

2 . Plat́ı

e
q2

2 =
∞∑

m=0

q2mb2m,

kde

b2m =
1

2mm!
.

Rekurentńı předpis pro bk+2, kde k = 2m, je

bk+2 =
1

k + 2
bk.
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Porovnáńım pod́ıl̊u ck+2

ck
a bk+2

bk

ck+2

ck
=

2k + 1− 2ε

(k + 2)(k + 1)
∼ 2

k
,

bk+2

bk
=

1

k + 2
∼ 1

k
,

kde ∼ znač́ı asymptotickou rovnost, zjist́ıme, že podle limitńıho srovnávaćıho
kritéria pro dostatečně velká k posloupnost koeficient̊u ck roste rychleji než
posloupnost bk, tud́ıž plat́ı

ck ≥ abk,

kde a > 0 je konstanta, a odtud∑
k≥0

k sudé

ckq
k ≥ a

∞∑
m=0

q2m

2mm!
= ae

q2

2 .

Tedy ψ(q) v limitě pro q → ±∞ nejde k nule, a tud́ıž ψ neńı prvkem L2(R,C)
a nesplňuje normovaćı podmı́nku. Proto muśı být rozvoj u(q) konečný, tj.
ck = 0 pro k > n. Řešeńı je závislé na volbě n a zřejmě má tedy n úlohu
kvantového č́ısla (oscilátorové kvantové č́ıslo, n ∈ N0). Redukci u(q) na po-
lynom stupně n provedeme položeńım

ε = εn =
1

2
+ n⇒ E = En = ~ω

(
1

2
+ n

)
v rekurentńım vztahu (2.6), č́ımž jsme źıskali energetické spektrum kvan-
tového harmonického oscilátoru s minimálńı energíı

E0 =
1

2
~ω. (2.7)

Pro
2ε− 1 = 2n

je rovnice (2.5) rovnićı pro Hermitovy polynomy. Přechodem k p̊uvodńı pro-
měnné r a vyděleńım normou ψ(r) s využit́ım vztahu (1.1) źıskáme

ψn(r) =
(mω
~π

) 1
4 1√

2nn!
Hn

(√
mω

~
r

)
e−

mω
2~ r2

,

což je hledaná normovaná vlnová funkce ψn(r) odpov́ıdaj́ıćı energii En. Speci-
álně pro n = 0 obdrž́ıme

ψ0(r) =
(mω
~π

) 1
4

e−
mω
2~ r2

, (2.8)

což je vlnová funkce základńıho stavu kvantového lineárńıho harmonického
oscilátoru odpov́ıdaj́ıćı minimálńı energii E0.
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2.2 Dva interaguj́ıćı kvantové oscilátory

Uvažujme model dvou interaguj́ıćıch kvantových lineárńıch harmonických os-
cilátor̊u v bodech r1 a r2, jejichž potenciálńı energie maj́ı tvar

U(r1) =
1

2
mω2r2

1,

U(r2) =
1

2
mω2r2

2

a interakci mezi nimi bude popisovat člen Ĥint, který zvoĺıme jako

Ĥint(r1,r2)ψ(r1, r2) =
1

2
V (r1 − r2)2ψ(r1, r2),

kde V je nezáporná konstanta, tzv. interakčńı koeficient. Hamiltonián systé-
mu dvou interaguj́ıćıch elektron̊u je tedy

Ĥ =

(
− ~2

2m

∂2

∂r2
1

+
1

2
mω2r2

1

)
+

(
− ~2

2m

∂2

∂r2
2

+
1

2
mω2r2

2

)
+

1

2
V (r1−r2)2. (2.9)

Označme

Ĥr1 = − ~2

2m

∂2

∂r2
1

+
1

2
mω2r2

1,

Ĥr2 = − ~2

2m

∂2

∂r2
2

+
1

2
mω2r2

2.

Hledejme nyńı vlastńı energie a funkce celého hamiltoniánu Ĥ.
Dı́ky volbě interakčńıho členu Ĥint je hamiltonián (2.9) kvadratickou for-

mou v proměnných r1 a r2 a tedy může být diagonalizován. Diagonalizaci,
tj. eliminaci smı́̌sených člen̊u, provedeme pomoćı souřadnicové transformace

r =
1√
2

(r1 + r2) (poloha těžǐstě obou elektron̊u), (2.10)

R =
1√
2

(r1 − r2) (relativńı poloha elektron̊u v̊uči sobě). (2.11)

Řešeńım soustavy dvou rovnic o dvou neznámých źıskáme předpis pro r1 a r2

r1 =
1√
2

(r +R),

r2 =
1√
2

(r −R),
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tedy plat́ı

r2
1 + r2

2 = r2 +R2,

(r1 − r2)2 = 2R2.

Výpočtem druhých parciálńıch derivaćı složené funkce

F (r1, r2)
def
= f(r(r1, r2), R(r1, r2))

obdrž́ıme
∂2F

∂r2
1

=
1

2

∂2f

∂r2
+

1

2

∂2f

∂R2
+

∂2f

∂r∂R
,

∂2F

∂r2
2

=
1

2

∂2f

∂r2
+

1

2

∂2f

∂R2
− ∂2f

∂r∂R

a z toho vyplývaj́ıćı vztah

∂2

∂r2
1

+
∂2

∂r2
2

=
∂2

∂r2
+

∂2

∂R2
.

Dosazeńım do hamiltoniánu (2.9) dostaneme

Ĥ =− ~2

2m

(
∂2

∂r2
1

+
∂2

∂r2
2

)
+

1

2
mω2(r2

1 + r2
2) +

1

2
V (r1 − r2)2

=− ~2

2m

(
∂2

∂r2
+

∂2

∂R2

)
+

1

2
mω2(r2 +R2) + V R2

=

(
− ~2

2m

∂2

∂r2
+

1

2
mω2r2

)
+

− ~2

2m

∂2

∂R2
+

1

2
m

(
ω

√
1 +

2V

mω2

)2

R2

 .

Zaved’me substituci

Ω = ω

√
1 +

2V

mω2
.

Hamiltonián Ĥ je tedy nyńı ve formě dvou bezinterakčńıch člen̊u:

Ĥ =

(
− ~2

2m

∂2

∂r2
+

1

2
mω2r2

)
+

(
− ~2

2m

∂2

∂R2
+

1

2
mΩ2R2

)
.

Hamiltonián

Ĥr = − ~2

2m

∂2

∂r2
+

1

2
mω2r2
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odpov́ıdá oscilaci těžǐstě (viz (2.10)) v̊uči počátku s frekvenćı ω, zat́ımco
hamiltonián

ĤR = − ~2

2m

∂2

∂R2
+

1

2
mΩ2R2

odpov́ıdá superpozici elektron̊u osciluj́ıćıch s frekvenćı Ω v̊uči sobě navzájem
(viz (2.11)). Pro energii základńıho stavu, tj. vlastńı č́ıslo hamiltoniánu Ĥr

pro n = 0, plat́ı podle (2.7)

E0,r =
1

2
~ω,

podobně

E0,R =
1

2
~Ω

a pro vlnovou funkci základńıho stavu podle (2.8) dostaneme

ψ0(r, ω) =
(mω
~π

) 1
4

e−
mω
2~ r2

,

ψ0(R,Ω) =

(
mΩ

~π

) 1
4

e−
mΩ
2~ R2

.

Celková energie základńıho stavu systému dvou oscilátor̊u je superpozićı
těchto dvou energíı, tedy

Eexact
0 = E0,r + E0,R =

1

2
~ω +

1

2
~Ω =

1

2
~ω

(
1 +

√
1 +

2V

mω2

)
(2.12)

a pro celkovou vlnovou funkci Ψ0 dostáváme

Ψexact
0 (r, R) = ψ0(r, ω)ψ0(R,Ω) =

(m
~π

) 1
2

(ωΩ)
1
4 e−

m
2~ (ΩR2+ωr2). (2.13)

T́ımto jsme źıskali exaktńı řešeńı Schrödingerovy rovnice pro dva interaguj́ıćı
oscilátory v základńım stavu.



Kapitola 3

Hartree-Fockova aproximace

3.1 Odvozeńı Hartree-Fockových rovnic

Hartree-Fockova metoda vznikala na přelomu 20. a 30. let 20. stolet́ı, brzy
po objeveńı Schrödingerovy rovnice. V roce 1927 představil Douglas Rayner
Hartree tzv. metodu selfkonzistentńıho pole k výpočtu aproximace vlnových
funkćı a energíı pro atomy a ionty, ve které nahradil vliv ostatńıch elektron̊u
na vybraný elektron p̊usobeńım středńıho pole. Využ́ıval přitom fyzikálńı
aparát z počátku 20. let, vycházel tedy z Bohrova modelu atomu a použil
starš́ı formulaci Pauliho vylučovaćıho principu zakazuj́ıćıho př́ıtomnost dvou
elektron̊u ve stejném kvantovém stavu. Hartree předpokládal, že mnohaelek-
tronová vlnová funkce je rovna součinu jednoelektronových funkćı, tj. pro
dva elektrony

Ψ1,2(r1, r2) = ψ1(r1)ψ2(r2).

V roce 1930 John Clarke Slater a Vladimı́r Alexandrovič Fock nezávisle
na sobě poukázali na fakt, že Hartreeova metoda nerespektuje princip anti-
symetrie vlnové funkce. Modifikaćı p̊uvodńı Hartreeovy metody pak vznikla
Hartree-Fockova metoda [11].

Podle principu nerozlǐsitelnosti (viz [7]) plat́ı

|Ψ1,2(r1, r2)|2 = |Ψ1,2(r2, r1)|2,
přičemž mikroobjekty vyhovuj́ıćı požadavku

Ψ1,2(r1, r2) = −Ψ1,2(r2, r1)

maj́ı poloč́ıselný spin a nazývaj́ı se fermiony, mezi něž patř́ı i elektrony. Vl-
nová funkce fermion̊u má být tedy antisymetrická při záměně r1 a r2 a pro
dva fermiony je popsána Slaterovým determinantem následovně:

Ψ1,2 =
1√
2

∣∣∣∣ ψ1(r1) ψ2(r1)
ψ1(r2) ψ2(r2)

∣∣∣∣ =
1√
2

(
ψ1(r1)ψ2(r2)− ψ2(r1)ψ1(r2)

)
, (3.1)

16
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kde předpokládáme, že pro vlnové funkce ψ plat́ı relace ortonormality, tj.

(ψi(r), ψj(r)) = δi,j, i, j = 1, 2. (3.2)

Potom je (3.1) normovanou vlnovou funkćı. Člen ψ1(r1)ψ2(r2) nazýváme
př́ımý člen, ψ2(r1)ψ1(r2) výměnný člen, 1√

2
je normalizačńı faktor a indexy

1, 2 v označeńı vlnové funkce symbolizuj́ı, že se každý ze dvou elektron̊u
nacháźı v jiném kvantovém stavu (v́ıce v sekci 3.2).

Hartree-Fockova metoda využ́ıvá variačńı metodu určeńı minimálńı ener-
gie jako minima kvadratického funkcionálu ϕ̃ : L2(R2,C)→ C,

ϕ̃(Ψ)
def
= 〈Ĥ〉Ψ =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Ψ∗(r1, r2)ĤΨ(r1, r2)dr1dr2,

vzhledem k podmnožině určené vazbovou podmı́nkou ‖Ψ‖ = 1. Tento funk-
cionál přǐrazuje každému Ψ středńı hodnotu energie kvantového systému
a jeho minimum je vzhledem k ‖Ψ‖ = 1 rovno minimálńı energii E0 př́ıslušej́ı-
ćı vlnové funkci Ψ0 základńıho stavu. Pro složitěǰśı systémy však bývá obt́ıžné
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toto minimum určit explicitně a proto se použ́ıvá přibližného výpočtu, při
kterém hledáme minimum pouze na vhodné podmnožině funkćı.

Výše uvedené exaktńı řešeńı bylo možné naj́ıt pomoćı transformace sou-
řadnic, aniž bychom cokoliv věděli o vlastnostech kvantového stavu, zat́ımco
v Hartree-Fockově aproximaci muśıme uvážit, že máme systém dvou ne-
rozlǐsitelných fermion̊u. Budeme hledat minimum středńı energie na množině
funkćı ve tvaru (3.1), což výpočet usnadńı. Takové minimum je ovšem obecně
větš́ı nebo rovno exaktně vypoč́ıtané minimálńı energii. V této práci je naš́ım
úkolem zhodnotit chybu Hartree-Fockovy aproximace spoč́ıvaj́ıćı ve volbě
podmnožiny funkćı ve tvaru (3.1).

Volba vlnové funkce ve tvaru (3.1) znamená, že nyńı hledáme minimum
funkcionálu ϕ : L2(R,C)× L2(R,C)→ C,

ϕ(ψ1, ψ2)
def
= ϕ̃

(
1√
2

(
ψ1(r1)ψ2(r2)− ψ2(r1)ψ1(r2)

))
,

vzhledem k podmnožině dané vazbovými podmı́nkami (3.2). Toto minimum
budeme hledat pomoćı Karushových-Kuhnových-Tuckerových nutných pod-
mı́nek pro úlohu s vazbami, kterou můžeme sestrojeńım Lagrangeova funk-
cionálu zformulovat jako podmı́nku stacionárńıho bodu tohoto funkcionálu.
Vazbové podmı́nky (3.2) pro i = j = 1, resp. i = j = 2, zaṕı̌seme pomoćı
vazbových funkcionál̊u jako g1(ψ1) = 0, resp. g2(ψ2) = 0, kde

g1(ψ1) =

∫ ∞
−∞
|ψ1(r1)|2dr1 − 1, g2(ψ2) =

∫ ∞
−∞
|ψ2(r2)|2dr2 − 1.

Pak má Lagrange̊uv funkcionál tvar

L(ψ1, ψ2, ε1, ε2) = 〈Ĥ〉Ψ1,2 −
2∑

i=1

εigi(ψi)

a v něm vystupuj́ıćı Lagrangeovy multiplikátory εi ∈ C maj́ı rozměr ener-
gie. Lagrange̊uv funkcionál neobsahuje vazbovou podmı́nku (3.2) pro i 6= j,
protože lze bez újmy na obecnosti předpokládat, že př́ıslušný multiplikátor
je roven nule (viz [10]).

Předt́ım, než zformulujeme Karushovy-Kuhnovy-Tuckerovy podmı́nky,
definujme pojem derivace ve směru. Mějme funkcionál λ : L2(R,C) → C.
Jestliže pro ψ0 ∈ L2(R,C), h ∈ L2(R,C) existuje komplexńı č́ıslo C takové,
že

d

dt

(
λ(ψ0 + th)

)
= lim

t→0

λ(ψ0 + th)− λ(ψ0)

t
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se rovná C, pak C nazýváme derivaćı zobrazeńı λ v bodě ψ0 ve směru h ne-
boli Gâteauxovou variaćı a znač́ıme δλ(ψ0)(h) (viz [2]). Podle Karushových-
-Kuhnových-Tuckerových podmı́nek vázaného minima variovatelného funk-
cionálu plat́ı:

Necht’ je ψ1, ψ2 ∈ L2(R,C) bod vázaného minima funkcionálu ϕ vzhle-
dem k vazbovým podmı́nkám (3.2) a necht’ h ∈ L2(R,C). Potom exis-
tuj́ı multiplikátory ε1, ε2 tak, že δL(ψ1, ψ2, ε1, ε2)(ψi, h) = 0, i = 1, 2, kde
δL(ψ1, ψ2, ε1, ε2)(ψi, h) je parciálńı derivace L v bodě (ψ1, ψ2, ε1, ε2) vzhledem
k proměnné ψi ve směru h. Podmı́nky stacionarity tedy budou ve tvaru

δ

(
〈Ĥ〉Ψ1,2 −

2∑
i=1

(
εi

∫ ∞
−∞
|ψi(ri)|2dri − 1

))
(ψ1, h) = 0,

δ

(
〈Ĥ〉Ψ1,2 −

2∑
i=1

(
εi

∫ ∞
−∞
|ψi(ri)|2dri − 1

))
(ψ2, h) = 0

pro všechna h ∈ L2(R,C).
Vypoč́ıtejme nyńı středńı hodnotu hamiltoniánu

〈Ĥ〉Ψ1,2 =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Ψ∗1,2(r1, r2)ĤΨ1,2(r1, r2)dr1dr2.

Hamiltonián Ĥ ve tvaru (2.9) jsme rozdělili na součet tř́ı člen̊u

Ĥ = Ĥr1 + Ĥr2 + Ĥint(r1,r2),

středńı hodnota tedy bude ve tvaru, který můžeme vyjádřit jako součet tř́ı
integrál̊u označených I1, I2, I3 :

〈Ĥ〉Ψ1,2 =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

1√
2

(
ψ∗1(r1)ψ∗2(r2)− ψ∗2(r1)ψ∗1(r2)

)
·
(
Ĥr1 + Ĥr2 + Ĥint(r1,r2)

) 1√
2

(
ψ1(r1)ψ2(r2)− ψ2(r1)ψ1(r2)

)
dr1dr2

=
1

2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(
ψ∗1(r1)ψ∗2(r2)− ψ∗2(r1)ψ∗1(r2)

)
· Ĥr1

(
ψ1(r1)ψ2(r2)− ψ2(r1)ψ1(r2)

)
dr1dr2

+
1

2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(
ψ∗1(r1)ψ∗2(r2)− ψ∗2(r1)ψ∗1(r2)

)
· Ĥr2

(
ψ1(r1)ψ2(r2)− ψ2(r1)ψ1(r2)

)
dr1dr2

+
1

2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(
ψ∗1(r1)ψ∗2(r2)− ψ∗2(r1)ψ∗1(r2)

)
· Ĥint(r1,r2)

(
ψ1(r1)ψ2(r2)− ψ2(r1)ψ1(r2)

)
dr1dr2

def
= I1 + I2 + I3.
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Spoč́ıtejme jednotlivé integrály:

I1 =
1

2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(
ψ∗1(r1)ψ∗2(r2)− ψ∗2(r1)ψ∗1(r2)

)
· Ĥr1

(
ψ1(r1)ψ2(r2)− ψ2(r1)ψ1(r2)

)
dr1dr2

=
1

2

(∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)Ĥr1ψ1(r1)dr1

∫ ∞
−∞

ψ∗2(r2)ψ2(r2)dr2

−
∫ ∞
−∞

ψ∗2(r1)Ĥr1ψ1(r1)dr1

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r2)ψ2(r2)dr2

−
∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)Ĥr1ψ2(r1)dr1

∫ ∞
−∞

ψ∗2(r2)ψ1(r2)dr2

+

∫ ∞
−∞

ψ∗2(r1)Ĥr1ψ2(r1)dr1

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r2)ψ1(r2)dr2

)
a vzhledem k ortonormalitě vlnových funkćı je

I1 =
1

2

(∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)Ĥr1ψ1(r1)dr1 +

∫ ∞
−∞

ψ∗2(r1)Ĥr1ψ2(r1)dr1

)
. (3.3)

Stejným postupem a přeznačeńım integračńıch proměnných r1 ↔ r2 dosta-
neme

I2 =
1

2

(∫ ∞
−∞

ψ∗1(r2)Ĥr2ψ1(r2)dr2 +

∫ ∞
−∞

ψ∗2(r2)Ĥr2ψ2(r2)dr2

)
= I1. (3.4)

Podobně

I3 =
1

2

(∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)ψ∗2(r2)Ĥint(r1,r2)ψ1(r1)ψ2(r2)dr1dr2

−
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ψ∗2(r1)ψ∗1(r2)Ĥint(r1,r2)ψ1(r1)ψ2(r2)dr1dr2

−
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)ψ∗2(r2)Ĥint(r1,r2)ψ2(r1)ψ1(r2)dr1dr2

+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ψ∗2(r1)ψ∗1(r2)Ĥint(r1,r2)ψ2(r1)ψ1(r2)dr1dr2

)
, (3.5)

kde přeznačeńım integračńıch proměnných r1 ↔ r2 ve druhém a čtvrtém
členu pravé strany rovnice (3.5) a d́ıky symetrii

Ĥint(r1,r2) =
1

2
V (r2 − r1)2 =

1

2
V (r1 − r2)2 = Ĥint(r2,r1)
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dostaneme

I3 =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)ψ1(r1)Ĥint(r1,r2)ψ
∗
2(r2)ψ2(r2)dr1dr2

−
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)ψ∗2(r2)Ĥint(r1,r2)ψ1(r2)ψ2(r1)dr1dr2. (3.6)

Sečteńım d́ılč́ıch výsledk̊u (3.3), (3.4) a (3.6) obdrž́ıme vztah pro středńı
hodnotu hamiltoniánu Ĥ

〈Ĥ〉Ψ1,2 =

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)Ĥr1ψ1(r1)dr1 +

∫ ∞
−∞

ψ∗2(r1)Ĥr1ψ2(r1)dr1

+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|ψ1(r1)|2Ĥint(r1,r2)|ψ2(r2)|2dr1dr2

−
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)ψ∗2(r2)Ĥint(r1,r2)ψ1(r2)ψ2(r1)dr1dr2, (3.7)

odkud můžeme vyč́ıst fyzikálńı smysl tohoto výsledku: Člen∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)Ĥr1ψ1(r1)dr1, resp.

∫ ∞
−∞

ψ∗2(r1)Ĥr1ψ2(r1)dr1,

představuje středńı bezinterakčńı energii jednoho elektronu ve stavu po-
psaném vlnovou funkćı ψ1, resp. ψ2, zat́ımco∫ ∞

−∞

∫ ∞
−∞
|ψ1(r1)|2Ĥint(r1,r2)|ψ2(r2)|2dr1dr2

představuje pravděpodobnostńı část interakčńı energie obou elektron̊u (tzv.
Hartreeova část) a

−
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)ψ∗2(r2)Ĥint(r1,r2)ψ1(r2)ψ2(r1)dr1dr2 (3.8)

výměnnou část interakčńı energie obou elektron̊u (tzv. Fockova část) v d̊us-
ledku nerozlǐsitelnosti elektron̊u.

Člen (3.8) bychom pro obecný hamiltonián Ĥint interakce mezi elektrony
mohli chápat dvoj́ım zp̊usobem:

1. Ve tvaru

−
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)ψ2(r1)Ĥint(r1,r2)ψ
∗
2(r2)ψ1(r2)dr1dr2

představuje výměnu kvantových stav̊u 1↔ 2 v dané poloze.
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2. Ve tvaru

−
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)ψ1(r2)Ĥint(r1,r2)ψ
∗
2(r2)ψ2(r1)dr1dr2

představuje výměnu poloh r1 ↔ r2 v daném kvantovém stavu. V našem
př́ıpadě vzhledem k volbě hamiltoniánu Ĥint d́ıky komutativitě násobeńı
na pořad́ı jednotlivých člen̊u v integrálu nezálež́ı.

Dosazeńım za Ĥr1 a Ĥint do středńı hodnoty hamiltoniánu (3.7) dosta-
neme

〈Ĥ〉Ψ1,2 =

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)

(
− ~2

2m

d2

dr2
1

+
1

2
mω2r2

1

)
ψ1(r1)dr1

+

∫ ∞
−∞

ψ∗2(r1)

(
− ~2

2m

d2

dr2
1

+
1

2
mω2r2

1

)
ψ2(r1)dr1

+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|ψ1(r1)|2 1

2
V (r2 − r1)2|ψ2(r2)|2dr1dr2

−
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ψ∗1(r1)ψ∗2(r2)
1

2
V (r2 − r1)2ψ1(r2)ψ2(r1)dr1dr2. (3.9)

Označme

ψ′′1(r1) =
d2

dr2
1

ψ1(r1),

h′′(r1) =
d2

dr2
1

h(r1).

Na základě výsledku (3.9) nyńı spočteme parciálńı derivaci Lagrangeova funk-
cionálu L(ψ1, ψ2, ε1, ε2) vzhledem k ψ1 ve směru h:

δL(ψi, ψ2, ε1, ε2)(ψ1, h) = δ

(
〈Ĥ〉Ψ1,2−

2∑
i=1

(
εi

∫ ∞
−∞
|ψi(ri)|2dri − 1

))
(ψ1, h)

=

∫ ∞
−∞

(
− ~2

2m

(
h∗(r1)ψ′′1(r1) + ψ∗1(r1)h′′(r1)

)
+

1

2
mω2r2

1

(
h∗(r1)ψ1(r1) + ψ∗1(r1)h(r1)

))
dr1

+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2

(
|ψ2(r2)|2

(
h∗(r1)ψ1(r1)

+ ψ∗1(r1)h(r1)
)
− ψ2(r1)ψ∗2(r2)

(
h∗(r1)ψ1(r2)

+ ψ∗1(r1)h(r2)
))

dr1dr2

−ε1

∫ ∞
−∞

(
h∗(r1)ψ1(r1) + ψ∗1(r1)h(r1)

)
dr1,
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kde jsme využili vzorec pro derivaci součinu. Tento výraz uprav́ıme na součet
integrál̊u, v nichž každý obsahuje pouze h, nebo pouze h∗:

δL(ψ1, ψ2, ε1, ε2)(ψ1, h) =

∫ ∞
−∞

(
− ~2

2m
h∗(r1)ψ′′1(r1) +

1

2
mω2r2

1h
∗(r1)ψ1(r1)

)
dr1

+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2

(
|ψ2(r2)|2h∗(r1)ψ1(r1)

− ψ2(r1)ψ∗2(r2)h∗(r1)ψ1(r2)
)
dr1dr2

−ε1

∫ ∞
−∞

h∗(r1)ψ1(r1)dr1

+

∫ ∞
−∞

(
− ~2

2m
h′′(r1)ψ∗1(r1) +

1

2
mω2r2

1h(r1)ψ∗1(r1)

)
dr1

+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2

(
|ψ2(r2)|2h(r1)ψ∗1(r1)

− ψ2(r1)ψ∗2(r2)h(r2)ψ∗1(r1)
)
dr1dr2

−ε1

∫ ∞
−∞

h(r1)ψ∗1(r1)dr1. (3.10)

Uprav́ıme druhý člen na pravé straně (3.10):∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2

(
|ψ2(r2)|2h∗(r1)ψ1(r1)

− ψ2(r1)ψ∗2(r2)h∗(r1)ψ1(r2)
)
dr1dr2

=

∫ ∞
−∞

h∗(r1)ψ1(r1)

(∫ ∞
−∞

1

2
V r2

2|ψ2(r2)|2dr2 − r1

∫ ∞
−∞

V r2|ψ2(r2)|2dr2

+ r2
1

∫ ∞
−∞

1

2
V |ψ2(r2)|2dr2

)
dr1

−
∫ ∞
−∞

h∗(r1)ψ2(r1)

(∫ ∞
−∞

1

2
V r2

2ψ
∗
2(r2)ψ1(r2)dr2

− r1

∫ ∞
−∞

V r2ψ
∗
2(r2)ψ1(r2)dr2 + r2

1

∫ ∞
−∞

1

2
V ψ∗2(r2)ψ1(r2)dr2

)
dr1.

Dvakrát aplikovanou metodou per partes eliminujeme 2. derivaci diference h
ve čtvrtém členu na pravé straně (3.10):∫ ∞

−∞
ψ∗1(r1)h′′(r1)dr1 =

∫ ∞
−∞

ψ′′∗1 (r1)h(r1)dr1.

Pátý člen na pravé straně (3.10) přeznačeńım integračńıch proměnných upra-
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v́ıme na∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2

(
|ψ2(r2)|2h(r1)ψ∗1(r1)

− ψ2(r1)ψ∗2(r2)h(r2)ψ∗1(r1)
)
dr1dr2

=

∫ ∞
−∞

h(r1)ψ∗1(r1)

(∫ ∞
−∞

1

2
V r2

2|ψ2(r2)|2dr2 − r1

∫ ∞
−∞

V r2|ψ2(r2)|2dr2

+ r2
1

∫ ∞
−∞

1

2
V |ψ2(r2)|2dr2

)
dr1

−
∫ ∞
−∞

h(r1)ψ∗2(r1)

(
r2

1

∫ ∞
−∞

1

2
V ψ∗1(r2)ψ2(r2)dr2

− r1

∫ ∞
−∞

V r2ψ
∗
1(r2)ψ2(r2)dr2 +

∫ ∞
−∞

1

2
V r2

2ψ
∗
1(r2)ψ2(r2)dr2

)
dr1.

Odtud plyne, že podmı́nku

δL(ψ1, ψ2, ε1, ε2)(ψ1, h) = 0

můžeme napsat jako∫ ∞
−∞

h∗(r1)

(
− ~2

2m
ψ′′1(r1) +

1

2
mω2r2

1ψ1(r1) + ψ1(r1)

(∫ ∞
−∞

1

2
V r2

2|ψ2(r2)|2dr2

− r1

∫ ∞
−∞

V r2|ψ2(r2)|2dr2 + r2
1

∫ ∞
−∞

1

2
V |ψ2(r2)|2dr2

)
− ψ2(r1)

(∫ ∞
−∞

1

2
V r2

2ψ
∗
2(r2)ψ1(r2)dr2 − r1

∫ ∞
−∞

V r2ψ
∗
2(r2)ψ1(r2)dr2

+ r2
1

∫ ∞
−∞

1

2
V ψ∗2(r2)ψ1(r2)dr2

)
− ε1ψ1(r1)

)
dr1 + c.c. = 0,

kde c.c. znač́ı komplexně sdružený výraz. Vzhledem k tomu, že směr, tj.
funkci h(r1), můžeme zvolit libovolně, muśı platit

− ~2

2m
ψ′′1(r1) +

1

2
mω2r2

1ψ1(r1) + ψ1(r1)

(∫ ∞
−∞

1

2
V r2

2|ψ2(r2)|2dr2

− r1

∫ ∞
−∞

V r2|ψ2(r2)|2dr2 + r2
1

∫ ∞
−∞

1

2
V |ψ2(r2)|2dr2

)
− ψ2(r1)

(∫ ∞
−∞

1

2
V r2

2ψ
∗
2(r2)ψ1(r2)dr2 − r1

∫ ∞
−∞

V r2ψ
∗
2(r2)ψ1(r2)dr2

+ r2
1

∫ ∞
−∞

1

2
V ψ∗2(r2)ψ1(r2)dr2

)
− ε1ψ1(r1) = 0,
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což po úpravě můžeme vyjádřit jako(
− ~2

2m

d2

dr2
1

+
1

2
mω2r2

1

)
ψ1(r1) + ψ1(r1)

∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2|ψ2(r2)|2dr2

+

∫ ∞
−∞

(
−ψ∗2(r2)

1

2
V (r2 − r1)2ψ2(r1)

)
ψ1(r2)dr2 − ε1ψ1(r1) = 0 (3.11)

neboli

Ĥr1ψ1(r1) + ψ1(r1)

∫ ∞
−∞

Ĥint(r1,r2)|ψ2(r2)|2dr2

+

∫ ∞
−∞

(
−ψ∗2(r2)Ĥint(r1,r2)ψ2(r1)

)
ψ1(r2)dr2 − ε1ψ1(r1) = 0. (3.12)

Odvodili jsme Hartree-Fockovu rovnici pro ψ1 v závislosti na ψ2, ve které
Lagrange̊uv multiplikátor ε1 představuje Hartree-Fockovu energii elektronu
popsaného vlnovou funkćı ψ1. Zde vystupuj́ıćı člen

WH(r1)
def
=

∫ ∞
−∞

Ĥint(r1,r2)|ψ2(r2)|2dr2 (3.13)

se nazývá Hartree̊uv lokálńı pravděpodobnostńı potenciál, jenž je vytvořen
druhým elektronem a p̊usob́ı na prvńı elektron v bodě r1. Člen

WF(r1, r2)
def
= −ψ∗2(r2)Ĥint(r1,r2)ψ2(r1)

nazýváme Fock̊uv nelokálńı výměnný potenciál mezi oběma elektrony.
Analogicky odvod́ıme Hartree-Fockovu rovnici pro ψ2 v závislosti na ψ1

odpov́ıdaj́ıćı Hartree-Fockově energii ε2. Jej́ı tvar je(
− ~2

2m

d2

dr2
2

+
1

2
mω2r2

2

)
ψ2(r2) + ψ2(r2)

∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2|ψ1(r1)|2dr1

+

∫ ∞
−∞

(
−ψ∗1(r1)

1

2
V (r2 − r1)2ψ1(r2)

)
ψ2(r1)dr1 − ε2ψ2(r2) = 0

neboli

Ĥr2ψ2(r2) + ψ2(r2)

∫ ∞
−∞

Ĥint(r1,r2)|ψ1(r1)|2dr1

+

∫ ∞
−∞

(
−ψ∗1(r1)Ĥint(r1,r2)ψ1(r2)

)
ψ2(r1)dr1 − ε2ψ2(r2) = 0. (3.14)
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3.2 Řešeńı Hartree-Fockových rovnic

Jak už jsme zmı́nili výše, antisymetrická vlnová funkce dvou nerozlǐsitelných
elektron̊u v kvantových stavech 1 a 2 v mı́stech r1 a r2 je popsána rovnićı
(3.1), tj.

Ψ1,2(r1, r2) =
1√
2

(
ψ1(r1)ψ2(r2)− ψ2(r1)ψ1(r2)

)
.

Č́ısly 1, 2 jsou označeny kvantové stavy elektron̊u, přičemž stav elektronu
určuj́ı (v našem př́ıpadě) dvě kvantová č́ısla, a to oscilátorové kvantové č́ıslo
n ∈ N0 a spinové kvantové č́ıslo s ∈ {−1

2
,+1

2
}, které představuje projekci

spinu elektronu do daného směru, jej́ıž hodnota je bud’ −1
2
~ nebo 1

2
~. Vlnové

funkce potom budou ve tvaru

ψ1(r1) = ψn1,s1(r1) = un1(r1)χr1
s1

ψ2(r2) = ψn2,s2(r2) = un2(r2)χr2
s2
, (3.15)

kde u je prostorová část vlnové funkce ψ, tedy část závisej́ıćı na poloze
v prostoru, zat́ımco χ je spinová část vlnové funkce ψ. Dosad’me do Hartree-
-Fockovy rovnice (3.11) vlnové funkce ψ ve tvaru (3.15):(
− ~2

2m

d2

dr2
1

+
1

2
mω2r2

1 +

∫ ∞
−∞
u∗n2

(r2)χr2∗
s2

1

2
V (r2 − r1)2un2(r2)χr2

s2
dr2

)
un1(r1)χr1

s1

−
∫ ∞
−∞

u∗n2
(r2)χr2∗

s2

1

2
V (r2 − r1)2un2(r1)χr1

s2
un1(r2)χr2

s1
dr2

− ε1un1(r1)χr1
s1

= 0. (3.16)

Pro spinové části χ vztahuj́ıćı se k prostorovým částem ve stejném bodě plat́ı
relace ortonormality

(χr∗
s1
, χr

s2
) = δs1,s2 , (3.17)

tj. můžeme psát

χr
+ 1

2
=

(
1
0

)
, χr

− 1
2

=

(
0
1

)
. (3.18)

Hartree̊uv potenciál WH (3.13) můžeme s využit́ım vztahu (3.17) upravit
následovně: ∫ ∞

−∞
u∗n2

(r2)χr2∗
s2

1

2
V (r2 − r1)2un2(r2)χr2

s2
dr2

=

∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2|un2(r2)|2|χr2

s2
|2dr2

=

∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2|un2(r2)|2dr2, (3.19)
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ve výměnném integrálu∫ ∞
−∞

u∗n2
(r2)χr2∗

s2

1

2
V (r2 − r1)2un2(r1)χr1

s2
un1(r2)χr2

s1
dr2

však spinové části χs2 , χ
∗
s2

náležej́ı k prostorovým částem, které závisej́ı na
r̊uzných bodech prostoru. Tento integrál však můžeme napsat v následuj́ıćım
tvaru: ∫ ∞

−∞
u∗n2

(r2)χr2∗
s2
un1(r2)χr2

s1

1

2
V (r2 − r1)2un2(r1)χr1

s2
dr2

= δs1,s2χ
r1
s2

∫ ∞
−∞

u∗n2
(r2)un1(r2)

1

2
V (r2 − r1)2un2(r1)dr2, (3.20)

kde podle (3.17) plat́ı (
χr2∗
s2
, χr2

s1

)
= δs1,s2 .

S uvážeńım vztahu
δs1,s2χs2 = δs1,s2χs1

dosad́ıme výsledky (3.19) a (3.20) do Hartree-Fockovy rovnice ve tvaru (3.16),
č́ımž źıskáme(

− ~2

2m

d2

dr2
1

+
1

2
mω2r2

1 +

∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2|un2(r2)|2dr2

)
un1(r1)χr1

s1

− δs1,s2χ
r1
s1

∫ ∞
−∞

u∗n2
(r2)un1(r2)

1

2
V (r2 − r1)2un2(r1)dr2

− ε1un1(r1)χr1
s1

= 0. (3.21)

V našem př́ıpadě, kdy uvažujeme základńı stav systému dvou oscilátor̊u, tj.
oscilátorová kvantová č́ısla nabývaj́ı hodnot n1 = 0, n2 = 0, musej́ı spiny mı́t
podle Pauliho vylučovaćıho principu opačnou orientaci. Zvolme s1 = +1

2
,

s2 = −1
2
, tj. δs1,s2 = 0. Po dosazeńı kvantových č́ısel a dosazeńı za χ+ 1

2
podle

(3.18) źıskáme prvńı Hartree-Fockovu rovnici pro základńı stav uvažovaných
oscilátor̊u(
− ~2

2m

d2

dr2
1

+
1

2
mω2r2

1 +

∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2|u0(r2)|2dr2

)
u0(r1) = ε1u0(r1)

(3.22)
a stejným postupem dostaneme druhou rovnici(
− ~2

2m

d2

dr2
2

+
1

2
mω2r2

2 +

∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2|u0(r1)|2dr1

)
u0(r2) = ε2u0(r2).

(3.23)
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Hartree-Fockovy rovnice jsou soustavou nelineárńıch integrodiferenciál-
ńıch rovnic, které se zpravidla řeš́ı numericky. V našem př́ıpadě je však d́ıky
volbě interakce možné řešit tyto rovnice analyticky.

V integrálu∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2|u0(r2)|2dr2 =

1

2
V

∫ ∞
−∞

r2
2|u0(r2)|2dr2

− V r1

∫ ∞
−∞

r2|u0(r2)|2dr2 +
1

2
V r2

1

∫ ∞
−∞
|u0(r2)|2dr2

označme
1

2
V

∫ ∞
−∞

r2
2|u0(r2)|2dr2 = K, (3.24)

člen

V r1

∫ ∞
−∞

r2|u0(r2)|2dr2 = 0,

nebot’ se jedná o integrál z liché funkce. Pro prostorovou část vlnové funkce
plat́ı normovaćı podmı́nka∫ ∞

−∞
|u0(r)|2dr =

∫ ∞
−∞
|ψ1(r)|2dr =

∫ ∞
−∞
|ψ2(r)|2dr = 1, (3.25)

je tedy ∫ ∞
−∞

1

2
V (r2 − r1)2|u0(r2)|2dr2 =

1

2
V r2

1 +K

a dosazeńım do (3.22) po úpravě dostaneme(
− ~2

2m

d2

dr2
1

+
1

2
mω2r2

1 +
1

2
V r2

1

)
u0(r1) = (ε1 −K)u0(r1).

Zavedeńım substituce

Ω′ = ω

√
1 +

V

mω2

źıskáme standardńı rovnici pro harmonický oscilátor v základńım stavu(
− ~2

2m

d2

dr2
1

+
1

2
mΩ′2r2

1

)
u0(r1) = (ε1 −K)u0(r1), (3.26)

z čehož plyne, že

ε1 −K =
1

2
~Ω′, (3.27)
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nebot’ to je energie oscilátoru v základńım stavu, tj. minimálńı energie (viz
(2.7)). Prostorová část u0 vlnové funkce ψ, tj. řešeńı diferenciálńı rovnice
(3.26) druhého řádu s nekonstantńımi koeficienty, má tvar

u0(r1) =

(
mΩ′

π~

) 1
4

e−
mΩ′
2~ r2

1 . (3.28)

Když už známe u0, můžeme metodou per partes a zavedeńım substituce
dopoč́ıtat hodnotu konstanty K z (3.24):

K =
1

2
V

∫ ∞
−∞

r2
2|u0(r2)|2dr2 =

1

2
V

(
mΩ′

π~

) 1
2
∫ ∞
−∞

r2r2e−
mΩ′
~ r2

2dr2

=
1

2
V

(
mΩ′

π~

) 1
2

(
lim

c−→−∞
c+→∞

[
−r2e−

mΩ′
~ r2

2
~

2mΩ′

]c+

c−
+

∫ ∞
−∞

e−
mΩ′
~ r2

2
~

2mΩ′
dr2

)

=
1

2
V

(
mΩ′

π~

) 1
2
∫ ∞
−∞

e−
mΩ′
~ r2

2
~

2mΩ′
dr2.

Položme x =
(
mΩ′

~

) 1
2 r2, potom dx =

(
mΩ′

~

) 1
2 dr2 a

K =
1

2
V

(
mΩ′

π~

) 1
2 ~

2mΩ′

(
~
mΩ′

) 1
2
∫ ∞
−∞

e−x
2

dx =
1

2
V

~
2mΩ′

,

protože ∫ ∞
−∞

e−x
2

dx =
√
π.

Nyńı dosazeńım tohoto vztahu do (3.27) můžeme určit hodnotu Lagrangeo-
va multiplikátoru ε1, který představuje Hartree-Fockovu energii jednoho os-
cilátoru:

ε1 −
1

2
V

~
2mΩ′

=
1

2
~Ω′,

tedy

ε1 =
1

2
~Ω′

(
1 +

V

2mΩ′2

)
. (3.29)

Energii druhého oscilátoru ε2 vypoč́ıtáme stejným zp̊usobem z druhé Hartree-
-Fockovy rovnice (3.23), která se od prvńı rovnice (3.22) lǐśı pouze záměnou
proměnných r1 ↔ r2 a neznámých ε1 ↔ ε2. Dostaneme tedy

ε1 = ε2.



KAPITOLA 3. HARTREE-FOCKOVA APROXIMACE 30

Celkovou energíı základńıho stavu studovaného systému v Hartree-Fockově
aproximaci však neńı součet těchto dvou energíı (nebot’ př́ıspěvky odpov́ıdaj́ı-
ćı vzájemné interakci elektron̊u by byly započteny dvakrát).

Pro vlnovou funkci systému obou oscilátor̊u ΨHF
0 v základńım stavu při

uvážeńı tvaru vlnové funkce ψ jako součinu prostorové a spinové části plat́ı

ΨHF
0 =

1√
2

(
ψ1(r1)ψ2(r2)− ψ2(r1)ψ1(r2)

)
=

1√
2

(
u0(r1)χr1

s1
u0(r2)χr2

s2
− u0(r1)χr1

s2
u0(r2)χr2

s1

)
= u0(r1)u0(r2)

1√
2

(
χr1

+ 1
2

χr2

− 1
2

− χr1

− 1
2

χr2

+ 1
2

)
. (3.30)

Energii základńıho stavu našeho systému dvou oscilátor̊u v Hartree-Fockově
aproximaci vypoč́ıtáme jako středńı hodnotu hamiltoniánu 〈Ĥ〉ΨHF

0
, tj.

EHF
0 = 〈Ĥ〉ΨHF

0
.

Využijme výše uvedeného výpočtu středńı hodnoty hamiltoniánu, tj. do-
sad’me do výsledku (3.7):

〈Ĥ〉ΨHF
0

=

∫ ∞
−∞

u∗0(r1)χr1∗
+ 1

2

Ĥr1u0(r1)χr1

+ 1
2

dr1

+

∫ ∞
−∞

u∗0(r1)χr1∗
− 1

2

Ĥr1u0(r1)χr1

− 1
2

dr1

+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

u∗0(r1)χr1∗
+ 1

2

u0(r1)χr1

+ 1
2

· Ĥint(r1,r2)u
∗
0(r2)χr2∗

− 1
2

u0(r2)χr2

− 1
2

dr1dr2

−
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

u∗0(r1)χr1∗
+ 1

2

u∗0(r2)χr2∗
− 1

2

· Ĥint(r1,r2)u0(r2)χr2

+ 1
2

u0(r1)χr1

− 1
2

dr1dr2.

Připomeňme, že pro spinové části χ vztahuj́ıćı se k prostorovým částem ve
stejném bodě plat́ı relace ortonormality (3.17). Výraz pro středńı hodnotu
tedy můžeme upravit do následuj́ıćıho tvaru:

〈Ĥ〉ΨHF
0

= 2

∫ ∞
−∞

u∗0(r1)Ĥr1u0(r1)dr1

+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|u0(r1)|2Ĥint(r1,r2)|u0(r2)|2dr1dr2. (3.31)
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Abychom zjednodušili výpočet, využijeme Hartree-Fockových rovnic. Vyná-
sob́ıme nyńı obě strany prvńı Hartree-Fockovy rovnice (3.22) prostorovou
část́ı u∗0(r1) a zintegrujeme podle r1, č́ımž dostaneme

ε1 =

∫ ∞
−∞

u∗0(r1)Ĥr1u0(r1)dr1 +

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|u0(r1)|2Ĥint(r1,r2)|u0(r2)|2dr1dr2,

nebot’ podle normovaćı podmı́nky plat́ı (3.25).
Stejně tak vynásobeńım druhé rovnice (3.23) prostorovou část́ı u∗0(r2)

a zintegrováńım podle r2 dostaneme předpis pro ε2

ε2 =

∫ ∞
−∞

u∗0(r2)Ĥr2u0(r2)dr2 +

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|u0(r2)|2Ĥint(r1,r2)|u0(r1)|2dr1dr2.

Sečteńım těchto dvou energíı při přeznačeńı integračńıch proměnných v jed-
noduchém integrálu źıskáme

ε1 + ε2 = 2

∫ ∞
−∞

u∗0(r1)Ĥr1u0(r1)dr1

+ 2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|u0(r1)|2Ĥint(r1,r2)|u0(r2)|2dr1dr2.

Porovnáńım s (3.31) obdrž́ıme vztah pro středńı hodnotu hamiltoniánu

〈Ĥ〉ΨHF
0

= ε1 + ε2 −
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|u0(r1)|2Ĥint(r1,r2)|u0(r2)|2dr1dr2. (3.32)

Energie ε1 a ε2 jsme už vypočetli (viz (3.29)), zbývá tedy dosadit za u0 podle
(3.28) a dopoč́ıtat dvojný integrál, který vyjádř́ıme jako součet tř́ı integrál̊u
I1, I2, I3:∫ ∞

−∞

∫ ∞
−∞
|u0(r1)|2Ĥint(r1,r2)|u0(r2)|2dr1dr2

=
1

2
V

(
mΩ′

π~

)∫ ∞
−∞

1

2
V r2

1e−
mΩ′
~ r2

1dr1

∫ ∞
−∞

e−
mΩ′
~ r2

2dr2

− V
(
mΩ′

π~

)∫ ∞
−∞

r1e−
mΩ′
~ r2

1dr1

∫ ∞
−∞

r2e−
mΩ′
~ r2

2dr2

+
1

2
V

(
mΩ′

π~

)∫ ∞
−∞

e−
mΩ′
~ r2

1dr1

∫ ∞
−∞

r2
2e−

mΩ′
~ r2

2dr2
def
= I1 + I2 + I3.

Spočtěme jednotlivé integrály. V integrálu I1 použijeme stejný postup jako
při řešeńı (3.24), je tedy

I1 =
1

2
V

(
mΩ′

π~

)∫ ∞
−∞

r2
1e−

mΩ′
~ r2

1dr1

∫ ∞
−∞

e−
mΩ′
~ r2

2dr2 =
1

4
V

~
mΩ′

,

I2 = −V
(
mΩ′

π~

)∫ ∞
−∞

r1e−
mΩ′
~ r2

1dr1

∫ ∞
−∞

r2e−
mΩ′
~ r2

2dr2 = 0,
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nebot’ každý z integrál̊u je integrál z liché funkce. Přeznačeńım integračńıch
proměnných źıskáme I3 = I1. Dosad́ıme do (3.32) a dopoč́ıtáme středńı hod-
notu hamiltoniánu:

〈Ĥ〉ΨHF
0

= EHF
0 = ~Ω′

(
1 +

V

2mΩ′2

)
− 1

2
V

~
mΩ′

= ~Ω′ = ~ω
√

1 +
V

mω2
,

což je hledaná energie základńıho stavu systému dvou oscilátor̊u v Hartree-
-Fockově aproximaci.

Správnost tohoto výsledku můžeme ověřit př́ımým výpočtem středńı hod-
noty hamiltoniánu. S využit́ım vztah̊u (3.28) a (3.30) dostaneme

〈Ĥ〉ΨHF
0

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ΨHF∗
0 (r1, r2)ĤΨHF

0 (r1, r2)dr1dr2

=

(
mΩ′

π~

)
1

2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−
mΩ′
2~ r2

1e−
mΩ′
2~ r2

2

(
χr1∗

+ 1
2

χr2∗
− 1

2

− χr1∗
− 1

2

χr2∗
+ 1

2

)
·
(
− ~2

2m

∂2

∂r2
1

+
1

2
mω2r2

1 −
~2

2m

∂2

∂r2
2

+
1

2
mω2r2

2 +
1

2
V (r1 − r2)2

)
(

e−
mΩ′
2~ r2

1e−
mΩ′
2~ r2

2

(
χr1

+ 1
2

χr2

− 1
2

− χr1

− 1
2

χr2

+ 1
2

))
dr1dr2 (3.33)

a vzhledem k ortonormalitě spinových část́ı χ vztahuj́ıćıch se k prostorovým
částem ve stejném bodě plat́ı(
χr1∗

+ 1
2

χr2∗
− 1

2

− χr1∗
− 1

2

χr2∗
+ 1

2

)(
χr1

+ 1
2

χr2

− 1
2

− χr1

− 1
2

χr2

+ 1
2

)
=
∣∣∣χr1

+ 1
2

χr2

− 1
2

− χr1

− 1
2

χr2

+ 1
2

∣∣∣2 = 2.

(3.34)

Dosazeńım vztahu (3.18) do integrálu (3.33) a následným výpočtem źıskáme
totožný výsledek pro středńı hodnotu hamiltoniánu.

Vypoč́ıtejme překryt́ı P (V ), tj. mı́ru shody exaktńı a Hartree-Fockovy
vlnové funkce základńıho stavu našeho systému:

P (V ) =
∣∣(Ψexact

0 ,ΨHF
0

)∣∣2 =

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(
Ψexact

0 (r1, r2)
)∗

ΨHF
0 (r1, r2)dr1dr2

∣∣∣∣2 .
(3.35)

S využit́ım transformace souřadnic podle (2.10) a (2.11) a s uvážeńım faktu,
že jakobián této transformace je roven jedné, vypočteme integrál na pravé
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straně (3.35):∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(
Ψexact

0 (r1, r2)
)∗

ΨHF
0 (r1, r2)dr1dr2

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(m
~π

) 1
2

(ωΩ)
1
4 e−

m
2~ (ΩR2+ωr2)

(
mΩ′

π~

) 1
2

e−
mΩ′
2~ (r2+R2)

· 1√
2

(
χr1

+ 1
2

χr2

− 1
2

− χr1

− 1
2

χr2

+ 1
2

)
drdR

=
1√
2

(
χr1

+ 1
2

χr2

− 1
2

− χr1

− 1
2

χr2

+ 1
2

) m

π~
(Ω′)

1
2 (ωΩ)

1
4

·
∫ ∞
−∞

e−
m
2~ (Ω′+ω)r2

dr

∫ ∞
−∞

e−
m
2~ (Ω′+Ω)R2

dR.

Substitućı x =
√

m
2~(Ω′ + ω)r a y =

√
m
2~(Ω′ + Ω)R źıskáme

1√
2

(
χr1

+ 1
2

χr2

− 1
2

− χr1

− 1
2

χr2

+ 1
2

) m

π~
(Ω′)

1
2 (ωΩ)

1
4

√
2~

m(Ω′ + ω)

∫ ∞
−∞

e−x
2

dx

·

√
2~

m(Ω′ + Ω)

∫ ∞
−∞

e−y
2

dy

=
2
( (

1 + V
mω2

)√
1 + 2V

mω2

) 1
4
(
χr1

+ 1
2

χr2

− 1
2

− χr1

− 1
2

χr2

+ 1
2

)
√

2

((√
1 + V

mω2 + 1
)(√

1 + V
mω2 +

√
1 + 2V

mω2

)) 1
2

a s uvážeńım vztahu (3.34) obdrž́ıme vztah pro překryt́ı exaktńı a Hartree-
-Fockovy vlnové funkce základńıho stavu systému dvou interaguj́ıćıch lineár-
ńıch harmonických kvantových oscilátor̊u

P (V ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2
( (

1 + V
mω2

)√
1 + 2V

mω2

) 1
4
(
χr1

+ 1
2

χr2

− 1
2

− χr1

− 1
2

χr2

+ 1
2

)
√

2

((√
1 + V

mω2 + 1
)(√

1 + V
mω2 +

√
1 + 2V

mω2

)) 1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=
4 ·
√(

1 + V
mω2

)√
1 + 2V

mω2(√
1 + V

mω2 + 1
)(√

1 + V
mω2 +

√
1 + 2V

mω2

) .



Kapitola 4

Výsledky

Na závěr shrneme hlavńı výsledky celé práce.
Vlnová funkce ψ0 základńıho stavu jednoho lineárńıho kvantového har-

monického oscilátoru je

ψ0(r) =
(mω
~π

) 1
4

e−
mω
2~ r2

,

jeho energie je rovna minimálńı energii

E0 =
1

2
~ω.

Exaktńım řešeńım stacionárńı Schrödingerovy rovnice pomoćı transfor-
mace souřadnic jsme źıskali tyto výsledky: Vlnová funkce základńıho stavu
systému dvou interaguj́ıćıch lineárńıch harmonických kvantových oscilátor̊u
(elektron̊u), jejichž interakce je popsána členem Ĥint zvoleným ve tvaru

Ĥint(r1,r2)ψ(r1, r2) =
1

2
V (r1 − r2)2ψ(r1, r2),

je

Ψexact
0 (r, R) =

(m
~π

) 1
2

(ωΩ)
1
4 e−

m
2~ (ΩR2+ωr2)

a př́ıslušná exaktńı minimálńı energie má tvar

Eexact
0 =

1

2
~ω

(
1 +

√
1 +

2V

mω2

)
.

Vlnová funkce uvedeného systému v Hartree-Fockově aproximaci, již jsme
źıskali řešeńım Hartree-Fockových rovnic sestavených na základě variačńıho
počtu, má tvar

ΨHF
0 =

(
mΩ′

π~

) 1
2

e−
mΩ′
2~ (r2

1+r2
2) 1√

2

(
χr1

+ 1
2

χr2

− 1
2

− χr1

− 1
2

χr2

+ 1
2

)
.

34
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Energii základńıho stavu tohoto systému v Hartree-Fockově aproximaci jsme
vypoč́ıtali jako středńı hodnotu hamiltoniánu 〈Ĥ〉ΨHF

0
, tj.

EHF
0 = ~ω

√
1 +

V

mω2
.

Na Obrázku 4.1 je znázorněna exaktńı energie Eexact
0 systému dvou in-

teraguj́ıćıch oscilátor̊u a jeho energie v Hartree-Fockově aproximaci EHF
0

v závislosti na hodnotě interakčńıho koeficientu V . Pro V = 0 je minimálńı
energie Eexact

0 tohoto systému rovna součtu minimálńıch energíı jednotlivých
oscilátor̊u (2.7) a je rovna minimálńı energii v Hartree-Fockově aproximaci
EHF

0 pro V = 0, je tedy

Eexact
0

∣∣
V =0

= ~ω = EHF
0

∣∣
V =0

.

Energie roste s rostoućım interakčńım koeficientem V . Očividně jsou hodnoty
EHF

0 větš́ı nebo rovny exaktńı energii Eexact
0 , což vyplývá z principu variačńıho

počtu.
Relativńı chyba σ(V ) energie v Hartree-Fockově aproximaci je

σ(V ) =

∣∣∣∣1− Eexact
0

EHF
0

∣∣∣∣ = 1−
1
2
~ω
(

1 +
√

1 + 2V
mω2

)
~ω
√

1 + V
mω2

= 1−
1 +

√
1 + 2V

mω2

2
√

1 + V
mω2

(viz Obrázek 4.3). Ze vztahu pro σ(V ) plyne, že pro interakčńı koeficient
V roven nule je σ(V ) = 0, tedy EHF

0 = Eexact
0 , a s rostoućım interakčńım

koeficientem V se relativńı chyba zvětšuje.
Graf překryt́ı P (V ) exaktńı vlnové funkce Ψexact

0 a vlnové funkce v Har-
tree-Fockově aproximaci ΨHF

0

P (V ) =
∣∣(Ψexact

0 ,ΨHF
0

)∣∣2 =
4 ·
√(

1 + V
mω2

)√
1 + 2V

mω2(√
1 + V

mω2 + 1
)(√

1 + V
mω2 +

√
1 + 2V

mω2

)
je znázorněn na Obrázku 4.2. Pro V = 0 je P (V ) = 1, tedy pro nulový
interakčńı koeficient V dostáváme

Ψexact
0

∣∣
V =0

= ΨHF
0

∣∣
V =0

.

S rostoućım V překryt́ı klesá, tedy s rostoućım V se mı́ra shody exaktńı
a Hartree-Fockovy vlnové funkce základńıho stavu zmenšuje.
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E(V )

V

EHF
0

Eexact
0

2 ´ 107 4 ´ 107 6 ´ 107 8 ´ 107 1 ´ 108

2. ´ 10-16

4. ´ 10-16

6. ´ 10-16

8. ´ 10-16

1. ´ 10-15

Obrázek 4.1: Exaktńı energie Eexact
0 (plnou čarou), energie v Hartree-Fockově

aproximaci EHF
0 (čárkovanou čarou).

P (V )

V
0 2 ´ 107 4 ´ 107 6 ´ 107 8 ´ 107 1 ´ 108

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Obrázek 4.2: Překryt́ı P (V ) exaktńı a Hartree-Fockovy vlnové funkce
základńıho stavu.
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σ(V )

V

0 2 ´ 107 4 ´ 107 6 ´ 107 8 ´ 107 1 ´ 108

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

Obrázek 4.3: Relativńı chyba σ(V ) energie v Hartree-Fockově aproximaci.



Závěr

Dı́ky volbě vhodné interakce mezi dvěma lineárńımi harmonickými kvan-
tovými oscilátory v základńım stavu jsme vyřešili stacionárńı Schrödinge-
rovu rovnici, tj. našli jsme vlnovou funkci základńıho stavu našeho systému
a j́ı př́ıslušej́ıćı minimálńı energii. S využit́ım variačńıho počtu jsme sestavili
Hartree-Fockovy rovnice pro náš speciálńı př́ıpad, dostali jsme vázanou sou-
stavu dvou nelineárńıch integrodiferenciálńıch rovnic. Určili jsme přibližnou
energii a vlnovou funkci základńıho stavu v Hartree-Fockově aproximaci
řešeńım těchto rovnic. Hartree-Fockovy rovnice se zpravidla řeš́ı numericky,
ale d́ıky volbě interakce bylo možné vyřešit je analyticky. Vypoč́ıtali jsme
a graficky jsme znázornili překryt́ı exaktńı a Hartree-Fockovy vlnové funkce,
kde je patrné, že pro náš př́ıpad je Hartree-Fockova aproximace dostatečně
přesná, obzvláště pro malé interakčńı koeficienty. Podobně je i z grafického
znázorněńı exaktńı energie a energie v Hartree-Fockově aproximaci patrná
závislost rozd́ılu Eexact

0 a EHF
0 na hodnotách interakčńıho koeficientu.

Hartree-Fockova metoda, využ́ıvaj́ıćı selfkonzistentńıho pole generované-
ho interaguj́ıćımi fermiony, se obecně použ́ıvá k přibližnému řešeńı Schrödin-
gerovy rovnice pro systém interaguj́ıćıch fermion̊u. Použ́ıvá se ale také pro
systémy interaguj́ıćıch boson̊u. Tato metoda byla pro středńı pole vytvořené
interaguj́ıćımi fermiony později také zobecněna na systémy korelovaných
fermionových pár̊u, které vykazuj́ı aproximativńı bosonové chováńı a hraj́ı
d̊uležitou roli ve fyzice atomových jader (viz [6]).
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