Zapadoceska univerzita v Plzni
Fakulta aplikovanych véd

Katedra matematiky

Bakalarska prace

Kvantitativni srovnani exaktniho reSeni
a Hartree-Fockovy aproximace
zakladniho stavu
ve zjednoduseném kvantovém modelu

Plzen 2015 Anna Malinova



Prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem bakaldiskou praci vypracovala samostatné a vyhradné
s pouzitim pramenu a literatury uvedenych v seznamu citované literatury.

V Plzni dne 27. kvétna 2015 Anna Malinova



Podékovani

Rada bych podékovala vedoucimu mé bakalaiské prace RNDr. Radomiru
Kuchtovi za vedeni, cenné rady, ochotu, trpélivost a zapujéeni literatury
a RNDr. Jitimu Benediktovi, Ph.D., za konzultace k matematické ¢asti prace.



Abstrakt

V této praci se zabyvame kvantitativnim srovnanim exaktniho feseni sta-
cionarni Schrodingerovy rovnice a Hartree-Fockovou aproximaci zdkladniho
stavu systému dvou interagujicich elektront. Ty zjednoduSené popisujeme
jako systém dvou linearnich kvantovych harmonickych oscilatoru se specidlné
zvolenou interakci, kterd umoznuje jak exaktni feseni, tak analytické Treseni
Hartree-Fockovych rovnic.

Klicova slova: Hartree-Fockova metoda, stacionarni Schrodingerova rov-
nice, kvantovy harmonicky oscilator, interagujici fermiony

Abstract

In this thesis we are concerned with quantitative comparison of the exact
solution of a time-independent Schrodinger equation and the Hartree-Fock
approximation of the basic state of a two-electron interacting system. We
consider a system of two linear quantum harmonic oscillators with a specifi-
cally chosen interaction as a simplified description of the two-electron system.
This interaction allows us to solve the Schrodinger equation exactly as well
as to solve the Hartree-Fock equations analytically.

Keywords: Hartree-Fock method, time-independent Schrodinger equation,
quantum harmonic oscillator, interacting fermions
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Uvod

Hartree-Fockova metoda, vyuzivana ve vypocetni fyzice i v chemii, je jed-
nou z nejcastéji pouzivanych nastroju ke studiu kvantovych systému intera-
gujicich céastic. Tato aproximativni metoda vychézejici z variacniho poctu se
pouziva pro priblizné feseni Schrodingerovy rovnice napt. pro atomy, mole-
kuly, pevné latky, ma své misto i v jaderné fyzice. K aproximaci pristupujeme
proto, ze neni znamo exaktni feseni Schrodingerovy rovnice pro systém inter-
tuje kvantitativni srovnani exaktniho reSeni a Hartree-Fockovy aproximace.

V této bakalaiské praci se budeme zabyvat zjednoduSenym modelem
dvou interagujicich elektronu neboli linearnich kvantovych harmonickych os-
cilatoru v zakladnim stavu se specifickou interakei, diky niz muzeme exaktné
vytesit Schrodingerovu rovnici a kterd nam soucasné umoznuje analytické
feSeni Hartree-Fockovych rovnic. Muzeme tak kvantitativné porovnat ziskand
feseni a vyhodnotit prfesnost Hartree-Fockovy aproximace pro nas pripad, coz
je cilem této prace.

Vsechny vypocty vyjma sekce 2.1 jsou puvodni.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

V této kapitole budeme definovat pojmy, které jsou pouzité v celé préci.

V kvantové fyzice stav linedrniho harmonického oscilatoru popisuje kom-
plexni vlnova funkce ¢: R — C. Tato funkce je prvkem Lebesgueova pro-
storu L*(R,C), coZ je linearni vektorovy prostor komplexnich lebesgueov-
sky méfitelnych funkef na R integrovatelnych s kvadratem. Na L?(R,C) je
skalarni sou¢in definovan vztahem

i) = [ T g (P )a(r)dr

a prislusnd norma jako
[0l = v (¥, ).

Vzhledem k této normé je L?*(R, C) uplny, tj. Hilbertuv.
Vzhledem k pravdépodobnostni interpretaci kvadratu absolutni hodnoty
vlnové funkce 1 pozadujeme normovaci podminku

llf? = / () Pdr = 1.

o0

V pripadé systému dvou oscilatoru je jeho stav popsan vlnovou funkci
U: R? —» C, ¥ € L*(R? C). Skaldrni soucin a prislusnou normu definujeme
analogicky.

V kvantové fyzice je kazdé fyzikdlni veliciné A ptitazen linedrni operéator

~

A: D(A) — L*(R,C), D(A) c L*(R,C),

ktery je samoadjungovany neboli hermitovsky [8]. Mé&jme definovan linedrni

A

operator A na hustém podprostoru D(A) prostoru L*(R, C). Defini¢ni obor
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D(A*) jeho adjungovaného operatoru A* tvoif takové prvky z z prostoru
L?*(R,C), pro né&z plati, ze husté definované linedrni zobrazen{

y — (, Ay)

je spojitym linedrnim funkciondlem. Podle Hahnovy-Banachovy véty a Rie-
szovy vety o reprezentaci spojitého linearntho funkcionédlu (viz [3]) plati,
ze pokud z patii do defini¢cniho oboru A*, pak existuje pravé jeden prvek
z € L*(R,C) takovy, ze A

(z, Ay) = (2, y)

pro vSechna y € D(fl) a definujeme A*z . Pokud A = A% 4.
D(A) = D(A*) a e D(A) = Az = A%z,

pak fekneme, Ze operator A je samoadjungovany [11]. Vlastni ¢isla samoad-
jungovaného operatoru jsou vzdy redlnd a odpovidaji vSem moznym vysled-
kum meéreni fyzikalni veliciny A a jeho vlastni funkce jsou vzajemné orto-
gonalni.
Hermitovy polynomy H,(x), n € Ny, jsou polynomy ve tvaru
272 dn 2

Hy(z) = (=1)""” —e ™,
() = (1o e

které spliuji relaci ortogonality (vzhledem k véze e~ viz [4])

/ e Hy(2)Hy ()dz = 2°0!/T6 0 m, (1.1)

[e.e]

kde 0y, ,, je Kroneckerovo delta.



Kapitola 2

Exaktni reseni

2.1 Jeden harmonicky oscilator

Odvod'me struéné tvar vlnové funkce a energie zakladniho stavu kvantového
harmonického oscilatoru (viz téz [1, 9]).

V klasické fyzice za linearni harmonicky oscilator povazujeme kulicku
na pruziné o rovnici

d?r
kde m je hmotnost kulicky, r vychylka z rovnovazné polohy a k tuhost

pruziny. Zavedeme vlastni frekvenci oscilatoru

k
w=1/—
m
a integraci pravé strany rovnice (2.1) uré¢ime potencialni energii U (r) linedrni-
ho harmonického oscilatoru:

" 1
U(r) = / w*madr = §mw2r2.
0

Hamiltonovou funkci H je pak celkova energie, tedy

|
H = . + —mw?r?,
2m 2
kde p je hybnost.
Pripustné hodnoty energie E kvantového harmonického oscilatoru a pri-
slusné stavy 1 hledame jako vlastni ¢isla a vlastni funkce Hamiltonova operé-

toru (hamiltonidnu) H, tj. hleddme feseni stacionarni Schrodingerovy rovnice

Hip(r) = Ei(r).

9
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Hamiltonuv operator H ma tvar

kde 7 je operator souradnice. Pro kartézské souradnice plati 7 = ri. Opera-
tor hybnosti p je definovan vztahem

N
Y ihr

kde A je redukovand Planckova konstanta. Stacionarni Schrodingerova rovnice
ma tedy tvar (viz [5])

<_h_2d_2 + lmw%«?) W(r) = By(r). (2.2)

Pfi feseni Schrédingerovy rovnice (2.2) je vyhodné piejit k bezrozmérnym
velicinam. Soufadnici r zvolime ve tvaru

r = aq,

kde ¢ je bezrozmérné. Upravami (2.2) ziskame

d? m2w?atq? 2ma’
— - E =0. 2.3
dqu(Q) rr V(@) + = EU(q) (2.3)
Je vhodné zvolit
h
o=\ —
mw
a zavést bezrozmérnou energii vztahem
ma? E
€ = = —
h? hw’

nebot Aw ma rozmér energie. Pak lze upravit rovnici (2.3) timto zpusobem:

d2

a2 (9) + (2¢ — ¢*)ib(q) = 0. (2.4)

Pro velké hodnoty |g| vyjdeme ze zjednodusené rovnice

RE ,
d—qzw(Q) —q(q) = 0.
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Jednd se o Weberovu diferencialni rovnici, jejimz feSenim je parabolicko-
-cylindricka funkce. Proto pro nas vypocet pouzijeme priblizné feseni, kterym
je pro g — +oo

[

q

U(g)=e 2.
Exaktni feseni rovnice (2.4) budeme hledat ve tvaru

q2

Y(q) = u(g)e” =.

2
Dosazenfm za 1)(q) do (2.4) a zkrédcenim nenulovym ¢lenem e~z dostaneme

—ulq) — 2q——u(q) + u(q)(2¢ — 1) = 0. (2.5)

Libovolné feseni rovnice (2.5) je holomorfni v celé oteviené komplexni roving,
proto muzeme zvolit funkci u(q) ve tvaru mocninné rady

oo

u(q) = Z crg",

k=0

kterou dosadime do (2.5), ¢imz po tpravé dostaneme rovnici

iqk(ck+2(k +2)(k+1)+cp(2e — 1 — 21{:)) =0.

k=0

Tato rovnice musi platit pro vSechny hodnoty ¢, tedy vSechny koeficienty
u mocnin ¢ museji byt identicky rovny nule, a tudiz pro c,o dostaneme
rekurentni vztah

2k 4+ 1 —2¢
Ckta = C . 2.6
T e 2) (k1) (2:6)
Porovnejme koeficienty ¢, s koeficienty Maclaurinovy mocninné rady funkce
2
e’ . Platf .
2
e% = Z q2mb2m7
m=0
kde ]
bop = ——.
2 2mm/!

Rekurentni predpis pro bgio, kde & = 2m, je

1
k+2

bry2 = by
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k2 o bki2
Ck b

Chy2  2k+1—2¢ 2
o (k+2)k+1) K
bt 1 1
o kt2 &
kde ~ znaci asymptotickou rovnost, zjistime, ze podle limitniho srovnavaciho
kritéria pro dostatecné velkd k posloupnost koeficientu ¢ roste rychleji nez

posloupnost by, tudiz plati

Porovnanim podilu

Ck, 2 abka
kde a > 0 je konstanta, a odtud
o 2m 2
k 4q <
S etz et
k>0 m=0 2mm'

Tedy 1(q) v limité pro ¢ — 400 nejde k nule, a tudiz 1 nen{ prvkem L?(R, C)
a nespliuje normovaci podminku. Proto musi byt rozvoj u(q) koneény, tj.
¢, = 0 pro k > n. Reseni je zavislé na volbé n a zfejmé mé tedy n dlohu
kvantového ¢isla (oscilatorové kvantové ¢islo, n € Ny). Redukei u(g) na po-
lynom stupné n provedeme polozenim

1 1
e:en:§+n:>E:En:hw(§—l—n)

v rekurentnim vztahu (2.6), ¢imz jsme ziskali energetické spektrum kvan-
tového harmonického oscilatoru s minimalni energii

1
Pro
2¢ —1=2n
je rovnice (2.5) rovnici pro Hermitovy polynomy. Pfechodem k puvodni pro-
meénné r a vydélenim normou ¢ (r) s vyuzitim vztahu (1.1) ziskdme

mw\i 1 mw _mw,2
i) = () gt () %7

coz je hledana normovand vlnova funkce v, (r) odpovidajici energii E,,. Speci-
alné pro n = 0 obdrzime

1
mw\z _mw, 2
(§

dolr) = (5=) e B (28)

coz je vlnova funkce zakladniho stavu kvantového linearniho harmonického
oscilatoru odpovidajici minimalni energii Fj.
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2.2 Dva interagujici kvantové oscilatory

Uvazujme model dvou interagujicich kvantovych linearnich harmonickych os-
cilatoru v bodech ry a ry, jejichz potencialni energie maji tvar

1
U(ry) = Emuﬂrf,

1
Ul(ry) = émw%’g

a interakci mezi nimi bude popisovat clen lf[int, ktery zvolime jako

N 1
Hint(’/‘l,’rz)w(rlu T2> - §V<T1 - T2)2¢(T17 T2>7

kde V' je nezaporna konstanta, tzv. interakéni koeficient. Hamiltonian systé-
mu dvou interagujicich elektronu je tedy

N h? 02 1 h? 02 1 1
A= (g + 58 )+ (g + gt +3V (. 29)
Oznacme 2 92 .
Hr _ e - 2.2
! 2m Or? + M T
A o1,
e = "oy T

Hledejme nyni vlastni energie a funkce celého hamiltonidnu H.

Diky volbé interakéniho élenu Hi je hamiltonidn (2.9) kvadratickou for-
mou v proménnych r; a o a tedy muze byt diagonalizovan. Diagonalizaci,
tj. eliminaci smiSenych ¢clenu, provedeme pomoci souradnicové transformace

r= (r1 +72) (poloha tézisté obou elektronu), (2.10)

1
V2
1
V2

Resenim soustavy dvou rovnic o dvou neznamych ziskdme predpis pro r; a ry

R = —(ry —ry) (relativni poloha elektronu vuéci sobé). (2.11)

(r+ R),

r =

(T_R)v

To =

SEESE
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tedy plati

r?+r3 =r> 4+ R?
(7"1 — 7"2)2 = 2R2

Vypoctem druhych parcialnich derivaci slozené funkce

F(ry,ma) S f(r(ry,ma), R(ri,72))
obdrzime

(92F_182f 182f+ o0 f

or?  20r2  20R?  OroR’

82F_182f 182f_ 0% f

ors  20r2  20R?  0roR

a z toho vyplyvajici vztah

0? 0? 0? 0?
a7 "oz "ok T o

Dosazenim do hamiltonidanu (2.9) dostaneme

. h? 2 2 1 1
H=-_— ( 0 + 8_) + =mw?(r? +13) + §V(r1 —1y)?

o2m \dr2 = or 2
__ 7 a_2+a_2 i1 2(r* + R*) + VR?
 2m \Or?2  OR? M r
2
= —h—26—2+1mw2r2 + —h—26—2+1m w1+ 2V ) R
- 2m or? = 2 2m OR? 2 mw?

Zaved'me substituci

2
Q=wi/1+ VQ.
V mw

Hamiltonidn H je tedy nyni ve formé dvou bezinterakcnich ¢lenu:
. 9?1 R 92 1
H= (——— + —mw2r2> + (——— + —mQQR2> .
m

Hamiltonian
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hamiltoniidn

odpovidd superpozici elektront oscilujicich s frekvenct €2 vuci sobé navzajem
(viz (2.11)). Pro energii zakladniho stavu, tj. vlastni ¢islo hamiltonianu H,
pro n = 0, plati podle (2.7)

podobné

1
EO,R - §hQ

a pro vlnovou funkci zakladniho stavu podle (2.8) dostaneme
1

mw>1 _mw .2

B — 2h

hm

O\ ..
%(R’ Q) — <m_) e—T;}Rz'
hm

Celkova energie zakladniho stavu systému dvou oscilatoru je superpozici
téchto dvou energii, tedy

Po(r,w) = (

1 1 1 2V
ngact = Eo,r + EO,R = §ﬁw + §hQ = ihw <1 +4/14+ mw2> (212)

a pro celkovou vlnovou funkci ¥y dostavame

N|=

\Ijgxact<7a, R) — w()(?a,w)w()(R’ Q) = (%) (WQ)iei%(ﬂR2+wrz)_ (213)

Timto jsme ziskali exaktni feseni Schrédingerovy rovnice pro dva interagujici
oscilatory v zakladnim stavu.



Kapitola 3

Hartree-Fockova aproximace

3.1 Odvozeni Hartree-Fockovych rovnic

Hartree-Fockova metoda vznikala na prelomu 20. a 30. let 20. stoleti, brzy
po objeveni Schrodingerovy rovnice. V roce 1927 predstavil Douglas Rayner
Hartree tzv. metodu selfkonzistentniho pole k vypoctu aproximace vinovych
funkci a energii pro atomy a ionty, ve které nahradil vliv ostatnich elektronu
na vybrany elektron pusobenim stfedniho pole. Vyuzival pritom fyzikalni
aparat z pocatku 20. let, vychazel tedy z Bohrova modelu atomu a pouzil
starsi formulaci Pauliho vylucovaciho principu zakazujiciho pritomnost dvou
elektronu ve stejném kvantovém stavu. Hartree predpokladal, ze mnohaelek-
tronova vinova funkce je rovna soucinu jednoelektronovych funkei, tj. pro
dva elektrony
‘1’1,2(7"1,7’2) = ¢1(T1)¢2(T2)-
V roce 1930 John Clarke Slater a Vladimir Alexandrovi¢ Fock nezavisle
na sobé poukazali na fakt, ze Hartreeova metoda nerespektuje princip anti-
symetrie vinové funkce. Modifikaci puvodni Hartreeovy metody pak vznikla
Hartree-Fockova metoda [11].
Podle principu nerozlisitelnosti (viz [7]) plati

Uy 5(r1,79))* = |Wya(re, m1)]%,
pricemz mikroobjekty vyhovujici pozadavku
‘1’1,2(7"1,7“2) = —‘111,2(7"277"1)

maji poloc¢iselny spin a nazyvaji se fermiony, mezi néz patii i elektrony. VI-
nova funkce fermioni ma byt tedy antisymetricka pfi zaméné r1 a ro a pro
dva fermiony je popsana Slaterovym determinantem nésledovneé:

_ L () wpa(r) :i(zpl(rl)wz(w)—1/12<7”1)¢1(7“2))7 (3.1)

Vi = 75 | () walr) |~ 3
16
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Douglas Rayner Hartree Vladimir Alexandrovi¢ Fock
1897-1958 1898-1974
http://history.computer.org http://people.bu.edu

kde predpokladdme, ze pro vinové funkce 1 plati relace ortonormality, tj.

(’QZJZ'(T‘), ’QZ)J(T‘)) = 61'7]', Z,] = ]_, 2 (32)

Potom je (3.1) normovanou vlnovou funkci. Clen )y (r;)ty(r) nazyvame
primy ¢len, 1y (ry)q(r2) vyménny clen, \/Li je normalizacni faktor a indexy
1,2 v oznaceni vlnové funkce symbolizuji, ze se kazdy ze dvou elektronu
nachdzi v jiném kvantovém stavu (vice v sekei 3.2).

Hartree-Fockova metoda vyuziva variacni metodu uréeni minimalni ener-
gie jako minima kvadratického funkciondlu ¢: L*(R?,C) — C,

Q&( : \1/ —/ / 7’1,7”2 H\D(Tl,’l"g)drldrg,

vzhledem k podmnoziné uréené vazbovou podminkou ||¥|| = 1. Tento funk-
ciondl pritazuje kazdému W stfedni hodnotu energie kvantového systému
a jeho minimum je Vzhledem k||W || = lrovno minimélni energii EO pi"isluéejl'—

VVVVVV
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toto minimum urcit explicitné a proto se pouziva priblizného vypoctu, pri
kterém hledame minimum pouze na vhodné podmnoziné funkei.

Vyse uvedené exaktni feSeni bylo mozné najit pomoci transformace sou-
fadnic, aniz bychom cokoliv védéli o vlastnostech kvantového stavu, zatimco
v Hartree-Fockové aproximaci musime uvazit, ze mame systém dvou ne-
rozlisitelnych fermionu. Budeme hledat minimum stfedni energie na mnoziné
funkei ve tvaru (3.1), coz vypocet usnadni. Takové minimum je ovSem obecné
vétsi nebo rovno exaktné vypocitané minimélni energii. V této praci je nasim
ukolem zhodnotit chybu Hartree-Fockovy aproximace spocivajici ve volbé
podmnoziny funkef ve tvaru (3.1).

Volba vInové funkce ve tvaru (3.1) znamend, ze nyni hleddme minimum

funkciondlu ¢: L*(R,C) x L*(R,C) — C,

1
V2

vzhledem k podmnoziné dané vazbovymi podminkami (3.2). Toto minimum
budeme hledat pomoci Karushovych-Kuhnovych-Tuckerovych nutnych pod-
minek pro tlohu s vazbami, kterou muzeme sestrojenim Lagrangeova funk-
cionédlu zformulovat jako podminku stacionarniho bodu tohoto funkcionalu.
Vazbové podminky (3.2) pro i = j = 1, resp. ¢ = j = 2, zapiSeme pomoci
vazbovych funkcionalu jako g;(¢1) = 0, resp. go(¢2) = 0, kde

0,0 2 6 (= (n(ra)vatra) = valr)inr) )

[e.9]

g1(¢r) = /_Oo W1 (r)Pdr — 1, ga(the) = / |12 (ra)[?dry — 1.

o0 —00

Pak ma Lagrangeuv funkciondl tvar

2
L(¢171/J2,€17€2) - <I:—,>‘1/1,2 - Zglgl(wl)
=1

a v ném vystupujici Lagrangeovy multiplikatory ¢; € C maji rozmér ener-
gie. Lagrangeuv funkciondl neobsahuje vazbovou podminku (3.2) pro i # 7,
protoze lze bez Gjmy na obecnosti predpokldadat, ze prislusny multiplikator
je roven nule (viz [10]).

Predtim, nez zformulujeme Karushovy-Kuhnovy-Tuckerovy podminky,
definujme pojem derivace ve sméru. Méjme funkciondl \: L*(R,C) — C.
Jestlize pro ¢y € L*(R,C), h € L*(R,C) existuje komplexni ¢islo C' takové,

VAS]
d Ao+ th) — M)
a7 (Ao + th) = liny .
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se rovna C, pak C nazyvame derivaci zobrazeni A v bodé vy ve sméru h ne-
boli Gateauxovou variaci a znac¢ime (1) (h) (viz [2]). Podle Karushovych-
-Kuhnovych-Tuckerovych podminek vazaného minima variovatelného funk-
ciondlu plati:

Necht je 11,5 € L*(R,C) bod vdzaného minima funkciondlu ¢ vzhle-
dem k vazbovym podminkam (3.2) a nechf h € L*R,C). Potom exis-
tuji multiplikdtory €1, ey tak, ze 0L(v1,19,e1,62) (¢, h) = 0, i = 1,2, kde
L (11,19, €1,22)(¢;, h) je parcidlni derivace L v bodé (1, 19, €1, €2) vzhledem
k proménné ; ve sméru h. Podminky stacionarity tedy budou ve tvaru

2

5 <<ﬁ>q,l,2 -> (a /Z (s () 2l — 1)) () = 0

=1
2

0 ((ﬁhfl,z - Z <€¢ /_Z i () [Pdr; — 1)) (¥2,h) =0

i=1
pro viechna h € L*(R, C).
Vypocitejme nyni stiedni hodnotu hamiltonidnu

<]:.’>\y1’2 = / / \1132(7“1,7’2)];[\111’2(7’1,T2>d7’1d7”2.

Hamiltonian H ve tvaru (2.9) jsme rozdélili na soucet tif clent
H = Hrl + Hrg + Hint(’l’1,’r‘2)7

stfedni hodnota tedy bude ve tvaru, ktery muzeme vyjadrit jako soucet tii
integralu oznacenych [1, I, I3 :

Mo = [ [~ 5 (witnwstrn) = vi0vi0)

: (Hrl + Hrg + Hint(rl,rg)) (% (T1)¢2(7“2) - w2(7“1)¢1 (r2)>drldr2

L

=5 || (wi0usts - vsovic)
wanwmm Ya(ra)ua(ra) ) drdrs
w5 [ (i) - wewien)
wamwmm Ya(ra )i (r2) ) drdrs

w5 [ (i) - wiewien)
. Hlnt(rl,rg) <¢1(T‘1)¢2(T2) ¢2(7‘1)¢1(T2))d7"1d7’2 =L+ I+ Is.



KAPITOLA 3. HARTREE-FOCKOVA APROXIMACE 20
Spocitejme jednotlivé integraly:

1 x o

h=g [ [ (witrsts - vsouic)
: ﬁrl <¢1 (Tl)wQ(Tz) - ¢2(7“1)w1(7“2)>d7’1d7”2
=%</_OO ®(r1) Hyy o (r1)dry /_OO V5 (1r2)b2(r2)dry
= [ st fndn [ v
= [ it Bstrdn [ v,

[ w0 iatgan [ wr<r2>w1<r2>dr2)
a vzhledem k ortonormalité vinovych funkci je

Il — % (/oo ¢I(T1)HT1¢1(T1)dT1 -+ /OO ¢§(T1)ﬁr1¢2(rl)drl) . (33)

Stejnym postupem a preznacenim integra¢nich proménnych r; < ry dosta-
neme

I = % ( /°° W} (ra) Hyythi (ra)drs + / > ¢§(rz)ﬁ]r2¢2(r2)dr2> =1. (3.4)

Podobné
1 oo oo .
I3 :§</_OO /_OO ¢I(Tl)w;<r2>Hint(r1,r2)¢l(r1)¢2(r2)drldr2
- / / U5 r ) (r2) Fl syt (12 )b () s
- / / )3 () Fl sy tha (12 )46 () s

+/ / 1@(Tl)iﬁ(Tz)ﬁint(rl,r2)¢2(7’1)7/11(7’2)d7“1d7"2>a (3-5)

kde preznacenim integra¢nich proménnych r; <> ro ve druhém a ¢tvrtém
¢lenu pravé strany rovnice (3.5) a diky symetrii
1 1 .

f{int(ﬁ,rg) - §V(’I“2 - Tl)2 - §V(T1 - T2)2 - Hint(rz,rl)
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dostaneme

L= [ [ G0 ) e o anar
_/ / dflk(Tl)djz<T2>ﬁint(r1,r2)1/}1(TQ)wQ(Tl)dTldTg. (36)

Sectenfm dil¢ich vysledki (3.3), (3.4) a (3.6) obdrzime vztah pro stfedni
hodnotu hamiltonidnu A

= [ vieoBnean + [ v s,
+/OO /OO |¢1(r1)|2]:]int(r1,r2)|¢2(T2)|2dr1dr2
_ / N / ) U} (1) W5 (72) Hing () 1 (r2) 2 (11 )iy, (3.7)
odkud miizeme vyéist fyzikalni smysl tohoto vysledku: Clen

/ U} (r1) Hyy by (r1)dry,  vesp. / 3 (r1) Hyy o (r1)dry,

predstavuje stfedni bezinterakéni energii jednoho elektronu ve stavu po-
psaném vlnovou funkci v, resp. ¥, zatimco

/ / KGN (Tl)\zgint(m,mﬂ%(?“z)|2d7“1d7“2

predstavuje pravdépodobnostni ¢ast interakéni energie obou elektronu (tzv.
Hartreeova ¢ast) a

- / / G 03 (rs) Fhaon ra () n(r )iy (3.8)

vyménnou ¢ast interakéni energie obou elektronu (tzv. Fockova ¢ast) v dus-
ledku nerozlisitelnosti elektronu.

Clen (3.8) bychom pro obecny hamiltonidn H,, interakce mezi elektrony
mohli chapat dvojim zpusobem:

1. Ve tvaru
—/ / 3 (1) (1) Hing(ry o) 03 (72)001 (o) drri g

predstavuje vyménu kvantovych stavi 1 <+ 2 v dané poloze.
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2. Ve tvaru
—/ / w;(Tl)wl(ﬁ)ﬁmt(rl,m)iﬂg(7"2)1?2(7“1)(17”1(17'2

predstavuje vyménu poloh r; <> ry v daném kvantovém stavu. V nasem
pripadé vzhledem k volbé hamiltonidanu Hi diky komutativité nédsobeni
na poradi jednotlivych ¢lentu v integralu nezélezi.

Dosazenim za ﬁrl a Hyy do stiedni hodnoty hamiltonidnu (3.7) dosta-
neme

o0 2 2
(H)y,, = 1/JT(T1) (—h—de + lmw 7”1) Y1(r1)dry
2 2
/ ’QZ)Q T1 (-h—d_ + 17’TLW Tl) ¢2(T1)d7"1
[ R 5V = Pt Panar,
_ / ~ / - ¢;<r1)¢;(7~2)%wr2 )2 (r) e () dridry. (3.9)

Oznacme
) d2

h//(rl) ;22 h( )

Na zakladé vysledku (3.9) nyni spoc¢teme parcidlni derivaci Lagrangeova funk-
ciondlu L(11, 19, €1, €9) vzhledem k 1)1 ve sméru h:
2

SL(e b, 21, 2) (W0, 1) = <<ﬂ>%,2— M CY ORYE 1)) (4, )

=1

(e 9]

:/_m (_ %(h*(m) {(r1) + 45 (r)h" (r1))

2

" /Z /Z %V(m —r)’ (|¢2(T2)|2(h*(7"1)¢1(r1)

+ Y7 (r)h(r1)) — o (r) w5 (r) (B (r1 )i (r2)
F0R(rA(ra) ) dridr,

+ lmuﬂrf (h*(ro) () + 05 (Tl)h(Tl))>dT1

= (B () + ()R ),

o0
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kde jsme vyuzili vzorec pro derivaci soucinu. Tento vyraz upravime na soucet
integralu, v nichz kazdy obsahuje pouze h, nebo pouze h*:

> h2 * 1 2,2
L e, e o) = [ (—2—h (UL (r0) + gm0 ) (r0)

/ / =V (ry —r1)?([2(r2) PR (r1) e (r1)
— o (r)5 (ra) h* ()3 (r2) ) drydry
—61/ h* (1)1 (ry)dry

—00

0 2
+/Oo (—;—mh//(T1)¢I(T1) + %mMQTfh(lef(rl)) dry

[ SV = n (e Pae s
— o (r)5 (r2) h(ra) iy (r1) ) dridry
—81/ h(Tl)wr(Tl)dTl. (310)

—00

Upravime druhy ¢len na pravé strané (3.10):

| v e P )
— 1o (r1) 5 (ra) B (r1)4bn (r2) ) dry iy
= [y ([ gVt tan - n [ ViR

—00 —00 o

>~ 1
‘H”%/ §V|?/12(7“2)|2d7”2)d7’1

—00

- /Z P (ri)ea(r) (/Z %V@?ﬁ;(ﬁ)%(h)dm

—7‘1/ VT2¢§(7‘2)¢1(7‘2)d7“2+7"%/

o0 — 00

%V@Z);(’Fg)@bl (Tg)d’l“z) dTl.

Dvakrat aplikovanou metodou per partes eliminujeme 2. derivaci diference h
ve ¢tvrtém ¢lenu na pravé strané (3.10):

/ ¢1 7’1 7‘1 d7”1 / W/* 7’1 d7”1

Paty clen na pravé strané (3.10) pfeznacenim integracnich proménnych upra-
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|| v np(ueaPae)uien
— a(r1)15 (r2) P (ra)iy (r1) ) drrydry
:/_ h(rl)?/ﬁ('f’l)(/_ %VT§’¢2(7”2)’2(17“2—7’1/ V7’2W2(7’2)|2d7’2

[e.9] [e.9] —00

1
+T%/ §V|1/}2<T2>|2d7"2)d7’1

—00

- /OO Alr s (r) <r% /°° %Viﬂf(rz)wz(rz)drg

[e.e] —00
[e.9]

— T /OO VTQw:T (7’2)¢2(7’2)d7’2 + /

o0 —00

1
§VTS¢T (12)1)2 (Tz)drz) dr;.
Odtud plyne, ze podminku

5L<w17 w27 €1, 82)(¢1, h) =0

muzeme napsat jako

o0

/whw@<_§%wwg+%m“@%“”+wmﬂ</

—00 —0o0

o0 o0 1
—7“1/ VT2|1/12(7“2)|2d7”2+T%/ §V|¢2(T2)|2dr2)

[e.o] —00
o0

— a(11) (/OO %VTS@/);(Tle(Tz)drz - 7“1/ Vs (ra)i (r2)dry

o0 — 00

+ 7”%/ %V?ﬂ;(ﬁ)%(rz)dm) — €1¢1(r1)>dr1 +cc. =0,

—00

24

1
§V7“§W2(7“2)|2d7“2

kde c.c. zna¢i komplexné sdruzeny vyraz. Vzhledem k tomu, ze smeér, tj.

funkei A(ry), muzeme zvolit libovolné, musi platit

o0

2
gt + gty + () ([ GV P

2 oo

—7’1/ VTQ’¢2(T2)|2dT2+T%/

o0 —00

> 1

SV lvalro)re

— a(r1) (/00 §V7‘§¢§(7‘2)¢1(T2)d7’2 - /OO Vg (12)11 (1r2)drs

—00

#o [ VU i) - et =0,

—00
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coz po upravé muzeme vyjadrit jako
o0

2 2
(“gmaps + et ) e o) [ 5V = Ploatro P

—00

+/°° (—1/15(7’2)%‘/(7“2 - T1)2¢2(T1)) ¢1(T2)d7“2 - 511/)1(7”1) =0 (3-11)
neboli

<Ewmﬂ+%&ﬁ/ ooy [(r2) Pl

~

+ /OO <—¢§(Tz)Hint(m,m)%(ﬁ)) V1(re)dry — e191(r1) = 0. (3.12)

—0o0

Odvodili jsme Hartree-Fockovu rovnici pro 1, v zavislosti na )y, ve které
Lagrangetuv multiplikator £; predstavuje Hartree-Fockovu energii elektronu
popsaného vlnovou funkei ¢;. Zde vystupujici ¢len

Wilr1) = [ g lalra) Pl (3.13

se nazyva Hartreevuv lokdlni pravdépodobnostni potencidl, jenz je vytvoren
druhym elektronem a pusobi na prvni elektron v bodé r;. Clen

W (r1,72) & =05 (ra) Hing(ry oy th2(r1)

nazyvame Fockuv nelokdlni vgmeénny potencidl mezi obéma elektrony.
Analogicky odvodime Hartree-Fockovu rovnici pro vy v zavislosti na
odpovidajici Hartree-Fockové energii €,. Jeji tvar je

2 32 &
<—h—d7 + lmw%’g) Ya(ra) + ¢2(T2)/ %V(W — 1)’ (ry)[Pdry

+ /OO (—@/)T(T’l)%v(rz - T1)2¢1(7“2)) WPo(ry)dry — ea1he(r2) =0
neboli

F]m%(m) + 1o (r2) /°° ﬁint(rl,r2)|¢1(7”1)|2d7‘1
+/<>° <—¢T(T1)Him(n,r2)¢1(7“2)> Ya(r1)dry — eatha(r2) = 0. (3.14)

[e.o]
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3.2 Reseni Hartree-Fockovych rovnic

Jak uz jsme zminili vySe, antisymetrickd vinova funkce dvou nerozlisitelnych
elektronu v kvantovych stavech 1 a 2 v mistech r; a ry je popsana rovnici
(3.1), tj. '
Wia(r1,72) = = (U1 (r)a(r2) = alra )i (72)).
V2

Cisly 1, 2 jsou oznaceny kvantové stavy elektront, pficemz stav elektronu
urc¢uji (v nasem pripadé) dvé kvantova ¢isla, a to oscildtorové kvantové ¢islo
n € Ny a spinové kvantové ¢islo s € {—1,+1}, které predstavuje projekci
spinu elektronu do daného smeéru, jejiz hodnota je bud —%h nebo %h ViInové
funkce potom budou ve tvaru

(U (Tl) = ¢n1,51 (Tl) = Up, (TI)XE
wQ(TQ) = wn2,82 (TQ) = Un, (TQ)XZ; (315)

kde wu je prostorova ¢ast vlnové funkce 1, tedy cCast zdvisejici na poloze
v prostoru, zatimco y je spinové ¢ast vlnové funkce 1. Dosadme do Hartree-
-Fockovy rovnice (3.11) vlnové funkce ¢ ve tvaru (3.15):

h2 d2 1 > * T9% 1 T '
(—%d—@JﬁmW%% +/Ooun2 (r2) X2 §V(T2 — 71) U, (12) X2 dT2) Un, (T1) X0

oo 1
_/'@maﬁgwm—m%MMﬁwAMﬁﬁﬁ

—0o0

— E1Un, (11) X5 = 0. (3.16)

Pro spinové ¢asti y vztahujici se k prostorovym castem ve stejném bodé plati
relace ortonormality

(Xirs Xog) = 051,55 (3.17)

X1 = (é) N = (?) . (3.18)

Hartreeuv potencial Wy (3.13) muzeme s vyuzitim vztahu (3.17) upravit
nasledovné:

tj. muzeme psat

o0
1
| a0 3V = P 2

—00

001 2 2 2
= [ Vs Pl ra) P,

> 1
:/ SV (2 = 11 iy (r2) P (3.19)
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ve vyménném integralu

o 1
* ok 2 1 T2
| e 3V = P (), (ra)
—0o0
. PR o i1 P

vSak spinové Casti xs,, X3, ndlezeji k prostorovym castem, které zaviseji na
ruznych bodech prostoru. Tento integral vsak muzeme napsat v nasledujicim
tvaru:

> * To%* T 1 T
| )V 2 = P (i

o0

& 1
= 531752)(;; / u:bg (TQ)um (7‘2)§V(T2 - Tl)gunz (Tl)dr% (320)

—00

kde podle (3.17) plati
(T X)) = 0o
S uvazenim vztahu
Os1,50Xs2 = Os1,5 X1
dosadime vysledky (3.19) a (3.20) do Hartree-Fockovy rovnice ve tvaru (3.16),
¢imz ziskame

hQ d2 1 2 2 * 1 2 2 r1
T omdr? +gmwry + - 5‘/(7’2 —71) Uy (12)|dry | U, (1) X5

*° 1
e [ () 3V = P )

—00

— E1Un, (1) X5 = 0. (3.21)

V naSem piipadé, kdy uvazujeme zakladni stav systému dvou oscildtoru, tj.
oscilatorova kvantova ¢isla nabyvaji hodnot ny = 0, no = 0, museji spiny mit
podle Pauliho vylucovaciho principu opac¢nou orientaci. Zvolme s; = +%,
S9 = —%, tj. 0s,.5, = 0. Po dosazeni kvantovych ¢isel a dosazeni za X1 podle

(3.18) ziskdme prvni Hartree-Fockovu rovnici pro zdkladni stav uvazovanych
oscilatoru

a1 ,, [®1 , )
) + —mw 1 +/ —V(TQ — 7’1) ‘Uo(rg)‘ d’/’g Uo(T’l) = €1U0<7“1)

oo 2
(3.22)
a stejnym postupem dostaneme druhou rovnici

h? d? I 5 *1 2 2
—_ 4+ —nw 5 —|—/ §V(T2 — 7"1) |u0(r1)\ d7"1 uO(Tz) = €2U0(7“2).
~ (3.23)
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Hartree-Fockovy rovnice jsou soustavou nelinearnich integrodiferencial-
nich rovnic, které se zpravidla fesi numericky. V nasem pripadé je vsak diky
volbé interakce mozné tesit tyto rovnice analyticky.

V integralu

/ =V(ry — r1)2|u0(7‘2)|2dr2 = §V/ r§|u0(r2)|2d7‘2

oo 2 o0
o0 1 o0
_ V7“1/ 7’2|u0(7’2)|2dr2 + §V7’f/ |u0(7“2)|2dr2
oznacme q -
v / 2l (ra) [2drs = K, (3.24)
¢len

VT‘l/ TQlUO(T2)|2dT‘2 = O,

o0

nebot se jednd o integral z liché funkce. Pro prostorovou ¢ést vlnové funkce
plati normovaci podminka

/Z [uo(r)[*dr = /Z [ (r)[Pdr = /Z b (r)[Pdr = 1, (3.25)

je tedy

>~ 1 1
/ §V(T2 — 7’1)2|u0(7“2)|2dr2 = éVr% + K

—00

a dosazenim do (3.22) po tpravé dostaneme

a1, 9
(g s 3197 ) ofr) = (o~ Kl

Q' =wy/1+ V2
V mw

ziskdme standardni rovnici pro harmonicky oscilator v zékladnim stavu

Zavedenim substituce

(o ) i) = - ). (020

_%dr% 2 !

z ¢ehoz plyne, ze
1
€1 — K= EhQ/’ (327)
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nebot to je energie oscilatoru v zdkladnim stavu, tj. minimdlni energie (viz
(2.7)). Prostorova ¢ast up vinové funkce v, tj. feSeni diferencialni rovnice
(3.26) druhého fadu s nekonstantnimi koeficienty, ma tvar

Q/ i ma’
ug(ry) = (T’;h ) e T, (3.28)

Kdyz uz zndme ug, muzeme metodou per partes a zavedenim substituce
dopocitat hodnotu konstanty K z (3.24):

1
1 > 1 N\ [ m
K= §V/ T%]uo(rg)Ierg = §V (W;h ) / ToTra€ ’iﬂ gd?’z
1 +
1 mQ, 2 mQ’ 2 h ¢ ee mQ' 2 h
=_ li —roe” R 2 a2
2V( mh ) <C_+1—>II—100 { re ZmQ’]C —l—/_ooe f 2mQ’dr2>
1 mQ/ % o _LQ’Tz h
—§V( Wh) /ooe ' 22mQ’dr2'

=

Polozme x = (mTQ/)% ro, potom dx = (mTQ,) 2dry a

L (mQ\? h (B \*[® .. 1 h
K= Py =~y
2V< Wh) 2mSY (mQ’) /Ooe T2 o

protoze

/ e dx = /7.

[e.o]

Nyni dosazenim tohoto vztahu do (3.27) muzeme ur¢it hodnotu Lagrangeo-
va multiplikatoru e, ktery predstavuje Hartree-Fockovu energii jednoho os-
cilatoru:

1 h 1
_ — RO
a5V g = M
tedy
1 v
— o (14— ). 2
&1 9 ( + 2mQ’2) (3 9)

Energii druhého oscilatoru g5 vypocitame stejnym zpusobem z druhé Hartree-
-Fockovy rovnice (3.23), ktera se od prvni rovnice (3.22) lis{ pouze zaménou
proménnych r <> ry a neznamych e; <> 5. Dostaneme tedy

g1 = &9.
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Celkovou energii zakladniho stavu studovaného systému v Hartree-Fockove
aproximaci vSak nenf soucet téchto dvou energif (nebot pifspévky odpovidaji-
cf vzajemné interakci elektronu by byly zapocteny dvakrat).

Pro vlnovou funkei systému obou oscilatort Wi v zdkladnim stavu pii
uvazeni tvaru vlnové funkce 1 jako soucinu prostorové a spinové ¢asti plati

WP = = (a0 )alra) = a(r)en )

1
= E (uo(T1)X2U0(T2)X$ - Uo(ﬁ)XZé“o(%)XZf)

1 T1 T2 T1 T2
= Uo(h)uo(ﬁ)ﬁ <X+%X,% — X%X%) : (3.30)

Energii zakladniho stavu naseho systému dvou oscilatoru v Hartree-Fockoveé
aproximaci vypocitdme jako stiedni hodnotu hamiltonidnu (H)gur, tj.

EY" = (H)ypr.

Vyuzijme vySe uvedeného vypoctu stiedni hodnoty hamiltonianu, tj. do-
sadme do vysledku (3.7):

<_H>\I,IO—IF :/ ua(rl)ngﬁﬁw(ﬁ)x?%dn

—00

+/ uo(rl)X 1Hr1U0(7“1)X 1d7“1

/ / uo(r1)X 1o ()X}

Hingr1,2) 0 (r2)X 21 o (r2) X2y dradr
/ / up(r1) X 1“0(7”2)X g
mt(n,m)uo(’fé)XJrlUo(rl)X drldr2~

Pripomenme, ze pro spinové c¢asti y vztahujici se k prostorovym castem ve

stejném bodeé plati relace ortonormality (3.17). Vyraz pro stfedni hodnotu
tedy muzeme upravit do nasledujiciho tvaru:

(H)gur =2 / i (r1) Hy,ug(r1)dry

+ / / |U0(T1)|2Hint(r17r2)IUO(T2)|2dT1dT2. (331)
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Abychom zjednodusili vypocet, vyuzijeme Hartree-Fockovych rovnic. Vyné-
sobime nyni obé strany prvni Hartree-Fockovy rovnice (3.22) prostorovou
casti uf(ry) a zintegrujeme podle 71, ¢imz dostaneme

51:/ Ué(ﬁ)ﬁnuo(rl)drﬁr/ / [0 (11)[* Hingrs 72 [0 (r2) [Py drs,

(e 9]

nebot podle normovaci podminky plati (3.25).
Stejné tak vyndsobenim druhé rovnice (3.23) prostorovou ¢éasti ug(r2)
a zintegrovanim podle ro dostaneme piredpis pro e,

E9 = / US(TQ)[:L«?U()(TQ)dTQ + / / |u0(r2)\2ﬁim(rm2)\uo(rl)\2d7’1dr2.

o
Sectenim téchto dvou energii pii preznaceni integrac¢nich proménnych v jed-
noduchém integralu ziskdme

g1+ 69 = 2/ ug(rl)f[ﬁuo(rl)drl

(e}
Lo / / 10 ()P Hng ot (r2) [Pl .
—o0 J —00

Porovnanim s (3.31) obdrzime vztah pro stfedni hodnotu hamiltonidnu

(H)gur = €1+ 5 — / / o (r1)|* Hing ey oy [0 () |Pdrydrg.— (3.32)
Energie €1 a €9 jsme uz vypocetli (viz (3.29)), zbyva tedy dosadit za ug podle
(3.28) a dopocitat dvojny integral, ktery vyjadiime jako soucet ti{ integralu
I, I, Is:

/ / 110 () Eini ey oy 10(2) Pl

msY > 1 m o m
:—V( — ) / éVrle’%’"ldrl /_OO e’TQerQ
Q/ 0 777/ R 777/
-V (m ) / rie” 2 Tldrl/ roe” = T2dr2
Tﬁ —00 —00

LN [P e o .
+§V(TZFL)/ e—hQT%dTl/ Tg_"’rzd%d—ffl—i‘b-l—fg

Spoctéme jednotlivé integrdly. V integralu [; pouzijeme stejny postup jako
pii feseni (3.24), je tedy
mQ/ & & mQ’ 2 h
L = —V 2 *7T1d e n "2dry = V
( 7h ) / e & / 4" mQ’

—00

Q/ o0 m / o0 m /
Ih=-V <m ) / rie” 3 Tldrl/ rge_TQT%drg =0,
Wh —00 —00
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nebot kazdy z integrali je integral z liché funkce. Pfeznacenim integrac¢nich
proménnych ziskdme I3 = I;. Dosadime do (3.32) a dopocitdame stiedni hod-
notu hamiltonidnu:

N \% 1 h
_ HF __ / _ r_
<H>\I,0HF = E," = hQ (1+ 2le2) — §VmQ/ = hQ) = hwy/1+ el

coz je hledana energie zdkladniho stavu systému dvou oscildtoru v Hartree-
-Fockove aproximaci.

Spravnost tohoto vysledku muzeme ovérit primym vypoctem stredni hod-
noty hamiltonidnu. S vyuzitim vztahu (3.28) a (3.30) dostaneme

<1£[>\I,0HF = / / \I/%){F*(Tl,TQ)H\IJOHF(Tl,TQ)d’T’ldTQ

ms _me .
— ( ) / / 25}3 le 2% 7"% <XT1TXT2>1I< _ XT’1TX1”2*>

LA S b gmerd 4+ V(- )’
| ——— —mw r mw’ry + =V (ry —r
2mory = 2 b 2mon3 2R
S ST (X"lxrzl E XT11XT21> drydrs (3.33)
+57—35 537 +3

a vzhledem k ortonormalité spinovych ¢asti y vztahujicich se k prostorovym
castem ve stejném bodé plati

2
Tl;XT_Q; - XT;XT; =2

2 2 2 2
(3.34)

(xﬁi‘x”f - x“i‘xf*) (X::%X?% - XT%XTQ =

Dosazenim vztahu (3.18) do integralu (3.33) a naslednym vypocétem ziskdme
totozny vysledek pro stiedni hodnotu hamiltonianu.

Vypocitejme prekryti P(V'), tj. miru shody exaktni a Hartree-Fockovy
vlnové funkce zakladniho stavu naseho systému:

2

P(V) = ‘ (\IJSX&CtJ \IIEIF) ‘2 - ‘/ / (\IjgxaCt(Tl, 7’2))* \I/glF(Th TQ)dTldT’Q
o (3.35)

S vyuzitim transformace soutfadnic podle (2.10) a (2.11) a s uvazenim faktu,
ze jakobian této transformace je roven jedné, vypocteme integrdl na pravé
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strané (3.35):

ﬁ((ﬁ+1)(\/1+#+\/1+552)>;

a s uvazenim vztahu (3.34) obdrzime vztah pro prekryti exaktni a Hartree-
-Fockovy vlnové funkce zakladniho stavu systému dvou interagujicich linear-
nich harmonickych kvantovych oscilatoru

2V

21 gte) 1) (e )
(B ) (i i)

4- \/(1+mw2) 1+mw2

(i) (Vi i)

PV) =




Kapitola 4

Vysledky

Na zavér shrneme hlavni vysledky celé prace.
Vlnova funkce vy zédkladniho stavu jednoho linearniho kvantového har-
monického oscilatoru je

1
mw\ 2 _mw .2
€ )

Uo(r) = <ﬁ 2

jeho energie je rovna minimélni energii
1
E() = Ehw

Exaktnim feSenim stacionarni Schrodingerovy rovnice pomoci transfor-
mace soufadnic jsme ziskali tyto vysledky: VInova funkce zdkladniho stavu
systému dvou interagujicich linedrnich harmonickych kvantovych oscilatoru
(elektronu), jejichz interakce je popséana ¢lenem H, zvolenym ve tvaru

A

1
Hingry )00 (r1,12) = §V(7‘1 — 19)%(ry,79),

je

N

\IfgxaCt<T‘, R) — (%) (MQ)%G—%(QRQ—HWQ)

a prislusna exaktni minimdlni energie mé tvar

1 2V
ngact:§h¢u <]_—|— 1+ 2) .

mw

Vlnova funkce uvedeného systému v Hartree-Fockové aproximaci, jiz jsme
ziskali feSenim Hartree-Fockovych rovnic sestavenych na zakladé varia¢niho
poctu, ma tvar

1
I\ 2 ’
\IJEIF = M * e_";; i) 1 (X”lxml —x" Xml) .
27 —3 T2

V2
34
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Energii zdkladniho stavu tohoto systému v Hartree-Fockové aproximaci jsme

A

vypocitali jako stFedni hodnotu hamiltonidnu (H >\I,(})1F, tj.

B = By [1+ —.
mw

Na Obrazku 4.1 je znézornéna exaktni energie ES* systému dvou in-

teragujicich oscildtorii a jeho energie v Hartree-Fockové aproximaci E§¥

v zavislosti na hodnoté interakéniho koeficientu V. Pro V' = 0 je minim&lni

energie E§** tohoto systému rovna souc¢tu minimalnich energii jednotlivych

oscildtoru (2.7) a je rovna minimélni energii v Hartree-Fockové aproximaci
Ef™ pro V =0, je tedy

exact _ _ HF
E§t|,_y = hw = E§"|,_, .

Energie roste s rostoucim interakénim koeficientem V. O¢ividné jsou hodnoty
Ef™ vétsi nebo rovny exaktni energii ES&t, coz vyplyva z principu varia¢niho
poctu.

Relativni chyba o(V') energie v Hartree-Fockové aproximaci je

mw? o2

hwy/1+ -5 2¢/1+ -5
(viz Obrazek 4.3). Ze vztahu pro o(V) plyne, ze pro interakéni koeficient
V roven nule je o(V) = 0, tedy EIF = E&* a s rostoucim interakénim
koeficientem V' se relativni chyba zvétsuje.

Graf prekryti P(V) exaktni vlnové funkce ¥§** a vlnové funkce v Har-
tree-Fockové aproximaci WiF

ngact %ﬁw <1—|— 1—|— 2V > 1+ 1+ 2V
1

HF
EO

o(V) = ‘1 -

e ) i 2

(\/1+m22 +1) (\/1+mf,2 +\/1+T§ZQ>

je zndzornén na Obrézku 4.2. Pro V' = 0 je P(V) = 1, tedy pro nulovy
interakéni koeficient V' dostavame

P(V) _ ‘(\Ilgxact7 ‘IJSIF) ‘2 _

exact _ HF
\IIO =0 \IJO {v:o‘

S rostoucim V' prekryti klesa, tedy s rostoucim V' se mira shody exaktni
a Hartree-Fockovy vinové funkce zédkladniho stavu zmensuje.
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Obrazek 4.1: Exaktn{ energie Eg** (plnou ¢arou), energie v Hartree-Fockové

aproximaci " (édrkovanou ¢arou).
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Obrazek 4.2: Prekryti P(V) exaktni a Hartree-Fockovy vlnové funkce

zékladniho stavu.
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Obrazek 4.3: Relativni chyba (V') energie v Hartree-Fockové aproximaci.



Zaver

Diky volbé vhodné interakce mezi dvéma linearnimi harmonickymi kvan-
tovymi oscilatory v zakladnim stavu jsme vyftesili stacionarni Schrodinge-
rovu rovnici, tj. nasli jsme vinovou funkci zakladniho stavu naseho systému
a ji prislusejici minimalni energii. S vyuzitim varia¢niho poctu jsme sestavili
Hartree-Fockovy rovnice pro néas specialni piipad, dostali jsme vazanou sou-
stavu dvou nelinearnich integrodiferencialnich rovnic. Uré¢ili jsme ptibliznou
energii a vlnovou funkci zdkladniho stavu v Hartree-Fockové aproximaci
fesenim téchto rovnic. Hartree-Fockovy rovnice se zpravidla fesi numericky,
ale diky volbé interakce bylo mozné vytesit je analyticky. Vypocitali jsme
a graficky jsme znézornili prekryti exaktni a Hartree-Fockovy vinové funkce,
kde je patrné, ze pro nas ptipad je Hartree-Fockova aproximace dostatecné
presna, obzvlasté pro malé interakéni koeficienty. Podobné je i z grafického
znazornéni exaktni energie a energie v Hartree-Fockové aproximaci patrné
zévislost rozdilu E&* a EJIF na hodnotach interakéniho koeficientu.

Hartree-Fockova metoda, vyuzivajici selfkonzistentniho pole generované-
ho interagujicimi fermiony, se obecné pouziva k pribliznému feseni Schrodin-
gerovy rovnice pro systém interagujicich fermionu. Pouziva se ale také pro
systémy interagujicich bosonu. Tato metoda byla pro stiedni pole vytvorené
interagujicimi fermiony pozdéji také zobecnéna na systémy korelovanych
fermionovych paru, které vykazuji aproximativni bosonové chovani a hraji
dulezitou roli ve fyzice atomovych jader (viz [6]).
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