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Abstrakt

Bakalarska prace se zabyva modelovanim krevni perfuze v jatrech, ktera jsou uvazovana jako
tekutinou nasycené porézni médium. Cilem prace bylo seznamit se s metodikou stanoveni
parametrii vice-kompartmentového modelu jaterni perfize s vyuzitim obrazové analyzy dat.
Vice-kompartmentovy model je odvozen z rovnice kontinuity a Darcyho zdkona. Parametry
tohoto modelu jsou prostorovymi funkcemi, jejichz hodnoty jsou stanoveny lokalné metodou
pramérovani. Byly implementovany vypoctové vzorce téchto parametrt, které vychazeji
Z uznavanych védeckych publikaci. Parametr permeability kompartmenti byl stanoven
Z geometrie stromové struktury portalni zily a mezikompartmentovy perfuzni parametr byl
urcen S vyuzitim popisu proudéni 1D modelu na portalnim stromu. Prace je zaméfena na
popis proudéni cévnim stromem portalni zily v jatrech. Pro vypocet proudéni pomoci vice-
kompartmentového modelu je pouzit software SfePy. Soucasti prace je i porovnani simulace
proudéni pomoci vice-kompartmentového modelu s referencnim vypoctem proudéni
ziskanym 1D modelem.

klicova slova: Perfuze jater, kompartment, vice-kompartmentovy model, porézni
prostfedi, perfuzni strom, Darcyho zakon

Abstract

The bachelor thesis deals with the modeling of blood perfusion in liver, which is considered
as a fluid saturated porous media. The aim of this work was to introduce the methodology of
assessment parameters of multi-compartment model of liver perfusion with utilisation of
visual analysis of data. The multi-compartment model is derived from continuity equation and
Darcy flow. The parameters of this model are spatial functions, whose values are determined
local by method of averaging. There were implemented computational formulas of these
parameters, which come out from reputable scientific publications. The parameter of
permeability of the compartments was determined from the geometry of a tree structure of
portal vein and inter-compartment perfusion parameter was determined with utilization of
description of flux of 1D model on portal tree. The thesis is focused on description of flux in
vascular tree of portal vein in liver. The calculation of flux via multi-compartment model is
employed the software Sfepy. The part of thesis is also comparison simulation of flux of
multi-compartment model to reference calculation of flux, which is obtained by 1D model.
key words: Liver perfusion, compartment, multi-compartment model, porous media,

perfusion tree, Darcy flow
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1 Uvod

1.1 Motivace

Predmétem této bakaldiské prace je studium modelovani krevni perfuze v jatrech.
Krevni tok protékd komplexnim hierarchickym systémem cév sestavajici z artérii, mensich
artérii a arteriol az po kapilary. Tento systém Ize piipodobnit stromové strukture.

Proudéni krve celou stromovou strukturou Ize bud’to popsat 3D proudénim Navier-
Stokesovy rovnicemi ¢i 1D modelem proudéni, kdy jeden z moznych popisi je pomoci
Bernoulliho rovnice. Nicméné tyto zpusoby popisu proudéni na niz8ich trovnich stromové
struktury vedou k velké vypocetni slozitosti spojené s komplikovanosti popisu krevniho
fecisté. Proto ¢lenime stromovou strukturu na hierarchie. Na vyssi hierarchie, které sestavaji z

A4

vétsich cév a nizsi hierarchie predstavujici jaterni parenchym.

Proudéni pro vyssi hierarchie stromu lze popsat vyse zminénymi modely. AvSak pro
modelovani proudéni v niz$ich hierarchiich lze aplikovat tzv. redukovany zjednoduseny
model, ktery vychazi z modelu Darcyho proudéni v poréznim prostiedi. V tomto modelu
vystupuji nezndmé parametry, které jsou urceny v této praci s vyuzitim obrazové analyzy
medicinskych dat.

Krevni perfuze je nepostradatelnd pro zdravé fungovani biologickych tkani. Jejich
vyzivu a odvodiovaci procesy zajistuje krevni tok celym vaskuldrnim systémem. Proto je
zadouci modelovat perfuzi pies vSechny cévni hierarchie. Vyznam sestaveni matematickych

modeldi proudéni v jatrech lze spatfovat vtom, Ze by lékafiim mély naptiklad pomoci
usnadiiovat stanoveni progn6z chovani jater.

1.2 Cil bakalaiské prace
Cilem této bakalaiské prace je:
e Urceni parametrli vice-kompartmentového modelu Darcyho proudéni v poréznim
prostiedi.
e Implementace vypoctovych algoritmii v programovacim jazyce Python.
e Pouziti téchto vypoctenych materidlovych parametri pro simulaci proudéni pomoci
systému Sfepy.

e Studie zavislosti pritoku v jaternim parenchymu na zpusobu c¢lenéni stromové
struktury na jednotlivé kompartmenty perfizniho modelu.

e Porovnani vysledkil ziskanych syst¢émem Sfepy s vysledky ziskanych 1D modelem
aplikovanym nad celym jaternim stromem.



Struktura bakalarské prace

Po uvodnim ptedstaveni této bakalaiské prace poskytneme v 2. kapitole obecny biologicky
popis jater a zaroven uvedeme strucny popis pratoku krve jatry.

Ve 3. kapitole vysvétlime geometricky popis perfuzniho stromu, ktery je svoji
strukturou definovan jako graf. Dale objasnime pojmy hierarchie perfizniho stromu a
kompartment, na které budeme odkazovat v dalSich kapitolach.

Kapitola 4. se zabyva 1D a 3D popisem proudéni tekutiny na perfuznim stromé.
Uvedeme, ze 1D proudéni lze popsat zjednodusenym 1D modelem zalozenym na Bernoulliho
rovnici. Problém 1D proudéni také vysvétlime na zjednoduseném perfuznim stromé, kde
vypocet provedeme pomoci Newtonovy iteracni metody v systému Matlab. Zavérem této
kapitoly je 3D popis proudéni 3D modelem odvozenym na zaklad¢ Navier-Stokesovy rovnice
a rovnici kontinuity. Tato kapitola vychazi z praci [5],[8].

Nasledujici 5. kapitola je vénovana definovani vice-kompartmentového Darcyho
modelu proudéni ve 3D a také popisu rovnic, pomoci kterych je tento model sestaven. Tato
kapitola se opira o ¢lanky [1],[2],[5].

V 6. kapitole se zabyvame ur¢enim neznamych veli¢in permeability K a perfuzniho
koeficientu G vice-kompartmentového Darcyho modelu proudéni. Pfi urovani téchto veli¢in
vychazime z praci [1],[2],[3].[4].

Kapitola 7. obsahuje popis algoritmii vypoCtu permeability K a perfizniho
koeficientu G. Algoritmy jsou implementovany v programovacim jazyce Python.

V 8. kapitole je proveden vypocet Darcyho proudéni pro tii modelové ulohy. Dale jsou
prezentovany vysledky vypoc¢tu permeability K a perfuzniho koeficientu G pro dvou-
kompartmentovy model. Na zavér kapitoly jsou porovnany vysledky vypoctu proudéni
ziskané 1D Bernoulliho modelem proudéni a vice-kompartmentovym Darcyho modelem
proudéni.

V 9. kapitole jsou zadvérem shrnuty dosazené vysledky této prace.



2 Biologicky popis jater

Tato kapitola je sestavena jako stru¢ny biologicky popis jater z hlediska jejich anatomie a
fyziologie. Rovnéz ¢ast této kapitoly je zamétfena na stru¢ny popis pratoku krve jatry. Pri

jejim zpracovani bylo vyuzito literatury a prameni [7], [13], [14].

2.1 Obecna charakteristika jater

zlazou lidského t€la, jejiz tvar lze pripodobnit k segmentu ovoidu. Barva jater je
hnédocervena a jejich hmota je poddajna a mékka na pohmat, avSak je také relativné kiehka,
takze snadno dochazi k natrzeni tkan€, coz ma za nésledek na Zivoté ohrozujici krvaceni.

Y vvr

Jejich cévnim fecistém protéka primérné 1,5 litru za minutu. [7]

2.2 Zakladni funkce jater

Funkce jater maji velky vyznam pro cely organismus. Téchto funkci je mnoho, a proto zde

vyétem uvedeme pouze nékteré z nich.
produkce zluce
sklad sacharida

tvorba mocoviny
detoxikace

2.3 Clenéni a poloha jater

Jatra jsou umisténa tésné pod branici,
pfevazné pod pravou brani¢ni klenbou,
V horni ¢asti dutiny bfiSni. Svoji horni ¢asti
jsou pfipevnéna k branici prostfednictvim
vazivoveho pouzdra, zatimco spodni
plochou naléhaji na bfisni organy. Spodni
plocha jater nese charakteristické ryhy,
které oddéluji Ctyti jaterni laloky; pravy a
levy lalok a mezi nimi situovany lalok
¢tverhranny a lalok ovalny. Kromé
vngjsiho Elenéni, které je ziejmé na pohled,
se jatra dale mohou rozdélovat na tzv.
vnitini segmenty. Jejich umisténi v jatrech
je zobrazeno na obrazku 6 v kapitole 3.2.
Znazornéni uloZeni jater je na obrazku 1.
[71, [13], [14]

sidlo krvetvorby v embryonélnim Zivoté Zivo€icha

Obrazek 1: Poloha jater v téle. [9]



2.4 Stavba jater

Jaterni parenchym je specificka tkan jater tvofena jaternimi bunkami. Jaterni bunky
(hepatocyte) jsou polyedrické o priméru 20 — 30 pm. Na styku dvou jaternich bunék je
zlucovy kanalek (bile canaliculi), jejiz stény jsou tvofeny bunéénou membranou sousedicich
hepatocytii. Jaterni buniky jsou sestaveny tak, Ze dvé k sob¢ ptiloZzené fady buné¢k tvoii tramce
jaternich bunék, mezi nimiz jsou cévy. Tramce jaternich bunék spolu s cévami jsou radialné
usporadané v utvaru zvaném lalicek centralni zily (liver lobule), ktery je zakladni
morfologickou jednotkou stavby jater, viz obrazek 2. Ma tvar nepravidelného hranolu o
praméru asi Imm. V ose lalic¢ku probiha central vein, ktera paprscité pfijima ze vSech stran
jaterni sinusoidy (hepatic sinusoid). Jaterni sinusoidy jsou tenkosténné Siroké zilni ttvary
charakteru kapilar. [7]

To hepatic vein and
inferior vena cava

uy Liver lobule
.
= Central vein
Hepatic

phagocytic cells

Hepatic duct
Hepatic portal vein - Portal triad

Hepatic artery

Hepatic
sinusoid
To common bile duct

From aorta
From digestive tract

Obrazek 2: Schéma stavby jaterniho lalticku centralni zily. [10]



2.5 Prutok krve jatry

V jaterni cirkulaci se uplatiuji dvé hlavni slozky. Slozka funk¢ni obsahujici krev s bohatymi
latkami pro zpracovani v jatrech, kterou piivadi portal vein. Pak slozka nutriéni obsahujici
okysli¢enou krev, kterou privadi hepatic arterie.

Portal vein a hepatic arterie se pii vstupu do jater vétvi az do kapilarniho systému.
Jejich vétve vstupuji do sinusoid lalicku, které postupuji do centra lalicku, kde vstupuji do
central vein, ktera jiz patii k odtokovym vétvim hepatic vein, které opoustéji jatra; jsou
zpravidla tfi, dvé z pravého laloku a jedna z levého, a vstupuji pfimo do inferiar vena ceva.

[7]

Hepatic vein

Central vein
system

Branch of hepatic artery
Branch of bile duct

Branch of portal vein
(distributing vein)

Right and left hepatic
ducts (bile ducts

Right and left
hepatic arteries

Portal triad of
structures

Obrazek 3: Schéma prutoku jater. [12]



3 Stromova struktura

Problém popisu proudéni na stromové struktuie si piiblizime tim, ze Si nejprve predstavime
popis prostorové geometrie stromové struktury. Déle na to navazeme s takzvanym zavadénim
kompartmentu, které aplikujeme v ramci vice-kompartmentového Darcyho modelu proudéni.

3. 1 Geometricky popis

Stromova struktura je systém vrchold a hran. Hrany budeme nazyvat cévnimi segmenty, které
maji uréity polomér r V jednotkach [m] a délku d v jednotkach [m]. Vrcholy budeme
nazyvat uzly, které jsou definovany prostorovymi soufadnicemi, jak je ukazano na obrazku 4.
Stromova struktura je pak tvorena souvislou mnozinou cévnich segmentd, viz obrazek 5.

N N
i [xi,yizi] (,/' 2r k Vi [y Zie]

)r

Obrazek 4: Geometrické parametry definujici cévni segment ohrani¢eny dvéma uzly.

radius

I 2.600e-03

0.002

0.001

I 2.703e-04

Obrazek 5: Schéma uméle vygenerovaného stromu.
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Hierarchie

V ramci cévniho fecisté lze zavést takzvané hierarchie. Hierarchie je ¢ast cévniho stromu,
jehoz cévni segmenty splituji ur€itou vlastnost. Kli¢em k rozdé€leni stromu na hierarchie mize
byt naptiklad pramér cévy, nebo tlak v cévé, nebot tekutina proudi ve sméru tlakového spadu;
tedy ztéch SirSich cév do téch uzsich, kde je mensi tlak. Rozd€leni cévniho fecisté na
hierarchie podle tlaku v cévé ma své opodstatnéni, nebot’” miize vzniknout v cévnim fecisti
anomalie - rozSifeni cévy. Za ptedpokladu, ze k takovémuto patologickému stavu nedojde,
muizeme zvolit primér cévy jako rozdélovaci kritérium cévniho fecisté. Vzhledem k tomu, ze
testujeme proudéni na umeéle vygenerovaném stromé, tyto anomalie se u cév nevyskytuji, a
tudiz rozd€lujeme cévni fecisté¢ podle pruméru cévy.

V této prici zavadime relace mezi hierarchiemi tak, Ze hierarchii H; charakterizované
vyS$$im primérem cévy aj je pfifazen vyssi index j neZ hierarchii H;, pro niz plati d; < (_ij a
i <j.To znamena, ze nejvyssi hierarchie cévniho stromu sestdva z cév s nejvetsim primérem
a naopak nejnizsi hierarchie je tvofena cévami s primérem nejmensim. Vyssi hierarchie je
pak nadfazend vici té nizsi. Pro odliSné hierarchie plati, Ze jsou disjunktnimi mnoZinami cév.
Mohou také nastat situace, kdy hierarchie reprezentuje nesouvisly cévni strom.

3.2 Popis kompartmenti

Z anatomického hlediska plati, Ze jatra se - —
L. hepatic vein

krom¢ povrchového clenéni déli také na
takzvané vnitini, jak je ukdzano na obrazku
6. Timto ¢lenénim se jatra d€li na tzv.
segmenty, které izce souvisi s takzvanym
kompartmentem.

Kompartment se obecné¢ zavadi na zakladé
prostorové lokalizace Casti jater tj.
segmentu a hierarchie. V této praci vsak
zavadime zjednodusSujici predpoklad, zZe
jatra nerozdélujeme na segmenty a proto
lze oznacit celd jatra jako jeden segment.
Kompartment je tedy reprezentovan pouze
piislusnou hierarchii. Proto pii jejich Obrazek 6: Vnitini ¢lenéni jater na

zavadéni v ramci vice-kompartmentového takzvané segmenty. [11]
Darcyho modelu, kompartmenty zaujimaji

celou oblast jater.




4 Popis proudéni

V této sekci uvedeme popis 1D proudéni 1D Bernoulliho modelem a popis 3D proudéni
Navier-Stokesovou rovnici. Problém 1D proudéni vysvétlime na zjednoduseném prikladé.

4.1 1D Proudéni

Tok perfaznim stromem lze popsat 1D modelem zalozenym na Bernoulliho rovnici a
doplnénym podminkami reprezentujicimi mistni tlakové ztraty. Tento 1D model je za pomoci
ziidel (propadl) propojeny s 3D vice-kompartmentovym Darcyho modelem proudéni
popisujicim proudéni V jaternim parenchymu, viz kapitola 5.3.

4.1.1 1D Bernoulliho model

K ziskdni 1D modelu proudéni zaloZeném na Bernoulliho rovnici je zapotiebi zjednodusit
komplikovanou geometrickou strukturu perfizniho stromu. Proto je perfazni strom nahrazen
systtmem 1D cévnich segmentl. 1D segment je charakterizovan délkou, prifezem a
ztratovym parametrem, ktery se vztahuje ke specifické geometrii cévniho segmentu. Pri
popisu 1D modelu vychazime a ¢erpame z ¢lanku [8],[5].

Necht' T ({Jj }j {fe}e) je rozvétveny strom formovany pomoci tzv. cévnich segmentt

2, a uzl indexovanych j. Uzel 7/ = (X/,]7) tvoti X/ € R® soufadnice polohy j-tého uzlu a
J/ indexovd mnozina cévnich segmentl spojenych v j-tém uzlu. Vstupni uzel oznaéme J° ,
ktery je jednoprvkovou mnozinu. Uzly terminalnich vétvi, které jsou propojeny s jaternim
parenchymem, oznaéme J¥, které jsou také jednoprvkovou mnozinou. Podet vsech
koncovych uzli v systému J° ozna¢me 7. [5]

Pomoci Bernoulliho rovnice (3) a rovnice kontinuity (2) lze sestavit zjednodusujici
1D model proudéni, ktery popisuje tok na 7. Tok je obecné popsan pomoci tlaki v uzlech
{p j} a rychlosti v cévnich segmentech {w,}. Kazdy cévni segment £, ma svoji délku L, a
prumér De, ktery je ptedpokladan konstantni podél celého cévniho segmentu. Bernoulliho
rovnice je doplnéna o ztratovy ¢len (1), ponévadz bereme v ivahu vazké proudéni na T. Ten
vyjadiuje tlakovou ztratu vznikajici pfi tfeni proudéni v segmentech. Tlakovy pokles vztazeny
k uzlovym tlaktim na koncovych bodech cévniho segmentu je vyjadien vztahem

1 o
Aep = p;i — p; =§plewez , e €Jnyg’ (1)

64 L
kde Ae N Re(We)D_e

¢islo, kde p je hustota tekutiny v jednotkach [kg.m~3] a 17 je sou€initel dynamické viskozity
V jednotkach [N.s.m™2].[8],[5]

je tieci ztratovy soudinitel, pficemz Rq(w,) = WeDe§ je Reynoldsovo



Rovnice kontinuity, vyjadiujici zdkon zachovani hmotnosti, je definovana pro kazdy j-ty uzel
vztahem,

ZAeWeZO'j:L---' (2)

eeg]

o o . v D3
kde prufez cévniho segmentu je oznaten 4, = —

Modifikovana Bernoulliho rovnice vyjadiena pro vSechny vétvé bifurkace j ma tvar,

1 1 1
Epweiz tpi = EpWejz +p;t Ep/lejwejz ) 3)

kde e; je indgx cévniho segmentu £, kterd spojuje i-ty a j-ty uzel, tj. ¢; € Jingl.
Dale e; € J' je takzvany ,,zasobovaci“ cévni segment i-tého uzlu.

V piipadg, kdy uvazuje cévni segment se vstupnim uzlem J° modifikovand Bernoulliho
rovnice (3) se zredukuje na tvar,

1
pi = p] +§plejwej2 ) (4)

nebot’ plati, Ze w,, = We,-

Timto dostavame nelinearni systém algebraickych rovnic (1) - (4), ktery Ize fesit napiiklad
Newtonovou metodou. [8]



4.1.2 Priklad vypoctu 1D proudéni

Vypocet 1D proudéni pomoci 1D Bernoulliho modelu vysvétlime na piikladu zjednoduSeného
cévniho stromu zobrazeného na obrazku 7. Podobné bychom postupovali pii vypoctu 1D
proudéni na kompletnim portalnim stromu.

Obrazek 7: Ilustrace zjednodusené cévni site, ktera je definovana celkem 6 uzly a 5 cévnimi segmenty. Vstupni
uzel je oznafen 0-tym indexem, dva bifurkaéni uzly jsou oznaeny indexy:1a2 a terminalni uzly jsou
oznaeny indexy: 3, 4 a 5. Vstupni hodnoty rychlosti w, a tlaki ps;, p,a ps Vtermindlnich uzlech jsou
pfedepsany. Neznamymi, které pomoci Newtonovy iteratni metody urfime, jsou tlaky:
Po, P1, P2 arychlosti: wy, w,, ws, w,, ws.

Cévni sit’ na obrazku 7 mizeme rozdélit do 3 podoblasti:

a) 1. podoblast zobrazenou na obrazku 8.

Jw,

W |1

P,

Obrazek 8: Schéma 1. cévniho segmentu zjednoduSené cévni sité.
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Proudéni krve touto podoblasti, tj. pfed bifurkaci, lze matematicky vyjadfit
nasledujicimi dvéma nelinearnimi rovnicemi,

AOW0 = A]_Wl ’ (5)

1 1 1
EPWOZ + Do = EPW12 +p+ 5,0/11W12 . (6)

b) 2. podoblast zobrazenou na obrazku 9.

Obrazek 9: Schéma bifurka¢niho podstromu zjednodusené cévni sité.

Proudéni krve touto podoblasti, tj. bifurkacnim uzlem 1, lze vyjadfit nasledujicimi
nelinearnimi rovnicemi,

A1W1 = A2W2 + A3W3 ) (7)
1 1 1
Epwlz +p = Eszz +p,+ Ep/lzwzz , (8)
1 1 1
EPW12 +p = EPW32 +p3+ Eplgwf . %)
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c) 3. podoblast zobrazenou na obrazku 10.

Obrazek 10: Schéma bifurkaéniho podstromu zjednodusené cévni sité.

Proudéni krve touto podoblasti, tj. bifurkacnim uzlem 2, lze vyjadfit nasledujicimi
nelinearnimi rovnicemi,

A,wy = Agwy + Asws (10)
1 1 1
EPWZZ tp, = EPW42 tpst EP/14W42 ) (11)
1 1 1
FPW2" +pa = 5pws® + s + 5 pAsws® (12)
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J(x) =

Timto dostavame soustavu 8 nelinearnich rovnic (5)-(12) pro 8 neznamych veli¢in:

Wy, Wy, W3, Wy, Ws, Do, P1, P2 Soustavu vyieSime Newtonovou metodou, kde matice soustavy

F(x) ma tvar,

F(x) =

kde hledame vektor neznamych x = [wy,w,, w3, Wy, Ws, Do, P1,P2] tak, aby platilo, ze

F(x)=0.

Newtonova metoda pro feseni soustavy nelinearnich rovnic (13) vyzaduje matici parcialnich

[f1(2)7

f2(x)
f3(x)
fa(x)
fs(x)
fe(x)
f7(x)

fs (%)

1
EP(le

1
EP(WZZ

=1

EP(W32

1
EP(WALZ

1

_EP(WSZ

derivaci, tzv. Jacobiho matici soustavy,

A, 0
+32m 0
wip + 32—
1 D12
—4; A
L,
—W1p wop + 327 D2
2
—Wyp 0
0 —A,
0 —Wzp
0 —W2p

J(x)

Aiwy — Agwy

Ly
— wy?) + 32nw, D2 +P1— Do
1
A2W2 + A3W3 - A1W1

2 Ly
- W )+327}W2ﬁ+P2_P1
2

2 L
—w?) + 3277W3F+P3 — D1
3
A4_W4, + A5W5 - A2W2

2 Ly
— W )+3277W4F+P4—P2
4

2 Ls
—w;%) +32nws 3+ ps — b,
5 .

_0fu for e o)
= , kde
o(wy, Wy, ..., P2)
0 0 0
0 0 0
A 0 0
0 0 0
Ls
wsp + 32n— 0 0
D3
0 A, As
Ly
0 wyp + 32n— 0
D4-
0 0 wsp + 321

13

Ls
Dg

(e)

(13)

o o O

.(14)



Pokud vektor x = x, reprezentuje pocate¢ni odhad feSeni, pak nasledné aproximace feSeni
x,,n =1,2,... ziskame jako,

Xn+1 = Xp — [](xn)]_lF(xn): n=0,.. )

kde zastavovaci podminku mizeme volit ve tvaru |F(x,,)| < €, |Ax,| = [xX41 — X5] < &,
pfi¢emz ¢ je dand tolerance feseni.

4.1.2.1 Vysledky resSeni tlohy 1D proudéni pomoci 1D Bernoulliho modelu

Vysledky feSeni 1D proudéni na zjednoduseném perfiznim stromu, viz obrazek 7, jsme
ziskali feSenim soustavy nelinedrnich rovnic pomoci Newtonovy metody. Pro predepsané
nenulové okrajové podminky, tj. vstupni rychlost ve vstupnim uzlu a tlaky v terminalnich
uzlech, jsme ziskali rychlosti v danych cévnich segmentech a tlaky ve vstupnim a
bifurkacnich uzlech. Vstupni parametry a vysledky feSeni jsou uvedeny v Tab 4.1, kde
jednotlivé proménné jsou v nasledujicich jednotkach,

wlim.s 1], p[Pa] , plkg.m™3] , n[Pa.s] , L[m] , D[m] , A[m?].
Geometrické parametry
Cévni 1 2 3 4 5
segmenty
Délka L 3.1073 2,02.1073 2,44.1073 1,95.1073 2,93.107%
Primér D 2,6.1073 2,05.1073 2,4.1073 1,22.1073 7,79 .10~*

Ptedepsané hodnoty vstupnich veli€in

p = 1000

n = 0.03
wy =1
ps=1.107°
py=1.10"5
ps=1.10"5

Vypoctené hodnoty vystupnich veli¢in Newtonovou metodou pro chybu € = 1le — 12

wy =1

w, = 0,55

w3 = 0,81

w, = 0,53

ws = 0,54

po = 5,56.102
p, = 1,52.107
p, = 2,43.107
Tab. 4.1
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4.2 3D proudéni

Z dalsich moznosti jak popsat tok na vétSich vétvich perfuzniho stromu je pouzit 3D model
zalozeny na Navier-Stokesové rovnici. Tento model proudéni je vypocétové piesnéjsi nez
zjednoduseny 1D model proudéni, ale jeho implementace je komplikovangjsi a casové

wewvr

4.2.1 3D Model proudéni

Tento model proudéni je sestaven na zakladé Navier-Stokesové rovnice (16) a rovnice
kontinuity (15), ktera je detailnéji popsana v kapitole 5.1. Pro vyjadieni nasledujicich rovnic
se predpoklada proudéni nestlacitelné Newtonovy kapaliny. 3D matematicky model proudéni,
respektujici slozitou tfirozmérnou geometrickou strukturu perfizniho stromu, definujeme jako

M _ 15
ow, 9 19 92w,
d p_19W =123 (16)

+—(ww)) + ==~ ,
ot 0xj( wj) pox; pOox;0x;

kde index j je scitacim indexem. Dale t je Cas v sekundach [s], w; je i-ta slozka vektoru
rychlosti tekutiny w = [w;,w,, w3] Vjednotkdch [m.s™1] a x; je i-td slozka vektoru
prostorovych soufadnic x = [x;, x5, x3]. Tlak v tekutin€ je oznacen p, hustota tekutiny (krve)
je p a dynamicka viskozita krve je oznacena 7. [8]

Z matematického hlediska je Navier-Stokesova rovnice nelinearni parcialni
diferencialni rovnice druhého fadu, obecné eliptického typu a obecné nelinearni. Systém
rovnic (15)-(16) fesime numericky, kde fesenim toho systému rovnic dostavame veli¢iny w a

p-[19]
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5 Vice-kompartmentovy Darcyho model proudéni ve 3D

V této kapitole uvedeme matematicko-fyzikalnimi vztahy, které nasledné vedou Kk popisu
vice-kompartmentového modelu perfuze ve 3D. Témito vztahy jsou rovnice kontinuity a
Darcyho zékon.

5.1 Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity je rovnici vyjadiujici zakon zachovani néjaké veli¢iny v prostoru a Case.
V naSem piipadé se jednd o bilanci objemu tekutiny, tzn., Ze tekutina se nikde neztréci, ani se
nikde nevytvari. Za predpokladu stacionarniho proudéni nestacitelné tekutiny rovnice
kontinuity nabyva tvaru

V.w =0, 17)

kde w je vektor relativni rychlosti tekutiny v jednotkach [m.s™1] a V= (L 2 i) je

6x1 ! axz ! 6x3
Hamiltontiv operator nabla. Divergence rychlosti je ur¢ena vztahem,

aw. aw ow
V.w = ! 2—|— 3

0x, 0x, 0x3

Proménné x;, x, a x3 predstavuji prostorové soufadnice v zdkladnich jednotkach [m] a
wy, W, a w3 0znacuji slozky vektoru w.

5.2 Darcyho zakon

Darcyho zdkon je matematicky vztah, jenz byl formulovan v poloviné 19. stoleti inzenyrem
Henry Darcym na zakladé experimentdlnich vysledkii. Darcyho zékon lze ale odvodit ze
zékladnich rovnic proudéni v poréznim prostiedi. Kromé toho, Zze je disledkem pomalého
vazkého proudéni v porézni mikrostruktute, vyjadiuje linedrni zavislost pritoku tekutiny na
rozdilu tlakd proudici kapaliny a vzdalenosti sledovanych bodi. Darcyho zakon
v diferencialnim tvaru je definovan jako

w = —KVp. (18)

Vektor relativni rychlosti tekutiny je oznacen w, K = (Kij), i,j=1,2,3 je tenzor
permeability prostiedi v jednotkach [m2.Pa~l.s71], p je skalar vyjadiujici tlak proudici
tekutiny v pascalech [Pa]. Gradient tlaku je definovan jako

(ap dp 6p>
0x, 0x, 0x3)
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5.3 Formulace vice-kompartmentového Darcyho modelu proudéni ve 3D

Tento model tkanové perfize ve 3D je popsan rovnici kontinuity (17) a Darcyho zakonem
(18).

Je aplikovan za ucelem aproximace popisu proudéni krve na nejnizsi trovni cévniho
fecisté, tj. jaterniho parenchymu. Lze zavést takzvané kompartmenty (viz Kap. 3.2)
indexované i = 1, ...,T, ve kterych Ize proudéni charakterizovat materidlovym parametrem —
permeabilitou K.

Kazdy i-ty kompartment spada do oblasti celych jater, tj. Q c R3. Do i-tého
kompartmentu muze tekutina proudit ze zfidel, anebo také z né¢ho odtékat prostfednictvim
propadil. Obecné Ize oznadit tato lokalni ziidla, resp. odtoky za externi vtoky f*. Vtoky f*
vyjadiuji mnozstvi tekutiny piitékané do kompartmetu i z koneénych vétvi perfuzniho
portalniho stromu (resp. mnozstvi tekutiny odtékajici z kompartmentu i do kone¢nych vétvi
perfuzniho hepatického stromu).

Kazdému kompartmentu odpovida jiné tlakové pole p!. Uloha vypoétu perfize v
Q € R3, znamend nalézt kompartmentové tlaky {pi}i , 1 =1,..,1 splilyjici nasledujici
rovnice.

V.Wi‘l‘zsjl: =fi , 1=1,...,T1 naQ;\%
j
wt = —Kini ’ (19)
5= -p))

kde i,j = 1,...,T jsou indexy kompartmenti, p* (p’) je tlak v i-tém (j-tém) kompartmentu, Gji
je propustnost propojeni mezi kompartmenty i a j, takze SJL vyjadifuje mnozstvi tekutiny, které
proudi z i-této do j-tého kompartmentu. Pokud probiha vyména tekutiny mezi kompartmenty,
pak plati Gji = Gij , aby byl zachovan objemovy pritok celym systémem. Oblast ; zaujima i-
ty kompartment a £; ¢ Q; je oblast, na které je pfedepsan tlak. [5],[1],[2],[17]

Zavedeme okrajové podminky, nebot’ se jedna o okrajovou tlohu (19). Podminky
definujeme ve tvaru

n.w =-n.KVp =0naodQ,
pt=p' naoady;, (20)
kde i=1,...,1T je index kompartmentu, 0 je hranice oblasti a p je ptedepsany tlak. Prvni

okrajova podminka vyjadfuje skutecnost, Ze na d(); neteCe tekutina nikam ven z oblasti ;.
Druha okrajova podminka je tzv. Dirichletova podminka.[5]
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Numericky model ziskame diskretizaci slabé formulace problému (19),(20) pomoci metody
kone¢nych prvkd.

Zavedeme si mnozinu piipustnych tlakéi V¢, coZ jsou dostateéné regularni funkce,
které na hranici d%; nabyvaji hodnoty p'. Nyni rovnici (3) pfevedeme do slabé formulace.
Poté, co ji vynasobime testovacim tlakem g' a integrujeme pies oblast ;, ji integrujeme per
partes a vyuzijeme Gaussova teorému. Ziskame tim slabou formulaci problému (19),(20).
Hledame tlaky p = (p?, ..., pY), které spliiuji

K vg + [ NG -p)at = | g, va'evt )
Q;\Z; Q;\Z; 7 Q\Z;

pro vSechny kompartmenty i = 1, ..., 7 ., Viz prace [5].

Problém (21) lze feSit numericky metodou kone¢nych prvki. Tento model je
implementovan v systému Sfepy, ktery tuto metodu vyuziva.

Smyslem nasledujici kapitoly 6 je zavést hodnoty parametrti K' a Gji pro kazdy
kone¢ny prvek diskretizované tlohy (21). K tomu vyuZzijeme metodu prumérovani, kdy oblast
Q je pokryta konecnym poctem takzvanych primérovacich objemi, jejichz stfedy jsou
ztotoZnény se stfedy konecnych prvki.
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6 Urceni parametru vice-kompartmentového Darcyho modelu

V této kapitole se zaméfime na ur¢eni materidlovych parametrd Darcyho modelu. V Darcyho
modelu vystupuji dva parametry, které je zapotfebi néjakym zpisobem urcit. Jedna se o
parametr permeability K' pro kompartment i =1,..,7 a o perfizni koeficient Gji fidici
vyménu tekutiny mezi sousedicimi kompartmenty, kde i,j =1,..,T , i #j jsou indexy
kompartmentd.

V nasledujicich sekcich pouzijeme prostorové prumérujici okno RVE (x), které je
centrované v bodé x = (xq, x5, X3), Kde x4, x, a x3 jsou jednotlivé slozky v jednotkach [m].
Je pouZito pro prostorové primérovani celou oblasti jater Q c R3. Objem prostorové
primérujiciho okna RVE (x) je pak oznagen volgyg(y) v jednotkach [m3].

6.1 Parametr permeability K

Vypocet tenzoru permeability K = (Ki j), i,j =1,2,3 pro dany kompartment je provedeny
na zaklad¢é metody, ktera vychazi z teoretické prace Huyghe and van Campen [4] a ktera byla
navrzena v ¢lancich [1],[2], [3]. Veli¢ina K definovana pro dané RVE (x) v bodé x je funkci,
ktera je vyjadiena vztahem

T (d)* Ax;*Ax"

128volpyg(x)Sxoi ot Ik ’

Kij(x) = i,j=1,2,3, (22)

kde x, je hierarchicky parametr a jeho element ptedstavuje &x,. Index k oznaCuje cévu
stromové struktury a tudiz H (x) je mnozina cév v hierarchickém parametrickém rozsahu §x,
a v prostorové prumérujicim okné RVE (x), viz obrazek 11. Déle u je dynamicka viskozita
tekutiny. Primér cévy k je oznaden d* v jednotkach [m], ¥ je délka cévy k v jednotkach [m]
a Ax;* je rozdil i-tych soufadnic koncovych uzlii cévy k v jednotkach [m].[1], [2], [3]

4',_

Obrazek 11: Tlustrace cévnich segmentt v pramérujicim okné RVE(x) a v kompartmentu
8xo (Cerné zbarvené cévni segmenty tj. mnozina cév H (x)).[3]
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6.2 Perfuzni koeficient G

Na rozdil od parametru permeability K, zde pfi ur€ovani perfuzniho koeficientu G, je potieba
znat popis proudéni na stromové struktuie.

Diive nez ptistoupime k samotnému vztahu pro vypocet perfizniho koeficientu G, je
tieba definovat nésledujici veliCiny.

Veli¢ina Q; ;j(x) charakterizuje prostorové zprimérovany tok zi-tého do j-tého
kompartmentu, kde i,j = 1,...,T , i > j. Mnozinu cév zprostiedkovavajici tento tok oznacme
jako 8}. Pro mnozinu cév Sj-i plati, Ze je v prostorové primérujicim okné RVE (x) a spliluje
podminku, Ze patii k j-tému kompartmentu a zaroven sdili uzel s i-tym kompartmentem, viz
¢lanek [2]. Q; j(x) definujeme vztahem

L (23)
Q. i(x) = ———,
v VolrvE(x)
kde k je index cévy stromové struktury a Qy je vypocteny tok v k-té céve.

Veli¢ina p;(x) je prostorové zprimérovany tlak i-tého kompartmentu, kde i = 1, ..., T.

p;(x) definujeme vztahem

Zke}[i(x) Pyvol (24)
Yker;(x) VOl

pi(x) =

kde k je index cévy stromové struktury, H;(x) je mnozina cév v hierarchickém
parametrickém rozsahu §x, a v prostorové prumerujicim okné RVE (x) i-t¢ého kompartmentu.
Ze znalosti popisu proudéni na stromové struktufe zname vypocteny tlak v uzlech k-té cévy,
pak stfedni hodnota tlaku k-té cévy je oznacena Py.Objem k-té cévy je voly. (pro p;(x) j-tého
kompartmentu plati analogicky vypocet) [1],[2],[3]

Perfuzni koeficient Gji pro dané RVE (x) mezi i-tym a j-tym kompartmentem je pak urcen
vztahem

0 pokud p;(x) — p;(x) = 0,
Gf (%) = Qi (x) jinak (25)
|pi(x) — p; ()|
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7 Vypocetni algoritmy

V této sekci vysvétlime implementaci vzorct pro vypocet permeability K a perfuzniho
koeficientu G.

7.1 Zavedeni perfuzniho stromu

Data algoritmu pfedstavuje geometricka struktura perfuzniho stromu, kterd sestava ze systému
navzajem propojenych cév. Ty jsou definovany dvéma uzly, délkou a polomérem. Kazdy uzel

je definovan svoji polohou v prostoru. Tato data upravime a uspotdadame do nasledujicich
tabulek.

Tabulka polohy cév:
index cévy 1. wuzel cévy 2. uzel cévy
. X-vd souradnice y-va souradnice Z-va souradnice X-vd souradnice | Y-va souradnice z-va souradnice
prvniho uzlu prvniho uzlu prvniho uzlu druhého uzlu druhého uzlu druhého uzlu
1 1 1 2 2 2
0 X Yo Zy Xq Yo Zg
1 1 1 2 2 2
1 X1 Vi 4 X1 Y1 Z1
1 1 1 2 2 2
K Xk Yk Zk Xk Yk Zk
Tab. 7.1
Tabulka délek cév: Tabulka polomért cév:
index cévy délka cévy index cévy Polomer cévy
0 d, 0 To
1 d, 1 51
Tab. 7.2 Tab. 7.3

Pti zpracovani dat se ukazalo, ze nekteré cévy maji nulovou délku. Tyto cévy vylou¢ime a pro
dalsi postup v algoritmu je neuvazujeme.
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7.2 Zavedeni kompartmenti

Popis kompartmentli je uveden v kapitole 3.2. Pro zavedeni kompartmenti ur¢ime jejich
celkovy pocet, ktery si oznaCime r. V této Casti algoritmu rovnéz vyuzivame Tab. 7.3.
Postupujeme dle nasledujiciho algoritmu:

1)

2)
3)

4)

5)

Na zakladé Tab. 3 vypo¢teme minimalni polomér vSech cév tj. 13,,;,, @ maximalni
polomér vSech cév 73,4, Dostavame interval poloméra cév 7 = (Tmin, Tmax)

Vypoéteme délku intervalu 7, tj. d = 7,0, — Tmin @ Nasledné krok intervalu k =

~||g_

Urc¢ime podintervaly intervalu 7,

1 = Tmin + k => (Tmin, 1)
rn=n +k => (rlirZ)
T =r_q + l; => (r_—llrf = rmax)

Z danych rozsahl polomért uréime mnoziny cév, jejichz cévy maji polomér v daném
rozsahu. Tyto mnoziny cév pak ptfedstavuji dany kompartment K.

Napt. (r1,72) — K = [k, ...], kde k je index cévy.

Vystupem je T kompartmentl prestavujicich T disjunktnich mnozin cév.

7.3 Zavedeni sité MKP, vypocet tézisté elementu a hrany pramérovaciho
okna RVE

Zavedeme si sit metody konec¢nych prvka celych jater. Dostdvame systém elementd —
Ctyfsténli definovanych ¢tyfmi uzly. Tato data usporadame do nasledujici tabulky Tab. 7.4,
ze které budeme vychazet pti dalSich vypoctech.

element | souradnice 1. uzlu | souradnice 2. uzlu | souiadnice 3. uzle | souiadnice 4. uzlu
1 1 1 2 2 2 3 3 3 2 2 4

0 X0 Yo ZQ X0 Yo Zg X Yo Zy Xo Yo Zg

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4

1 X1 Vi Z] X1 Vi Z] X1 i Z] X1 1 Z]

1 1 1 2 2 2 3 3 3 2 2 2

e xe ye Ze xe ye Ze xe ye Ze xe ye Ze

Tab. 7.4
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Na zéakladg tabulky Tab. 7.4 vypoéteme pro dany element e jeho t&ziste T, = [xI, yI, zI]
vztahem

x}+ x2 4+ x3 + x}
4

x! =

Pro yI a zI provedeme analogicky.

Dale na zakladé Tab. 4. uréime délku hrany h, pramérovaciho okna RVE pro dany element e
nasledujicim postupem:

1) Uréime minimalni a maximalni hodnotu soufadnic uzli v daném sméru tj.

= ' my 26
Xepin mer{?,‘z‘?g,4}{xe} (26)

max {x'}. (27)

X =
emax  me(1,2,3,4)

Pro ye, . Yemax @ Zepins Zema, Provedeme analogicky.

2) Rozdilem (27) a (26) dostaneme délku rozmezi soufadnic v daném sméru pro dany
element e tj.

hex - xemax xemin ’

kde pro he, a he, provedeme analogicky.

3) Délku hrany h, praimérovaciho okna RVE pro dany element e definujeme jako

he = max {hen}.

nefx,y,z}
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7.4 Vybér cév prumérovaciho okna RVE

Pfi vybéru mnoziny cév, které spadaji do primérovaciho okna RVE pro dany kompartment a
dany element sit¢ metody kone¢nych prvkt vychazime z tabulky Tab. 7.1 a ze zavedeného
kompartmentu, tj. dané mnoziny cév K = [k, ...], kde k je index cévy. Déle vychdzime

2%

element e.

Pfed samotnym vybérem cév si vytvofime RVE jako Sestistén, jehoz stied je
definovan jako T, a délka hrany je h,, viz obrazek 12.

RVE(x)
{r‘ —
r“ ‘ \\‘\\*
he [ SleNx 4 element MKP
[ Py
& A e )\
4 "/ B hQ

f——he—{ X

Obrazek 12: Zobrazeni RVE a elementu e.

Nasleduje sled krok:
1) Provedeme rozklad mnoziny K = A U U, pro ktery plati,

pokud 1. uzel cévy, a zaroven 2. uzel cévy lezi v RVE
potom céva nalezi A, kde A je mnozZina cév 7 K, které lezi v RVE,

jinak
céva nalezi U, kde U je mnozina cév 7 K, u nichz bud’ pravé jeden z uzlii lezi v
RVE anebo zadny z obou uzlii nelezi v RVE.

2) Provedeme rozklad mnoziny U = B U D, pro ktery plati,

pokud 1. uzel cévy lezi v RVE anebo 2. uzel cév lezi v RVE

potom céva nalezi B, kde B je mnozina cév 7 U , u nichz pravé jeden uzel lezi
v RVE,

jinak
céva nalezi D, kde D je mnozina cév U, u nichz zZadny z obou uzlii nelezi

V RVE. (Presto miize existovat podmnozina D € D takovych cév, které maji
S RVE neprazdny prinik).
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3) Jelikoz cévy, které nalezi B, protinaji RVE, potiebujeme zapocitat do RVE pouze Cast
cévy, kterd do RVE patfi. Proto ur¢ime prisecik cévy s RVE, pomoci kterého urcime
tuto Cast.

Ulohu pfevedeme na vypodet p¥imky s rovinou. Obecné piimka je dina bodem a
smérovym vektorem a rovina je ddna bodem a normalovym vektorem.

parametricke vyjadient primky:
X =C+tu, (28)

kdet € R je parametrem rovnice, C = [cy, Cy, C;] je uzel cévy, ktery lezi v RVE,
X =[x,y,z] je libovolny bod cévy a u=D —C = [ux, Uy, uz] je smérovy vektor
cévy, piicemz D = [dy, d,, d,] je uzel cévy, ktery nelezi v RVE.

obecnd rovnice roviny:
n.(X—-A4)=0, (29)

kde n = [n,,ny,n,] je normélovy vektor dané roviny Sestisttnu RVE, A =
[ay, ay,a,] je dany bod dané roviny Sestisténu RVE a libovolny bod v prostoru je
X =|[xy,7z].

Dosazenim rovnice (28) do rovnice (29) a naslednou jeji upravou dostadvame rovnici
ve tvaru

n.ut=n.(4-0), (30)

kde t je feSenim rovnice. Naslednym zpétnym dosazenim feSeni t do rovnice (28),
dostavame prusecik cévy s danou rovinou Sestisténu RVE.

Jelikoz uvazujeme RVE jako Sestistén, definujeme si pro kazdou z jeho Sesti rovin 6
normalovych vektori n. Tudiz dostdvame 6 linearnich algebraickych rovnic (30),
jejichz feSenim je 6 neznamych parametrii t. Abychom nasli hledany prisecik cévy s
ptislusnou rovinou Sestisténu RVE, vybereme si ze 6 vypoétenych parametra t pouze
ty nezdporné a nasledné z téchto nezapornych parametri t vybereme ten nejmensi.
Dosazenim tohoto parametru t do rovnice (28), dostavame prusecik cévy s RVE.
Oznaéme tento priseéik P. Usetka CP je pak &asti cévy, kterou zapoéteme do RVE.
Mnozinu cév, jejichz pouze pomérna ¢ast lezi v RVE oznaéme B.
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4) Vybér mnoziny cév, u nichz zadny z jejich uzld nelezi v RVE, ackoliv urcita jeji ¢ast
prochdzi RVE. Tuto mnoZinu cév ur¢ime jako podmnozinu mnoziny D.

Pii vybéru této mnoziny cév vyuzivame Tab. 7.1. a pfistupujeme k pfistupu, ktery je
pro nase ucely dostacujici.

Parametricky si vyjadiime ptimku, respektive cévu podle rovnice (28), kde parametr
t €(0,¢,2¢, 3¢, ..., 1), pficemz € je volitelna konstanta, pficemz plati, ze 0 < € < 1.
Postupnym dosazovanim jednotlivych hodnot parametru t do (28) dostavame
spocetnou mnozinu bodi lezici na cévé. Z mnoziny bodii, pak vybereme dva hrani¢ni
body, kter¢ lezi uvniti RVE a jsou nejblize hranici RVE. Timto vymezime ¢ast cévy,
kterou zapoéteme do RVE. Mnozinu cév, U které zapocitavame pouze jejich pomérné
&asti, které lezi v RVE ozna¢me D.

5) Sjednocenim mnozin A , B a D dostavame mnozinu cév, které lezi v RVE v ramci
dané¢ho kompartmentu K a daného elementu e sité metody kone¢nych prvki.
Ozna¢me tuto mnozinu jako H .

7.5 Vypocet perfuzniho koeficientu G a permeability K

Na zakladé¢ Tab. 7.1, Tab. 7.2, Tab. 7.3 a H vypocteme permeabilitu K podle vztahu (22)
uvedeného v kapitole 6.1. V dalsi casti této kapitoly se budeme vénovat perfuznimu
koeficientu G, jehoz vypocet stanovime dle nasledujicich kroku:

1) Vypocet 1D proudéni na zakladé 1D Bernoulliho modelu
Vypocet 1D proudéni na celém portdlnim stromé provedeme na zdkladé 1D

Bernoulliho modelu. Vypocet se provede podobnym zplsobem, ktery je uveden
v kapitole 4.1.2. Vystupem vypoctu je pak nasledujici Tab. 7.5.

Index cévy Tok Q Tlak p
0 Qo Po
1 Q1 41
k Qx Pk
Tab. 7.5
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2)

3)

4)

5)

Tzv. relace mezi kompartmenty

Ze zadaného pocétu kompartmentl 7, vyplyva vzajemna relace mezi jednotlivymi
kompartmenty X;, i = 1, ...,7, kde X; je nadfazeny vuéi K, a piSeme K; — K, 4.

7 kompartmenti K; vybereme vzdy pouze dva kompartmenty, mezi nimiz
existuje vzajemna relace. Tyto dva kompartmenty Ozna¢me jako nadfazeny

kompartment K a podfazeny kompartment X.

Vybér cév, které spadaji do RVE pro dané dva kompartmenty a pro dany element sité
metody konec¢nych prvki

Vybér mnoziny cév, ktery patii do RVE, provedeme postupné pro nadiazeny
kompartment X a podfazeny kompartment XK .To znamend, Ze postupujeme podle
kapitoly 7.4, kde vstupem je nejdive X a poté K. Dostaneme dvé mnoZiny cév, které
spadaji do RVE. Pfesn&ji dostaneme mnozinu cév H, ktera predstavuje cévy, které

spadaji do RVE v ramci kompartmentu X pro dany element e sité¢ metody koneénych
prvki. A podobné pak mnoZinu H, kterd predstavuje cévy, které spadaji do RVE
V ramci kompartmentu K.

Vypocet prostoroveé zprumérovaného toku a tlaku

Pro vypodet prostorové zprimérovaného toku (23) mezi mnoZinami cév H a H, si
ur¢ime mnozinu cév &;. Vybér mnoZiny £; provedeme nésledujici posloupnosti kroki:

I.  Vybereme cévu z mnoziny H.

ii.  Pokud existuje spolecny uzel této cévy s libovolnou cévou z mnoZiny H,
zapocitame vybranou cévu z 3 do &;. Pokud nikoli, prejdeme na krok i.

Po vybéru mnoziny cév 8} mizeme vypocitat prostoroveé zprimérovany tok dle (23)
s vyuzitim Tab. 7.5.

Vypocet prostorové zprumeérovaného tlaku provedeme podle (24). Pii vypoctu p;
mnozinu cév }; pfedstavuje mnoZzina cév H a podobn€ pii vypoctu p;, mnoZina ce€v

H; je mnozinou cév H. Pfi vypoctu vyuZivame informaci, které jsou uvedeny v Tab.
7.5.

Vypocet perfuzniho koeficientu G

Perfuzni koeficient G vypodteme podle vztahu (25) pro dané dva kompartmenty X a
XK a dany element e sit€ metody kone¢nych prvki.
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8 Vysledky

Jako zjednodusujici piedpoklad uvazujeme v nasledujicich vypoctech Darcyho proudéni
pouze jeden strom typu portalni vétve. Dale pro zjednoduseni ulohy vypoctu Darcyho
proudéni uvazujeme pouze dvou-kompartmentovy Darcyho model perfuze ve 3D. To
znamena, ze dojde ke zjednodusSeni jeho rovnic s tim ohledem, Ze zlstanou zachovany, stale
uvazujeme i,j = 1, ..., 1, ale pro dva kompartmenty plati, ze T = 2. Dostdvame K* na oblasti
Q,, K? naoblasti Q, a G; = G?, kde uvazujeme Q; = Q, = Q.

V této kapitole uvedeme vysledky Darcyho proudéni pro vypoctené hodnoty velicin
K', K? a G} pro rizné konfigurace daného perfuzniho stromu (tj. portalniho) tvoreného
mnozinou 1270 cév, jejichz polomér spadd do rozmezi (0.00027,0.0026) v zakladnich
jednotkach [m]. Kazda konfigurace ptedstavuje modelovou tlohu. Celkem uvedeme tfi
modelové tlohy.

Cévni strom zobrazeny na obrazku 13 rozdélime na hierarchie. Pro nejvyssi hierarchii
pouzijeme 1D Bernoulliho model. Ostatni, niz8i hierarchie jsou reprezentovany kontinualnim
dvou-kompartmentovym Darcyho modelem. Ztéchto hierarchii tedy vybereme dva
kompartmenty. Prvni kompartment pfedstavuje tu vys§i hierarchii, zatimco druhy
kompartment reprezentuje hierarchii nizsi, tzn. nejnizsi z celého cévniho stromu. Terminalni
cévy nejvyssi hierarchie jsou propojeny s prvnim kompartmentem pomoci ziidel, kterymi
proudi tekutina do tohoto kompartmentu.

Obrazek 13: Cévni strom situovany v jatrech.
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Resime ulohu (19), (20), kde 3; = @ proi = 1,2, proto 4 }}; = @. Cela jatra predstavuji oblast
ulohy, ktera je diskretizovana siti metody kone¢nych prvka. Sit’ ulohy je definovana 322
elementy, které jsou voleny jako Ctyistény, viz obrazek 14. Tuto ulohu feSime pro tii rizné

modelové tlohy, které se li§i v materialovych parametrech K, K? a G2 a poétem zdrojti, ve
kterych je pfedepsany tok.

Obrazek 14: Zobrazeni sit¢ metody kone¢nych prvk.

Dvou-kompartmentovy model je implementovan v softwaru SfePy, ktery pracuje
S programovacim jazykem Python.

8.1 Vypocet Darcyho proudéni

Pro tfi rizné modelové tlohy rozdélime celkovy rozsah poloméru vSech cév daného
perfuzniho stromu dle poméru ukazaného na obrazku 15.

Modelova Gloha &.1

po A%y 16% | 80% ]
min
| C}I Iﬂ I EI} .rmax
Modelova aloha .2
Fini .lD'?fElI 40% I 50% .
min
| | C} I h',l I El} -rmax
Modelova aloha &.3
. 25% | 48% | 27% .
Fmin |} d rmax

o | b) | a)

Obrézek 15: Schéma rozdéleni rozsahu poloméru cév podle ndmi zadané¢ho poméru.
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Dostavame tim rozdéleni perfizniho stromu na ¢asti, které jsou charakterizovany
danym rozsahem poloméru cév a jejich poctem, viz obrazek 16.

a)

rozsah poloméru cév:
{0.000736,0.0026)

pocet cév:
103

pocet zdroja:
27

rozsah poloméru cév:
(0.001435,0.0026)
pocet cév:
37

pocet zdrojl:
10

rozsah poloméru cév:

(0.00197,0.0026)
poéet cév:
17
pocet zdrojl:
3

b)

Kl

KZ

c)

G,

Modelova tloha &.1
rozsah poloméru cév:
{0.000363,0.000736)

pocet cév:
345

Modelova tloha ¢.2
rozsah poloméru cév:
(0.0005,0.001435)
potet cév:

190

Modelova uloha &.3
rozsah poloméru cév:
(0.000853, 0.00197)

pocet cév:
49

rozsah poloméru cév:
{0.00027,0.000363)
pocet cév:
822

rozsah poloméru cév:
{0.00027,0.0005)
potet cév:
1043

rozsah poloméru cév:
(0.00027,0.000853)

pocet cév:
1204

Obrazek 16: Zakladni rysy jednotlivych ¢asti perfuzniho stromu.

30




Vizualizaci rozdéleni perfizniho stromu v jatrech pro jednotlivé modelové ulohy lze vidét na
obrazku 17.

Modelova uloha ¢.1

N TSNS
\V/wb

Modelova aloha &.2

Modelova filoha ¢.3

Obrazek 17: Clenéni perfuzniho stromu na horni ¢ast, tj. Gerveny podstrom a dolni
¢ast sestavajici z prvniho kompartmentu, tj. modry podstrom a kompartmentu
druhého, tj. zeleny podstrom.
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Na obrazku 18 je znazornéno rozlozeni velikosti hodnot vypoétenych veli¢in K*, K? a G5 pro
jednotlivé modelové ulohy. Pro vypocet velikosti permeabilit K a K? byla pouZita norma
dana vztahem,

K| = /tr(K .KT), (31)

kde tr(A) oznacuje stopu tenzoru A.

Veli¢iny jsou uvadény v nasledujicich jednotkach

K m’ G ! ]
Pa.s|’ Pa. s

Modelova uloha ¢.1

[KTI 1K21 G12

1.210e-11 IQ-Q 7 ¢ 2e-9 2,896e-09
[ |

2.098e-10 4e-10 6,478e-10
[ - T

Modelova tloha ¢.2

IK1I K21

3.000e-20 | 1.012e-08

G12

268le-1 -10 1.325e-09
20 & o110, | 32300 1.000¢ 20 00007 1527004
-_— L —

Modelova uloha ¢.3

[K1I K21 G12

300[% . Je8 ﬁe—oe 2 810e 10 2e 9 46 Q 55426 09 T DOOe 20 4e-5 ge 51 126e-04

U

Obrazek 18: Velikosti veli¢in K, K? a G; v oblasti celych jater.
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Pro modelové tllohy &.1, &.2 a ¢.3 uvedeme konkrétni hodnoty tenzoru permeabilit K1, K? a
perfizniho koeficientu G2 na elementech 41 a 71 sité metody koneénych prvkii, uk4dzanych na
obrazku 19. Vysledky téchto veli¢in pro element 41 jsou uvedeny v Tab. 8.1 a pro element 71
v Tab. 8.2.

o B

\

4/

y

Obrazek 19: Zobrazeni elementt 41 a 71 sité metody kone¢nych prvki.

modelova tloha ¢. 1
5,56.10710 3,60.10711  —1,49.10710
K1 3,69.10711 1,09.1071% —1,41.10710
-1,49.1071% —-141.1071° 3,39.1071°

3,59.1071% 4,44 1071 7,46.107 11

K? 4,44.107*  1,71.107° —4,48.10~ 11
7,46.1071 —4,48.10"'* 1,09.1071°
G} 8,185.10°°

modelova uloha ¢. 2
2,6.10710 7,78.10711 —1,26.10710
K! 7,78.1071%  261.1071% —471.1071
-1,26.1071% —4,71.10"** 9,23.10"*
6,54.1071° 35,1012 5,17.10~ 1

K? 3,5.10712 2,48.1071° —-139.1071°
517.1071 —-1,39.1071° 3,5.10710
G} 4,204.1075
modelova Gloha ¢. 3
0 0 O
K?! [O 0 O]
00 0
9,15.10°10° 8,13.10°11 —-7,38.1071!
K? 8,13.10° 11 2,74.1071%  —-186.1071°
-738.1071 —-1,86.1071" 443.1071°
G} 0
Tab. 8.1

33



modelova uloha ¢. 1

2,33.1071%  —4,51.107 9,56.107*

K! —-451.10711  6,36.1071° 324.10710
9,56.10711  3,24.10°1° 3,54.10710
3,01.1071° —125.10711 —-2,16.10711

K2 -1,25.10711  1,98.1071° —6,01.10" 12
-2,16.10711 —6,01.10"1* 1,98.1071°

Gl 1,14.107*

modelova uloha ¢&. 2
[ 797.10711  —1,37.1071 6,44 .10711]

K! -1,37.10711  498.1071° 4,04.1071°
6,44.10711  4,04.1071° 7,43.1071°
[ 4,64.1071° —366.10711 3,49.10711]

K? -3,66.10711  3,74.1071° 3,06.10712
3,49.10°1  3,06.10712 3,41.1071°

Gl 5,13.1075

modelova uloha ¢. 3
0 0 0
K! [0 0 0]
0.0 0
543.1071% —502.10711 993,101

K? —5,02.10711  872.1071° 4,08.1071°
993.10°11  4,08.107'° 1,08.107°

Gl 0

Tab. 8.2

34




Vysledkem Darcyho proudéni jsou kompartmentové tlaky p?, i = 1,2. Na obrazku 20 je
znazornéno jejich rozlozeni v oblasti celych jater pro jednotlivé modelové ulohy. Pro
modelové ulohy €. 1 a €. 2 je rozlozeni tlaku V jatrech podobné, zatimco u modelové ulohy €.
3 nikoli. Vidime, Ze nejvy$si hodnota tlaku v jatrech nabyva hodnoty 1.309 v jednotkach
[Pa] u modelové ulohy €. 2.

Modelova uloha ¢.1

kompartmentovy tlak p1 kompartmentovy tlak p2
8.5600-01 1, 1.0806+00 8.551e-01 : 1 1.078e+00

Modelova tloha ¢.2

kompartmentovy tlak p1 komparrmentovy tlak p2
1.145e+00 .22 1.309e+00 1.136e+00 12 1.303e+00
— L — o —

Modelova uloha ¢.3

kompartmentovy tlak p1 kompartmentovy tlak p2
l.Olbq*—OO ) 71"01} o L‘l.()(b 1‘07Ibe+00 9.902e-011‘ i o 1‘0? 'I,Qéée+00

Obrazek 20: Rozlozeni kompartmentovych tlakl v jatrech.
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Pro modelovou ulohu ¢. 3 je na obrazku 21 ukazano vektorové pole gradientu tlaku
p! v kompartmentu 1 a vektorové pole rychlosti tekutiny w?, ktera je definovano vztahem

w! = —K1lvpt. (32)

Obrazek 21: Vlevo gradient tlaku p; (zelené $ipky), vpravo vektor rychlosti tekutiny w!
(¢erné Sipky).
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8.1.2 Porovnani dvou-kompartmentového modelu s 1D modelem

Nasledujici porovnani matematickych modeld se nevztahuje k zddné modelové uloze uvedené
v kapitole 8.1. Uvazovana konfigurace daného cévniho stromu je podobna modelové uloze ¢.
2 uvedené v kapitole 8.1.

Pro porovnani dvou-kompartmentového Darcyho modelu s 1D Bernoulliho modelem byl
piidan tfeti kompartment. U tohoto kompartmentu se predpoklada velmi mala permeabilita
K3, tj. |K3| < |K?| a plati, Zze je predepsan vystupni tlak p3, ktery je konstantni na celé
oblasti Q. Tekutina proudi z druhého kompartmentu portalni vétve do tohoto kompartmentu
s perfiznim koeficientem G2, ktery je konstantni na oblasti elementu Q.. Koeficient G2
byl stanoven podobné jako G3, viz obrazek 22.

K1 K2 K3z0

G, G

Obrazek 22: Schéma kompartmentti.

Porovnani téchto dvou modelii nyni provedeme tim zplsobem, ze vypocteme celkovy rozdil
toku mezi kontinualnim dvou-kompartmentovym modelem a 1D Bernoulliho modelem, ktery
je vyjadieny normou

2

e= |y | [zwer-pnax-al| . (33)

e Qe

kde e je index elementu sit¢ metody kone¢nych prvku, oblast elementu je oznacena Q. a Q. je
soucet vSech termindlnich tokli do daného elementu spoctenych na celkovém perfuznim
strom& pomoci 1D Bernoulliho modelu. Vypoéteny tlak v druhém kompartmentu je p(x)?2.
Mnozstvi tekutiny vV daném elementu, které proudi z druhého do tfetiho kompartmentu, je
vyjadieno vztahem

GZ(p(x)* — p?). (34)
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m

3
Hodnota normy (33) byla vypoétena pomoci softwaru Sfepy a jeji hodnota je 2,702 .107° [T]

3 —
Celkovy pritok perfuznim stromem je 2,124 .107° [mT], ktery ozna¢me Q. Relativni chybu
7 mezi dvou-kompartmentovym modelem a 1D Bernoulliho modelem stanovime vztahem

(35)

=i
Il

Q| ol

Dosazenim &iselnych hodnot € a Q do (35) dostaneme relativni chybu, tj. 0, 127.

Rozdil toku pro dany element e mezi dvou-kompartmentovym Darcyho modelem a 1D
Bernoulliho modelem oznaéme dq = |fQ G2(p(x)? — p®)dx — Q.| . RozloZeni rozdilu dq

na celé oblasti jater je zobrazeno na obrazku 23.

dg

2.787¢111 2e‘-‘7‘ L] ‘5‘e|-‘7‘ RN \SIFT? 9-p7pe-07

_—

RV

Obrazek 23: Rozlozeni rozdilu dg mezi dvou-kompartmentovym Darcyho modelem a 1D
Bernoulliho modelem.

38



9 Zavér

Zacatek prace byl zaméfen na stru¢ny biologicky popis jater a geometricky popis perfuzniho
stromu. Dale byly vysvétleny pojmy hierarchie perfuzniho stromu a kompartment.

Poté byl uveden popis proudéni pomoci 3D modelu a 1D Bernoulliho modelu
proudéni. 1D Bernoulliho model byl aplikovan na zjednoduseném perfiznim stromu, kde
vypocet simulace proudéni byl realizovan pomoci softwaru Matlab. Nasledn¢ byl uveden
kontinualni vice-kompartmentovy model obsahujici neznamé veliCiny: parametr permeability
a mezikompartmentovy perfuzni koeficient. Podle odbornych c¢lankd byl navrzen a
implementovan algoritmus vypoctu téchto velic¢in. Algoritmus byl implementovan pomoci
programovaciho jazyka Python, kde vstupni data byla reprezentovana perfuznim stromem.
Vysledkem prace jsou vypocetni algoritmy, pomoci kterych Ize tyto veli¢iny urdit.

Dale byl proveden vypocet Darcyho proudéni pro tfi rizné modelové ulohy. Kazda
Z téchto uloh se odlisovala tim, ze méla v jiném poméru ¢lenény dany perfuzni strom na
hierarchie. Z vysledkit Darcyho proudéni vyplynulo, Ze rozlozeni tlaku v jatrech zavisi na
zpusobu ¢lenéni perfizniho stromu. Nasledné byl porovnan dvou-kompartmentovy Darcyho
model s 1D Bernoulliho modelem. Vypo¢tena relativni chyba mezi témito modely byla okolo
12 %. Bylo zjisténo, ze chyba byla predevsim koncentrovana v blizkosti kmene perfuzniho
stromu.

S ohledem na dostupnost dat byla prace zaméfena pouze na perfuzni strom portalni
zily. Nicméné, stejné vypocetni algoritmy mohou byt aplikovany rovnéz pro hepatickou zilu.
Pfipomenime, Ze portalni strom byl vygenerovan zcela uméle a nikoli podle redlného vzoru
portalni Zily.
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