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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva matematickym modelovanim a numerickym feSenim
akustického pole v uzavieném prostoru. Uvedeny matematicky model popisuje ¢asové neza-
vislé rozlozeni akustického tlaku v amplitudovém tvaru, jako odezvu na harmonické buzeni.
Omezime se na homogenni prostfedi. Pro numerické feseni tohoto problému je uzita me-
toda kone¢nych prvki. Popsana metodika je aplikovana ve vypoc¢tovém prostiedi MATLAB
a dovoluje vypocet jak ve 2D tak i ve 3D prostoru, pomoci odvozenych koneénych prvku
typu trojihelnik a ¢tyistén s linedrni aproximaci. Vysledky ziskané vlastnim vypoctovym
programem jsou porovnény s vysledky ziskanymi komerénim vypoc¢tovym systémem Altair
RADIOSS.

Klicova slova

Akusticky tlak, vnitini akustika, Sroubovy kompresor, Helmholtzova rovnice, metoda
kone¢nych prvki.

Abstract

The Diploma Thesis deals with a mathematical model and a numerical solution of an
acoustic field in enclosed space. The mathematical model describes time-independent dis-
tribution of acoustic pressure in amplitude form with harmonic excitation applied. The
problem is restricted within an uniform media. The finite element method is used for the
numerical solution. Described methods are applied in the MATLAB computational system.
The program allows numerical simulation on both 2D and 3D meshes composed of trian-
gular or tetrahedral finite elements with linear approximation. The results of this original

computational program are compared with the results which are taken from computational
system Altair RADIOSS.

Keywords

Acoustic pressure, internal acoustics, rotary screw compressor, Helmholtz equation,
finite element method.
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Kapitola 1

Uvod

V predlozené praci je prezentovana metodika rozlozeni akustického tlaku (AT) v ka-
vité kompresoru. Cilem prace je vytvoreni algoritmu a ptislusného programového vybaveni
pro vypocet amplitud AT pifi uvazovaném harmonickém vstupu, ktery je reprezentovan
predepsanymi amplitudami normalnych rychlosti na ¢asti hranice kavity (inlet). Pomoci
zminéného piistupu je v konecéném disledku mozné tesit i akustické problémy s periodic-
kym nebo dokonce polyharmonickym buzenim, nebot vzhledem k linearité problému je
mozné aplikovat princip superpozice. Helmholtzova rovnice, ktera je modelem popsaného
problému je stacionarni variantou vlnové rovnice. Popisuje rozlozeni AT v homogennim
prostiedi. Pro vypocet je pouZita metoda koneénych prvkia (MKP). V préci jsou popsany
dva typy konec¢nych prvki a to trojuhelnikovy prvek pro feseni ve 2D prostoru a ¢tyfsténny
prvek pro feSeni ve 3D prostoru, oba s linedrni aproximaci. Vysledky ziskané aplikaci me-
tody kone¢nych prvkii na dany problém jsou v praci konfrontovany s vysledky Galerkinovy
metody na zvolené testovaci tiloze. V prilohach je mozné porovnat vysledky vlastniho fe-
Sice s vysledky komeréniho vypoctového systému Altair RADIOSS na tloze se slozitéjsi
geometrii.




Kapitola 2

Matematicky model pole akustického
tlaku

2.1 Odvozeni matematického modelu

Hleddme popis Siteni zvukové vlny homogennim prostiedim. Vime-li ze pojem zvuk
piedstavuje postupné podélné kmitani ¢astic. Zhustovanim a ziedovanim ¢astic prostiedi
pii postupu viny dochéazi k rychlym zménam tlaku. Celkovy tlak v daném misté prostiedi
muzeme vyjadiit jako soucet st¥edniho tlaku a fluktuace. A pravé popis této malé zmény
— akustického tlaku — budeme hledat. Podle |1, s. 38| mizeme popsat postup viny v homo-
gennim prostiedi, vyjdeme-li z rovnice kontinuity

Ip

E(x, t) + pc*V - v(x,t) = 0, (2.1)

kterou upravime pro ustaleny stav, kdyz zapiSeme
p(x,t) = p(x)e™, i=+—1. (2.2)
v(x,t) = v(x)e™, (2.3)

Dosazenim do rovnice kontinuity a vyloucenim na case zavislého c¢lenu ziskdme vychozi
rovnici

iwp(x) + p*V - v(x) = 0, (2.4)
92 0 0
ox? Oy’ 0z
rychlosti, p je hustota prostiedi a w je thlova frekvence harmonického vinéni. Podobné
vyjadiime Navier-Stokesovu rovnici

ov

kde operator V = [ ] je operator divergence, c je rychlost zvuku, v je vektor

kam opét zavedeme (2.2) a (2.3) a ziskdme Navier-Stokesovu rovnici ve tvaru
piwv(x) + Vp(x) = 0, (2.6)
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ze které vyjadiime vektor rychlosti
i
=V , 2.7
v(x) = - Vp(x) (27)

ktery dosadime do (2.4). Ziskame rovnici
wp(x) + p*—=Vp(x) = 0, (28)

kterou dale upravime. Vydélenim iw dostaneme

(o9 + S0 = 0. (2.9

Zavedenim vlnového ¢isla k£ = % dostavame
k*p(x) + V?p(x) = 0. (2.10)

Upravime jesté zapis predchozi rovnice nahrazenim V? Laplaceovym operatorem A.
Ziskavame Helmholtzovu rovnici pro akusticky tlak, kterou budeme tesit

k?p(x) + Ap(x) = 0. (2.11)
Slaba formulace této diferencialni rovnice mé tvar
/k)QUJ(X)p(X)dX-f— /w(x)Ap(x)dx = 0. (2.12)
Q Q
Aplikaci Greenovy véty na druhy integral dostaneme

/w(x)Ap(x)dx = /w(x)g—i(x)ds - /Vw(x) - Vp(x)dx. (2.13)
0

Q [%9]

Déle vyjadiime hrani¢ni integraly pro vSechny stanovené typy okrajovych podminek

[ Fueepix - [ oo axix:

Q

—i—/w(x)%(x)deL/w(x)g—i(x)dS—l— / w(x)%(x)dS =0. (2.14)

w in out

Pro zamyslenou testovaci tillohu stanovime tii typy okrajovych podminek a popiSeme je v
nasledujicim odstavci.
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1. Vstup (hranice I';,)
Normalovou rychlost v, (x) na vstupu (hranice I';,) vyjadiime z (2.7), kde se ome-
zime jen na smér normély této hranice. Hodnota v, (x) je pfedem znama. Dostaneme
tedy vyjadieni okrajové podminky ve tvaru

Ip
on
2. Tuh4 sténa (hranice I',,).

Pro tuhou sténu na hranici I'y, plati, Ze normélova rychlost v,(x) = 0. Potom ze
vztahu (2.15) plyne, ze

(x) = —piwv, (x). (2.15)

/ w(x)g—i(x)ds 0. (2.16)

Iy

3. Anechoidni vystup (hranice T',;).
Jedna se o vystup do volného prostoru. Rychlost v,(x), na rozdil od ptredchozich
bodia, nezname. Podle |2, s. 39] vyuzijeme veli¢iny vyjadiujici pomér akustického
tlaku a rychlosti tedy tzv. mérné akustické impedance. Pro rovinnou vlnu plati

] = pc. (2.17)

Vyjadienim rychlosti v,(x) a dosazenim do (2.15) dostaneme

op o iw

Aplikaci vztaha (2.15), (2.18), (2.16) na (2.14) dostavame rovnici, kterou vyuzijeme pro
vypocet akustického tlaku jak Galerkinovou metodou, tak metodou kone¢nych prvkii.

[ utopiax— [ T Tpixax+

Q

N J/ (& J/

O
()9
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Tt / outlet

tuh4 sténa

inlet . |
inle )

Obrazek 2.1: Testovaci tloha.

2.2 Analytické reSeni

Pro verifikaci vysledki ziskanych pomoci metody kone¢nych prvkiu uzijeme jednu z
metod vazenych rezidui — Galerkinovu metodu. Stanovime si testovaci tilohu dle obrazku
(2.1) a odvodime potfebné vztahy. Vysledky budou uvedeny a7z v dalsi kapitole, kde je
porovname s vysledky ziskanymi pomoci metody kone¢nych prvki. Za¢neme tpravou (2.19)

b

/b/a—w (z,y)p(z, y)dydx—//vw 2.) - Ve, y)dydz—

0 0 0

b b
— ?w /w p(z,a)dx — pzw/w(x,O)vn(x,O)dX =0. (2.20)
0 0

Zavedeme aproximaci akustického tlaku p(z,y) ve formé linearni kombinace harmonic-
kych funkeci

N . .
ITX T ITX T
p(z,y) = E E [am sin — sin jay + b;; cos e sin J y—i—
i=1 j=1
. Amr Ty itr  jmy
~+¢;; 8in —— cos —= + d;; cos — cos —=| . (2.21
J ! b a J b a ( )
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Na vztah (2.21) aplikujeme operator V a dostaneme gradient tlaku ve formé

Vp(z,y) =
N N
7 T i JTY y —b; ITT 1n JTY 7 ITX d iTXT jTy
- ZZ a;j 4 cos % sin ij 4 sin 2E sin 2 4-¢;; 7 cos 5 Cos—— ngSIH HE cos 1Y
— aw%sm s cosﬂerZj%Tcos ”;1 cosufc”%sm 2L sin 77”’ —d;; 7; cos ”;1 smm
i=1 j=

Uvedme jesté, ze mame akusticky tlak aproximovany linedrni kombinaci néasledujicich
funkci

0;j(x,y) = sin ? sin ‘%, (2.23)
¢ij(x,y) = cos ? sin j%y, (2.24)
rij(z,y) = sin ? oS ‘% (2.25)
sij(z,y) = cos ? cos j%y‘ (2.26)

Nazvéme je aproximac¢nimi funkcemi. Pro Galerkinovu metodu potfebujeme jesté testovaci
funkce, které jsou totozné s aproximacnimi, jen se zdménou ¢ — k a j — [. Testovaci funkce
vystupuji v (2.20) v podobé w(x,y) a pro uplnost je také uvedme

tr(x,y) = sin klbx sin 17;3/7 (2.27)
up(z,y) = cos k%x sin l%/ (2.28)
vg(z,y) = sin kbe cos l%y (2.29)
wr(z,y) = cos k? oS l7r7y. (2.30)

Ve (2.20) se objevuje Vp(z,y) a Vw(x,y). Vp(x,y) jsme jiz vyjadiili pomoci (2.22).
RozepiSme jesté ¢initele linearni kombinace jednotlivé

Voj(xz,y) = :%T COSmeSiH ‘%,% inm—xcos ‘%} , (2.31)
Vij(x,y) = —% sm%sin‘% %COS?COS ]%] , (2.32)
Vrij(x,y) = % cosmecos jTTy,—‘%T sinm—xsin jTTy]T, (2.33)
Vsii(x,y) = :—Z%Tsm%cos‘%,—% OSﬂSI j%y]T (2.34)
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Formalné shodné je vyjadieni gradienti testovacich funkci

k k Imy Im .k Imy "
Viu(z,y) = {Tﬁ cos % sin %, g sin % cos %} : (2.35)
kr .k Iy 1 k Imy "
Vug(z,y) = {—% sin ? sin %, T cos % cos ﬁ] , (2.36)
a a
k k l In .k Imy]"
Vou(z,y) = —Wcosﬂcosiy, = i T g Y , (2.37)
b b a a a
| km . kmx lmy rw krx | lmy
VU)M(.I,?J) = |:—T SIHTCOS 77—2 COSTSI a :| (238)

Nyni mame pfipravené vsSe pro feSeni pomoci (Galerkinovy metody. Abychom mohli
vyjadiit tlak pomoci (2.21), potiebujeme znat koeficienty a;;, bij, ¢;; a d;;. Koeficienty
uréime feSenim soustavy rovnic Ax = b. Radky soustavy rovnic vznikaji tak, ze na (2.11)
aplikujeme zobecnény skalarni sou¢in postupné s kazdou z testovacich funkci. To odpovida
dosazeni vztahu (2.21), (2.22) do (2.20) a vzdy jedné z testovacich funkei za w(z, y). Matice
A tak obsahuje produkty zobecnénych skaldrnich sou¢ini umisténé tak, ze vektor x méa
tvar

g (2.39)

X = [CLu, a12,+,a1N, @21, @22, ,a2N, a31°,4NN, b11,,bNN, €11, ,CNN, d117"'7dNN:|

Vektor pravych stran pak obsahuje produkty zobecnénych skalarnich soucini testovaci
funkce a funkce popisujici rozlozeni rychlosti v,(x) ve sméru normaly. Ve svétle préave
zminéného zapiSme nékolik rovnic soustavy formalné a nasledné i jednu rovnici detailné.

ba o ba b b

IS ‘:—Qtll(z,y)p(:p,y)dydxffthll(:v,y)-Vp(x,y)dyd:pf%’ ftll(:v,a)p(z,a)dxzpiwftll(ac,(])vn(:p,())dx,

00 00 0

b a w2 b a ) b

IS cjtlz(m,y)p(x,y)dydx—fthlz(x,y)-Vp(:L’,y)dyda:—— ftlg(x a)p(z,a)dx=piw [ t12(z,0)vn(z,0)dx

00 00 0

ba o ba

[ [ “Ftin(zy)p(zy)dyde—[ [ Viiy(z,y)-Vp(zy)dydz—2 ftuv z,a)p(z,a)dx= mwftuv(x 0)vn (2,0)dx

00 - 0 0

ba o ba

N ‘;’ft ~N(z,y)p(z,y)dydz— fthNN(z,y)-Vp(;t,y)dydz—— ftNN z,a)p(z,a)dx= pzwftNN(z 0)vn (z,0)dx,
00 ¢ 00

b a w2 ba o )

IS C—Quu(az,y) p(z,y)dydz— [ [ Vuii(z,y) Vp(z,y)dyde— £ fuu(x,a)p(x,a)dx:pzwfun(a:,O)vn(x,O)dx,
00 00 0 0

ba o ba

IS “yunn(z ,y)p(x,y)dydx—ffVuNN(:c7y)~Vp(x,y)dydcc—— fUNN(ﬂC a)p(z,a)dx= ,UZWIUNN(l’ 0)vn (x,0)dx
00 00

[M]

c

oerg Ut
C—npa

ba b b
“rwnn(@y)p(ey)dyde— [ [ Voyn (z,y)-Vp(z,y)dyde—2 [wxy(z,0)p(z,0)dx=piw [ wy N (2,0)vn(z,0)dx.
00 0 0
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Zvolime-li N = 2 a dosadime do prvni rovnice z pravé uvedené soustavy rovnic vztahy
(2.21) a (2.22) a rozepiseme sumy na s¢itance pomoci definovanych aproximacnich funket,
dostaneme prvni rovnici ze soustavy ve tvaru

2 ba ba . b
2 [ [ tu(zy)on(zy)dydz—[ [ Viii(z,y) Vo (z,y)dydz— =2 [ t11(z,a)o11(z,a)dz | a11+
00 00 0
[ 5 ba ba b T
+ “:—2fftn(x,y)olg(x,y)dydxfffVt11(x,y)~V012(x,y)dydxf— ftn z,a)o12(x,a)dz|ai2+
00 00
[ 5 ba ba i
+ ‘:—2fftll(w,y)ozl(a:,y)dydxfffVt11(x,y)-Vozl(x,y)dydzf— ft11 z,a)021(x,a)dx | a1+
00 00
[ 5 ba ba ) ]
+ ‘:—2fftll(m,y)OQQ(x,y)dydx—ffth(m,y)~V022(m,y)dyda:—% J t11(z,a)o022(z,a)dx | aza+
00 00 0
[ 9 ba ba ]
+ % [ [ ti(ey)an (ey)dyde—[ [ Vi (ey)-Vau (z,y)dyde— % ftu(w a)qui (z,a)dz | b1+
00 00

2 ba ba
+ ‘:—2fftn(x,y)qm(oc,y)dyd:c—ffth(:c7y)~Vq12(x,y)dydx——ftu z,a)q12(z,a)dx | b2+
00 00
[ 9 ba ba 1
+| % [ [ ti(@y)a (zy)dyde— [ [ Vi (z,y) Vo (z,y)dyde— 2 ftn(fr a)g21(z,a)dx | b1+
00 00
[ 5 ba ba b ]
+19 [ [tz y)aez(zy)dyde— [ [ Vi () Voo (z,y)dyde—22 [ ti1(z,a)ge2(z,a)de | baa+
““ 00 00 0
[ 9 ba a 1
+ ‘;’Tfftn(ac,y)rn(;v,y)dydm fth(ac,y)~Vr11(J:,y)dydac——ftu z,a)ri11(z,a)dz | c11+
00 0
[ 2 ba a 1
+ ‘ZT J [t (zy)riz(z,y)dyde— fthl(%y)'vﬁz(cc,y)dydx—— ftu z,a)ri2(z,a)dz | cia+
00 0
[ 9 ba a ]
+| % [ [tu(zy)ra(@zy)dyde— [ [ Vi (z,y) Vi (e,y)dyde— 2 ftu z,a)r21(z,a)dz | co1+
00 0
[ 9 ba a b 1
+ ‘;’—fotll(z,y)rgg(ac,y)dydm S Vit (2,y)-Vrge(z,y)dyde—2 [ t11(x,a)re2(z,a)de | caa+
00 0 0

O%c‘ O%@ O%v O"\@ O%c- o%e- o%o- O\.-v

9 ba a
+|% [ [ ti(zy)s11(2y)dyda— [ Vit (z,y)-Vsii (z,y)dydz— 2 ftn(w a)s11(z,a)dx | di1+
00 0
[ 2 ba a 1
+ %fftll(x,y)slz(ac,y)dydz fVt11(z,y)-Vslz(J:,y)dydx——ftu(w a)s12(z,a)dz | di2+
00 0
[ 9 ba a ]
+ %fftn(x,y)sm(x,y)dydx fVtu(x,y)-V521(:r:,y)dyd:rfl—ftll(:): a)s21(z,a)dx | da1+
00 0
[ 5 ba a b 1
+| %7 [ [t (zy)sez(zy)dyda— [ [ Vi (2,y) Vsaa(zy)dyde— 42 [t11(z,0)s22(x,a)dw | d2o=
00 0 0

_ftll(:p 0) sm(T)dzp.
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2 [552,?/2]

3 [xs,y:s]

1 [xh?/l]

X

Obrézek 2.2: Trojuhelnikovy prvek.

2.3 ReSeni metodou koneénych prvki

Pomoci metody kone¢nych prvki diskretizujeme slabou formulaci (2.19). Odvozeni troj-
tithelnikového a ¢tyfsténného koneéného prvku pro tento problém pochézi z prace [1] zve-
fejnéné na konferenci v Lisabonu.

2.3.1 Reseni ve 2D prostoru

Zacnéme vyjadienim integralu @ ze vztahu (2.19), ktery ma pro dvé prostorové pro-
ménné tvar

/k2w(x)p(x)dx = /kzw(x, y)p(x,y)dx. (2.40)
Q Q
Vyjadiime nejprve tlak p(z,y) na oblasti pomoci bazovych funkci

Co

play)=c+tart+ey=[1 = y| |a|=1v(y)e (2.41)
Co

Hodnoty tlaki v uzlech prvku vyjadiime dosazenim soufadnic jednotlivych uzla, dle ob-
razku (2.2)

p1 = €y + 171 + Cy1,
P2 = Co + C1To + C2¥Yo,
P3 = Co + €173 + CoY3.

Rovnice zapiSeme v maticové forme

Do Iz y| |co
pif = |1 @2 yf |af. (2.42)
D2 I z3 y3| |

—_——

Pe Se c
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3 [333> y3]

Yy,n

2 |x2, o]
3 [1,0]

1 [xhyl]

110,0] 2 [0,1]z, &

Obrézek 2.3: Transformace na jednotkovy trojuhelnik.

Nyni vyjadiime neznamé koeficienty c
p. = S.c = ¢ = S_'p., (2.43)

a dosadime do (2.41), ¢imz ziskame pribéh akustického tlaku na jednom prvku v zavislosti
na hodnotach akustického tlaku v uzlech ve tvaru

plz,y) = ¢(z,y)S; ' Pe. (2.44)

Abychom se pii vypocétu matic elementi vyhnuli integrovani, zavedeme transformaci
na jednotkovy trojuhelnik

r =2 +f2§ +f377,
Y =11 +7Uas§ +Ysn,
kde
fi:l'l'—l’l, Z:2,3
Y = Yi — Y1,

Pomoci normalizovanych souradnic & a 7 lze (2.44) prepsat do tvaru

p(&n) = (£, 1)S, ' Pe. (2.45)
kde
1z wn
P EM=[1 1 +T+Tn n+5E+ym =1 & 7] |0 T 7. (2.46)
pEm | 0 T3 s]
Xe

10
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Ve svétle vztahu (2.46) muze piepsat (2.45) do tvaru

p(&,n) = ¢(&, 1) XS, 'p..

(2.47)

Zavedeme jesté Jacobiovu matici transformace soutadnic =,y a &£, 1. Matice mé tvar

Oxr Ox -
o On Ty T3
J, = 85 a” - : (2.48)
9 %A Y2 Y3
o0& On
a jeji determinant (jacobian) mé tvar
Je = TolJs — Y3, |Je| = [T2U3 — ToT3] . (2.49)

Jacobian vyuzijeme pfi integraci pomoci normalizovanych soutradnic ¢ a . Pomoci ptivod-
nich a normalizovanych soufadnic mizeme zapsat také testovaci funkce na elementu

w(z,y) = P(z,y)S, 'we,

w(&,n) =P (&n)S we = d(&, )X S we = wiSTTX 9" (€,7). (2.50)
Nyni jiz zapiSeme integral @ ve vztahu (2.19) ve tvaru
¢ [ weg)plog)ax =k [ 1] wle.mp(€ndé =
Qe Qe
1 1-¢
= 1w X! [ [ T emele e X8 b, (25
00
A,
kde
B
2 6 6
A= L L1 (2.52)
6 12 24
1 1 1
L6 24 12
a integral @ tak dostavame pro element ve tvaru
k? / w(x, y)p(r,y)dx = k*|J.| wl'S; T XA, XS, 'p.. (2.53)

Qe

11
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Uved'me integral @ ze vztahu (2.19) ve tvaru pro dvé prostorové proménné, ktery ma
tvar

/ V(x) - Vp(x)dx / Vu(z,y) - Vplz, y)dx. (2.54)
Q Q
Zatneme vyjadieném vyjadienim gradient tlaku, vyjdeme pfitom ze vztahu (2.44)
o
_ dp Op T ox
= S ! e V ) e = ) 2.
plos) =i 08w Vot = | 2. 58] = | (2.59
dy
kde
b _0poc_opon % _ 7 on_ 7
Jxr  0§dx  Onox’ or || 0x  |J.|’
Op Opd&¢  Opon o0&  —x3 0n T
_ :__+__7 _— = e = . 256
Oy 9Ly  Indy Oy el Oy |Je| (2.56)
Gradient tlaku tak zapiSeme pomoci normalizovanych soutfadnic ve tvaru
9 9p
Oz 1 Uy —U o 1
\v = = s 2 =——DV* : 2.57
p(z,y) op| = der(3,) [_mg z } op| = der(3,) p(&n) (2.57)
Ay D. on
———
V*p(&m)
Gradient testovaci funkce mé obdobny tvar
1
\% = D.V*w(&, n), 2.
W) = gy DV wEn) (2.5%)
a po transpozici dostavame
1
v’ = v D!. 2.
Vztah (2.57) dale upravime dosazenim (2.47)
Vp(z,y) = D. e X.S:'p. = iDeLXeS_lpe (2.60)
’ det(J.) ?, ¢ Je e
—
L
kde
010
L= [0 0 J . (2.61)

12
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Obdobny vztah jako pro gradient tlaku plati pro gradient testovaci funkce

1
Viw(z,y) = J—WZS;TXZLTDZ. (2.62)

Pro integral @ pak plati

1 1-¢

Je _ _
/ Viw(z,y)Vp(r,y)dx = |J2|W€T S TXIL'D! / / dnd¢ D.LX.S.'p,,  (2.63)
Qe ¢ 0 0
N’
%
potom

/ Viw(z,y)Vp(z,y)dx = 0 ’weTSe‘TXZLTDZ D.LX.S; 'p.. (2.64)
Qe ‘

Integral @ ve vztahu (2.19) vyjadfuje hrani¢ni ¢len odpovidajici okrajové podmince
anechoidniho vystupu a mé tvar

[ we (<22) pas = [ wten) (<) pio.spas. (2.65)

1_‘ouzt Fout

Mohou nastat tti ptipady dle toho, ktery vrchol trojihelnikového prvku bude vnitini, tedy
jemu protilehla strana tvofi hranici uvazované oblasti. Za¢néme u bodu 1.

1. Uzel 1 je vnitini.

U —=72 [952,112]
3 |z, ys] <
3 [1,0] K

1 [$17y1]

X

1 10,0 210,1] &

Obréazek 2.4: Uzel 1 trojihelnikového prvku je vnitini.

Ve vztahu (2.46) jsme uvedli matici bazovych funkei ¢ pro jednotkovy trojthelnik
a soutfadnice £ a 1 jsme oznacili za normalizované. Vylou¢ime soufadnici n = 1 — &,

13
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provedeme transformaci soufadnic a uré¢ime jacobian transformace

P (&) =1[1 ¢ 1-¢],
r=1x1+ T +T3(1 - §),

ox L

— =79 — T3 =Tog— L1 — L T1 =120 — X
ot 2 3 2 1 3 1 2 3
|J§|:‘x2—l’3|-

V pripadé, ze by byla okrajovd podminka predepsana na hrané trojuhelnika, jejiz
konce maji totozné hodnoty x;, tj. okrajovd podminka by byla predepsina na hrané
rovnobézné s osou y, jacobian je nulovy. Proto vyuzijeme obdobného postupu a vy-
jadtime jacobian pomoci soutadnic y; nasledujicim zpusobem

y=y1+ 6 +75(1 - &),

oy  _
a—f=y2—y3=yz—y1—y3+y1Zyz—ys,
|J§|=\y2—y3|.

Dosazenim (2.47) a (2.50) dostaneme vyjadieni integralu @ pro vnitini uzel 1 ve
tvaru

1-¢
w w, o, _ o7 N _
_? w(x,y)p(x,y)dS:—?\J6|W6TSETX€T/gb <£>¢ (é)ngeSelpea
Ceput \0 ,
A
(2.66)
kde
; 11
2 2
P
2 3 6
1 1 1
2 6 34

. Uzel 2 je vnitini.

I zde plati obdobné vztahy jako v predchozim ptipadé. Jak je vidét na obrazku
(2.5), souradnice £ je nyni nulova. Zméni se tak maticova funkce ¢* i jacobian trans-
formace

¢ ()= 0 n],

T = X1 + T3n,

or
a—n=$3=$3—$17
| Je| = s — @]

14
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U -3 |3, ys]

3 [1,0]

2 [3527 yz]

T

1 10,0] 200,1] &
Obréazek 2.5: Uzel 2 trojihelnikového prvku je vnitini.

Abychom i nyni dokézali definovat jacobian transformace obecné, odvodime i druhé
vyjadieni ve tvaru

Y=Y+ Ysn,

oy _

an =Ys =Ys — Y1,

[ Jel = lys — -

V piipadé ze uzel 2 je vnitini, dostavame integral @ ve tvaru

1
1w w, o, _ N " _
—— | wiz,yp(z,9)dS = ——| L[S, TXeT/d) " ()¢ (n)dn X.S; 'pe, (2.67)
1—\eout \O P
A
kde

— 1—.
1 0 =
2
A=10 0 O
1 0 1
B 3.

. Uzel 3 je vnitini.
Na obrazku (2.6) je vidét, Ze nyni je soufadnice n = 0. Zména maticové funkce ¢
se projevi nasledujicim zptisobem

" (&) =[1 € 0],

r =X +EQ§,

or

— = To = Lo — X
65 2 2 1,
| Je] = lwe — .

15
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1 [951,91]

3 [953, y3]

T

Obréazek 2.6: Uzel 3 trojihelnikového prvku je vnitini.

A doplnime i druhy zpusob odvozeni jacobidnu

Yy =1y + 78,

oy  _

¢ =Ya = Y2 — Y,
T2 = ly2 — w1l

Pro vnitin{ uzel 3 pak dostavame vyjadieni integralu @ ve tvaru

1
w w, o, _ N N _
_? w(:v,y)p(x,y)dS: _?l‘]e’WZSeTXZ/QbT(g)d) (g)dgxese 1p67 (268)
Feout \0 P
A
kde
_ 1 -
1 = 0
2
A=1|1 1
2 3 0
0 0 0

Mizeme tedy vyslovit pravidlo, ze pro plnou matici A v piipadé vnit¥niho uzlu 1,
mizeme vynulovat druhy fadek a sloupec v piipadé vnitiniho uzlu 2, respektive, treti
rfadek a sloupec v pripadé vnitiniho uzlu 3.

Integral @ tak ma obecné tvar
—= [ wlayp(e,y)dS =~ | WIS TXTAX.S, .. (2.60)
c c

Feout

kde urceni |J.| a A zavisi na vnitinim uzlu kone¢ného prvku.

16
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Na zavér odvodime integral @ rovnice (2.19), ktery popisuje vliv okrajové podminky
na vstupu (inlet)

/w(x) (—piwv,(x))dS = /w(m,y) (—piwvy(x,y)) dS. (2.70)

Fz‘n Fin

Jako v predchézejicim odvozeni mohou nastat t¥i pfipady. Schéma i postup je obdobny
proto uvedme jen rozdily a jejich projev.

1. Uzel 1 je vnitini, mame tedy schéma jako na obrazku (2.4), stejnd je i maticova
funkce ¢* a jacobidny

| Je| = 22 — 3],
|J;‘|=|y2—y3|.

Zméni se vSak vysledek integrace, ktery mé nyni podobu sloupcové matice b

1-¢
/w(x,w (—m’wvn(%y))dsz—piwvn\Jé‘!WZSeTXeT/¢*T(€)d§, (2.71)
., 0 y
kde
-
1
b=135
1
9]

2. Uzel 2 je vnitini, schéma je opét shodné s predchozim piipadem, uvedenym na ob-
razku (2.5), stejné tak tpravy vztahil a proto rovnou prejdéme k vyjadieni podstat-
ného. Vztahy

¢ (n)=1[1 0 7],

|[Je| = lws — ],

[J21 = lys — wl,

aplikujeme na integral @ a vysledkem je

1
/ () (—pissva(z,y)) dS = —pitwwn| I WS TXT / ¢ dy, (272)
r.,. 0

b

17



KAPITOLA 2. MATEMATICKY MODEL POLE AKUSTICKEHO TLAKU

kde

—_

3. Uzel 3 je vnitini, schéma je na obrazku (2.6) a nasledujici postup je také shodny.
Vyjadiime tedy jen maticovou funkci ¢*, absolutni hodnoty jacobiant a matici b

¢ () =[1 ¢ 0],
|[Je| = |wa — ],

[Je] = ly2 — wl.

Tyto vztahy vyuzijeme pro vyjadieni integralu @ pro pripad, kdy je tfeti uzel vnitini

tedy
1
/W(Ly) (—piwon(z,y))dS = —piwvn\Jé‘!WZSETXeT/cb*T(é“)d&, (2.73)
Te. 0
" b
kde
1
b= |1
2
0

Stejné jako v piipadé vyjadieni okrajové podminky na vystupu (outlet) miuZeme
vidét, Ze pro vnitini uzel 1 je sloupcova matice b plna, pro vnitini uzly 2 a 3 je pak
druhy respektive tieti prvek nulovy. Integral @ ma tvar

/ w(x,y) (—piwvy,(z,y))dS = —piwv, | J 1wl ST XD, (2.74)
Fein
kde |J}| a b zavisi na vnitinim uzlu kone¢ného prvku.

Nyni mame vyjadieny vSechny integraly ve vztahu (2.19) v maticové formé pro troj-
thelnikové prvky s linearni aproximaci pribéhu akustického tlaku. Shriime diléi odvozeni

18
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zpét do jedné rovnice, véetné vyjadieni jednotlivych matic pro kone¢ny prvek

kQ |Je‘ Se_TXZAOXeSe_?pe -

1
217 S "X'L"D'D.LX.S. ' p.—

=S TXTAX, ST pe = dwpun | STTX b . (2.75)
c ~— .

(& J/
-~
fe

F.

Sestavené globalni matice pak maji formélné tvar

1 1
- (in - —G-— F) p="f. (2.76)

p w

19
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4 [3747 Yy, 24]

3 [.’13‘3, Y3, 23]

2 [$27y2722]

1 [Ilaylazl]

X

Obrazek 2.7: Kone¢ny prvek typu ¢tytstén.

2.3.2 ReSeni ve 3D prostoru

Uvedme nejprve piedpis pro integral @ z rovnice (2.19), jeZ ma pro tii prostorové
soufadnice tvar

[ #weopidx = [ Koy, 2.y, 2)dx (277
Q Q
a provedme dalsi potFebné kroky k jeho vyjadieni v maticové formé. Pro feSeni rozloZeni

komplexni amplitudy akustického tlaku ve 3D prostoru pouzijeme opét linedrni aproximaci,
kterd ma v tomto pfipadé tvar

p(z,y,2) =co+ 1@+ coy + c32 = [1 Ty z] =Y(z,y, 2)c. (2.78)

Vyjadifme hodnoty tlaki v uzlech kone¢ného prvku dosazenim soutadnic uzli do (2.78)
dle schéma na obrazku (2.7) jako

P1 = Co + 11 + Cy1 + c321,
D2 = Co + C1X2 + CoYo + C329,
P3 = ¢o + 13 + Coy3 + C323,

Ps = Co + C1X4 + CoYy + C324.

Ptedchozi vztah mtuzeme vyjadiit maticové jako

Po I o1 1 = Co
pi| _ | 22 2 22| |a ' (2.79)
D2 1 x3 y3 23| |2
D4 1wy ya 24| |C3
Pe gg [
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Nyni vyjadiime neznamé koeficienty c
Pe = Sec = C= Sglpea (280)

a dosadime zpét do (2.78). Tim ziskame popis rozlozeni akustického tlaku na jednom
kone¢ném prvku podle hodnot v uzlech ve tvaru

p(,y,2) = (x,y,2)S. ' Pe. (2.81)

Provedeme, na obrézku (2.8) naznacenou, transformaci obecného ¢tyisténu na jednotkovy
¢tyTstén v souradnicich &, n, ¢

r =X +f2§ +f377+f4(,
Yy =y1 + Y€ + 731+ YuC, (2.82)
2 = 21 + Z2& + Z3n + Za(,

kde

fi:l‘i—l'l, 222,3,4

gi =Y — Y1,
Zi = 2 — 21,

Pomoci transformac¢nich vztahi vyjadiime akusticky tlak ve vztahu (2.81) v soufadnicich
&,m, ¢ ve tvaru

p(&,1,¢) = ¥ (1,08, 'pe, (2.83)
kde
P (€,n.¢) = (2.84)
=[1 21+ Tl +Tn+Tal 1+ Vol + Y +Uul 21+ 728 +Zan + 2] =
I z1 1 =~
0 Ty Uy Z2
=1 e I 2.85
[5n§}0x3y323 (2.85)
X,

Dostavame rozloZzeni tlaku na jednotkovém ¢ty¥sténu s uzitim maticové funkce ¢ ve tvaru

p(&,n,¢) = (&, O)XcS, 'pe. (2.86)

Zavedeme jeSté matici transformace soutadnic z,y, z a £, 1, (. Jacobiova matice méa tvar
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40,0,1]

2 [0,0,1
z,§

Obrazek 2.8: Transformace na jednotkovy ¢tyrstén.

[ Ox
¢
ox
on
ox
¢

a jeji determinant

1[0,0,0]

4 [$47 Yy, 24]

3 [w3,y3, 23] 2 (22, Yo, 20

1 [xlaylyzll

0z
8_5
0z
an
0z

ac |

Yo
Ys
Yy

[1,00] Y-

Je = TolsZy + T3y, 22 + TalYgZ3 — Talz2o — T3YgZa — T2Y423,

jehoz absolutni hodnota mé tvar

| Jel = [T2YsZ1 + T3y sZa + TuloZs — Tal3Z2 — TalaZa — T2lsZs),

(2.87)

(2.88)

(2.89)

vyuzijeme pfi integraci pomoci v normalizovanych soufadnicich &, n a (. Pomoci pivodnich
a normalizovanych soufadnic muzeme zapsat také testovaci funkce na elementu, véetné

transpozice, ve tvaru

w<x7y7 Z) = lp(x?y? Z>S;1W€7
w(&n, Q) = ¥"(§,n,0)8. W

d(&,m, )X S we = wISTTXT " (€,1,¢).

(2.90)
(2.91)
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Nyni jiz zapiSeme integral @ ve vztahu (2.19) pomoci (2.86) a (2.91) ve tvaru

e / w(z,y, 2)pla, . 2)dx = / | w(€,m, Op(€,m, C)dE =

Qe Qe
1 1-§1-£—n
—ewls X! [ [ [ e ot dcane X8 .. (292
00 0
A,
kde
-1 1 1 1 7
6 24 24 24
1 1 1 1
A, — 24 60 120 120 (2.93)
1 1 1 1
24 120 60 120
1 1 1 1
L24 120 120 60 -
Integral @ tak dostavame pro jeden kone¢ny prvek v maticové formé
k? / w(z,y, 2)p(r,y, 2)dx = k? |J.| wlS;TXT A, X .S p.. (2.94)

Qe

Pro odvozeni maticové formy integralu @ rovnice (2.19), ktery je pro 3D prostor ve
tvaru

/Vw(x) - Vp(x)dx = /Vw(x,y, z) - Vp(x,y, 2)dx, (2.95)

zacneme vyjadienim gradientu tlaku

p(z,y,2) = P(,y,2)S. 'pe = Vp(z,y,2) = | = |, (2.96)
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dp OC
9¢ O’
dp OC
9¢ oy’
Op OC
9¢ 0z’

%_@3 @__?JQ

ox | J|' 0z |J.|’
o _ -7, 0 _ 7
Oy |Je| "0y ||

08 _ —Ts On _ T
0z |0z | J.|

(2.97)

Gradient tlaku tak zapiSeme pomoci normalizovanych soufadnic v maticové podobé jako

kde

o _ooe  onon
Oor 0£0xr Onox
dp Opd§  Opon
dy  0Edy  Indy
dp _ Op9d¢  OpIn
0z 0€8z  Onodz

O

o

Vp(z,y,z) = ?

Yy

dp

Lo~

det(J.)

¢
ox
0¢
dy

23
L0z

¢
ox
a¢
ay

%
0z

Vyjadiime gradient tlaku v soutadnicich &, 1,

Op _ Opox  Opdy  Op0z
o8 0x 0 OyoE 0z 0€’
op _opos  opdy | opo:
on  O0xdn Oyon 0z0n
op _opor  opdy oo
A 0z d¢C  Oyol  0z9C
a zapiSeme jej v maticové podobé
e oy 9= [op]
06 9¢ I | O
oxr Oy 0z op
Vp=|— — — —
T on on an| oy
or 0y 0:| |ap
\_8{ oC 8§_J L9
ar Vp(z,y,2)

o
o
Jp
n
dp

e
——

V*p(€,m,6)

(2.98)

(2.99)

Ptedchozi vztah jesté vyjadiime pomoci soufadnic uzli konec¢ného prvku pred transformaci

ve tvaru
T
Vip = |73
Ty

Z3| Vp=JI'Vp.

(2.100)
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Inverzi transforma¢ni matice J7 ziskame matici potiebnou pro vyjadreni gradientu tlaku,

i testovaci funkce, v pivodnich souradnicich

1 §3§4 - 35@4 E2?4 - 5234 ?253 - EQ@?’
-7 — — — — — — — R — —
J.' = — | 23Ty — T3Zy ToZy — Z2Ty4 2203 — T223 |,
e |\ o S 7 "7 T
T3Yy — Y3l YoTg — T2Yy T2Y3 — Y13
NG
~

D,

Po dosazeni ziskanych matic se dostavame k zavéru, ze

1
Vp=JVp=>Vp=J"V"p = jDeV*p.

Ziskdme tak rozlozeni gradientu tlaku na jednom kone¢ném prvku

1 *
Vp(z,y,z) = jDeV p(&n,Q).

Obdobny vztah plati také pro testovaci funkce

1 .
Vuw(z,y,z) = jDeV w (&,1,Q).

(2.101)

(2.102)

(2.103)

Nyni vyjadiime gradient akustického tlaku v soutadnicich &, n, ¢ tak, Zze pouzijeme jiz

ziskané vztahy (2.86) a (2.91)

p(&,1,¢) = (&,m,O)X.S, ' pe,
’LU(f, 1, C) = (]f)(f, 7, C)Xesglwea

kde

dE&n,¢)=[1 € n (],

na které aplikujeme operator gradientu v soutadnicich &, 7, ¢

o
V*p(f}naf): ¢77 XeSe_lpe7

b

~——

L
kde

$.=1[0 1 0 0],
¢,=[0 0 1 0],
d.=1[0 0 0 1].

(2.104)

(2.105)

(2.106)
(2.107)
(2.108)
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KAPITOLA 2. MATEMATICKY MODEL POLE AKUSTICKEHO TLAKU

V disledku toho piseme

01 00
L=100 10 (2.109)
0 001
Potom je mozné zapsat (2.102) ve tvaru
1 —1
Vo(z,y,z) = jDeLXese Pe, (2.110)
a stejné tak je mozné (2.103) zapsat ve tvaru
1 -1
Vuw(z,y,z) = jDeLXeSe W,. (2.111)

e

Nyni jiz zapiSeme integral @ ve vztahu (2.19) ve tvaru

| el

/way, 2) - Vpla,y, 2)dx — /v* (&0, C)V*plE, . O)dE =

1 1-€1—

w! S TXIL'DT / / / d¢dnd¢ D LX.S, 'p., (2.112)

~\~
1
6

Dostavame tak integral @ pro jeden ctyfsténny prvek

1
6l.Je |

/Vw(x, y,z) - Vp(x,y, z)dx = w!S;"X'L'DID . LX.S; 'p. (2.113)

Nyni vyfesime integral @ z rovnice (2.19), ktery méa pro tii prostorové soufadnice tvar

— | wx)p(x)dS = w w(zx,y, z)p(z,y, 2)dS. (2.114)

Fout Fout

Jelikoz se jedna o vyjadfeni hrani¢niho ¢lenu pro okrajovou podminku, budeme rozliSovat
¢tyTi moznosti s ohledem na to, kterd ze stran ¢tyiihelnikového prvku lezi na hranici.

1. Uzel 1 je vnit¥ni.
Schéma je vidét na obrazku (2.9). Znovu vyuzijeme vztaha (2.86) a (2.91). Z
(2.104) vylou¢ime ¢ =1 — ¢ —n a dostaneme ¢* (,n) =[1 ¢ n 1—&—n]. Nyni
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4 [$47 Ya, 24]
27
4 (0,0,1]
3 |3, y3, 23] 2 |x2, Y2, 20|
1 [0,0,0] 1 [z1, 91, 21]
3(1,00] Y
2 [0,0,1
z,§

Obrézek 2.9: Uzel 1 ¢tyfsténného prvku je vnitini.

jiz zapiSeme integral @ ve vztahu (2.19) ve tvaru

/ w(z,y, )p(, y, 2)dx = / T w(€,m, Op(€,m, C)de =

Feout r

€out

1 1-¢
1 wis X! [ [ @ e (€ e X8 e, (2:415)
0 O

J

~
kde
rl 1 1 17
2 6 6 6
1 1 1 1
A= 6 12 24 24 . (2.116)
1 1 1 1
6 24 12 24
1 1 1 1
L6 24 24 124

Potfebujeme ur¢it JF. Vratime se k transforma¢nim vztahum (2.82) a vylou¢ime
soufadnice z a ¢

=21+ T +Tsn+Ta(l =€ —m),
Y=+, +Ysn+7y,(1—&—n).
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KAPITOLA 2. MATEMATICKY MODEL POLE AKUSTICKEHO TLAKU

Urc¢ime také Jacobiho matici transformace
or 0y
J* — o5 0¢ _ Fz—@ @2—@4}
¢ Oz dy T3 — Ty Y3 —Yg|’
on  On

a jeji determinant dostaneme ve tvaru

Jo = (T2 —T4) (U3 — Ys) — W — Ya) (T3 — T4) .

(2.117)

(2.118)

K tplné obecnosti vypoctového algoritmu musime jesté vyjadiit J; dalsimi dvéma
zpusoby, tedy vylouc¢ime soutfadnici y a posléze soutadnici z. Postup je analogicky k

jiz uvedenému. Vylouc¢ime soutadnici y

T =21+ T2 +T3n +Ty(l — € — 1),
2 =21+ 28 +Z3n + Z4(1 — £ — 7).
Znovu ur¢ime transformacni matici
oxr 0z
J* — o5 0§ _ FQ—@ 52—34}
€ Or 0z T3 — Ty Z3— 24|’
on o

i jeji determinant ma tvar

Jr =Ty —Ty) (23 — Z4) — (Z2 — Z4) (T3 — Ty) .

Nyni vylou¢ime soutadnici x
Y=y + Y6 +Ysn +Ys(1 =& —n),
z=21+ 2§ + 23 +Za(1 =€ — ),
zapiSeme matici transformace
oy 0z
J* — 0§ 0 _ (Y27 Uy 22—
‘ dy 0z Y3 — Yy 73— 24
on  9n

a jeji determinant dostavame v podobé

J: = @2 - §4) (33 - 54) - (52 - z4) @3 - ?4) :

Cely integral @ pak miuzeme zapsat jako
w

Feout

2wy, 2)pla,y, 2)dS = = |77 w'S;TXTAX, S p..
C C

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)

28
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4 [$47 Ya, 24]
27
4 (0,0,1]
3 |3, y3, 23] 2 |x2, Y2, 20|
1 [0,0,0] 1 [z1, 91, 21]
3(1,00] Y
2 [0,0,1
z,§

Obréazek 2.10: Uzel 2 ¢étyfsténného prvku je vnitini.

Predchozi vztahy zustavaji v platnosti i pro vyjadieni tvaru integralu pro ostatni
uzly kone¢ného prvku jako vnitini, zméni se jen maticova funkce ¢* a integracni meze,
¢imz se samozfejmé zméni matice A a determinant Jacobiovy matice J. Proto dal
uvedme jen zmény a jejich vliv.

2. Uzel 2 je vnitini.
Schéma je vidét na obrazku (2.10). Potom mame bazové funkce ve tvaru ¢*(n, () =
[1 0 n C] a matice A ma tvar

141 1]

2 6 6

1 1-9 00 0 O
a-[ [e mosmoaam=, (2121

0 0 6 " 12 2

1 1 1

5 " u 1

Determinant matice transformace souradnic J; = T3y, — T4y respektive J' = T3z, —
TyZs G JF = [gZy — Uy Zs.
3. Uzel 3 je vnitini.
Schéma je vidét na obrazku (2.11). Soutadnice = 0. Potom mame bazové funkce

29



KAPITOLA 2. MATEMATICKY MODEL POLE AKUSTICKEHO TLAKU

4 [$47 Ya, 24]
27
4 (0,0,1]
3 |3, y3, 23] 2 |x2, Y2, 20|
1 [0,0,0] 1 [z1, 91, 21]
3(1,00] Y
2 [0,0,1
z,§

Obréazek 2.11: Uzel 3 ¢étyfsténného prvku je vnitini.

ve tvaru ¢*(¢,() = [1 € 0 (] amatice A m4 tvar

1 1 0 17

2 6 6

e R
A= [ [ e €0ecoua= |6 12 2 (2.125)

) 0 0 0 0

1 1 0 1

L6 24 12

Determinant matice transformace soufadnic J; = Ty, — 74y, respektive J =
f2§4 - f4§2 él J; = y2§4 - y4§2.
4. Uzel 4 je vnitini.

Schéma je vidét na obrazku (2.12). Potom mame bazové funkce ve tvaru ¢*(€,n) =
[1 En O} a matice A ma tvar

101 1]
26 6 "
11— 111
A=//¢*T(§7n)¢*(€,n)dnd§= 6 12 24 (2.126)
0 0 11 0
6 24 12
0 0 0 0

Determinant matice transformace souradnic J} = ZToys — T3Y,, J; = TaZ3 —T322 nebo
. —— o —
Jo =YaZ3 — YsZo.
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4 [3747 Ya, 24]
27
410,0,1]
3 |3, y3, 23] 2 |x2, Y2, 20|
1 [0,0,0] L[z, 41, 1]
3(1,00] Y
2 [0,0,1
z,§

Obréazek 2.12: Uzel 4 ¢tyfsténného prvku je vnitini.

Integral @ ve vztahu (2.19) pak muzeme zapsat jako

Kl w(z,y, 2)p(x,y, 2)dS = Kl || wlS;TXTAX, S, 'p., (2.127)
c c
Feout

kde J a A zavisi na vnitfnim uzlu koneéného prvku. Mizeme si vSimnout, Ze matice A
je pro vnitini uzel 1 pln& a pro pfipad, kdy je vnitini uzel 2 je vynulovany druhy sloupec
a druha radka matice A. Pro vnitini uzel 3 je zase vynulovana tfeti fadka a tieti sloupec.
Stejné tak pro vnitini uzel 4 je vynulovana ¢tvrta fadka a ¢tvrty sloupec matice A. Dale
jsme pro kazdy piipad urcovali J; hned nékolika zptisoby. To za ¢elem obecnosti algoritmu,
ktery vybira z trojice urceni |J¥| to maximalni.

Nyni zbyva vyjadrit integral @ Stejné jako pii odvozeni vyjadieni okrajové podminky
na vystupu budeme rozlisovat ¢tyti pripady dle toho, ktery uzel je vnitini.

1. Zatneme-li opét uzlem 1, tedy pfipadem na obrazku (2.9), mame bazové funkce opét
ve tvaru

¢ (Enm)=[1 & n 1-&—n.

Integral @ ve vztahu (2.19) ma tvar
/—piwvnw(x,y, z)dx:—piwvn/|J:|w(§,n,Od§, (2.128)
Fz‘n Fin

Pouzijeme opét vztah (2.91), ve kterém provedeme jiz zminénou redukei proménnych
a dosadime. Ziskdme tak vyjadreni integralu @, pro pripad, kdy je uzel 1 kone¢ného
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prvku vnitini, ve tvaru

1 1-¢
/—piwvn(x,y,z)w(x,y,z)dX:—piwvn\Jj\WZS;TXZ//¢*T(§,n)dnd§,
0 0

Fein P
b
(2.129)
kde
._1_.
2
1
b— f (2.130)
6
1
L6

Zbyvajici neznamou je J*. Vyjdeme ze vztaht (2.82) popisujicich transformaci
soufadnic, kde vylouc¢ime soutfadnice z a (. Dostaneme dvé rovnice

T =21+ T8 +Tsn+T4(1 =& — 1),
Yy=u +yzf+§377+?4(1—§—77),

7 nichZ sestavime Jacobiovu matici transformace

ax@

B | [r-m 57
yo— |9 K| [T BTl (2.131)
dz 9y T3 =Ty Y3 — Yy
dn  On
jejiz determinant hledame a ktery ma tvar
Jo = (52 - @) @3 - @4) - @2 - §4) (53 - f4) . (2-132)

Odvozeni zbylych vztahu je jiz uvedeno v ¢asti vénujici se vyjadfeni integralu @,
proto si uvedeme jen vysledek

Jo = (T2 —Ta) (3 — Z1) — (22 — Z4) (T3 — 7)), (2.133)
Jo= (U= Ya) (Zs = Za) — (B2 — Z4) (Y3 — Ya) - (2.134)
Cely integral @ pak mizeme zapsat v maticové formé jako
/ —piwvy (2, y, 2)w(z,y, 2)dS = —piwv, | JF|wlS; T X b. (2.135)

Fein
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Stejné jako pfi odvozeni okrajové podminky na vystupu, ted zminime jen zmény
pro ostatni uzly coby vnitini a jejich vliv na sloupcovou matici b a determinant
matice transformace soutradnic J;.

2. Uzel 2 je vnitini.
Potom mame bazové funkce ve tvaru ¢*(n, () = [1 0 n C] a matice b ma tvar

b= / 1/_n¢*T<n,c>d<dn=
0 0

S N =

D= D

(2.136)

Determinant matice transformace soufadnic J; = T3y, —T4Ys, respektive J = T3z, —
e e = —
Tazz C1 J) = Y32y — Yy 23.

3. Uzel 3 je vnitini.
Potom mame bazové funkce ve tvaru ¢*(&, () = [1 0 q a matice b mé tvar

b

/

3

:/

¢

«T

(&, ¢)d¢ds =

O Ol N

1
6

(2.137)

Determinant matice transformace soutadnic J} = T2y, — T4y, respektive J = Tz, —
TaZo C1 J) = YgZg — Y, 2o.

4. Uzel 4 je vnitini.
Potom mame bazové funkce ve tvaru ¢*(¢,1) = [1 € n 0] a matice b m4 tvar

b

[ [ ¢ cmnc -

0

1 1-¢

0

O Ol O~ N

(2.138)
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Determinant matice transformace soufadnic J} = Zoys —T3Y,, J; = TaZ3 —T322 nebo
. =
J =TaZ3 — Y37

Jako v predchozim odvozovani maticového tvaru integralu @ muzeme vidét, ze sloup-
cova matice b je plna pro piipad, kdy je uzel 1 vnitini. V piipadé, Ze je uzel 2 vnitini, je
druhy prvek b nulovy, pro vnitini uzel 3 je tieti prvek nulovy a pro vnitini uzel 4 je ¢tvrty
prvek nulovy.

Mame vyjadieny v8echny integraly z rovnice (2.19) v maticové formé. Vzhledem k
(2.94), (2.113), (2.123) a (2.135) mizeme tuto rovnici pro jeden prvek zapsat ve tvaru

H e
> AL 7 1 Y
k| J.|S;TXTAX, S, pe — mijz L'D'D.LX.S;' p.—
1
—iw— |JF|S;TXTAXS, ! pe = dwpuv, |JF|S;TXIb . (2.139)
C ~ ~
S ’ f

Jesté pripomenme, ze matice F. a f. kone¢nych prvki se projevi jen, pokud dany
prvek lezi na hranici, kde pfedepisujeme okrajovou podminku vystupu, respektive vstupu.
Po sestaveni globalnich matic ziskime FeSenim soustavy linedrnich algebraickych rovnic
kyzené amplitudy akustického tlaku v bodech sité kone¢nych prvki. Soustava rovnic ma
formalné tvar

1 1
- (z’wH - —G-— F) p="f. (2.140)
p w
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Kapitola 3

Vypoctovy model

3.1 Porovnani analytického a pribliZného reSeni

V predchozi kapitole byly zpracovany tii pristupy pro vypocet akustického tlaku. Ana-
lytické feSeni pomoci Galerkinovy metody ve 2D prostoru a numericky vypocet pomoci
metody konec¢nych prvki, jak ve 2D tak ve 3D prostoru. Vysledky ziskané pomoci Galer-
kinovy metody poslouzi k verifikaci vysledkii ziskanych pomoci metody kone¢nych prvki.
Zvolime jednoduchou obdélnikovou oblast popsanou na obrazku (2.1) na jejiz celé spodni
hrané pfedepiSeme amplitudu rychlosti ve sméru normaly. Na levé i pravé hrané oblasti
uvazujeme tuhé stény. Horni hranu uvazujeme jako volny (anechoidni) vystup do prostoru.
Ve tiech rozmérech jen rozsifime oblast o hloubku, z hran se tak stanou plochy, ale konfi-
gurace ulohy zlistane totozna.

Zbyvajici parametry této tilohy jsou hustota vzduchu p = 1,177 kg-m—3, rychlost zvuku
ve vzduch ¢ = 340 m - s7!, kruhova frekvence buzeni w = 50 rad - s~!. Obdélnikova oblast
mé potom rozmér b = 2 m a a = 1 m. Pro kvadrovou oblast pak tuto obdélnikovou
rozsitime o tieti rozmér 0,1 m. Rozlozeni amplitudy rychlosti po délce hranice I';, je ve
tvaru v,(x) = 0,001 sin (Q’TTI) m - s7'. Pro aproximaci tlaku v Galerkinové metodé bylo
zvoleno N = 8.

Na nasledujicich obrazcich mizeme pfimo porovnat absolutni hodnoty komplexni am-
plitudy akustického tlaku na 2D oblasti na izo¢arach. U vysledku ziskanych metodou ko-
ne¢nych prvki ve 3D prostoru je k dispozici jen vizualni porovnéani a srovnani maximélniho
akustického tlaku v celé oblasti. Shoda vysledku obou pfistupt je vyborna. V nasledujici

vvvvvv
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m‘ll l|||r

0.03
0.025
0.02
0.015 &
0.01

0.005

x[m]

y[m]

x[m]

Obrézek 3.1: Rozlozeni akustického tlaku ziskané pomoci Galerkinovy m. ve 2D prostoru.

1

‘ 0.03
'l ' 0.025
0.02
E 0.015 &
0.01

0.5

x[m]

y[m]

0 05 1 15 2
x[m]

Obrazek 3.2: Rozlozeni akustického tlaku ziskané pomoci MKP ve 2D prostoru.
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pressure (Pa)

E3‘1209-02

0024

I

0018

0.012

0.006

R

2.867e-04

Obrazek 3.3: Rozlozeni akustického tlaku ziskané pomoci MKP ve 3D prostoru.

3.2 Vypocet pole akustického tlaku v kavité kompresoru

Testovaci tlohou jsme ovérili, ze vytvoreny vypocetni algoritmus MKP funguje spravné

vvvvvv

oblast. Nejprve bylo tieba vytvorit vstupy pro algoritmus.

3.2.1 Pocitacovy model

Geometrie zjednoduseného modelu $roubového kompresoru na obrazku (B.1) je zpraco-
vana v programu HyperMesh, kde je ¢lenéna na tfi skupiny. Prvni je Sroubovy kompresor
spolu s motorem (hnédé barva), druhou je kryt celého zafizeni(zelena barva) spolu se dnem
(Seda barva) a t¥eti je kavita (vzduchova masa) vymezend vyse zminénymi skupinami. Tato
skupina konec¢nych prvkia predstavuje pro tuto tlohu akustické pole. Pro prevod sité ko-
ne¢nych prvkia do prostiedi MATLABu byla hledana co nejjednodussi cesta ziskani dat
v ASCII formatu, ktery bude mozné davkové zpracovat nastroji pro praci s textem. Byl
nalezen vyhovujici exportni format pro NASTRAN. Z textového souboru byla v nékolika
krocich vytvorena matice souradnic uzli sité konecnych prvki a matice spojujici tyto uzly
do podoby kone¢nych prvki.
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3.2.2 Okrajové podminky

V tomto pripadé bereme kryci konstrukci sroubového kompresoru jako tuhou sténu.
Sroubovy kompresor spolené s motorem a krytem vrtule tvo¥ vstup (inlet). Anechodini
vystup tedy nedefinujeme a jediné co zbyva definovat je vektor pravych stran f.

Zacneme nejprve zpracovanim experimentalné ziskanych dat, naméienych za béhu stroje.
Jako zdroj dat uvedeme vyzkumnou zpravu [3]. Z méfeni jsou k dispozici rychlosti kmitani
ve tfech bodech, ve smérech os z, y a z, pro frekvence 1 Hz az 3000 Hz. Diagramy je mozno
nalézt v p¥ilohdch na obrazku (B.2) a dvou nasledujicich obréazcich. Linearita feseného
problému nam dovoluje vyuzit principu superpozice a provadét vypocet vidy pro jednu
frekvenci spektra a posléze jednotlivé vysledky superponovat. Pro zjednoduseni predpokla-
déme, 7e téleso Sroubového kompresoru a jeho pohonu kmité jako tuhé téleso predepsanou
rychlosti.

Okrajové podminky tlohy (na vstupu) tvofi rychlosti kmitani v uzlech na hranici mo-
toru a kavity. Rychlosti naméfené na skuteéném kompresoru ve tiech bodech A, B, C
vztdhneme k pocatku soutradnicového systému modelu nasledujicim zptisobem. Definujeme
rychlosti v poc¢atku soustavy soufadnic vztazené k takovému tuhému télesu a to rychlosti
u, v, w ve smérech os x,y, z a thlové rychlosti ¢, 6,1 otaceni kolem os x, vy, 2.

ug =u+0z4 — Pya,
VA =V +Yrs — Pza,
wa =w+ ¢ya — bz,
vp =v+rp — ¢zp,
wp =w+ ¢yp — xp,

Vo = U—i-wl‘c — gbzc.

Soustavu rovnic zapiSeme v maticové formeé

[1 0 0 O 24 —yal| [u] K
010 —z4 O TA v VA
0 01 ya —xq 0 wl _ |wa
010 —25 0 x5l |o|  |vs (3.1)
0 01 YB —IRB 0 0 wp
_O 1 0 —ZC 0 :Cc_ _w_ _Uc_

Pro kazdou frekvenci tak ziskdme Sestici veli¢in u, v, w, ¢, 0,1, kterou vyuzijeme pro vypo-
¢et slozek rychlosti v kazdém bodé D, ve kterém definujeme okrajovou podminku vstupni
rychlosti. Pouzijeme zde jiz zminéné vztahy

up =u+0zp — Yyp,
Up =V +YTp — Pzp,

wp = w + ¢yp — Ozp.
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ac.pressure(Pa)
5.286e+00

E
&)

w

MHHHHMHHHHM
o

8.293e-06

Obrézek 3.4: Rozlozeni akustického tlaku ziskané MKP ve 3D prostoru pro f = 100 Hz.

Skalarni veli¢ina v,,, kterd vystupuje v definici vektoru f. je pak urcena jako primeérna
hodnota pruméta vektort rychlosti v jednotlivych uzlech do sméru vnéjsi norméaly piislusné
stény Ctyrsténu.

3.2.3 Uloha feSeni akustického pole v kavité kompresoru

Nyni mame vSe potiebné pro vypocet akustického tlaku pomoci MKP. Doplnime jen
materialové vlastnosti p = 1,177 kg-m~3, ¢ = 340 m-s~! a frekvenci buzeni f = 100 Hz. Z
matic elementi zapsanych ve (2.139) sestavime matice globalni (2.140), které nam davaji
soustavu linearnich algebraickych rovnic, kde nezndmé jsou komplexni amplitudy akus-
tického tlaku v uzlech sité konec¢nych prvki. Na veskerych obrazcich v této praci je pak
vykreslena absolutni hodnota tohoto komplexniho ¢isla. Netesili jsme totiz rozlozeni tlaku
v Case, ale pouze jeho amplitudy v daném misté pro harmonicky pribéh.

Po dokonceni vypoctu je geometrie spolu s absolutnimi hodnotami akustického tlaku
v uzlech sité ulozena do souboru forméatu VTK, se kterym lze dale pracovat v programu
ParaView (volné dostupny).

Pro lepsi orientaci necht ¢tenar laskavé nahlédne do pfilohy B, kde najde vizualizaci
geometrie modelu Sroubového kompresoru na obrazku (B.1), véetné dalsich vizualizaci
ziskanych vysledki, po¢inaje obrazkem (B.4). Zde si uvedeme jen obréazek (3.4) zobrazujici
rozlozeni amplitud akustického tlaku v kavité kompresoru podél tii fezi. Tyto Tezy je
mozné jednotlivé dohledat v pifflohach na obrazcich (B.10), (B.12) a (B.14).
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KAPITOLA 3. VYPOCTOVY MODEL

3.3 Implementace

Tento tusek textu je vénovany definici vypoctové tlohy v prostiedi MATLAB a jedné
se 0 naprosté minimum pro piipadné pouziti vyvinutého fesice dalsi osobou.

Aby bylo mozné pocitat tlohu pro rizné geometrie ¢i buzeni, byl stanoven systém zada-
vani tlohy pomoci balicki s pfiponou .mat, které MATLAB standardné vyuziva pro ukla-
déani dat (proménnych, matic) v bindrni podobé. P¥i spusténi algoritmu je pouze vybran
piredem pripraveny balicek, ktery obsahuje geometrii tilohy, definice okrajovych podminek
a materidlové vlastnosti prostredi.

Balicek konkrétné obsahuje matici node, kterda ma na kazdém tadku definici jednoho
uzlu sité pomoci soutadnice x v prvnim sloupci, y a z pak ve druhém a tfetim sloupci.
Matice elem na kazdém tadku definuje konecny prvek pomoci uzlu sité, kdyz v kazdém
sloupci nese referenci na fadek matice node. Tim je definovina geometrie tlohy.

Okrajové podminky stanovuji matice outlet a inlet. Obé maji v prvnim sloupci referenci
na konecny prvek lezici na prislusné hranici. Ve druhém sloupci pak oznaceni vnitiniho uzlu
poradovym ¢islem. Matice inlel navic nese souradnice norméalového vektrou k hrani¢ni plose
kone¢ného prvku. Ve sloupcich 3, 4 a 5 jsou soufadnice z, y a z normalového vektoru.

K definici vektoru pravych stran se vaze jesté matice V, kterd obsahuje Sestici rychlosti
popisujici pohyb tuhého télesa, popsanou v piedchazejicim textu. Cislo rfadky v matici
pak urcuje piislusnost této Sestice k budici frekvenci v Hz. Pofadi sloupcii odpovida jiz
zminénému poiadi rychlosti u, v, w, ¢, 0, ).

Frekvence (v Hz) pro které bude tloha feSena jsou uvedeny v matici f. Zbyvaji jen
materidlové vlastnosti p a ¢ a mame vSechny vstupy, které vypoctovy program vyzaduje
(matici outlet neni nutné definovat).
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Kapitola 4
Zaveér

Vsechny body zadani diplomové prace byly splnény, poc¢inaje vytvorenim matematic-
kého modelu, z néhoz bylo mozno vychazet jak pti analytickém, tak priblizném feseni, pres
diskretizaci slabé formulace, verifikaci vlastni implementace metody konec¢nych prvki a
reSeni akustického pole.

Dle vyse popsanych vztahu byly vytvoreny skripty a funkce spustitelné v prostiedi
MATLAB. Jsou dostupné na pfilozeném CD.

Pti implementaci vypocetniho algoritmu byl nejprve kladen diraz na spravnou funkci
a pozdéji i na potfebny vypocetni ¢as. Proto je mozné, 7e feseni ve 2D prostoru, které
bylo jen mezistupném pro algoritmus feSici ilohu ve 3D prostoru, bude trvat znatelné
déle i pro mensi pocet elementt. Pravé algoritmu feSeni rozloZzeni akustického tlaku ve 3D
prostoru byla v tomto ohledu vénovana nejvétsi péce. Pocitacovy model kavity Sroubového
kompresoru totiz obsahuje vice nez 1,8 milionu kone¢nych prvkia a téméi 330 tisic uzli
sité a tim padem stejny pocet rovnic fesené soustavy algebraickych rovnic. Tuto tlohu lze
vyfesit na dnes jiz standardné vybaveném pocitaci (3 GHz CPU, 16 GB RAM) v fadu
deseti ¢i patnacti minut. Vzhledem ke zminénému rozsahu fesené soustavy hraje v délce
vypoc¢tu hlavni roli mnozstvi dostupné operacni paméti. Dochéazi tak ke znac¢né dspore
¢asu v porovnéni s dobou béhu vypoctu v komerénim programu Altair RADIOSS s jehoz
vysledky jsou vystupy této prace porovnavany v piilohadch. Vypocet obdobné definované
tlohy na stejné geometrii v tomto vypocetnim programu trva radové hodiny.

Zpracovani vysledki umoziuje superpozici rozlozeni akustického tlaku pro vice budicich
frekvenci. Moznost superpozice feSeni pro ruzné budici frekvence nam dava néastroj pro
feSeni odezvy jak na zminéné harmonické buzeni, tak na buzeni periodické.

Mozné rozsiteni této prace spoc¢itd v nahrazeni tuhé stény sténou poddajnou, tedy
zavedenim interakce mezi prostfedim a oplasténim stroje pro feseni emise hluku do okoli
stroje.
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Priloha A

Zdrojové kody

A.1 Sestaveni globalni matice v MATLAB

Jednoduchy, ale pomaly cyklus pro piepis matice elementu do globalni matice.

H = sparse(N,N);

for t=1:NT
He=hctyrsten(node(elem(t,:),:));
for i=1:4
for j=i:4
H(elem(t,i),elem(t,j)) = H(elem(t,i),elem(t,j)) + He(i,j);
end
end
end

H=H+ triu(H,1)’;

vvvvvv

i1 = zeros(16*NT,1);
jj = zeros(16%NT,1);
val = zeros(16xNT,1) ;

indices = [1 1; 1 2; 13; 14; 21;, 22; 23; 24, .
31; 32;33;34;41;42; 43; 44];

index = 0;

for t=1:NT

He=hctyrsten(node(elem(t,:),:));
ii(index+1:index+16) = elem(t,indices(:,1));
jj(index+1:index+16) = elem(t,indices(:,2));
val(index+1:index+16) = He([1 5 9 13 2 6 10 14 3 7 11 15 4 8 12 16]);
index = index + 16;
end
H = sparse(ii,jj,val,N,N);
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Priloha B

Obrazové prilohy

B.1 Model kavity Sroubového kompresoru

Maodel Info: H:/diplormka/upravena hrm®

e

Obrazek B.1: Model sroubového kompresoru v Altair HyperMesh.
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PRILOHA B. OBRAZOVE PRILOHY

B.2 Amplitudy rychlosti namérené na skute¢ném kom-
presoru

Tato data pochazeji z méreni provedeného pracovniky FEL, ZCU. Zdrojem je vyzkumna
zprava [3].
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Obrazek B.2: Amplitudy rychlosti ve smérech os z,y, z v zavislosti na frekvenci kmitani.
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Obrazek B.3: Amplitudy rychlosti ve smérech os z,y, z v zavislosti na frekvenci kmitani.
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PRILOHA B. OBRAZOVE PRILOHY

B.3 Vysledky vypoctu

Na nésledujicich obrazovych pfilohach je mozné porovnat rozlozeni amplitud akus-
tického tlaku pro tlohu feSenou vlastnim feSicem a vysledky obdobné definované tlohy
feSené pomoci komeréniho SW Altair Radioss. Pravé z této tlohy byla pievzata sit ko-
ne¢nych prvki pro vlastni feSi¢. Také pouzité materidlové vlastnosti a parametry tloh
jsou totozné. Rozdil spoc¢iva v definovani tuhych stén obklopujicich vzduchovou masu. V
piipadé komerc¢niho SW byla uvazovana interakce s oplasténim stroje, které bylo nicméné
také definované jako idealné tuhé. Vypocet provedl a vysledky dal k dispozici Ing. Vitézslav
Adamek, Ph.D. z katedry mechaniky, FAV, ZCU. Tyto obrazové piilohy budou na konci
popisku oznaceny symbolem *.

ac.pressure(Pa)
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Obrazek B.4: Rozlozeni akustického tlaku dle MKP pro f = 100 Hz.

Obrazek B.5: Rozlozeni akustického tlaku, komeréni MKP SW pro f = 100 Hz.*
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PRILOHA B. OBRAZOVE PRILOHY

ac.pressure(Pa)
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Obrazek B.6: Rozlozeni akustického tlaku dle MKP pro f = 100 Hz.

Obrazek B.7: Rozlozeni akustického tlaku, komeréni MKP SW pro f = 100 Hz.*

46



PRILOHA B. OBRAZOVE PRILOHY
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Obrazek B.8: Rozlozeni akustického tlaku dle MKP pro f = 100 Hz.

Obrazek B.9: Rozlozeni akustického tlaku, komeréni MKP SW pro f = 100 Hz.*
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PRILOHA B. OBRAZOVE PRILOHY

ac.pressure(Pa)
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Obrazek B.10: Rozlozeni akustického tlaku dle MKP pro f = 100 Hz.
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Obrazek B.11: Rozlozeni akustického tlaku, komeréni MKP SW pro f = 100 Hz.*
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PRILOHA B. OBRAZOVE PRILOHY
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Obrazek B.12: Rozlozeni akustického tlaku dle MKP pro f = 100 Hz.

Result

Obrazek B.13: Rozlozeni akustického tlaku, komercéni MKP SW pro f = 100 Hz.*

49



PRILOHA B. OBRAZOVE PRILOHY

ac.pressure (Pa)
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Obrazek B.14: Rozlozeni akustického tlaku dle MKP pro f = 100 Hz.

Obrazek B.15: Rozlozeni akustického tlaku, komeréni MKP SW pro f = 100 Hz.*
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