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Abstrakt
Interakce kontinui raznych fazi

Cilem pedlozené diplomové prace je uvaésende do ieSeni problérn interakce
kapalina - pruznécteso. Prace je tedy uvodem do této problematikyoa zde fedlozeny
zakladni modely uloh interakce a zakladni numericigtody, kterymi se tato problematika
reSi (silt a slak vazané systémy, sdruzena a nesdruzena métdeai). Prvni Ulohou je
jednoduchy model interakce, ktery je v podstaiplnym Gvodem doieSeni problérin
interakce. Jedna se tildadem nesdruzené metodgseni Ulohy deformace pruznéekazky
vlivem obtékani tekutiny. DalSi aplikace se jizaykoZitjSi problematiky interakce a zabyva
sefeSenim tuhostnich a tlumicich charakteristik motldikého intaktniho kolenniho kloubu
(pfim& vazba na bakakkou praci). Fyzikalnim modelem je dotyk nahradnfirazného
hladkého valce s tuhou podloZzkou s uvazovanim sgirdvkapaliny. Vypdet tuhostnich a

tlumicich charakteristik se opira o znalost sildvyzavislostF (w) a F(ho), které byly

predmétemieSeni bakalgke prace. #®odni model kolenniho kloubu byl rozsn o zavedeni
drsnosti povrchu do matematického modelu. Pohyhtimk je obec popsan Navierovou-
Stokesovou rovnici a rovnici kontinuity. Problerkatelastostatiky pruznycklés je popsana
podminkou rovnovahy, konstitutivnim vztahem a kiatiockym vztahem. Jako vstupni
modelova uloha sdruZzené metody je prezentovaneakue nevazké kapaliny s tuhym pistem
vazanym linearni pruzinou k rdmu. Druhou modelovdohou sdruzené metody je hraz
ovliviiovana kapalinou. Pro popis tlakovych vin kapalirey gplikovana Helmholtzova
rovnice. Vystupem obou modelovych uloh interakcsté&yu kapalina-pruzna struktura jsou
vlastni frekvence modél
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1. Uvod

V technické praxi secasto setkavdme stipady konstrukci, kdy dochazi
vzajemnému dynamickémuigobeni mezi elastickymélesy a tekutinami. Elastické stro
¢asti, jako jsou nap potrubi a trubkové svaz vyméniki, lopatky turbin a kompresir
vrtule a Kidla letadel, trupy lodi, zuby ozubenych kol s nmzmritomnosti maziva atd., jsc
pod vlivem @&inka okolni tekutiny (kapaliny nebo plynu). Ziimvana okolni tekutina tize
byt bud’ v klidu, nebo niize prouct kolem uvazovanych strojnich s@sti.Z praxe vime, Z
tekutina ma vyznamny vliv najklad na charakter kmitaniles, které jsou obkloper
tekutinou. B studiu vzdjemného gsobeni (interakce) okolni tekutiny a elastickyeles
budeme muset aplikovat peatky mechaniky, pruznosti a pevnosti, mechangiutin a
matematiky.FedloZzena diplomova prace juvodem do ieSeni probléiin vzajemnéhc
dynamického fisobeni kapalin a elastickyctéles, tedy problénd hydroelasticity, pesrgji
fecenoieSeni elastodynamig&h dloh interakce kapaliny s pruznym okoli

Z praktického hlediska fiZeme povazovat za vyznamnéédyohy interakce, kté
jsou schematicky znazaimy na obr. 1.1. Zkoumat tedy budeme takové Uloksrakce, kdy
kapalina vyphuje oblastQ(t) a je obklopena zcela nebo jenomgasti pruznym okolin
(skarepinou,obecré pruznymkontinuemci télesem). Soéasré budemeuvazova dostaténé
velkou deformacipruzného okoli, kttd miZze podstath zmenit predevSim tvar oblas
vyplnéné kapalinou (kaalina nize byt v klidu nebo proudit nazgenym kanalem). i#inou
deformaceoruzného kontinumize bytéasow promEnna objemova sila nebo &jgi zatizen
na hranici, nebo fiedepsany pohylgasti pruzného okoliCilem reSenije urit rozlozeni
rychlosti a laku v kapalig a odpovidajici deformace (resp. #&@ pohyb) pruzného okc
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Obr. 1.1. Interakce kontinui



Ze znazoréni na obr. 1.1 je patrné, Ze obe&amvaZzujeme d¥ oblasti Q a Q s
hranicemi dQ a 0Q, které jsou vyplany riznymi typy kontinui. Spola hranicedQ, je
hranici interakcegthto kontinui. Pohyb a vlastnosti obou kontinui ugopséany fsluSnym
systéemem diferencialnich rovnic. Na hranicied a 0Q predpokladame obvyklé okrajové

podminky (bude specifikovano v nasledujici kapitolpogipads néktera ¢ast hranicedQ
mize Fedstavovat volnou hranici (odpovida hapolné hladig kapaliny). HranicedQ, je

neznama a to ki na obou oblastecR a Q (ULOHA P1) nebo pouze na oblas, kdy
oblastQ je uvazovana jako nemna (ULOHA P2).

Praktickou aplikaci bude mititgjmé negasgji ULOHA P2, u které budeme
predpokladat jen malé posuvy a malé deformace pruzo&bli (oblastQ).Tyto posuvy na

hranici 0Q, jsou vSak dostate¢ velké ve srovnani s rozmy v oblasti Q, takze tato je
uvazovana jako pro#gnna s neznamou hranidQ, (Gzka vrstva kapaliny - intenzivni
vzajemneé ovliviovani kontinui, silé vazané systémy — ,strong coupled®).

ULOHA P1 obecy odpovida situaci, kdy posuvy v pruzném kontinudduu natolik
velké, Ze p feSeni bude nutno uvazovat pramou i oblast. Zvazime-litpdpoklad, Ze

posuvy na hranicbQ, jsou dostat&n¢é malé ve srovnani s rozmy oblastiQ a Q (,silna

vrstva” kapaliny, slabvazané systémy — ,weak coupled“)ibeme takovou ulohu interakce
feSit nap. metodou fidavnych hmotnosti. Tato metoda vychaziredpokladu, Ze kapalina,
ktera obklopuje uvazovany element, je v klidu (n@boudi jen malou rychlosti, kterd nema
zasadni vliv na sledovangjil a do pohybu se dostava jen relativmaly objem kapaliny v
bezprogtedni blizkosti, nap kmitajicich stn. Zkoumame-li kmitani ditého tlesa v
kapalire, tak okolni kapalina bude svymi setmgmi a tlumicimi dinky pasobit na
uvaZzované deso a vyvola sniZzeni hodnot vlastnich frekvenciitam tohoto &lesa. To
znamena, Ze tité mnozstvi kapaliny uv&dé do pohybu kmitaninglesa se projevi jako tzv.
piidavna hmotnost (,added mass”). Pakzeme pohybé&esa popsat stejnou diferencialni
rovnici jako pohybdesa ve vakuu s tim, Ze jeho hmotnositZwme o pidavnou hmotnost.
Podobr tlumeni soustavy je ro¥i zwtSeno o tzv. fidavné tlumeni.

PredimstemieSeni této diplomové prace jsou ULOHA P1 i ULOHAS®M, Ze kazdy
uvazovany model ma svoje uplath i omezeni v technické praxi. Napnetoda fidavnych
hmotnosti, v fipact Uzké vrstvy kapaliny, neumbidje dostatén¢ postihnout vliv prouéhi
kapaliny na pohyb pruzného kontinua (hdf], nerealg velka gidavna hmotnost).

Z povahy uvedenych Uloh P1 a P2 vyplyva, zessisgieSeni Uloh interakce kapaliny
s pruznym okolim fedpoklada zvladnoueSeni nasledujicich dith uloh:

1. ReSeni udlohy hydrodynamiky, resp. hydrostatiky vaapaliny v primitivnich
proménnych (tlak p a slozky rychlost,)
2. Re3eni nestacionarnich Gloh pruzného kontinuai(masnik, skéepina, atd.). Zde Ize
jese rozlisit
a) malé posuvy, malé deformace
b) velké posuvy, malé deformace
c) velké posuvy, velké deformace



3. ReZeni tlohy s volnou hrani
4. VlastniteSeni Ulohy interakcé&znych typi kontinua

DalSi zakladni roztleni Uloh interakce Ize najil literature [7]. PodleOlsona a Bathel Ize
problémy interakcekontinui fiznych fazi obeach rozclit na c¢tyri zakladni modely. Prvr
model reprezentuje problematiku statického zatizemié pepazky tlakem vyvolanyr
tekutinou (obr. 1.2).
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Obr. 1.2. Statické zatizeni (dokonale tuha deska)

Druhy model pedstavuje IbhuteSenivlastni frekvence v kavits tuhymi stnami (obr. 1.3

kapalina

Obr. 1.3. Kavita s tuhymi stnam (vlastni frekvence kapalin

Treti model jereSenikmitani kapaliny uvazovanim pohyblivé hrani¢ebr. 1.4)
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Obr. 1.4. Interakce kapaliny s pohyblivou hranici
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Poslednim zminym modelem j potom kmitani pruznéhcilesa (konstrukci v kapaliré
(obr. 1.5).
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Obr. 1.5.Kmitani konstrukci v kapali

Kazdy z &chto model mize byt samazjme feSen uvazovanimiznych vlastnosti kapali
a jejich poudkni (vazké, nevazké, newié, laminarni, turbulentni, izotermické atd.)
raznych vlastnosti a pohyitpruznych &les (lineérni, nelinearni, materialové modely,ikégi
dynamika atd.).



2. Formulace problému interakce

Nyni provedemeobecnouformulaci ulohy interakce kontinudvou tiznych typ.
Budeme uvazovat obecny izotermicky problém integakestlaitelné, vazké Newtonov
kapaliny s pruznym okolim(pruznym é&lesem, obr. 2.1). Budeme vzdyi@dpoklada
euklidovsky prostor a linearniomogenni a izotropni kontia.

Q
(pruzné
téleso)

Obr. 2.1.Formulace problému interakce

Neclt QO R® je otewena, omezena oblast s lipschitzovskou hr 9Q (s je
dimenze prostoru). Daleech’ je zadan otaeny casovy intervaI(O,T)D R'. Uzawr oblasti
Q v R® ozname Q=Q04Q. Dale Fedpokladejme, Ze oblaf® je rozalena na dv
disjunktni podoblastiQ, a Q,, které jsou oft omezené a maji Igzhitzovskeé hranice
Spole&nou hranici (hranice interak kontinui) oblastiQ, a Q, ozn&me I',,, jeji normalun
orientujeme z oblast®, do Q,.

Na oblasti Q, (pruzné tleso) nech je definovana okrajova a pétetni Uloha
elastodynamiky. Lipschitzovska hranicoQ, této oblasti je rozilena na disjunktr
podmnoziny I,,I,.I, t. 0Q,=r, 0r, 0OF,. Uza¥r oblast Q, ozn&me
Q_lel 00Q,. Na c¢asti hranic ', neclv je zadan vektor n&fi ¢ (symbol Dozn&uje
danou vekliinu), nacasti hranic I, necl’ je pak zadan vektor post U (podminky na
hranici interakcd™,, zatim nespecifikujeme

Necht posuv libovol@hc bodu pruzného kontinua j&, mérna hmotnost je o, slozky
vnejSi objemové sily jsod,. CilemieSeni jeurcit casove a prostorové rozlozeni posuvutb
kontinua i zadanych pe&atenich a olrajovych podminkach. Posuv techapeme jako
vektorovou funkciu(x,t) promsnnych x,t o slozkachu, (x.t).
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Ri teSeni pedpokladame, Zze oborem materidlové phoné x je oblast Q, 0R° a
oborem¢asové promnné t je interval (0,T). Pro dané rozloZeni sil popsané funkcefni
chcemeresit Ulohu elastodynamiky pro neznamou funk,((ix,t) na c¢asoprostorovém valci

D= Q_l><[O,T]. Uloha je obectipopsana nasledujicim systémem rovnic a podminek:

podminka rovnovahy sil

or;
a_J +F =0,
X 2.1)
F :—p%+pfi; t0(0T),x0Q,,
konstitutivni vztahy
r, =08 +2ue;; tD(O,T), xdQ,, (2.2)
kinematicka rovnice
- 0u.
&, SLfou o) t0(0T), xOQ,, (2.3)
2\ 0x;  0x
pocateEni podminky
u(0,x)=°G(x); t=0 xOQ
|( ) AI( ) 1 (24)
u (0, x)=0(x), t=0, xOQ,
(tecka vyjaduje derivaci podl€asu).
Okrajovy rezim ulohy je wen okrajovymi podminkami
u(t,x)=0(x); tO(0,T) xOr,,
£x)=0(  t0(T) X, 05

ai(t,x)zrijnj =6,(t,x); to(oT), xOr,.

V téchto vztazichr; je Cauchwyv tenzor napjatostig; je Cauchyv tenzor malych

deformaci,A a 4 jsou Lameovy saiinitele, J;, je Kroneckerovo deltan; jsou slozky

vektoru vigjSi normaly hranice@Q, .
V takto formulované uUloze elastodynamiky (zatim oadiime o podminkadch na hranici
interakcel,) jsou neznamymi tenzor napjatosj, tenzor deformace,; a slozky vektoru
posuvuy, . Slozky tenzal 7; a e, Ize z uvedenych rovnic vyléil a ziskame tzv. Laméovy
rovnice. JejicheSenim s ohledem nad@deini a okrajové podminky Ize potom ziskat hledané
slozky vektoru posuvu, (x,t).

Na oblastQ, budeme dale definovat izotermickou, okrajovou a&ap@ni ulohu
hydromechaniky. Zde se omezime na laminarni nestami proudni vazkeé, nesttatelné
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Newtonovy kapaliny s konstantni dynamickou viskmzit(/7 = konst.). Slozky vektoru
rychlosti kapaliny jsow;, jeji mérna hmotnost (hustotgy = konst ) je o, tlak v kapalig je
p, slozky vrEjSi mérné objemové sily jsofj.

Lipschitzovska hranicdQ, uvazované oblasti je ro&éna na disjunktni podmnoziny
[0 o T L. plati 0Q, =T, OT,, OT,,. Uzawr oblastiQ, ozname Q, = Q, 0 9Q,. Na
¢asti hranicel’,, nech’ je zadan vektor n&fi J, nacasti hranicel,, necl’ je pak zadan
vektor rychlostiv (podminky na hranicl’,, zatim nespecifikujeme). Hledanymi v@tiami v
této Uloze jsou slozky rychlosti(x,t) a tlap p(x,t) v kapaliré pii zadanych peatesnich a
okrajovych podminkach. Prostorové prnmé x jsou z oblastiQ, [ R® a oboreméasoveé
promenné je interval(0,T) O R'.

Vysledkem ulohy hydromechaniky jsou neznamé funkgehlosti vi(x,t) a tlaku
p(x,t) reSené natasoprostorovém vélci5:§2><[O,T]. Tato uloha je obeénpopsana
systémem rovnic s gateEnimi a okrajovymi podminkami:

podminka rovnovahy sil
or

a_ij +F =0,
%, (2.6)
F = —p%wri; to0(0T),x0Q,,
rovnice kontinuity
N g to(0,T), x0Q,, (2.7)
0X;
kinematicka rovnice
ARG \T
v, = M Mk ip(oT), x0Q,, (2.8)
2\ 0x;  0x
konstitutivni vztahy
7, =-pg +R,,
] ] R'J (2.9)
R =27V, +7'3V,; t0(0T), x0Q,.
Vztah mezinn, n' a u, [ jsou:
1 n'
2U=—, U =—F—"—. (2.10)
27" " 2p(2n+3y)
Patateini podminka
v,(0,x)=%0(x); t=0 x0Q,. (2.11)

Okrajové podminky
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v (t, x) = (t, x); t0(0,T), xOr,,,

O-i(t’x):Tijnj =6,(t,x); tO(0T), xOr,,. (2.12)

Zde 1; je tenzor napjatosti kapalinyg, je disip&ni cast tenzoru napjatosti (tenzor
tteni),V; je tenzor rychlosti deformacerg jsou slozky vektoru w)Si normaly hranicéQ, .
V takto formulovane Uloze hydromechaniky jsou nezysi tenzor teni R, , tenzor rychlosti

deformaceV, ,
systému rovnic, dostaneme Navierovou - Stokesovownici. ReSenim Navierovy -
Stokesovy rovnice spaieé s rovnici kontinuity a p&teini, resp. okrajovou podminkou Ize

ziskat slozky vektoru rychlosti (xt) a tlak p(x,t).

slozky rychlostiv; a tlap p. Vyloucime-li tenzoryR, a 'V, z uvedeného

Jiz zmirknou ulohu interakce je jeStnutno dodefinovat podminkami na hranici
interakcel,,. Uvazované oblast®2, a Q, maji spolénou, volnou hranicil,, na které se

oh¢ interagujici kontinua stykaji a vzajetnge ovliviuji. Uvedené systémy obecnych rovnic
prouctni kapaliny a pohyb pruzného kontinua je tedy ¢&edtitno doplnit podminkami
prechodu (kontaktni podminky, resp. podminky vazla)hranicil,,. Na této hranici musi
byt tedy splgny podminky dotyku a stejné rychlosti a zrychlelmdw kontinui. Plati tedy

', (t, x)=2u ¢, ),
0, (t,x)=2v (t,x);,  tO(0,T), x0Ty, (2.13)
"0 (£, x)=2 (t, x),

Horni indexy 1, resp. 2 symbolicky vyjagi kontinuuml, resp. 2. Dale se soustava

interagujicich kontinui musi nachazet ve stavuvéiloovnovahy. Podminku rovnovahy na
hranici I, vyjadtime ve tvaru

1 2

ning =="r;n;, (2.14)

resp.
'o,(t,x)+20,(t,x)=0; tO(0,T), xOI,,. (2.15)

Znaménko minus v prvni rovnici j@éisledkem orientace vektoru normalyspol&né hranice
I, kontinui. Nyni jiz nizeme formulovatieSeni uvedeného problému interakce dvou
raznych kontimui.

Resit obecny problém interakce nestieiné kapaliny a pruznym kontinuem znamena
najit na oblastiQ, funkci u,(x,t) a na oblastiQ, funkce v,(x,t) a p(xt) takové, aby byl
splnen systém rovnic (2.1) az (2.5) resp. (2.6) az (Rdl3odasr¢, aby tyto hledané funkce
vyhovovaly kontaktnim podminkam (2.13) a (2.15).
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2.1 Zvolené metodyreSeni

Na matematick&eSeni uUloh interakce kontinui Ize obé&caplikovat dva zakladni
pristupy:
1. nesdruzena metodaSeni (tzv. ,uncoupled” metody, radenéreSeni),
2. sdruzena metod@Seni (tzv. ,coupled” metody, monolitickéSeni).

Nesdruzena metodasSeni uloh interakce je zaloZena riégdsivém, oddlenémieSeni
relativie samostatného pohybu jednotlivych kontinui (resffidavém teSeni soustavy
piislusnych diferencialnich rovnic) s tim, Ze na sfioé hranici obou kontinui dochazi k
vzajemnému ovliovani jejich pohybu. Vliv pohybu jednoho kontinua pohyb kontinua
druhého seip feSeni konkréthprojevi v aktualizaci okrajové podminky na hraniterakce
praw feSeného kontinua. Vzhledem k tomu, Ze terioak jednoho kontinua na druhé (ani
polohu spoléné hranice kontinui) ddpdu nezname, vyuziva se obvyklg aplikaci této
metodyieSeni iteréni postup.

Pri pouziti nesdruzené metodgseni je tedy nutné v kazdém kroku iterace:.apnit
sit kone&nych prvki na interagujicich kontinuich a opakovasestavovat #esit FisluSnou
soustavu rovnic. Na druhé stéamato metoda umaditije pouzit algorith feSeni, resp.
programové vybaveni, samostatného pohybu jednotiivigontinui, které jsou relati¢n
jednoduché a znamé.

Sdruzend metod#&esSeni Uloh interakce je zaloZena nacasuémieSeni soustavy
vSech rovnic popisujicich vlastnosti obou kontiraaiz zn&n¢ komplikuje algoritmugeseni.
Ani pii aplikaci této metody se nevyhneme iterianu postupu a navic tato metoda je
podstaté naranéjSi na formulaci problému, na rychlost a kapacitgiface. Na druhou
stranu je nutno uveést, Ze podle literatury tatoodatdava fesrgjsi vysledky.

Tyto dw zakladni metody interakce |2eSit aplikaci iznych matematickych postip
V této praci je jako zakladni metoda slabé formeild@doh interakce pouzita Galerkinova
metoda a nasledna numericka realizace je provguamaci metody korimych prviki (MKP)
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3. Modelova uloha nesdruzené metody

V kapitole 2.1 byly zmigny dw metody feSeni interakce kontinui. Néjde se
zantiime nafteSeni interakce pruznéhéldgsa s kapalinou pomoci nesdruzené metody.
Budemetesit jednoduchy modelovyfiilad, ktery gedstavuje laminarni izotermické pomalé
proucni Newtonovy kapaliny ve vodorovném kandlu s pevnyg®nami a s pruznou
piepazkou uprostd kanalu. Vypoet byl proveden v bezrozimém tvaru se zvolenymi
charakteristikami: vySka hladimy =1, vySka gepazky h =05, délka kanalul =10, Sitka
prepazky I, = 01, rychlost na sn¢ u, =0, Reynoldsovocislo Re= 002, vstupni tlak
P« =1000, vystupni tlak P, =0. NumerickéieSeni prou¢hi uvedené kapaliny bylo jiz

feSeno v rdmci bakatské prace [1] a pro modelovaniepsareni pruzné fekazky byl potom
aplikovan model rovinné deformace pruznétieda [1]. Uloha hydromechaniky je popsana
nasledujici soustavou rovnic s okrajovymi podminkam

Navierova-Stokesova rovnice
@:Iui ﬂ : xdQ, (31)
0X; 0x; | 0x,
rovnici kontinuity
No_o xpe. (3.2)
0X;
Okrajové podminky

v,(X) =V (x);  x00Q,

rn; =4,(x); x00Q, (3-3)

Pro odvozeni slabéhteSeni této ulohy hydromechaniky aplikujeme Galarkin
metodu. Zavedené testovaci funkdea &, které jsou definovany na uzfiu oblasti Q a
sphuji dané okrajové podminky. Vychozi integralni itisnGalerkinovy metody maji potom

tvar
op 0 | dv,
— = U—| —= ||lov,dx =0, 3.4
J.Q{a& ”ax,. [axj ﬂ ' (34)
v, —

Aplikaci Greenovy ¥ty nacleny v hranaté zavorce vztahu (3.4) ziskdme vysiedar, ktery
definuje slabéeSeni dané ulohy
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oV, 0oV, ooV, -
— " dx—| p—dx=| & ovdx 3.6
20x; OX, -[Qp 0, -[’Qz o (50

ov
—pdx=0. 3.7
ook P (3.7)
Poznamenejme, Zdipipraw pravé strany vztahu (3.6) byla pouzita okrajovdrpimka (3.3).

Po odvozeni slabéhéeSeni uvazované ulohy praud Newtonovy kapaliny
pristoupime Kk jeji numerické realizaci. Vzhledem ktg Ze budemeéeSit pouze rovinné
prouckni kapaliny, tak prostorovou diskretizaci problémptovedeme pomoci rovinnych
kapalinovych konénych prvki typu ,étverec* s vyuzitim izoparametrického konceptu.
S ohledem na platnost BabuSkovy-Brezziho podmiblkigleme rozloZeni rychlosti na prvku
aproximovat polynomem druhého stémnrozlozeni tlaku potom polynomem stagrvniho
[2]. Aplikaci transformanich vztali vyjadiime parcialni derivace sloZek vektoru rychlosti a
tlaku podle globalnich saadnic, které se vyskytuji v integralnich identitablizeme psat

ou_ Hu, ou_ Hlu, —=H]v, —=H]yv,
ox oy Y oox T ey 7 (3.8)

A=A'H, =&N"H, P=P'N.
Integralni identity rozepiSeme prpj =12. Ziskame takit skalarni rovnice, které zapiSeme
pomoci transformaich vztali (3.8) v maticovém tvaru [1]
puf(HH] +H,HT S |u —[[Q HXNTdS]p =f,,
Q

,ui(HXHI +H HT)ds v—[[QHyNTds]p=fv, (3.9)

:[Q NHIdS]u + [[Q NH;d_S]v =0.

Tyto tfi skalarni rovnice popisuji Ulohu protrd kapaliny na arovni jednoho kotreéého
kapalinového prvku. Symboly, v vyjadtuji vektory rychlosti,p je tlak, N jsou linearni
izoparametricke funkce Hl,,H jsou derivace kvadraticke izoparametrické funktepodle

prostorovych sotadnic.

V kapitole 2 je obech popsana problematika elastodynamiky. V této Ulsee
omezime pouze na problematiku elastostatiky a pmtgpodminky rovnovahy (2.1)
vynechame setréaé &inky a rychlostni p&ateini podminku (2.4) . Neznamé v této uloze
jsou slozky vektoru deformace, a slozky tenzoru n&fi 7. Pro odvozeni slabéh@seni

této ulohy elastostatiky aplikujeme Galerkinovu oget Zavedeme testovaci funkee, a
or.

ij1
2.1), sphuji dané okrajové podminky a jsou alesdx derivovatelné. Pro zavedené testovaci
funkce dale plati

které jsou definovany na uzéu oblasti Q, =Q, 10Q,, kde 0Q, =I,, OT,, (obr.
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g, =0, x0Or,,

3.10
or; =0; x0Or,,. (3.10)
Vychozi integralni identita Galerkinovy metody p@tom tvar
or. ou.
1] [ —
ﬂa_xj*-pfi}djidwri[a_xj qjjdrijdx+a£2( T; nj)dde 0. (3.11)
V rovnici (3.11) dale uvdzime podminku kompatililte tvaru
ou,
— 1 —a =0 3.12
ox. € (3.12)
Rovnici (3.11) tedy iizeme pepsat do tvaru
ar”
[ A aydx+ [ (6 -0y Judx =0 (3.13)
Q I
Na prvni¢len v hranaté zavorce (3.13) aplikujeme Greenafu.\Dostaneme
ar; _
—taydx= [r;ndy dx—jr”@dx (3.14)
0X i 0Q=00Q,00Q, an

Dosazenim vztahu (3.14) do rovnice (3.13) a s wazgpodminky (3.10) ziskame slabé
feSeni Ulohy elastostatiky ve tvaru

—jr,, 'dx+jpfa‘udx+ jaaudx 0 (3.15)
09,

Do rovnice (3.15) dale zavedeme Héwvkzakon (2.2), Caucliy tenzor getvaeni (2.3) a
zanedbame objemové sily. Po zavedeéohtb Gprav mizeme rovnici (3.15) vyjatt pro
rovinny pipad. Dostaneme dvovnice ve tvaru

I{adj /‘(@’f@jﬂﬂ— +0@(@+ﬂj}dsz Ja.o,ds,
S aQ

0x ox oy 0x oy (dy 0x
(3.16)
I{adj A(au av] 2,7_ +,76d1(0u av]}ds_ [a,6,0s
5 0x ox oy oy (dy 0x x,

Po odvozeni slabéhdeSeni uvazované Uulohy elastostatikyispupime K jeji
numerické realizaci. Vzhledem ktomu, Ze budefasit pouze rovinnou deformaci, tak
prostorovou diskretizaci problému provedeme ponmmasinnych konénych prviki typu
~ctverec” s vyuzitim izoparametrického konceptu. R@ehi posufr na prvku budeme
aproximovat polynomem prvniho stupf2]. Aplikaci transformanich vztati vyjadiime
parcialni derivace sloZzek vektoru rychlosti a tlagodle globalnich sd@adnic, které se
vyskytuji v integralnich identitach. dZeme psat
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a—”:Nlu, NN, @:va, NNy,
ox ay 7 ox ay
AU=A'N, ¥=&'N, d =aA"N, & =NN, (3.17)
@:@TNX, @:&TNX, @:djTN : @:&TN :
ox ox oy Uooy Y

Dosazenim transformiaich vztali (3.17) do soustavy (3.16) ziskame

J{NL (N + 2/7N1)+/7NYN;}dS}u " D{NX/]N; +N,N1JdS|v = [No,ds,
- > 4 (3.18)

[N NI +/7NXN;}dS}u +[I{NY(AN; ' 2/7N;)+/7NXN1}ds_v = [N,o,ds,

| Se Se 09,

Tyto dw skalarni rovnice popisuji Ulohu elastostatiky neovai jednoho koné&ného
kapalinového prvku. Symbolyu,v vyjadtuji vektory posunuti, N jsou linearni

izoparametricke funkce &, N, jsou jejich derivace podle prostorovych &mnic. A a7
jsou Laméovy koeficienty.

Numerické reSeni pohybu obou interagujicich kontinui bylo pasno metodou
konegnych prvki, vlastni algoritmusieSeni bylteSen v prosedi interpretu MATLAB.
Vzhledem k pomalym z#mam v systému kapalingktso byl problém interakc&Sen jako
staticky problém. Nejdve byl feSen problém progdi kapaliny s ,tuhou” pekézkou
v kanale. DalSi krok fiedstavujereSeni petvareni ,pruzné” pekazky zatizené tlakem, ktery
byl vypacten v gedchozim kroku v ramci proadi kapaliny. Deformaceipkazky vyvola
zmenu oblasti, na které byléeSeno prouthi, a tudizieSeni proughi kapaliny je nutno
opravit. Takto iterujeme, tj. §tlaw reSime pohyb kapaliny agivareni gepazky, tak dlouho
az je spldna podminka naipsnostieSeni. Ukazuje se, Ze rozhodujicim faktorem itejace
rozloZeni tlaku, a tedy vyget byl zastavenipsplréni piesnosti tlaku (rozdil tlakve dvou
po sok jdoucich krocich je menSi neZepepsana hodnota). Vy& pongrné rychle
konvergoval, péet iteraci byl 7. Dosazené numerické vysledky jspracovany graficky na
nasledujicich obrazcich.

Na obr. 3.1 je znazogno rozlozeni tlaku podél kanalu véedh urovnich (fed
piekazkou, nad fiekazkou a za ipkazkou). Na obr. 3.2 je uvedeno grafické zna&adrn
deformace pruznéippazky ¥etrg sit kon&nych prvki. Zde je nutno podotknout, Ze
skute&né hodnoty deformaci jsou malé a aby vykreslenordedci bylo fetelné, jsou tyto
hodnoty desetkrat 2t8eny. Na obr. 3.3 je potom uvedeno grafické zn&ndrrychlostniho
pole proudni kapaliny. Z uvedenych grafickych zndzémhje patrny vliv interakce kapaliny
s pruznym dlesem na rozloZeni tlaku a rychlosti v kanale gpfevareni pruznéhogétesa.
Daleko od pekazky je #ejme¢ podstatna slozka vektoru rychlosti veésmosy x, v blizkém
okoli prekazky vSak nabyva velkého vyznamu také sloZzkalogtihve sndru osy 'y .
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4. Vyhodnoceni sil v kontaktu kolenniho kloubu

V bakal&ské praci [1] jsem se zabyval matematickym modekedenniho kloubu.
CilemteSeni tohoto problému byloditrrozlozeni slozek vektoru rychlosy (i =12) a tlak
p v synoviélni kapalida ve fyzikdlnim modelu, ktery je t¥en pevnou podloZzkou a
pohyblivym rotujicim valcem (obr. 4.1). Pohyb kdpglje popsan Navierovou-Stokesovou
rovnici, rovnici kontinuity s okrajovymi podminkani®odrobgjSi popis proudhi tekutiny je
popsan v kapitole 3. Pro popis deformace pruznétheevze odvodit vztah, ktery vychazi ze
zatizeni pruzného poloprostoru os#on silou. Plati

o F v F(l—vz)’ @)
476G I TEr

kde w je deformace vyvolana osélau silou F v mis€ | uvniti pruzného poloprostoru, resp.

ve vzdalenostr na povrchu uvaZzovaného poloprosto®i.je zde modul pruznosti ve smyku,

E je Youndiv modul pruznosti & je Poissonova konstanta materidlu. Vysledny vpiah

vypaet tlougky h(x,t) mazaciho filmu tedy vyj&tme vztahem

+—2+—DJ p(é t)[l]nz—bd
2R 7E T x=¢]

—a
kde E znai ndhradni modul pruznosti definovany vztahem

1_1(1-v;  1-u; 4.3)
E 2 E E, '

h(x,t) = hy(t) ¢, (4.2)

a pro nahradni poloénvélce R potom plati

R R R

Podrobny postupieSeni a dosaZzené numerické vysledky jsou podroppracovany
v bakal&ské praci. Vyhodnocenim tlakového pole v synovidapalire jsme déle ziskali
zavislost silyF prendSené kapalinou (zatiZeni kloubu) na uhlové ogtht. a zavislost této
sily na vzdalenosth, nahradniho valce (obr. 4.2).
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Obr. 4.1. Rovinny model kolenniho kloubu

V zawru bakaléské prace je potom kstatovano, Ze na zakladznalosti &chtc zavislosti
muzeme ziskat tuhostni a tlumici charakteristiky nhod@lenniho kloubu. V této kapito
nyni uvedemeislusny algoritmus tohoto vyptu.

w10t Zavislost sily na hQ Zavislost sfly na dhlové rychlosti
e EaGGRE L COTE e S REACEETITEELCLRPRRPREE 11000
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Obr. 4.2. Silové pongry v kontaktu modelu kolenniho klou

Vyjdeme tedy z vysledkbakaldské prace, které ou graficky znazorné na obr. .2, kde
jsou uvedeny pmibéhy vysledné silyF v zavislosti na Uhlové rychlostitfipkonstantnirn
parametruh, (obr. vpravo) a pitbéhy sily F na parametrih, pii konstantr thlové rychlosti

N 1

(obr. vlevo). Zavislosti vysledné si F[Nm‘l] v kontaktu vysSich kinematickych dvojic (d:
VKD) jsou obec# nelineérni a zavisi na konkrétnich notachh, av. Vzhledem k tomu, Z
nas zajimaji aiezité jsou tuhostni a tlumici charakteristiky VKikoli jistého pracovnih
bodu (silaF pro jistév a ﬁo), miazeme siluF v okoli tohoto pracovniho boduiplizné
vyjadiit linearni aproximaci ve tvaru (Tayfor rozvoj v okoli pracovniho bod
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F(v,h,)= F(V,ﬁo)+(a—|:j (v=7) (4.5)

oh, ).

b-RM(5),

Z fyzikalniho rozboru tohoto rozvoje vyplyva, Zeridace (Z—;j‘ zitejm¢ charakterizuje

tuhostni parametry VKD a derivaéeaij potom charakterizuje tlumictiinky VKD.

ov

P

4.1 Urcéeni vysledné tuhosti

Uréeni vysledné tuhosti VKD vychazi ze zavislosti silg vzdalenostih, pro

zvolenou rychlostv = konst. (obr. 4.2, vlevo). Tuto zavislost ttheme dobe vystihnout
aproximaci hyperbolickou funkci, tj. volime regrekiivku obecr ve tvaru polynomu n-tého
stupre. Plati

_ a . a,

F=g,+=+—5+...+——. (4.1.1)
h, by hg

Pro konkrétni vypeéet volimen=2 a metodou nejmensiciveral uréime koeficientya, pro

i =12 a jednotlivé zavislosti sil z (obr. 4.2) aproxiramje pomoci (4.1.1). Pro jednotlivé sily

dostaneme

_ a; |, A,
F-%;*ﬁ*% proa,
(4.1.2)
4+ B
F=a, + +— proa,,
“h R

kde index k znasi poset zavislosti F(h)) pro v=konst. Vzhledem k tomu, Ze mame

skut&nou silu F prenaSenou modelem, takizeme z funkceF (ho) urcit pracovni bodh,.
Ze vztali (4.1.2) dale ufime jednotkové tuhosti kontaktu VKD (tuhost vztagena
jednotkovou &ku VKD, k, [Nm‘zl) jako funkci h,. Plati

K, :(G_FJ :(EJ _ (4.1.3)
oh, )L ah ).

Tato zavislost je zndzo¥na na (obr. 4.1.1). Pro zndmou hodnotu pracovnibau bh,
muzeme potom z uvedeného grafditi(¢éi numericky napditat) odpovidajici pracovni tuhost
k; . Vyslednou tuhost VKD v pracovnim bbgotom vypéteme ze vztahu

Koo = k. b, (4.1.4)

kdeb je Stka ak; je jednotkova tuhost VKD v pracovnim kiogbr. 4.1.1).
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h, hy
Obr. 4.1.1. Tuhostni charakteristika kontaktu VKD

4.2 Uréeni vysledného tlumeni

Uréeni vysledného tlumeni VKD vychazi ze zavislosty sF(v) na rychlosti v

(rychlost giblizovani valce k podloZzce) pro zvolenou vzdéletnd)%:konst. (obr. 4.2,

vpravo). Tuto zavislost iZeme doke vystihnout aproximaci parabolickou funkci tj. nesni
kiivka je polynom n-tého stugnObecr plati

F=a,+av+aVv +...+aVv" (4.2.1)
Konkrétni vypd@et je proveden afp pro n=2. Metodou nejmenSickétverar urcime

koeficienty a proi=212 a jednotlivé zavislosti sil (obr. 4.2, vpravo) apimujeme pomoci
vztahu (4.2.1). Pro jednotlivé sily plati

F=a,, +a,v+a,Vv’ prohy,
: (4.2.2)
F=a, +a,Vv+ az,kV2 pro hyy.

kde indexk znai poset zavislostiF (v) pro h, =konst. Z téchto vztali ziskame zavislost

b=f(h,) tumeni ve VKD, nebt pro jednotkové tlumenb, [Nsm‘ZJ (tlumeni vztazené na
jednotkovou &ku VKD) plati

b =(5_Fj :(EJ | (4.2.3)
ov R Av R

Derivaci funkce (4.2.2) podle definice (4.2.3) Zisie
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bl = al,l +2a2,lv pro hO,l’

: : : : (4.2.4)
b =a, +2a,v proh,.

Tyto vztahy vyjaduji zavislost tlumenib, na rychlostiv tedy b, = f(v). Pro ziskani

zavislosti tlumenib, na vzdalenostih, rovnice (4.2.4) wislime pro danou rychlost a

vyhodnoceniméchto zavislosti ziskame funkdy = f(h,) ve forms diskrétnich bod. Tuto

zavislost opt proloZzime regresnifiwkou podle (4.1.1) (hyperbolicka funkce). Aplikaci
metody nejmensSichitveral vycislime koeficienty & pro i=12 a ziskame zavislost

b = f(ho) (tlumeni vztazené na jednotkovouksi VKD) pro zvolenou rychlostv (obr.

4.2.1). Pro znamou hodnotu pracovniho bdﬁi,u vyhodnotime jednotkové tlumerll, a
vysledné tlumeni VKD vypgieme ze vztahu

by = b} [b. (4.2.5)

Zde b je stka ab, je jednotkové tlumeni v pracovnim odKD (obr. 4.2.1).

by

byt oo

Bt

Obr. 4.2.1. Tlumici charakteristika kontaktu VKD

4.3 Numerické vysledky tuhostnich a tlumicich charakteistik

Uvedme nyni souhrnh numerické vysledky, které charakterizuji tuhosanflumici
charakteristiky modelu kolenniho kloubu. Tyto z&ss byly ziskany pomoci vyse
uvedeného algoritmu, ktery se opira o znalost éilp&vislostiF na rychlosti piblizovani

vélce k podloZcev a na vzdalenosti,, tak jak je zndzormno na obr. 3.1 a obr. 3.2.
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° Tuhostni charakteristiky

x 10
45 T T T T T T ' '

i i i i i i — k(h0) pro v=0.03 [m/s]
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Obr. 4.3.1. Tuhostni charakteristiky kontaktu VKD

x 10% Tlumici charakteristiky
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H H H H | — k(h0) pro v=0.03 [m/s]
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b(h0) [kg/s]

Obr. 4.3.2. Tlumici charakteristiky kontaktu VKD

Na (obr. 4.3.1) a (obr. 4.3.2) jsou graficky zn&@ay tuhostni a tlumici charakteristiky
kontaktu modelu kolenniho kloubu (s uvaZovanititopnnosti synovialni kapaliny) v
zavislosti na vzdalenosti,. Charakteristiky jsou pak déle vyj&y pro fizné rychlostiv

(obr. 4.12).
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5. EHD kontakt s uvazovanimdrsnosti povrchu

V bakal&ské praci byl feSen problém kontaktu lidském kolennim kloub
suvazovanim gtomnosti synovialni kapaliny a z&bové plochy kontaktu byly uvazoval
jako dokonale hladké (obetntedy kontakt VKD uvazZovanim fitomnosti maziv:
shladkymi povrchy zabirajicichéles). Vtéto kapitole se zaime na ieSeni VKD
suvaZzovanim ftomnosti maziva a navic budeme respektovat (ateq@dlizng) vliv
drsnosti povrch spoluzabirajicich ploch na vlastnosti tlakovéhdepe mazivu [9], [10].
Zakladni charakteristiky uvedeného problénou graficky znazorné na obr. .1.

Pri feSeni pijmeme nasledujicitedpoklady:
* Reynoldsova teorie proudi kapalin [4].
 Pomalé (plizivé) proushi kapaliny mezi té& rovnolEznymi plochami, které s
vzajemmt pohybuiji a jejichZ vzdaleno H (x) je mala.
» SlozZka rychlosti ve s#mu osy y je zanedbatelnaii rychlosti ve smiru osy x
» KvazistatickéeSeni problémnr

Obr. 4.1. Model kontaktu VKD s drsnosti povrchu

V kontaktu plochvKD budeme obe@nuvazovat laminarni stacionarni a izotermi
prouckni stla&itelné Newtonowy kapaliny. Vzhledem k pomalému proddi miZzeme v
Navierow-Stokeso¥ rovnici zanedbat konvektivnilen, ¢asovou derivaci rychlosti a
zanedbame #mné objemové sily.Za uvedenych igdpoklad ma Navierov-Stokesova
rovnice tvar

do_0(, u
dx odyl oy

a rovnice kontinuitypro rovinny gipad proudni ma tvar

op , 3(pu) , 3(ev) _ (5.2)
ot 0x ay

(5.1)
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Dale gedpokladejme, Ze obetplati nasledujici zavislosti:
n=n(T,p), p=p(x)
p=p(T.p), T=T(xt) (5.3)

Na zéklad téchto gredpoklad tedy také vyplyva, Ze platf =7(x,t) a o = p(x.t).

Okrajové podminky prouahi kapaliny v kanale VKD maji tvar
u=U, av=V, proH =H,(x)

u=U, av=V, proH =H,(x). (5.4)

V téchto vztazichp zn&i tlak, u rychlost ve sréru osy x, v rychlost ve si¥u osy y, 77 je
dynamicka viskozita kapaliny,o je mérna hmotnost (hustota) kapaliny, je teplota
kapaliny,t je cas, xay jsou prostorove sdadnice kontinualJ, aV, pro i =12 jsou slozky
rychlosti bodi zabirajicich valt a H,(x,t) a H,(xt) jsou rovnice tvaru zabirajicich vélc
vcetns jejich drsnosti.

Rovnici (5.1) dvakréat zintegrujeme a s ohledem iralpokladané zavislosti (5.3) dostaneme

u= i@y +CX+C,. (5.5)

2n dx

Integrani konstanty ufime z okrajovych podminek (5.4). Dostaneme

:U1—U 1dp(H +H )

' H,-H,
C2:U1 1 dp 1 U U Hl 1 dp(H +H )H
2/7d H,-H, 2n dx (5.6)

Dosazeniméchto konstant do rovnice (5.5) dostavame zakladtdh/pro rozlozeni rychlosti
u(y) v mazivu. Plati

u,-u,

u(y) = ldp[y H+H)+HH]+ h

217 dx

Mezerou mezi bodyM, a M, ploch VKD proté&€e ve sniru osy x mnozstvi kapalinyQ,.

2 (y-H,)+U,. (5.7)

S ohledem na vztah (5.7) plati

"o 1 dp| H,-H 1
QX:£1pm( y___dp{—z —Z(H;—Hf)[ﬂH1+H2)+(H2—Hl)HlH2 +
U.-U HZ_H2
+ i_ 22{ 22 . —Hl(HZ—Hl)}HJl(HZ—Hl).

(5.8)

Po Upra¥ obdrzime
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U, +u (H, - 1) cb

=p—Lt—2(H,-H,)- : 5.9
Q= p=—=2(H, ~H))-p o (5.9)
Nyni zintegrujeme rovnici kontinuity (5.2) v meziod H, do H,. Ziejme plati
0p . '#a(ou)
—dy+ | ——"dy+ d 0. 5.10
j A Hj W j y = (5.10)

Tento vztah upravime s vyuZitim derivace integgdparametrem, pro ktery obegoiati [8]

H,(xt)
oF (x,t) ly
0X

:i - aHZ % 11
ande F(x,H,,t) ™ +F(x,H,,t) e (5.11)

Hl(x!t)

S vyuzitim vztahu (5.11) fikeme nyni jednotlivé integraly rovnice (5.10) vyjéde tvaru

0P oH, _
jat i
oH oH 0p
=—|plH, - 2 —Lt=(H,-H,)=*,
at[p( ) St = (H - H) 512
Hza(w) d H,
" = IdJ 2 +w
,_J,; ox 0X,;[ ? '
- Q —,0U2 pUl
(5.13)

Zapis prvnihoclenu na praveé stranvztahu (5.13) vyplyva z definice {ocného mnozstvi
(5.8). Posledni integral vztahu (5.10) ma potom tva

j—dy oV, -V,). (5.14)

Integralni zapis rovnice kontinuity (5.10)i#eme s ohledem na vztahy (5.12), (5.13), (5.14)
zapsat ve tvaru

0Q oH, oH, j 0p _
—=X 4 - - - H,-H =0. 5.15
2 ,o( H J p( A (H,-H,) %2 (5.15)

Nyni dosadime gitocné mnozstvi (5.9) do vztahu (5.15) a upravime. pavach ziskame
tzv. modifikovanou Reynoldsovu rovnici ve tvaru

o AL B2 [0, w0, Yo,

ou ou 0
+12{p( 1 axl_ 1j_p(uza_xz_vzﬂ+lz(Hz_H1)a_€-
(5.16)

Slozky rychlostiV, aV, bodi M, a M, ziskame derivaci funkdil,(x,t) a H,(xt). Plati
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dH, _0H, , 0H, 9x _oH,
d ot ox ot ot
dH, _0H, , 0H, ax _0H,

V., = =
2t ot  9x ot ot

(5.17)

+V,. (5.18)

ZdeV, aV, se oznauji jako virtualni rychlosti ve siému osy y . Dosazenim rychlosti (5.17)

a (5.18) do vztahu (5.16) dostaneme vyslednou Rdgaeu rovnici, ktera jiz respektuje
skuteny tvar spoluzabirajicich ploch. Tato rovnice mertv

9| p(H,-H,) dp|_ R
7 AL -6, 0., 1) 2

o, +U OH,  oH
+6:0(H2_H1) ( 16; 2)+6,0(U1—U2)( 0X1+ axzj"'

. R 0
12 -V, |+12—|plH, —H.)|
+ ,0(\/2 1 )+ ot [:0( 2 1)] (5.19)

Zde je nutno jestpodotknout, Ze vysledna rychladt +V, prot = konst. musi leZet na teé

ke kivce H,(x,t) a podobi vysledna rychlosti, +V, leZi na téns ke Kivce H,(x,t). Ze
vztahi (5.17) a (5.18) tedy vyplyva

Vl*:Ul%,

a;‘ (5.20)
V, =U, 2.
2 2 6X

Pri praktické aplikaci EHD teorie n#@eSeni kontaktu VKD s mazivem sdegpoklada
kvazistatickéreSeni feSime tedy pra = konst.), a proto Hl(x) aH 2(x) bereme pouze jako
funkce promdnné x a pedpokladame, Ze tyto funkce zname.Dale v kazdémé bod
spoluzabirajicich povréhobec zname rychlostU,, V,, U,, V,, které jsou tak&asow

nezavislé. Obeenmizeme psat, ze plati, =U,, V, =V, , U, =U,,V, =V,.

Nyni zavedeme dwvnové funkceh, (x) a h,(x), které definuji geometrické misto kiod
a které vykazuji sedni rychlosti bod na povrSichdes 1 a 2 (obalka badse stedni
rychlosti nadlesu 1 a 2). S ohledem n&eppokladané malé amplitudy drsnosti povr¢ls,

uvazujeme malé, obr. 5.2), tyto funkce praktickyanji polohu bod na tuhych, hladkych
véalcich (zanedbame tedy rozdil rychlosti mezi badgs 1 a 2 na ,drsnych” a ,hladkych”
valcich).
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h(x)—hladky valec

skuteCny tvar
valce

h(x)

. 2
0 X X

Obr. 5.2. Drsnost valce

V souladu se vztahem (5.283vedeme na &chto obalkach rychlost, a v,, pro které plati
(obr. 5.2)

LY on,
ox ' ox
S ohledem na ipdchozi zasry zavedeme dalSi praktickéigolpoklady, které budc
uvazovany v nasledujicich vygtech. Zejm¢ mizeme pedpokladat

p=konst., u=u(y), t=konst, T=T(x), p= p(x), 77 = konst. (5.22)

VAT V, =V, =U—2 (5.21)

Skute&ny tvar povrcli valal (s uvaZzovanim drsnosti)itheme potom vyjéit ve tvaru

H,(x)=hy(x)+£,(x)

H, (x)= () + £,(x) 5.23)
Dale upravime rovnici (89), kter4 s ohledem nagdpoklady (822) pgejde na tva

9 | (H,—H,)’ dp

—| = 6lU, -U +12 5.24

| RGOSR e A (.20

V této rovnici dalezohlednim vztahy (5.21) a (5.23) a ozfime h(x) = h,(x) - h,(x) . Rovnici
(5.24) mizeme potonwintegrovat a dostaneme (poloX, odpovida tlougka h, a obecné
poloze x odpovida tlougka h):

dp \h+/1(£1+£2) ho: h-h, & té&
=7l )= 6f7(u1+u2){(h+€)3+A(h+£)3}- (5.25)
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V této rovnici parametrd = %ou je skluzovy pordr a £=¢,-¢, je parametr drsnosti
u1+u2

povrchu. Pimym feSenim rovnice (5.25) iieme ziskat rozloZeni tlaku v mazacim filmiu p
respektovani drsnosti povrchu spoluzabirajicichivaksp. realné VKD.

RozlozZeni tlaku v mazacim filmuibeme ale také ziskat jinymigobem, a to tehdy,
pokud mame jiz vieSen pitbeh tlaku p(x) pro dokonale hladké valce (jeden z vysledk

feSeni VKD v bakai&ké praci [1]). Rozborem rovnice (5.25) vidime,t@® rovnice v sob
skryva dva moznéifpady EHD kontaktu, a to jednak kontakt wak uvazovanintistého
valeni a jednak kontakt vadis prokluzem.

5.1 Cisté valeni

Pti feSeni EHD kontaktu &istym valenim valg je Zejmé skluzovy pondr A=0 a
rovnice (5.25) ma potom tvar

dp _ h-h, _ h-h, e’
&—6/7(U1+U2)m—[M(U1+U2)T}|:l+ﬁ} . (5.1.1)

Srovnanim s Reynoldsovou rovnici vidime, Ze prwiahhta zavorka na pravé staovnice

(5.1.1) je prava strana klasické Reynoldsovy roemiro dokonale hladké vélce.akeme
tedy tuto zavorku ozré jako % (odpovida rovnici (5.25), ve které polozinze=0,
X

& =0 pro i=12). Druhou zavorku na pravé stean5.1.1) potom rozvineme do

Maclaurinovyrady a pedpokladame, ze pcﬁm% je malécislo ve srovnani s 1 (te%y«l).

-3
Zrejme prvnich gt ¢lena rozvoje funkce(1+%j ma tvar

(1+£J_3:1—3£+6(£J —1C{EJ +15(5j. (5.1.2)
h h \h h h

Vzhledem Kk platnosti, Zes<<h muZzeme ¢leny druhého a vySSihaadu rozvoje
zanedbat,jakozto veiny malé druhéhdadu, a rovnice (5.1.1)gjde na tvar

dp :%[1_35} (5.1.3)
dx dx h

Integraci rovnice (5.1.3) ziskame rozloZeni tlaku zakéru valai s uvaZzovanim drsnosti
povrchu. Integral vyjddme ve tvaru

p(x) = Py (x) - 3] Iy Dg—dx Py (%) + 2p(x). (311

Pro zname rozlozeni tlakp,, (x) a znalosti tlou&y mazaciho filmuh(x) v zakgru dokonale
hladkych valé a pro znamou funkci drsnosfx) mizeme ze vztahu (5.1.4)difr rozloZeni
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tlaku p(x)vmazivu s uvaZovanim mosti valé VKD. Pro ugeni vysledného tlak
potiebujeme tedy jeSturcit prirastek tlakuAp(x).

Druhy ¢len pravé strany rovnice .1.4) Ap(x), tedy naznéery integral, nizeme
vypcocitat numerickou integraci bod po bodj. pro kazdy jeden bod zé&t zvla¥ (obr.

5.1.1). Vyjdeme z fedpokladu, Ze pro &ité x=x zname hodno% , h(x)|xzyq,

X | ex

e(x).,., -

&(X)

N
Y - -
\
/

Obr. 5.1.1. Parametr drsnosti realnych powviickalal

Prispivek Ap(x) v rozloZeni tlak (5.1.4) pro dany bo& = x. miZzemepotor vyjadit

d d
Xx)g_3j‘ phlﬁf1 =3 phl| E‘(X)'

i . 5.15
™ i |H Ih (x)( [AX ( )

X=X X=X

5.2 Zabér VKD s prokluzem

Pri feSeni EHDkontaktt valal s prokluzem vyjdeme @pz rovnice 5.25), kde oproti
Cistému valenije nyni nutno uvazovat skluzovy paran A nenulovy A#0). S vyuzitim
vztahi (5.1.2), (5.1.3) méovnice 5.25) nyni tvar

@:dpm _ L \éaTéE
- dx[ }+6f7(u u,)t—-2 3 [1 Bh} (5.2.1)

Vztah (5.2.1) ot zintegrujeme a s ohledem vztah (5.1.4mtZzeme vyslednéeSeni zaps:
tvaru

p(x) = py, (x)+ Ap(x)+ 6(u, ~u,)[ 7(x) > - 2,(x ){1—3‘;8%. (5.2.2)
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Prvni dvacleny na pravé strantohoto vztahu jiz zname &iplusny integral ve vztahu (5.2.2)
opét mizeme wit numerickou integraci bod po bodu v Zédvé oblasti spoluzabirajicich
valai VKD.

5.3 Rozlozeni teploty v mazaci vrst¥

Jako vedlejSi velinu, kterou niZzeme v mazaci vrsivkontaktu dvou dles snadno
ziskat, je piblizné rozloZeni teplotyi v mazivu. Dosazeny vysledek je sarfgja poplatny
diive uvedenym jedpokladm feSeni kontaktu VKD s uvaZzovanim mazivai BeSeni
vyjdeme z obecné energetické rovnice v proudiaitiek Plati [9], [10]

2

DT pDp_ a[ aTj ,(GV,-]

ple,—-——"=—|A—|+7| = | +27V,V,. (5.3.1)
Dt p Dt ay | oy, dy, a

Zde D/Dt vyjadiuje materidlovou derivaci ifslusné velliny, ¢, je meErné teplo p
konstantnim objemuwy; je tenzor rychlosti deformace, je druha viskozita kapaliny @ je
hledana teplota v kapatin

S ohledem naipdpoklady (5.22) ifejde energeticka rovnice (5.3.Fepmeé na tvar

2 2
pmzvma—-r:/ld12-+ ou . (5.3.2)
ox dx oy
Tuto rovnici nyni zderivujeme podle prostorové psomé y . Dostaneme
2
o, T (U= pp0u gy (5.3.3)

" ox oy dy oy*

. o . . au . . . .
Protoze dle fedpoklad reSeni plati, ze denvacs—# Oje nenulova, tak izeme rovnici
y

(5.3.3) touto derivaci vyt a ziskame

ou_ple, 4T

— . 5.34

ay> 27 dx ( )
Pripomeneme-li, Ze pohybova rovnice (5.1) ma pro emédedpoklady tvar

dp __d%u

L opZ - 5.35

dx d ay* ( )

tak mizeme vztah (5.3.4) dosadit do rovnice (5.3.5). &&sbu integraci ziskame vztah pro
rozlozeni teploty v mazaci vrgtkontaktu dvoudes ve tvaru

_ 2
T(x) =T, + o p(x), (5.3.6)

kde T, je teplota kapaliny na vstupu do kanalu.
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Tim mame vyeSeno rozlozeni teploty v mazacim filmu VKD a jejmé, Ze tato funkce
.Kopiruje“ rozloZeni tlaku v kapalin

5.4 Numerické vysledky kontaktu s uvazovanim drsnosti

Nyni uvedeme souhrinnumerické vysledkyeSeni kontaktu VKD s uvazovanim
drsnosti povrchu spoluzabirajicich ploch. Ulohardw jsemiesil, je dotyk tuhého vélce a
tuhé podlozky s uvaZzovanintifpmnosti mazaci tekutiny. Tato tekutinaize gredstavovat
mazaci film ozubenych kol, nebo také synovialnidtiegn pri modelovani kolenniho kloubu
(obr. 4.1). Vypdaet byl realizovan v interpretu MATLABgSeni bylo provedeno v zakladnich
jednotkach vSech veln. Zakladni vstupni parametry tedy jsou: rychlesatce u, = 0.3,
rychlost podlozkyu, =0, rozlozeni tlaku pro hladky valé€f;, polomsr valce R=0.1[m],
délka kanalul = 002[m ],dva gipady amplitudy zdrsmi &, = 0.000gm]a &, = 005[m] a
vzdalenosth, podlozky a valce. Pro zdr&m byla volena funkcey = Alsin(kx ,)kde A je
amplituda ak je frekvence. Vystupem této Ulohy jeieni rozlozeni tlakup ve stednicasti

mazaciho filmu uvaZovaného modelu. Vysledky jsouhodnoceny graficky a jsou
znazorgné na obr. 5.4.1.
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Tlak [Pa]

Tlak [Pa]

Tlak [Pa]

Na obr. 5.4.1 jsou zndzamy prib¢hy tlaki pro fi pfipady kontaktu VKD v tomto gadi
dal): hladky valec, valec s uvaZzovanim drsnosisté valeni), valec s uvazovanim
drsnosti (zabr s prokluzem). Pro ndzornost byla amplituda z¢hépro gipaddistého valeni
valcl volena &, = 005[m] a proieSeni VKD s prokluzem byl parametr drsnosti volen

£, =0.0008/m]. Z grafického znazogmi pribéhu tlaki téchto typr kontakfi VKD (obr.

5.4.1) je jas# vidét vliv drsnosti ploch na rozloZeni tlaku. Zhodnoicertohoto vysledku
muzeme zdraznit podstatny vliv integralnihfienu ve vztahu (5.1.2) na rozlozeni tlaku, ktery

(shora

Graf zavislosti tlaku na poloze (hladky valec)

8000 T I T | T i i
: : : : | — p uprostied kanalu

6000 g v ; i "
4000 ' : j
2000 f : f

0 : : :
200 i | | i | i i | |

-0.01 0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

X[m]

Graf zavislosti tlaku na poloze (Cisté valeni)

-0.002 0 0.002 0.004 0.006

X [m]

-0.004

-0.006

Graf zavislosti tlaku na poloze (zatéZ s prokluzem)

T T T
| — p uprostied kandlu

-0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Obr. 5.4.1.Rozlozeni tlak

jasre ukazuje rozdil weSeni EHD kontaktu s prokluzem vakcistého valeni vaic
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6. Sdruzena metoda

Druhym moznym fistupem kieSeni interakce kontinuiiznych fazi je aplikace
sdruzené metody (monoliticka metoda). Tato metadtaji bylo uvedeno v odstavci 2.1 je
zaloZzena na s@asném feSeni soustavy vSech rovnic popisujicich vlastnastou
interagujicich kontinui. Pro popis dané problematiavedeme tytoipdpokladyeSeni [6]:

0 rovinny problém,

0 pohyb ,tuhé” struktury vyvola malé zmy pohybu kapaliny a podstétn
neznéni oblast prouéhi kapaliny,
uvazujeme linearni kontinuum tuhé faze,
pohyb tuhého kontinua oviiwje kapalina a vyvolané tlakové viny v kapalin
tlakové viny se $i pouze ve siru osy X,

uvazujeme pomalé prodli idealni kapaliny s té#éh konstantni hustotou.

O O O O

Proudtni kapaliny je opt popsano Navierovou - Stokesovou rovnici a rovRimmtinuity.
Postupnymi Upravaméthto rovnic ziskame Helmholtzovu rovnici préegii tlakovych vin v
kapalirg, kterd je zakladerreSeni tlakovych vin v kapakn Nejdiive vSak uvedeme obecné
vychozi rovnice. Plati

Navierova - Stokesova rovnice

o(ov)__op, 9 [6\4

c?xj

o o ox ]+pfi; x0Q, to(o,T) (6.1)

ktera vzhledem kiedpokladim prejde na tvar

o __0p (6.2)
ot 0X;
Rovnice kontinuity prop = konst. miZzeme potom zapsat ve tvaru
ov, 0p
— = 6.3
P x o (6.3)
Nyni definujme objemovy modul elasticity kapality ve tvaru (koeficient stidtelnosti)
dp
K=-———, 6.4
VN (6.4)

kde znaménko minus ztiazmensSeni objemu vlivemfipastku tlaku. Vyuzitim zéakona
zachovani hmotnostn= p[V prepiSeme vztah (6.4) do tvaru

dp P
K=—— = dpo=-"[dp. (6.5)
do/p K
Tento vztah nyni zderivujeme podiasu a dostaneme
op _10p
el sl o 6.6
ot c’ ot (6.6)
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kde c= \/% je rychlost tlakovych vin v kapakén Dosazenim vztahu6.6) do rovnice

kontinuity (6.3) ziskameakonecvztah ktery pozdji vyuzijeme pro ugeni Helmholtzovy
rovnice. Plati
v __1p

o2 at’

o (6.7)

6.1 Modelova Uloha sdruzené metod

Ukazme opt z&kladni metody a algoritmisSeni sdruzené metody interakéenych
kontinui na jednoduché (relatinmodeloveé Uloze. Uvazujme 1D problém interakceazke
kapaliny s tuhym pistem vazanym linearni pruzinadareem (obr. 5.1.1).i&jm¢ tato Uoha
odpovida problému interakce znaz&rému na obr. 1.

—

n

/////////“[/////

4 L
oQ)
7/ 2 m /
y >, K. ¥
X - A L/
iedea o 0 WWW—
/1 yg
g 0Q,
y ////////iIL/////////
< L 1>

Obr. 6.1.1 Modelova uloharterakce kapaliny s pistt

Tato uloha je popsana Marovou- Stokesovou rovnici (6.2) a konstitutivnim vztahes.7).
Déle zavedeme klasické okrajové podmirNa hranici S, nech’ je predepsana rychlov?

ve snéru vrgjSi normalyn (jednotkovy vektot

_\S (6.1.1)

n

viny| N
a na hraniciS, je potompredepsan tla p® tj. plati

pls, =P°. (6.1.2)
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Pro feSeni uvedeného modelového problému interakce @Enéh zavést Helmholiz
potencidl rychlostid(x, y). Pro slozky vektoru rychlosti a tlak v kapalipotom plati

0P
\% :a,
! 6.1.3
p:—pai ( )
ot

Dosazenim (6.1.3) do Navierovy-Stokesovy rovnic@)(&jistime, Ze je identicky spina a
dosazenim vztah(6.1.3) do konstitutivniho vztahu (6.7) dostaneme

2
0P _ 12 b=0, x0Q, tO(oT) (6.1.4)
oxo0x, C
Okrajové podminky (6.1.1) a (6.1.2) s vyuZzitim Vit#6.1.3) potom fejdou na tvar
9% =v°, (6.1.5)
oulg
- pd|_ =p®. (6.1.6)

S

Okrajovou podminku (6.1.5) rozepiSeme konkiéforo uzavenou modelovou Uulohu
interakce. Na jednotlivyctidstech hranice oblasti vygimé kapalinou plati

aﬁ:a;q):u; XD@Ql, tD(O!T)’

Ju o0x

3;"_%_@_0 x00Q,, t0(0,T)

a;;) gq) (6.1.7)
- -0 xo0Q, to(oT)

ou [0)4

9 __9%_o xoeq,, to(0T)

ou oy

Pro odvozeni slabéh@Seni této ulohy aplikujeme Galerkinovu metodu.etme testovaci
funkce P, ktera je alespp 1x diferencovatelna a splje okrajové podminky. Vychozi
integrélni identita Galerkinovy metody ma potomrt¢@incip virtualnich potencia)

2
I( s ‘izd’j@dﬁo- (6.1.8)
Sl OX0x C

Na prvniclen kulaté zavorky vztahu (6.1.8) aplikujeme Greenastu. Tim ziskame

ja [aq’}mx 9% ol jaﬁ@d

50x\ 0 0
X\ 0% 520% a;p 62 (6.1.9)
= j 592 J'——d
ou ox, 0X;

V tomto vztahu jsou jiz zohledny okrajové podminky (6.1.7). Dosazenim vztahu.g§.tlo
integrélni identity (6.1.8) ziskdme slai@Seni prezentované ulohy ve tvaru
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00D 0P

—jacbcbd J'——d = jaqnunds (6.1.10)

X

I
Rozepsanim slabélteSeni dané ulohy pro gmx ziskamevztah pro 1D problém modelo
tlohy interakce ve tvaru

—jaq:q:d +j@aﬂdx_ ja‘cbuds (6.1.11)
ox

Po odvozeni slabéhi@Seni uvazované ulohyigtoupime diskretizaci problému ¢

jeho numerické realizaci. Pro jednoduchost budeme kapaliskretizovapomoci 1D prvku

se ttemi uzly (izoparametricky koncepobr. 6.1.2) Neznamou v Uloze je tedy rychlos

potencial® , ktery budeme aproximovat polynomem druhého st

-

|
|
1 3 2 |
T - -0 ‘ .-'+§
s g F=1

Obr. 5.1.2.Diskretizace kapaliny

Kvadratické izoparametrické funk Ni(f) tohoto prvku maji tvar [2]

_$q_g)
50-¢)
§(1+5) . (6.1.12)

o-2)

PodrobrjSi popis aplikacemetody koneénych prvki (MKP) na feSeni Uloh mechanik
kontinua jepopsana v bakaigké prac|l]. Zde jsou uvedeny jen aproximativni vztalegen
a jejich derivace podle prostorové pramé x. Plati

N(¢)=

o=[0,0,d,], ©=N"®, =N,

W g, A
X

(6.1.13)

O =N"®, Jq)TN
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Dosazenim vztah (6.1.13) do (.1.11) a uvaZzenim, Ze virtualni Zma potencialu j
nezavisla, dostaneme diskretizovanou rovnici veu

ijNNdec'I'HjN Nidx®=N| . (6.1.14)
CZQ Q o

09,
Tento vztah mZeme déle zapsa komprimovaném maticovém tvaru
M, ®+K ®=R,, (6.1.15)

kdejednotlivé matice maji tv.
M, =2 [NNTdx,
c Q
K =[N,N,dx (6.1.16)
Q

R,=[0 u 0]
Tim mame formalévyireSen 1D model kapaliny uvazované modelové U
Pohybovou rovnici pistu sestavime klasickyntigpbem a vyjadme ve tvar

mii + kx = F, +R(t), (6.1.17)
kde m je hmotnost pistuii je jeho zrychlenik je tuhost linearni nehmotné pruziru je
jeji deformace,F, vyjadiuje silovy &inek kapaliny na pist (hranice interakce R(t) je
budici sila pistu (obr. 6.1.3)

mii
:'

r —F— y
| P | Y R YO 7
| lrlé-illc“-l.{ | R(:) L/
I_l{apalug | TN
////// S
r=0—H4 ,—>u
> i

Obr. 6.1.3.Silové &inky pasobici na pist

Silovy &inek kapaliny ¢ Zejm¢ F, = p[A, kde A je jednotkov@plocha A=1). S vyuzitim
vztahu (6.1.6) a (6.1.133] miZzeme vyjaiit ve tvart

F, :—pfqb\ml =-p,®,. (6.1.18)
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Dosazenim této sily do vztahu (6.1.17) ziskame potvgu rovnici pistu s uvazovanim vlivu
kapaliny na pist ve tvaru

mii(t) + o, @, +ku(t) = R(t). (6.1.19)

Zde podotkame, zeglen p,®, neni tlumeni soustavy, ale vliv interakce kapalitideso na

pohyb pistu. Tim je formatnvyieSen pohyb pistu.

Maticova rovnice (6.1.15) tedy popisuje problematkapaliny a pohybova rovnice
(6.1.19) popisuje pohyb pistu. Tyto dva vztahyinpasime spojit (sdruzit). Za timt@elem
nejdiive vynasobime maticovou rovnici (6.1.15¢mmou hmotnosti € o, ) a rovnici zapiSeme

ve tvaru
-pM . ®+pR,-p K . ®=0. (6.1.20)

K pohybové rovnici (6.1.19) tedyiipame rovnici kapaliny (6.1.20) a vzniklou soustavu
rovnic zapiSeme blokéw maticovém tvaru. Dostaneme

B A

o= o o', p=o o, oI
000

0=/0 0 0|
000

kde

(6.1.22)

PrepiSeme-li soustavu rovnic (6.1.21) dogkomprimovaného tvaru, tak potom plati
MX +BX +KX =0 (6.1.23)

V této rovnici je klasickyM matice hmotnosti & matice tuhosti. fpomeime, Zetlen BX
neni tlumenim uvazované soustavy, ale naopak fyj@d/liv interakce kapalina <leso na
chovani celého systému.

6.1.1 Numerické reSeni modelové ulohy

V Gvodu této prace jsou zndmy ¢tyii zakladni problematiky interakce kontinui. Nyni
uvedemereSeni kmitani kapaliny s pohyblivou hranici (obd.6), ktera byla definovana v
piedchozim odstavci. Za vysledé&Seni této modelové ulohy interakce budeme povazova
uréeni vlastnich frekvenci modelu. Model kapaliny digkretizovan pouzitim 1D prvku se
ttemi uzly (kompletni znazoéni na obr. 6.1.1.1).
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[ =1

D D 0} k E
0 }»u

Obr. 5.1.1.1.Diskretizace modelu 1D ulohy

Integraci rovnice (6.1.4) a jejim zapisem ve tvamaticové rovnice (6.1.15) dostaneme
nasledujici soustavu rovnic. Plati

4 12 7z 1.8
3 3 3|[d] |3 30 30[a] o0
4 2hng (o 20 T B ng |2y, |, (6.1.1.1)
Cc 3 3 3 30 30 30
2 2 16/[%] | 8 8 16|[®] [0
1 3 3 3] | 30 30 30 |
nebo také ve tvaru (5.1.15)
M, ®+K , ®=R, (6.1.1.2)

ZapiSeme-li dale pohybovou rovnici pistu (6.1.1)lené¢ s rovnici (6.1.1.1) v kompaktnim
maticovém tvaru ziskame maticovou rovnici ve tvaru

m O 0 O|| u 0 0 p, O||u
0 ®d, 0 0 0 Of|ld,
. + . +
0 —pM @, pr 0 0 0Of o,
0 o, 0 0 0 0f|d,
(6.1.1.3)
k 0 0 0|l[u] [R{)
0 P, 0
=+ =
0 -p:K; P, 0
0 P, 0

Tato soustava rovni@Si problematiku 1D modelu interakce kapaliglago pomoci sdruzené
metodyieSeni. Pro vyptet vliastnich frekvenci modelu byly voleny tyto pagdry: hmotnost

pistu m=1C°[kg], tuhost pruziny k=10 [Nm‘ll, hustota kapaliny p=10° {k—%}

m
K= 21010 [Pa]. Rychlost &ieni tlakovych vinc v kapalire uréime potom ze vztahu
c:\/%. Dosazené numerické vysledky, tedy vlastni frekeemodelu, jsou uvedena v tab.

6.1.1.1.
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Tab. 6.1.1.1.Vysledky numerického MKP vygtu vlastnich frekvenci samotného pistu a
sdruzeného problému (pist - kapalina).

Vlastni frekvence [Hz]
Pist Kompletni
model
Q 100 0
Qo 100
Q3 502
Q 1122.5

6.2 Kmitani pruzného télesa v kapaliré

Jako dalSi piklad modelové ulohy interakce kapaliny &esem,feSené aplikaci sdruzené
metody, uvé'me rovinny problém hraze s uvazovanim vlivu kapalfobr. 6.2.1).Ridici
rovnice tohoto problému vychazi ¥eppoklad uvedenych v kapitole 6 s tim, Ze nadale plati
uvedené vztahy (6.1) az (6.7). DalSim kieEeni provedeme tak, Ze zderivujeme Navierovu-

Stokesovu rovnici (6.2) podle prostorové iminice X a zarové konstitutivni vztah (6.7)
zderivujeme podléasut. Plati

pi(ﬂ)z_ﬁ
ox | ot O, 0X
afov)_ 1%
Pl |F
atlox ) & at

Srovnanim dchto dvou vztah ziskdme Helmholtzovu rovnici proiéni tlakovych vin v
kapalire ve tvaru

(6.2.1)

2 2
Op _10p_g

6.2.2
ox0x ¢’ ot ( )

Podotkeme, Ze tato rovnice je zakladeheSeni vSech akustickych uloh v mechanice
kontinua. Helmholtzovu rovnici (6.2.2) je nutno ddp okrajovymi a pdéate&nimi
podminkami, které wfme postupé pro jednotlivé Useky hranice oblas@, vyplnéné

kapalinou (obr. 5.2.1).

43



aktualni hladina

Obr. 6.2.1.Interakce tuhé faze a kapaliny

Na hranici interakce s tuhou strukturcdQ,, 0Q,) jsou obec#t predepsanynormalové
slozky rychlosti, respjejich derivace. Dale uvazujeme tlakc gradient ve srru vrgjsi
normaly i, k hranicimoQ,, 0Q,. V souladu s rovnici (6.2) plati

(6.2.3)

kde v, je predepsano (inde f dale anedbavame). V naSemipact je na hranici interakc

0Q, vazba mezi kapalinou a pohybem tuhé struktury pmpsdozkami vektoru posunty,
hraze.Tuto podminku mizeme vyjadit vztahen

v, =, (6.2.4)

Na hranici interakcedQ,, kde existuje pouze hoontalni pohyb kapaliny, mameeme
pouze podminku

v, =v, =0. (6.2.5)
Vazba mezi kapalinou a pohybem tuhé struktury dg tealizuje pouze na hrar interakce
0Q,.

DalSim problémem je modelovani volné hladiny kapalNejjednodussi okrajove
podminkuna volné hladi# (hranicedQ,) maZzeme zapsat ve tvaru

Tento gedpoklad se ovSem nedauZzit pro popisskute&né hladinové vin (gravitani viny,
tlakové viny - ,zviteni“ hladiny). kutetny tvar aktualni hladiny kapaliny bude tedy
aproximovat zavedenim relativni vychys vaci stredni poloze hladir. S pouzitim této

relativni vychylky 7, mérné hmotnosti kapalin'p a tihovéo zrychlenig miZzeme tlak
aproximovat vztahem
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p=glpln. (6.2.7)
V souladu s Navierovou - Stokesovou rovnici (6.@Yipgpro slozku rychlostv, kapalinové
¢astice na aktudlni hladirkapaliny

p%:—g—s. (6.2.8)
Vyjadienim relativni vychylky; ze vztahu (6.2.7) a naslednym dosazenim do v{&RLB)
ziskame aproximovanou podminku normalového gradigaku na hranicbQ, ve tvaru

2
%:_la_fz_l b, (6.2.9)
dy got g
Tento vztah se v literate ozn&uje jako linearizovana podminka hladinové viny. hica
0Q, fyzikaln¢ zohlediuje ,nekonénou” oblastQ, kapaliny ve siru osy x. Efekt této

radiani hranice je nutno do vyptu zahrnout jistou aproximaci. Hlavni dynamicky kefe
~-nekon&né” oblasti je takovy, Z&Seni Helmholtzovy rovnice (6.2.2) musi obsahowaizp
,odchazejici” viny. Vstupni viny do neko&eé oblasti nemohou vstoupit, protoze se ,nemaji*
kde na pravé str&mblastiQ, odrazit. Pokud tedy uvazujeme pouzesi tlakovych vin ve

smeéru X, tak obecnéeSeni rovnice (6.2.2) ma tvar
p=F(x—ct)+G(x+ct) (6.2.10)

kde c je rychlost viny,F a G jsou postupné viny v kladném resp. zapornémirgrosy x.
Absence vstupnich viG znamena, Ze na hranié2, mame podminku pouze v tomto tvaru

p=F(x-ct) (6.2.11)
a pro tlakovy gradient ve simu normaly hranic&Q, plati

@:@:F':a_lzﬁzalz

on  ox 0z 0x 0z
kde z = x—ct. Dale si vyjadime ¢asovou derivaci vztahu (6.2.11) ve tvaru
o _oF0z__ OF .. (6.2.13)

ot 9z ot 0z

Ze vztahu (6.2.12) a (6.2.13) vykime neznamou funkd+’ =(Z—F a srovhanim dostaneme
z

o 202 (6.2.14)

Tato podminka je podstatrjednodussi nez podminka (6.2.9) a ma praktickylogieky
vyznam jako tlumicélen u kmitani konstrukci.

RozlozZeni tlaku v kapalinje tedy popsano rovnici (6.2.2) a okrajovymi powlkaimi
(6.2.3), (6.2.4), (6.2.9) a (6.2.14). Pro odvozstdbéhoieSeni této ulohy aplikujeme
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Galerkinovu metodu. Zavedeme testovaci funkpe ktera je alesppl1x diferencovatelna a
spliuje okrajové podminky.

Vychozi integralni identita Galerkinovy metody mahdedem na rovnici (6.2.2fgme tvar

opdx pdpdx = 0. (6.2.15)
Iaxax i ’
Na prvniclen vztahu (6.2.15) aplikujeme Greenoviva dostaneme
) 6pJ dp P
pdx = | —n,pdx— —dx. (6.2.16)
Jax o 0% (ax JQ Jax 2 0% 0%

Po dosazeni vztahu (6.2.16) do integralnich iderf@t2.15) a zohledmim hranice oblasti
Q, ziskame vztah, ktery vede ke slabém$eni dané ulohy

—jdo pdx+jo\b—ndx+ j ap—ndx+jap

o n,dx — jado—dx 0. (6.2.17)
Q

Tento vztah dale upravime pomoci konkrétnich oksajb podminek, a ziskame tak slabé
feSeni uvazované ulohy interakce ve tvaru

d) pdx + d) pds+ d) pds+ dx+ | Jpu,ds=0. (6.2.18)
o pax+ | | J‘”""p J

a0,

Po odvozeni slabéhteSeni ulohy géni tlakovych viny v kapali pristoupime k
prostorové diskretizaci a numerické realizaci pgail. Vzhledem k tomu, Ze buderresit
pouze rovinné g&éni tlakovych vin, tak prostorovou diskretizaci lpieamu provedeme pomoci
rovinnych kapalinovych koraych prviki typu ,Ctverec” s vyuZitim izoparametrického
konceptu a aproximace polynomem prvniho stupteznamymi v této Gloze jsou diskrétni
hodnoty tlaku v uzlovych bodech kapaliny a posuxiiuélesa (hraze). PodroBsi popis
prostorové diskretizace pomoci kéngch prvka je uveden v bakaitdké praci [1], [2]. Zde
piimo uvedeme jednotlivé integraly ve vztahu (5.2.18) diskretizaci ulohy maji integraly
tvar

J o pas= s ) e o+ e ) e

90,

W%pds-INsle F s I+ Ty,

30,

jpkaiounds:jpka[(NS)Tnu(NS) J(No)n, (N9 }\/INS ] [NS yJ dé, (6.2.19)

00,

jdo = pdx = IN—N dx,

Iaai)asdx J.N NT LOX.

46



Zde N je matice pouzitych tvarovych funkci. Dosazeniithto vztali do slabéhdesSeni
(6.2.18) ziskame maticovou rovnici popisujici pssbl Steni tlakovych vin v kapali# v
diskretizovaném tvaru. Plat@(je vektor posufr uzli, které lezi na hranici interakce)

Sp(t)+Cp(t) + Hp(t)+ p,QTd(t) = 1, (t). (6.2.20)
kde

S=£NC—12Nde+le§é(N§)T\/I(N;)Txlz +I(N§§)TyJ2df,
o= 2] (I o <[

Q"= el o] (¢ T W o o

H = [N,NJdx

(6.2.21)

Pohybovou rovnici prvik pruzné struktury ziskdme ragprincipem virtualnich praci a po
diskretizaci problému ji iizeme vyjadt ve tvaru (poslednilen na levé stranrovnice
vyjadiuje vliv kapaliny na pohybstesa)

M(t) +Ba(t) +Ka (t) - Qp(t) =t (t). (6.2.22)
kde jednotliv&leny jsou matice hmotnosti
M = j PATAX, (6.2.23)
Qs

matice tuhosti

K = [HTEHdx, (6.2.24)
Qs

matice tlumeni (obe@uvazujeme proporcionalni tlumerd, 5 = konst.)
B=aM + K. (6.2.25)
Pomocné matice obsazené ve vztazich (6.2.24) a2%§.4sou matice elasticityE,

transform&ni matice A , ktera vyjaduje transformaci mezi uzlovymi hodnotang, a

vektorem posunuti obecného boduH je transformani matice ktera vyjadije transformaci
meziq a . Pro matici elasticity plati [12].

e 1 v 0
E:1 lv 1 0 | (6.2.26)

_V —

2

kde v je Poissonovaiislo a E je Youndiv modul pruznosti. Transformiai matici A
ziskame z vyjaikni vektoru posunuti obecného bodleda. Plati
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SRS

(6.2.27)
NT OT
e 7]
Transformani matici H ziskame z definice Cauchyho tenzotatpaeni
- 0u,
&; 1fou 2 | (6.2.28)
2\ 0%, 0%
Po vyjadeni slozek Cauchyho tenzortepvaeni dostaneme
e | [Nl 0O [[u
= gy = OT Nl—/ :H[]],
)% NT NI||v
Y ’ (6.2.29)
N, O
H={ 0" Nj|
T T
Ny Nj

V téchto vztazichN jsou linearni izoparametrické funkcsl, a N jsou jejich derivace
podle prostorové sdadnicex a y, N jsou linearni izoparametrické funkce vyjédy pro
n=1 N; proé=-1 Nj proé=1aN3, N

an N;, jsou jejich derivace podle lokélnich
proménnych & a 7.

V dalSim krokureSeni modelové Ulohy se omezimeregeni vlastnich netlumenych kihit
interakce systémueleso-kapalin, pesréji feceno zandfime se na weni vlastnich frekvenci
celé soustavyeteso-kapalina. V rovnicich (6.2.20) a (6.2.22) tedyedbame tlumicieny

Bqg, Cp a pravé strany buzeni. Poznamenejme, Ze zanedhtmiicich &inka v kapalirg
znamena, ze tlakové viny se v kapaliresfi. ReSeni slab vazaného modelového problému

interakce je tedy popsano maticovymi vztahy
sp(t) + Hp(t) + .QT4(t) = 0,
Mi(t) +Ka(t) - Qp(t) = 0.

Tuto soustavu rovnic zapiSeme v blokovém tvaru

e s Wi o2

Nazn&ena integrace ve vySe uvedenych vztazich se provesherickou cestou s vyuzitim
Gaussovych kvadraturnich formuli. Vyslednou matazovovnici pro celou oblas®2 potom
dostaneme ,sgenim” p'es vSechny elementy oblasti ve smyslu MKP.

(6.2.30)

Soustava rovnic (6.2.31) nenifegre symetrickym systémem parcialnich
diferencialnich rovnic (kompletni matice nejsou ifigné definitni), a proto nelze pouZit
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standardni metody prteSeni problému vlastnich hodnot. Fyzikaje vSak zejmé, Ze se
jedn& o reélny problém a tudiz vlastiéla musi byt redlnd a musi tedy existovat hlavaiiyt
kmitu. Rovnici (6.2.31) upravime na symetricky teapotom pouZijeme standardni metody
teSeni problému vlastnich hodnReseni soustavy rovnic budeme hledat ve tvaru

q — aeiQt’ p — ﬁeiQt, q — _QquiQt, p — _QZﬁeiQt’ (I) — _QZEeiQt’ (6232)

kde t je cas, Q je vlastni frekvenceq je vektor posui, p je tlak a® je now zavedena

promEnna potencial f&miséni ¢astice [11], [5]. Zavedenim této prémmé do soustavy rovnic
(5.2.31) odstranime nesymetrii soustavy rovnic2.@.). Tlakp maZzeme definovat pomoci

noveé prordnné a plati

p=-p®. (6.2.33)
Upravou tohoto vztahu (vynasobingé a i) dostaneme
L
1 & W
—Sp+S'd=0. (6.2.34)
Px

Tuto rovnici @ipojime k soustav rovnic (6.2.31) a za tlalp dosadime vztah (6.2.33). Po
téchto Upravach ziskame maticovou soustavu rovnivase

Ma(t)+Ka(t) - pQ®d =0,
Sé+Lsp= 0, (6.2.35)
P

Sp(t) + kaTq(t) - pkH(b =0,

kterou zapiSeme v blokovém maticovém tvaru

M 0 pQ7[§ Klo 0
0 0 S [Mp|+lo —s" o0
P

0

q
p|=0. (6.2.36)
kaT S 'pkH (D 0 0 ®

PredpokladanéeSeni (6.2.32) dosadime do soustavy rovnic (6.2a88@pravime. Ziskame tak
symetricky systém rovnic ve tvaru

K 0O O M 0 pQ q

0 X5 0/-02 0 o0 s pl=0, (6.2.37)
0

0 ko 0 pQ" S -pH o

ktery jiz mizemereSit standardnimi postupu pieseni problému vlastnich hodnot.
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6.2.1 Numerické reSeni

Na z&klad systému rovnic (6.2.36) a (6.2.37ibeme nyni obeenprovést numerické
ieSeni kmitani pruznéh@lésa s uvazovanim vlivu kapaliny (obr. 6.2.1). i&8eni Ulohy
interakce budeme &p povaZovat znalost vlastnich frekvenci modelovéhyl interakce
téleso-kapalina. S vyuzitim sdruzenéhtispupu kieSeni problému interakce vyptame
vlastni frekvence celého systému a srovhame jastnil frekvenci samotné pruziny struktury.
Vypocet byl proveden pro parametry: gravitazrychlenig = 981[ms™], rychlost &feni vin

v kapaliré c=5, Poissonovasislo v = 03, Youngiv modul pruznosti21[10" [Pa], hustota

kapaliny p, = 1000[k—%} hustota strukturyp, = 7800[k—g3}.
m m

Tab. 6.2.1.1 Vlastni frekvence modelové ulohy interakce kapatii@so

Vlastni frekvencef [Hz|(10*
Pruzna Kapalina -
struktura struktura
Q 2,1230 1,9248
Qo 2,1531 1,9409
Q3 2,1951 1,9763
Qy 2,2347 2,0203
Qs 2,2447 2,0734
Q6 2,3019 2,0789
Q7 2,3479 2,1264
Qg 2,3490 2,1684
Qg 2,3674 2,1759
Q10 2,4022 2,1870

DosaZzené numerické vysledky vypo vlastnich frekvenci samotné pruzné struktury a
sdruzeného problému (pruzna struktura-kapalina) jsouhrg uvedeny v tab. 6.2.1.1. Z
téchto vysledk je patrny vliv vazbydeso-kapalina na hodnoty vlastnich frekvenci saysta
a mizeme konstatovat, Ze u stabazaného systému kapalina-pruzna struktura jecundg
ovlivnéni obou kontinui porrné malé.
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6.3 Matice pridavnych hmotnosti

Na zéklad vySe uvedeného modelového problému interakce kepptuzna struktura
muzeme dale snadno dojit k me¢adv. matice pidavnych hmotnosti, kterd byla jiz znsima

v Uvodu této diplomové prace. Na rozdil odegchozi ulohy budeme nyni uvaZovat
nestl&itelnou a nevazkou kapalinu. RozlozZeni tlaku v teto kapalig je potom popsano
jednoduchou Laplaceovou rovnici

nep=9P g (6.3.1)
0X, 0X;
Tato rovnice vyplyva z rovnice (6.2.2), kde pro fkoent stl&itelnosti plati K -
(nestl&itelna kapalina), a tudiz rychlostéi tlakovych vincroste také nade vSechny meze
(c - ), a tedy druhyclen ve vztahu (6.2.2) limituje k nule. Zanedbameildle vliv
hladinové viny a nenulovéiedepsané tlakyf( =0), tak z diskretizované rovnice kapaliny

(6.2.20) vyplyva (nedochazi zde Kkesii tlakovych vin)

HP =-p,Q74, (6.3.2)
resp.

P=-pH™Q'4 (6.3.4)
Dosazenim (6.3.4) do pohybové rovnice (6.2.22) péhd kontinua dostaneme

(M +p,QH QT )q +Bg+Kq =f, (6.3.5)

Je Zejmé, Ze tento vztah je standardni pohybova rovkmeani pruzného kontinua zapsana
v maticové podof ve které je fivodni matice hmotnostVl zwtSena o jistou matici, kterou
nazyvame maticifidavnych hmotnosti a plati pro ni

M, =pQH™Q (6.3.6)

Pohybovou rovnici (6.3.5)eSime standardnimi metodaneSeni, takZze préeSeni vlastnich
nebo vynucenych kmit pruzného dlesa niizeme aplikovat ndap metodu modalni
transformace. Ztvaru pohybové rovnice (6.3.5) {ejmé, Ze uvedenou metoddeSeni

2umele* zvétSime mivodni matici hmotnosti pruznéhdlésa a Ze tentorfllavek reprezentuje
vliv kapaliny na kmitani tohotoékesa. Podotkéme a zdrazreme, Ze tato metodeeSeni

problému interakce je vhodna pouze pro &lazané systémy. Pi@Seni vlastnich hodnot
soustavy mizeme samdzjme rovnici (6.3.5) zapsat zkracgme tvaru

k -oM)g=o. (6.3.7)

Re3enim této rovnice ziskdme vlastni frekvefice vlastni tvary kmit uvazovaného modelu
interakce systému kapalin&éso.
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7. Zavér

PredloZzena diplomova pracergulstavuje Uvod ddeSeni problematiky interakci
interakce kontinui tznych, resp. zkracéninterakce systému kapalina - pruzngego.
V Gvodu prace je provedeno zakladni r@dedi Gloh v oblasti interakce kontinui, a to jednak
z hlediska intenzity vzajemnéhougobeni kontinui a jednak z hlediska matematického
piistupu kieSeni soustavy obetmperatorovych rovnic, které popisuji jednotlivankaua.
RovreZ tak jsou v Uvodu uvederiyyii zakladni modelové ulohy interakce systému kajpalin
téleso. Déle jsou zderedloZzeny konkrétni modely udloh interakce a zakladamerické
metody, kterymi se tato problematikesi. Prvni Glohou je jednoduchy model interakcerykt
je v podstat uplnym Uvodem ddeSeni problérn interakce. Jedna se dgiklad nesdruzené
metodyieSeni Ulohy deformace pruzniekazky vliivem obtékani tekutinou. Pohyb kapaliny v
této Uloze je obeenpopsan Navierovou-Stokesovou rovnici a rovnici tikmrity. Uloha
elastostatiky je potom popsana podminkou rovnovakgnstitutivnim vztahem a
kinematickou rovnici fislusného kontinua. Konkrétni postigSeni interakceip aplikaci
nesdruzené metody spea ve stidavém teSeni pohybu jednotlivych kontinui stim, Ze
aktualizujeme okrajové podminky prakeSeného kontinua. U uvaZované ulohy to znamena,
Ze nejdive vyreSime problém proédi kapaliny s ,tuhou“ pekadZzkou v kanale. DalSim
krokem feSeni je potom iptvareni ,pruznée” pekazky zatizené tlakem, ktery byl vyjpen
v piedchozim kroku v ramci proddi kapaliny. Deformaceipkazky vSak vyvolala zému
oblasti, na které bylgeSeno prouthi, a tudizeSeni prou¢hi kapaliny je nutno opravit. Takto
iterujeme, tj. gidaw reSime pohyb kapaliny agivareni grepazky, tak dlouho az je spghma
podminka na fesnostieSeni. DalSi praktickd aplikace se jiz tyka skg&it problematiky
interakce, a to zabyva seSenim tuhostnich a tlumicich charakteristik mod&lakého
intaktniho kolenniho kloubu. Tento modeledstavuje obe&nkontakt VKD pracujici za
piitomnosti maziva, tj. jednd se o interakci tuhélédce a tuhé podlozky se synoviélni
kapalinou. Vypdet €chto zavislosti se opird o vyhodnoceni zavislodi, prenasené
synovialni kapalinou, na Uhlové rychlosti a na \‘edasti h, . Tyto charakteristiky modelu

lidského kolena byly i@dmetem reSeni bakalgké prace. Tento fyzikalni model intaktniho
kolenniho kloubu je v dalSi Uloze interakce réem$io zavedeni drsnosti povrchu valce do
matematického modelu. Jako Gvodni modelova ulohazsdé metody je prezentovana
interakce nevazké kapaliny s tuhym pistem vazanymeéini pruzinou k ramu. Pohyb
kapaliny je opt popsan Navierovou-Stokesovou rovnici a rovnicintkaity, resp.
konstitutivnim vztahem odvozenym z objemového modelasticity kapaliny. Pohybova
rovnice pistu je sestavena klasickymiggbem, pro sestaveni matematického modelu je
aplikovana klasickd podminka dynamické rovnovahysl®dkemieSeni této modelové ulohy
interakce je ufeni vlastnich frekvenci prezentovaného modelu. Zelosti vlastnich
frekvenci lze samdejm¢ potom utit redlnou odezvu soustavy kapalideso. Druhou
modelovou ulohou sdruzené metody je ,hraz", jejidstnosti jsou ovlixiovany kapalinou.
Zde se jedna o slabvazany systém kapalinaléso, tj. vliv pohybu dlesa na tlakové a
rychlostni pole kapaliny je maly. Pro popis tlakokyvin v kapalig je aplikovana
Helmholtzova rovnice. Pro popis pruznébiesa je potom pouzita klasicka pohybova rovnice
odvozena nap metodou virtualnich praci. Vystupem tohoto modeaiterakce systému
kapalina-pruzna struktura jsou vlastni frekvenceleho samotné hraze a sdruzeného modelu
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kapalina-tlesa. Z dosazenych vysladje zcela jaskividét vliv kapaliny na vlastni frekvence
modelu &leso-kapalina. V dalSim odstavci je potom uvederetoda matice iidavnych
hmotnosti, ktera je vhodna pro stabazané systémy.iiRluSné pohybové rovnice jsou
odvozeny z obecnych rovnice interakce systému kapélleso.

Tyto prezentované ifstupy kieSeni modelovych uloh interakce lze sarepme
aplikovat v reélné praxi, kde smsto setkavame stipady, kdy dochazi ke vzdemnému
dynamickému fisobeni mezi elastickymiélesy a tekutinami. DalSi postupi@Seni této
problematiky Ize rozvijet sénem k numerické realizace odezvy interakce realrsydtend
kapalina-tleso. Déle je tlezité hledisko optimalizace algoritirpro sestaveni pohybovych
rovnic kompletnich interagujicich systénsymetrické a nesymetrické systémy). ¢itd je
nutno dale se zabyvat stabilitou a konvergenci migkyeh vypatu z hlediska prostorové a
casove diskretizace problémnterakce kontinuitiznych fazi. Samostatnym problémem je
konstrukce kongnych prvki na hranici interakce kontinuiznych fazi.
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