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Uvod

Tato bakalairska prace mé za ukol zkoumani binomickych rovnic a k nim pfislusnych
polynomt pro déleni kruhu, jinymi slovy cyklotomickych polynomti. Je v ni feSena otazka
sestrojitelnosti pravidelnych mnohouhelnikii, ¢imz se uz odedavna zabyvali velci

matematikové jako napiiklad Gauss.

V prvni kapitole se budeme zabyvat binomickymi rovnicemi obecné a primitivnimi n-tymi
odmocninami. Vysvétlime si vyznam algebraického a goniometrického tvaru komplexniho
Cisla. Pfipomeneme si Moivreovu vétu a jeji odvozeni z Eulerova vzorce. Dale si
piipomeneme vétu o rovnosti dvou komplexnich ¢isel. Uvedeme specidlni ptipady
binomické rovnice a vysvétlime, v jakém tvaru lze zapsat vSechny jeji kofeny. Dostaneme
se k tomu, pro¢ se binomické rovnice nazyvaji rovnicemi pro déleni kruhu. Déle uvedeme
vlastnosti téchto rovnic a vlastnosti jejich kofenti. Dilezitou vétou pro nas bude véta o

primitivnich kofenech a zminime se také o Eulerové funkci.

V druhé kapitole si vysvétlime pojem polynomy pro déleni kruhu neboli cyklotomickeé
vlastnosti. V této kapitole se také budeme zabyvat otazkou sestrojitelnosti pravidelnych
mnohouhelnikii pouze s pomoci pravitka a kruzitka, protoze ne kazdy mnohothelnik 1ze
takto zkonstruovat. Vysvétlime si pojmy cukleidovska konstrukce a Fermatova prvocisla.
V této casti je text doplnén o ukdzky konstrukci nékterych jednoduchych mnohouhelnik.
Také poddme navod na piibliznou konstrukci uhlu 10°. Vyznamnym tématem bude
némecky matematik a fyzik Johann Friedrich Carl Gauss a jeho objev tykajici se sestrojeni
pravidelného sedmnactithelniku. Ukazeme si jeho konstrukci na zakladé¢ Gaussovych
period. To ovSem neni jediny zpisob jeho konstrukce, jako dalsi tedy ukdzeme konstrukci
Richmondovu. Déle si uvedeme vétu tykajici se sestrojitelnosti a druhych odmocnin,
podminky, kdy je binomicka rovnice a cyklotomicky polynom feSitelny pomoci druhych
odmocnin. V posledni ¢asti této kapitoly je vysvétlen pojem reciproka rovnice a piiklad

feSeni binomické rovnice pomoci ptevodu na reciprokou.

Ve tieti kapitole se budeme zabyvat polynomy pro déleni kruhu a jejich ireducibilitou.
Vysvétlime si pojmy primitivni, normovany, reducibilni a ireducibilni polynom. Ukdzeme

si vyuziti Hornerova schématu pii rozkladu polynomu na kotfenové Cinitele. Uvedeme



zakladni vlastnosti ireducibilnich polynomli a dokazeme, ze vSechny cyklotomické

polynomy jsou ireducibilni.

V posledni — c¢tvrté kapitole se budeme zabyvat koeficienty cyklotomickych polynomi.
Ackoliv by se mohlo na prvni pohled zdat, ze koeficienty polynomti pro déleni kruhu
budou vzdy rovné jedné, neni tomu tak. Uvedeme nckteré piiklady téchto vyjimek.
Seznamime se s vétami tykajicimi se koeficienti a nauc¢ime se metodu urcovani

koeficientdl podle Lama a Leunga.



1. BINOMICKA ROVNICE, PRIMITIVNI N-TE ODMOCNINY

1.1 Algebraicky a goniometricky tvar komplexniho ¢isla
Vsechna komplexni ¢isla miizeme zapsat v algebraickém tvaru z = x + yi, kde x je realna

¢ast, y je imaginarni ¢ast a i je imaginarni jednotka, pro kterou plati:

Tento tvar poskytuje informace k zaznamenavani komplexnich ¢isel do Gaussovy roviny
jako bodii popsanych uspofddanymi dvojicemi [x, y], redlna ast se zakresluje na osu x a
imaginarni ¢ast na osu y.

K vyjaddieni komplexniho Ccisla v goniometrickém tvaru potfebujeme znat vzdéalenost
komplexniho ¢isla od poc¢atku, tedy délku spojnice |z|, jejiz hodnota vyjadifuje absolutni
hodnotu komplexniho &isla, a uhel ¢, ktery svira kladna poloosa x se spojnici |z|, jak je

vidét na obrazku.
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Obrazek 1: Grafické znazornéni komplexniho cisla v goniometrickém tvaru

Absolutni hodnota se vypoéte pomoci Pythagorovy véty jako |z| = /x? + y? a pomoci

vlastnosti goniometrickych funkei, tj. cos @ = é_l' sing = |JZ/—|, dopocteme thel ¢, pro ktery

plati, Ze 0 < ¢ < 2m. Goniometricky tvar komplexniho ¢isla z pak vypada nasledovné:
z = |z|(cos ¢ + isin ).
[1] [16]
Priklad: Komplexni ¢islo je dano v algebraickém tvaru z = 1 + i. Pfeved’te komplexni

¢islo z do goniometrického tvaru.



Postup ptfevodu je nasledujici. Jako prvni si vypocteme absolutni hodnotu komplexniho
Cisla z:
|z| = x2 +y2 =412+ 12 =+/2.

Dale zjistime hodnotu uhlu ¢:

iacosgo =2 =L Protoze 0 < @ < 2m,sinp >0,cosp >0, je ¢

Plati singp = = = il

y
lz| V2

uhel z I. kvadrantu a snadno zjistime, ze ¢ = %.

Nyni tedy miZeme zapsat goniometricky tvar komplexniho ¢isla:

z=|z|(cos@ + ising) = \/E(cos% + i sin%).

Priklad: Komplexni ¢islo je dano v goniometrickém tvaru z = g(cos%”+isin 37”).
Preved'te komplexni ¢islo z do algebraického tvaru.
Pti pfevodu komplexniho Cisla z goniometrického tvaru na tvar algebraicky se pouzivaji
pouze dvé¢ aritmetické upravy, a to takové, ze se v komplexnim ¢islu nahradi hodnoty
goniometrickych funkci cos¢ a sin ¢ za ¢iselné hodnoty a pak se provede roznasobeni
zavorky:
Vyraz cos = je roven — ~a vyraz sin 3—”je roven —.

4 V2 4 V2

Déle uz jen roznasobime:

V2,011 V2 2
Z=7(—\/—§+l\/—§>=—m+lm,
coZ se po provedeni zkraceni odmocnin rovna:
1 1
Z=—§+l§.

Véta 1.1.1 (Moivreova véta)
Moivreova véta fika, ze pro kazdé n prirozené a libovolné ¢islo ¢ komplexni (nebo realné,

nebot’ jsou podmnoZzinou) plati:
(cos @ + isin @)™ = (cos(ng) + i sin(nyp)).
Véta je odvozena z Eulerova vzorce e™* = cosx + i sin x a pouzivé se pro vyjadieni
n-tych odmocnin z jedné, nebo obecné Yz, a pro vyjadieni cos(ke) a sin(ke), k € N,
pomoci funkei sin@ a cos ¢.
[1]

Priklad: Pomoci Moivreovy véty vypoctéte mocninu komplexniho ¢isla:



37T+__37T7_< 217T+__217T>_( T[+._71')_0+1___
(cos2 Lsmz) = |cos— isin——) = (cos> +isin)= i=i.

Véta 1.1.2 (O rovnosti dvou komplexnich ¢isel)
Dvé komplexni ¢isla vyjadiend v algebraickém tvaru jsou si rovna pravé tehdy, kdyz se

rovnaji jejich redlné ¢asti a zaroven se rovnaji jejich imaginarni ¢asti.

Dveé komplexni ¢isla vyjadiena v goniometrickém tvaru jsou si rovna prave tehdy, kdyz se
rovnaji jejich absolutni hodnoty a zaroveni se rovnaji jejich argumenty, popiipadé se 1i8i
0 celociselny nasobek 2.

[1]

1.2 Binomicka rovnice
Binomickou rovnici v obecném tvaru rozumime algebraickou rovnici

pz"+q=0, pq *0
kde p, q jsou realna nebo komplexni ¢isla a n je ¢islo ptirozené.
Specialnimi ptipady binomické rovnice jsou:
e linearni rovnice, kden = 1: pz+q = 0,

e kvadratické rovnice, kden = 2: pz2 + q = 0.

Postupnymi Gpravami binomické rovnice pz" + q =10

z" = — 1 substituce — L =a
p p

z"™ —a = 0 ... normovany tvar bin. rovnice
dostavame z = Va .

Kazdé z feSeni uvedené rovnice je n-tou odmocninou z ¢isla a.

e Je-lia =0, pak pro viechna n € N ma rovnice z" = 0 pravé jedno feSeni, a to

z =0,

e je-lia#0,pakjez # 0arovnice z" = a ma pravé n feseni.

Obeé cisla vyjadiime v goniometrickych tvarech:
a = |a|(cosa + isina)

z = |z|(cos B + isinf)

zZ"=aqa

|z|" (cosnB + isinnf) = |a|(cosa + isina)



Z véty o rovnosti dvou komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru vime, ze Cisla jsou si
rovna, pokud se rovnaji jejich absolutni hodnoty a jejich argumenty se rovnaji nebo lisi

0 celociselny nasobek 21t.

Z toho tedy plyne:
|z|* = |al neboli Iz] = Vl]al
np =a+2kmk ez p="22 rez

n )
a vSechna feSeni rovnice z" = a (tj. tvary vSech n-tych odmocnin z ¢isla a) lze vyjadfit
ve tvaru:
_n n Q+2km .. <p+2kn) }
= =1 —_ 0<k<n-
Zys1 = Nz { Ial(cos — + isin— 0<k<n-—-1{,k€ZneN.

Pokud bychom uvazovali k > n, dostali bychom stejna feseni, kterd by méla argumenty

lisici se o 2m, tedy o periodu jak sinu, tak kosinu.
[2]
Piiklad: Vypoéti kofeny rovnice w = v, kde v = 256(cos4?n + isin 4?”).

Komplexni ¢islo v je jiz zadano v goniometrickém tvaru.

4 4 4Tt 4m
w=\v = 256(cos?+Lsm?)

. oY, ; 4 4?”4-2](7'[ L. 4?ﬂ+2k7r
Vsechna feSeni budou mit tvar: w1 = V256 | cos " + i sin " ,k=10,1,2,3.

Vzhledem ke stupni odmocniny ma rovnice praveé ¢tyii feSeni, a to wy, ..., wy.

4m 4m

_ 3 i3 ) mafeos® i ™Y afLL Y3 _ -
wy; = 4| cos 4 +lsm4 —4(cos3+lsm3)—4<2+1 > —2+2\/§L,
4 4
Y O S P M o 5ﬂ+..5n)_4 V3,1
wy = cos 2 i sin 2 = cos6 lsm6 = > LZ
= —2V3+ 24
4 41
Y (O P M _4( 4n+..4n)_4 1 V3
w3 = cos 2 i sin 2 = cos3 lsm3 = > LZ
=—2—-2V3],



+ i sin cos— + isin—

4
3 ton 3 ton 11n 11n V31
3 —+isin 3 — | =4(cos— =) =4

=23 -2i.

Lze vyjadtit: wy = [2,2V3],w, = [-2V3,2],w; = [-2,-2V3],w, = [2V3,-2] a

zakreslit do Gaussovy roviny:

Obrazek 2: Zakresleni kofenti do Gaussovy roviny - vznik ¢tverce

Vsechny n-té odmocniny z ¢isla a maji tedy stejnou absolutni hodnotu 3/ |a| a argumenty

cxs s , 2 ¥ , ; x -y
liSici se o nasobek Tﬂ Pokud tyto kofeny znazornime v Gaussové roving, dostaneme

pravidelny n-uhelnik vepsany do kruZznice o poloméru n\/m a se stfedem v pocatku
soustavy soufadnic. Smysl to md pouze u n=>3, pro n=2 jsou komplexnimi
odmocninami dvé opa¢na komplexni ¢isla. Rozdélime-li tento pravidelny n-thelnik na n
stejnych trojtihelnikd, pak jsou tyto trojihelniky rovnoramenné. Zakladnu tvoii vzdy
pfislu$na strana mnohouhelniku, ramena maji shodnou délku s polomérem kruznice.

Stftedovy uhel mnohouhelniku, tedy uhel pfi hlavnim vrcholu rovnoramenného
. o 180° . . - v
trojuhelnika, je roven — Proto se binomickym rovnicim ve tvaru z" —a = 0 fika

rovnice pro déleni kruhu.



[3]

1.3 Rovnice pro déleni kruhu
Uvazujme jednotkovou kruznici. Rovnici pro déleni kruhu budeme nazyvat binomickou

rovnici ve tvaru x™ — 1 = 0. Cislo x je n-ty kofen z jedné, pravé kdyz x™ = 1.

Véta 1.3.1 (Koi'eny rovnice pro déleni kruhu)
Rovnice pro deleni kruhu neboli binomickd rovnice ve tvaru x™ —1 =0 ma pravé n

kofent. Ty jsou dany vztahem
2k s
Xg41 = COS— +isin—,k =0,1,2,..,n— L
n n
- 0, ...0
Tj.: x;y=cos—+isin-=1
n n
2m . . 2
X, =CoOSs—+isin—=¢
n n

4m . . 4m
X3 = cos— + i sin— = &2
n n

6w . . bm
x4 = cos—+ isin— = &3
n n

S 2(n-)r 2(n-)r

X, = CO + isin=—— = g1
n

Disledek:
Y. . 2 . .2 . y .
Oznaéime-li € = cos 7” + isin 7”, potom podle Moivreovy véty plati

2km . . 2km
ek = cos == + isin—.

n n
Proto vSechny kofeny rovnice x™ — 1 =0 (neboli vSechny n-t¢é odmocniny z jedné)
muzeme oznacit takto:

2 g3, ..., e L

1,¢ ¢
[4]

Diky ¢islu a = 1 bude mit n-thelnik vznikly po zakresleni kofenii do Gaussovy roviny

vzdy jeden vrchol v bodé [1,0].

Priklad: Vypocti kofeny binomické rovnice x* — 1 = 0.
Kofteny binomické rovnice vypo¢teme pomoci vzorce v predchozi vété. Mame tedy:

= coso +ising = 1+0i
Xl—COS4 lSll’l4— L

= cos2 T 4 isin 2t = 0+ 1
XZ—COS4 lSll’l4 = L

10



4t 4t

X3 =cos— + isin— = —1 4+ 0i,
3 4 4
61T +isi 61T 0 — 1i
X4 = cos— +isin— =0 — 1i.
4 4 4
Ovérime jeste platnost umocnovani. Ozna¢me podle véty x, = ¢ = i, potom:
X3 =& =i%= -1,
X, =&3=1i3=—i

Véta 1.3.2

Vezméme libovolnou konkrétni hodnotu kotfene rovnice x" — 1 =0 a ozname ji x,.
Potom vSechny dalSi kofeny rovnice x™ —1 =0 dostaneme jako soucin tohoto Cisla

. s 2 . . 2m .
s mocninou ¢isla € = cos— + isin—, tj.
n n

X1 = X &,
X, = xg €2,
X3 = xg &3
X, = Xg ™.
[4]
Priklad: Berme v uvahu vysledky piedchoziho piikladu.
Vezméme libovolny kofen, naptiklad tteti kofen x3 = —1 a ozna¢me ho jako x, a Cislo

2n . . 2T , , . . . . . v
E = COST + i sin T’ o kterém vime, z€ j€ rovno 1maginarni Jednotce i. Potom VSGChIly

ostatni kofeny ziskame podle pfedchozi véty takto:

X0 = —1,
X1 =x3&=-1.1i=—I,
X, =x3 &2 =—-1.i? =1,
x3=xp&3=—-1.i%3 =1.

Piiklad:
a) Vypocti koteny binomické rovnice x? — 1 = 0.

xllz = il

b) Vypoéti kofeny binomické rovnice x3 — 1 = 0.
X1 = 1

B-1D:x-1D=x?+x+1

11



X2+x+1=0
D=b%:—-—4ac=1—-4=-3

~b+VD _-14V3i
X33 = 2a 2 —( 1+\/_l)
Véta 1.3.3

M¢jme rovnici x™ — 1 = 0. Existuji-li dvé nesoudé€lna ¢isla nq, n,, pro ktera plati
nn, =n
a zaroven plati, ze rovnice x™! — 1 = 0 ma feSeni ay, (k = 1,2, ...,n4), a rovnice
x" —1=0 ma feseni £;,(l =1,2,...,ny), pak hodnota n;n, dava pocet soucini Cisel

a, P, které udavaji vsechny kotfeny rovnice x™ — 1 = 0.

Diikaz:
Rovnice x™1"2 —1 =0 ma kofeny x,;, rovnice x"t —1 =0 ma kofeny a, rovnice

x™ —1 = 0makofeny §;, kde k =1,2,...,n;al=1,2,..,n

2km - 2km
a = cos—— +isin—
ny s
2l - 2Im
By = cos— + isin—
n; n;
2k 2lm\ (2km  2in
Xy = COS (— + —) +isin (— + —)
ny n; n n;

Je zfejmé, ze Cislo xj; je kofenem rovnice x"1"2 — 1 = 0. Dale musi platit, Ze vSechny jeji
kofeny jsou navzajem rizné. Pfedpokladejme, Ze dva kotfeny budou shodné, aif; = a;f;,

kde k,k=1,..,nyali=1,.,n, Plati1<k <k<n;al<l<I[<n,. Platitedy i

Z—" = % Pouzijme pravidlo o déleni komplexnich cisel:
k [

2k —k)  2m(k—k) 2n(l=0 . 2m(l=1D)
COS—————+I1SsiIh————=CcoS————+ [ SIn

nq ny n; n;

ny n;
Z toho plyne, Ze Cislo (k — l’c)nz je délitelné ¢islem n;. OvSem Cislo n, je s ¢islem ny

nesoudélné, proto musi byt (k - fc) délitelné n,. Ale |k - k| < ny, to znamend, ze k — k
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se musi rovnat nule a tedy k = k a zaroveti i [ = [. Rovnost tedy nastava pravé v tom
ptipadé, kdy k = k al = [, ¢im je dokazano, Ze jsou viechna feSeni navzajem riizna.

[13]
Priklad: Vypocti kofeny binomické rovnice x® — 1 = 0.
Exponent n = 6 lze rozlozit na sou¢in 6 = 2.3, pak n; = 2, n, = 3. Kofeny rovnic
x2—1=0ax3—1=0 jsme zjistili v predchozim piikladg.
Oznagime-li & =-(-1+v31i), pak a,=+1,0(c=12), f =16 (1=123).

Viemi kofeny rovnice x® — 1 = 0 jsou tedy ¢isla 1, —1, &, €2, —¢, —¢&2.

Jak je vidét, kofeny 1 a —1 jsou zaroven kofeny rovnice x2 — 1 = 0, dalsi dva kofeny jsou
zéroven kofeny rovnice x3 — 1 = 0. Zbyvajici kofeny —e, —e? vyhovuji aZ fedeni zadané
rovnice. Takové kofeny se nazyvaji primitivni.
Véta 1.3.4 (Primitivni kofeny)
Kofeny rovnice x™ — 1 = 0 nazyvame primitivnimi kofeny, pravé kdyz nejsou feSenim
7adné rovnice ve tvarux™ —1 =0, kde 1 <m < n.
Zaroven plati, ze Cislo € = cos%ﬂ + isin%n, n = 1 je vzdy primitivnim kofenem rovnice
x"—=1=0.

[13]
Priklad:

A13

Obrazek 3: Pravidelny Sestnactithelnik a primitivni kofeny
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Na obrazku je oranzovou barvou znazornén pravidelny Sestnictithelnik. Binomicka
rovnice x®* —1=0 mid ¢(16) = 8 primitivnich kotend, kterym odpovidaji vrcholy
Ay, Ay, Ag, Ag, Aqg, A1z, A1, A1g. Ostatni kotfeny této binomické rovnice netvofi vlastni
vrcholy pravidelného Sestnactitthelniku. Vrchol A; je vrchol, ktery tvofi pocateéni vrchol
vSech mnohothelnikl, primér A;Ag de€li kruznici na dvé pulkruznice. Vrcholy As,A;s

nalezi jiz pravidelnému ctyfuhelniku, zndzornénému cervenou barvou, a zbylé vrcholy

As, A7, Aqq, Ais jsou vlastni pravidelnému osmithelniku, zndzornénému zelenou barvou.

Véta 1.3.5
Cislo & je primitivnim kofenem rovnice x™ — 1 = 0,n > 1 pravé tehdy, kdyz viechna

gisla 8, 62,683, ...,8™ 1, 8™ jsou navzajem riizna.

[13]

Véta 1.3.6 (O poctu primitivnich koienti)
Vezméme libovolny primitivni kofen a ozna¢me ho &. Potom mezi Ccisly

5,6%,83,...,6™"71,6™ jsou primitivnimi kofeny rovnice x® —1 =0 pravé ta &isla 5%,

jejichz exponent je nesoudélny s ¢islem n.

Dukaz:

a) sporem: Piredpokladejme, Ze Cisla n, k jsou soudélna,
n k k
tzn. D(n,k) = D > 1.Potom plati (6%)0 = (6™)p =10 =1, ztoho plyne, ze &% je

kofenem rovnice x% — 1 = 0, tedy neni primitivnim kofenem rovnice x® —1 = 0.

b) Jsou-li ¢isla n, k nesoudélna, pak neexistuje zadné ¢islo t takové, pro které by
platilo: 0 <t <n a zarovein (6¥)¢ =1. Je-li ¢islo § primitivnim kofenem, pak plati
(6%)t = 8% =1 prave tehdy, kdyz je &islo kt délitelné &islem n. Podle uvedené véty je
gislo k nesoudélné s &islem n, proto musi byt t délitelné &islem n. Cislo t je podle
podminky mensi nez n, tedy takové ¢islo neexistuje.

[13]
Diusledkem tohoto je, Ze rovnice x™ — 1 = 0,n > 1 ma piesné tolik primitivnich kofen,
kolik existuje pfirozenych ¢isel mensich nez Cislo n a zdroven nesoudélnych s ¢islem n.
Proto je primitivnich n-tych kofent z jedné pravé ¢(n), kde ¢ je Eulerova funkce.

[13]
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1.4 Eulerova funkce
Eulerovou funkci rozumime funkci na mnoziné ptirozenych ¢isel Ny, pfitazujici kazdému

Cislu z této mnoziny ¢islo ptedstavujici pocet nenulovych ptirozenych ¢isel mensich nez

toto Cislo, ktera jsou s timto ¢islem nesoud¢€lna.

Véta 1.4.1 (Zakladni vlastnosti Eulerovy funkce)
Pro Eulerovu funkci plati:

1. my, m, jsou nesoudélna ¢isla, potom @(mym,) = p(my)e(m,),

2. @(p) =p —1, kde p je prvocislo,

3. (%) =p*1(p — 1), kde p je prvocislo.

[15]

Priklad: Vypoctéte nasledujici hodnoty Eulerovy funkce.
p(7)=7-1=6,
p(16) = p(2*) =2*"1.(2-1) =8,
9(15) =pB)p(B) =B -1)(G-1)=24=8,
0(24) = p(3)p(B) = p(3)p(23) =(3-1).231.(2-1) =2.4.1=38.

2. POLYNOMY PRO DELENI KRUHU A JEJICH VLASTNOSTI

2.1 Cyklotomické polynomy
Zjistili jsme tedy, ze k feSeni binomické rovnice n-tého stupné x™ — 1 = 0 staci najit

alespofi jeden z jeho ¢(n) primitivnich kofend. VSechny ostatni kofeny dostaneme
postupnym umocnovanim tohoto kotene 7:
rrerd, . Tl =1,

Vzhledem k tomu Ize otazku feSeni binomické rovnice pfevést na feSeni takové rovnice
¢(x) = 0 (uz ne binomické), jejimiz kofeny by byly primitivni kofeny (a jen tyto kofeny)
dané binomické rovnice. Pak by libovolny kofen rovnice ¢,(x) =0 daval feSeni
binomické rovnice. Takova rovnice ¢, (x) =0 se pro souvislost binomickych rovnic
pro déleni kruhu nazyvad polynomem pro déleni kruhu, jinymi slovy cyklotomickym
polynomem.

[4]
Polynom ¢, (x) = 0 déli kruznici na n ¢asti, ¢imZ vznika pravidelny n-uhelnik. Jsou-li
kotfeny takového polynomu vSechny primitivni kofeny binomické rovnice x" —1 = 0,

stupen polynomu musi byt roven ¢islu ¢ (n). Jak tento polynom vypada?
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Véta 2.1.1 (Tvary cyklotomickych polynomii)
M¢éjme n = p, kde c¢islo p je prvocislo. Potom jsou vSechny kofeny binomické rovnice
xP —1 =0, krom¢ kofene x = 1, kofeny primitivnimi. Polynom pro déleni kruhu ma
nasledujici tvar:

¢, (x) =x:%11 =xP 14 xP 2 4+ xP+x+ 1

[4]
V dal$im ptipadé méjme stupennt binomické rovnice roven mocniné nékterého prvocisla,
tedy n = p®. D¢litelé Cisla p“ jsou jisté Cisla:
pel pa=2  n2 151,
Oznacime-li libovolné nékteré toto Cislo jako [, pak kofeny binomické rovnice
xfP —1=0 jsou zaroveii kofeny binomické rovnice xP“ —1=0. Nejsou tedy

primitivnimi kofeny. Polynom, jehoz feSeni davaji pouze primitivni kofeny této rovnice, je

roven:
Ppe (x) = % e N D I N A e A o
X —
[4]
Déle pro nasobky libovolného liché¢ho prvocisla p plati:
p
2p _ -
x 1 x—-1
(x) = . =xP7 1 —xP 24 xP3 - —x+1,
2 xP—1"'x2-1
p _ 2 _
(x) = z ! z 1 X272 — )20~ 4 x2P76 | —x2 41,
4 x2r —1'x%—1
[10]

Obecné mejme libovolné n, napt. n = 33.

Vime, Ze ¢1 (x) = x — 1, dale vime, Ze x3 — 1 = ¢, (x)p5(x), odkud ziskame

p3(x) = o

x—1

= x? + x + 1. Podobné je x'* — 1 = ¢y ¢1;, z toho

x11-1
x

—=x"0+x7+x% +x7 +x°+x° + x* + x° + x> + x + 1. Utvoime tedy

11 (x) =
rovnost
X3 —1 = ¢ ()3 (x) P11 (X) 33 (%),
odkud vyplyva
3 _1

$1 () Pp3(x) P11 (x)

$33(x) =

x33 -1
- D2+ DO+ a8 X7+ xS Hxt+ a3+ x2+x+ 1)

=x20 —x19 4+ x17 — x16 4 1% — 13 x1 — 10 4 x% —x7 +x6 —x* +x3 —x + 1.
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Tento postup vypoctu cyklotomického polynomu je jisté¢ velmi srozumitelny a jednoduchy,
ovSem je velmi naroCny ze strany vypoctu, a to diky ndsobeni ve jmenovali zlomku a
naslednému déleni polynomutl. Proto matematikové hledali jiny obecny zpisob nalezeni
cyklotomického polynomu, ktery by samotny vypocet co nejvice zjednodusil. Jeden takovy
nyni uvedeme. V obecném vykladu mize vypadat slozite, proto si tento postup feseni dale

vysvétlime na piikladu, kde uvidime jeho vyhodu.

Obecné méjme libovolné n. Cislo n rozlozime na soucin prvocisel.

Polynom pro déleni kruhu vypada nasledovné:

_ He1-1)
(»bn(x) - l—[(xdz_l)-

Citatel i jmenovatel zlomku se sklada ze soudinu dvojélenti. Cislo d; nabyvéa hodnoty n a
jeho délitela, které ziskame vydélenim ¢isla n sudym poctem prvocisel z rozkladu. Pocet
téchto dvojélenti je roven @ = 1 + C2% + Ct + -+, kde m je pocet prvocisel rozkladu. Cislo
Cy je tzv. kombinac¢ni Cislo, které vyjadiuje pocet kombinaci k-prvkovych podmnozin

r 7 r W . v 7 w7 n n W
vybiranych z n-prvkové mnoziny. Kombinacni ¢islo €} lze zapsat ve tvaru ( k) a vypocte

se pomoci vzorce ,n >k >0, jinak je rovno nule. Cislo d, pak nabyva hodnot

_n
k!(n—k)!
délitelt, které dostaneme po vydé€leni ¢isla n lichym poc¢tem prvocisel z rozkladu. Tento
podet je roven f=CL +C3 +C3 +--. Cisla a,f jsou si rovna (podle Newtonova
binomického rozvoje, kde soucet binomickych koeficientl stojicich na sudych mistech je
roven souctu koeficientl stojicich na sudych mistech). Kazdy dvojclen, jehoz koten by byl
neprimitivnim kofenem rovnice x™ — 1 = 0, je vykracen. Diky tomu ve vyrazu zbudou jen
ty dvojCleny, jejichz kotfeny ddvaji primitivni kofeny rovnice x" —1 = 0. Pocet téchto
dvojélent je roven ¢@(n). Proto je pak polynom ¢, (x) stupné ¢(n) a jeho kofeny jsou
v§echny primitivni n-té odmocniny z jedné.

[4]
Piiklad: Naleznéte cyklotomicky polynom ¢3, (x).
Index n = 30 rozlozime na soucin prvocisel jako 2.3.5. PouZijeme vzorec pro obecné n,
ktery jsme si pravé vysveétlili.
Jako prvni urc¢ime pocet hodnot, kterych nabyva cislo d; (pfi déleni sudym poctem
prvocisel rozkladu):

3(3—1)

T 4.

d=1+Cf=1+
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Témito hodnotami jsou:
30 . 30 3 30
23 7 25 7 35

Stejné tak ur¢ime pocet hodnot, kterych nabyva cislo d, (pfi déleni lichym poctem

30, 2.

prvocisel rozkladu):
dy=C3+C =3+1=4.
Témito hodnotami jsou:
W Doy B B
2 ’ 3 ’ 5 ’ 2.35
Nyni dosadime do vzorce, zkratime a ziskdme poZadovany polynom:
(0 - D - D -D?-1)
G- DEP - DEE - D& -1
P =D+ D - DG - D - D+ 1)
B —DE—-DE+ DB -DO>+1D)(x—1)
B P +1D(x+1) _xlo—x5+1
(xS+DX3+1) x2—x+1

1.

®30 (x) =

=x8+x" —x>—xt—x3+x+1.

Zde je videt, jak ndm tento postup velmi usnadni vypocet diky kraceni vyraza v zdvorkach.
[4]

Priklad: Naleznéte cyklotomicky polynom ¢ (x).

Index polynomu n = 7 je prvoéislo.

x” -1

=x0+ xS+ xt+x3+x2+x+1.

b7 (x) =

x—1

Priklad: Naleznéte cyklotomicky polynom ¢, (x).
Index polynomu n = 4 = 22. Index je mozné napsat jako mocninu prvoéisla. PouZijeme

a
xP -1

tedy vzorec ¢« (x) = ST
x¥ -1 xt-1 ,
¢4(x):¢22(x):x22—1_1:x2_1:x + 1.

Priklad: Naleznéte cyklotomicky polynom ¢ye (x).
Index polynomu n = 26 = 2.13. Cislo 13 je liché prvoéislo.

x%6 -1 x—1 x% —x2 —x+1
x1B—1"x2 -1 x5 —xB_x241

=12 —x1 x10 _x9 x8 7 X — xS xt — 3+ x2—x+1.

$26(x) =
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Priklad: Naleznéte cyklotomicky polynom ¢y, (x).

Index polynomu n = 44 = 4.11. Cislo 11 je liché prvoéislo.
xM—1 x2—1 x*—x*—x?+1

x22 —1'x* —1  x26 —x22 —xt 41

= x20 — x18 4 x16 — M 4 x12 — 10 4 x8 — x6 4+ x* —x%2 + 1.

$aq(x) =

2.2 Sestrojitelnost pravidelnych mnohothelniki
Eukleidovska konstrukce je obor geometrie, ktery se zabyva otazkou sestrojitelnosti

geometrickych utvar pouze s pomoci obycCejného kruzitka a pravitka, pii ¢emz se
predpoklada, Ze pravitko je nekonecné délky a bez jakychkoliv znacek, vyuzivame pouze

jedné jeho hrany, a také kruzitko je schopné narysovat kruznici libovolné velikosti.

Eukleidovska konstrukce k sestrojeni geometrickych Gtvarl vyuziva body, pfimky (Gsecky)
a kruznice. Mezi zékladni konstrukéni ukoly patii:
1. pomoci dvou bodl sestrojit primku prochdzejici témito body nebo tusecku
ohrani¢enou témito body,
2. pomoci dvou bodu sestrojit kruznici takovou, ktera bude mit v jednom z bodu stied
a druhym bude prochazet,
3. pomoci dvou piimek sestrojit bod, ve kterém se tyto ptimky protinaji — tj. jejich
prusecik,
4. pomoci kruznice a piimky sestrojit dva body, popiipadé jeden bod, ve kterych se
piimka s kruznici protina,
5. pomoci dvou kruznic sestrojit dva body, poptipad¢ jeden bod, ve kterych se spolu
protinaji tyto kruznice.
[5]
Otazka, které pravidelné mnohouhelniky lze sestrojit pomoci eukleidovské konstrukce, je
spojena s Fermatem a Gaussem. Fermatova prvodisla jsou takova ¢isla, ktera lze vyjadiit
ve tvaru
E, = 2%" +1,
tedy jsou to Fermatova cisla, a zéroven je toto Cislo F, prvocislem. Fermat zemiel
Vv presvédceni, Ze vSechna Fermatova ¢isla jsou prvocisla. AZ o necelych sto let tuto
hypotézu vyvratil Euler, ktery pfiSel na to, Ze ¢islo F5 neni prvocislo, ale je sloZené.
Doposud znamé Fermatova prvocisla jsou ¢isla

FQ = 3, Fl = 5, FZ = 17, F3 = 257 aF4, = 65537
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A pravé Gauss objevil, ze pomoci eukleidovské konstrukce 1ze zkonstruovat pouze takové
mnohothelniky, u nichz pocet vrcholi je roven Fermatovu prvocislu nebo ¢islu
n= 2pip; ..oy,
kde p4, ..., p; jsou si navzajem rizna Fermatova prvocisla. Tuto podminku tedy spliiuji
naptiklad n = 3,4,5,6,8,10,12,15,16,17,... a naopak nelze sestrojit n-uhelniky, kde
n=17911,13,14,..
[6]

Véta 2.2.1 (O eukleidovsky konstruovatelnych pravidelnych
mnohouhelnicich)
Pravidelny mnohothelnik je eukleidovsky konstruovatelny, jestlize pocet jeho vrcholi je

roven &islu n, kde

1. n=2%k > 1nebo
2. n=2% 41, tj. n je Fermatovo prvocislo, nebo

3. n= 2kp;p, ..p;, kde py, P, ..., p; jsou si navzajem riizna Fermatova prvodisla.

Piiklad: Vezméme napiiklad pravidelny trojuhelnik, pétitthelnik a sedmitihelnik.
Pravidelny trojuhelnik, tj. rovnostranny trojuhelnik, ma tfi vrcholy a n = 3 je Fermatovo
prvocislo. Postup konstrukce je nasledujici:
Uvazujme kartézskou soustavu soufadnic s poc¢atkem v bodé¢ O = [0; 0].
1. k:k(O; 1)
2. A, X:body A, X vzniknou jako pruse¢iky kruznice k se souradnicovou osou x
3. LIX;r)
4. B,C:{B,C}=knl
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Obrazek 4: Konstrukce pravidelného trojuhelniku

Diky tvrzeni vySe vime, ze pravidelny pétiihelnik Ize sestrojit pomoci eukleidovské
konstrukce. Ovéime tedy teorii.
Cislo n = 5 je opét Fermatovym prvoéislem. Podle véty o eukleidovsky konstruovatelnych
pravidelnych mnohothelnicich lze sestrojit pravidelny pétithelnik pouze s pomoci pravitka
a kruzitka:
Uvazujme kartézskou soustavu soufadnic s poc¢atkem v bodé 0 = [0; 0].

1) k:k(O;1)

2) A,B,C,D: body vzniknou jako pruseéiky kruznice k se soufadnicovymi osami x, y

3) S:|AS| =150]|

4) L:1(S;SD)

5 X:X=IlnOB
Délka strany pravidelného pétiahelniku je pak s; = |DX|, zaroven délka strany
pravidelného desetithelniku je rovna sy = |0X|. Zde vidime, Ze pravidelny desetitthelnik
Ize tedy také zkonstruovat za vyuziti pravitka a kruzitka a to proto, Ze ¢islo n = 10 lze

vyjadiit ve tvaru sou¢inu mocniny ¢isla 2 a né¢jakého Fermatova prvocisla, tj. 10 = 2.5.
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Obrazek 5: Sestrojeni pravidelného pétithelniku a desetithelniku

Pravidelny sedmitihelnik patii mezi mnohothelniky, které nelze sestrojit pomoci pravitka a

kruzitka ptesné. U takovych mnohotihelnik ovSem existuji piiblizné konstrukce:

Uvazujme kartézskou soustavu soufadnic s poc¢atkem v bodé 0 = [0; 0].

1. k(0;1)
2. A,B:body A, B vzniknou jako pruniky kruznice k S 0Sou x
3. 1(A; AO)
4. E,F:{E,F}=1nk
5 X:X=EFNnAO
Piiblizna délka strany pravidelného sedmithelniku je pak rovna délce s; = |EX| = |FX].
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Obrazek 6: Sestrojeni pravidelného sedmitihelniku

2.2.2 PribliZzna konstrukce thlu 10° pravitkem a kruzitkem
Navod na piibliznou konstrukei uhlu 10° pomoci pravitka a kruzitka pochdzi z Casopisu

Rozhledy matematicko-fyzikalni a autorem je Ing. Nedbal.

O

Obrazek 7: P¥iblizna konstrukce tuhlu 10°
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V kartézské soustaveé souradnic narysujeme kruznici k se sttedem v bod¢ O a polomérem
a. Dale narysujeme shodné rovnostranné trojuhelniky OAB a ABC o strané a tak, Ze jejich
spoleéna vyska OC lezi v ose y. Kruznice k ma rovnici x> + y? = a?. Dale sestrojime bod
D tak, aby thel, ktery svird ptimka m = OD s o0sou x, byl roven tthlu ¢ = 82°30". Tento
uhel sestrojime tak, ze od 90° odecteme i. 30°. Pfimka m ma rovnici y = x.tg @. Nyni

feSme soustavu téchto dvou rovnic:

x? + x%.tg’a = a?

Xp = a.cosa
Yo = a.sina

Vysledkem jsou soufadnice x, yy praseciku D ptimky m S kruznici k.

Nyni zjistime délku vysky v jednoho z trojuihelnikii a soutfadnice bodu C. PouZijeme

k tomu libovolny pravouhly trojuhelnik:
v
sin 60° = —
a

_av3

Ve

Bod C ma tedy soutadnice [0, a\/§]. Nyni nas zajima délka tsecky ED. Opét pomoci
pravouhlého trojuhelnika, tj. trojuhelnika EOD, pocitdme cosa = % a z toho vyplyva, ze
dé¢lka ED = a.cosa. Déale délku usecky EC spocteme jako rozdil délek OC — OE. Délka

OF = a.sina. Tedy EC = OC — OF = aV3 — a.sina = a(v/3 — sin ). Jelikoz zname
dé¢lky ED, EC, mizeme pfistoupit ke zjisténi velikosti Gthlu £:

X ,B—ED— a.cosa _ cosa
8P =EC T a(W3-sina) V3-—sina
Dosadime-li thel @ = 82°30’, dostaneme tg 8 = E;ig: z ¢ehoz ziskame
B = 9°59744",
Relativni chyba je ted rovnaﬁ = _ 0,044%
y J y 10° - 36000 " - ) 0.
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Mame tedy piibliznou, avsak da se fict velmi piesnou, konstrukci uhlu 10°, kterou

mizeme vyuzit naptiklad pii priblizné konstrukci pravidelného devitithelniku, nebot’
y , o 360° e v s . e,

sttedovy tihel devitiuhelniku je roven - = 40°, tedy Ctyfnasobku nami sestrojené¢ho tihlu.

[14]

Véta 2.2.3
Lze-li kruznici rozdélit pomoci pravitka a kruzitka na a a b dild, jsou-li a, b nesoudélna

Cisla, pak lIze rozd¢lit kruznici i na ab dild, a to pomoci souctii a rozdilti obloukd.

[4]
Priklad: Platnost veéty oveéfime na piikladu. Vezméme naptiklad pravidelny
dvanactiuhelnik.

n=12 = 3.4, D(3,4) = 1.

Chceme sestrojit %—t}’l dil kruznice. Pro rovnici n = ab po upravé plati %z =+ Z. Pro

a
S . .oy . 1, Y . o y ,
sestrojeni ;-teho dilu kruznice je tieba vzit ukrat —ty dil kruznice a pfi€ist k nému vkrat
-ty dil kruznice.
Pro dvanactiihelnik plati:

1=(-1).3+14,
1 1

1
3

12 4

sta¢i tedy vzit tietinu kruznice a od ni odecist ctvrtinu kruznice. Tim ziskdme pozadovanou

—

dvanactinu kruznice.

Obrazek 8: Vytvoreni strany dvanactithelniku pomoci trojihelnika a ¢tverce
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Jak je vidét zobrazku, narysovali jsme rovnostranny trojihelnik. Ttetina kruZznice
odpovida bodu K, mySleno z pocatecniho bodu vSech mnohothelnikid [1,0]. Z bodu
K jsme pak tedy narysovali Ctverec. Odectenim cCtvrtiny oblouku kruznice od tfetiny
oblouku kruznice jsme ziskali bod H, ktery odpovida druhému vrcholu pravidelného

dvanactithelniku. Postupnym nanasenim této délky jsme pak ziskali zbyl¢é vrcholy.

2.3 Johann Friedrich Carl Gauss a pravidelny sedmnactiuhelnik
Vyznamny némecky fyzik a matematik se narodil 30. dubna 1777 v Braunschweigu a

zemfel 23. inora 1855 v Géttingenu. Uz v jeho mladi bylo vidét, Ze je velmi nadany. Cist
se naucil jesté pred nastupem do Skoly. Vyborné zvladal aritmetiku a také pocitani
zpaméti. Rika se, Ze v pouhych tfech letech upozornil svého otce na chybu pii vypoétu
mzdy (a to diky tomu, Ze ho pfi vypoctech vzdy pozoroval). V sedmi letech zac¢al Gauss
chodit do obecné Skoly, kde po dvou letech postoupil do aritmetické tfidy. Jiz v té dobé
Gauss vynikal svym nadanim. Pti tilloze vypocitat soucet vSech piirozenych Cisel od jedné
do sta piekvapil ucitele svou rychlou odpovédi. Dovedl si totiz odvodit formuli pro soucet
aritmetické fady. Ten spocetl tak, Ze vytvofil dvojice Cisel, jejichZ soucty byly vzdy rovny
Cislu 101, tedy (14+100)+ (24+99)+ (3+98) + -+ (504 51). Takovych pard je
v fad¢ padesat. Celkovym souctem tedy pak je soucin téchto dvou cisel, 5 050. Ve 14
letech se seznamil s vévodou z Brunsviku, diky kterému mohl zacit studovat na Collegium

Carolinum, zde studoval ¢tyfi roky antické jazyky.

Své objevy si Gauss zaznamenaval do deniku. V ném byly zminky naptiklad o zékonu
chyb, distribuci prvocisel, trojihelnikovych cislech, nebo tfeba o komplexnich cislech a
konstrukci pravidelnych mnohotuhelnikti. Teprve devatenactilety Gauss dokazal, Ze
pravidelny sedmnéctithelnik lze sestrojit pouze pomoci pravitka a kruzitka, tedy ze je
eukleidovsky konstruovatelny. Od dob starych Reki se predpokladalo, Ze takto lze sestrojit
takové mnohothelniky, které maji pocet stran roven Cislu 2™, kde m = 2, 3, ... a dale ty,
kde je pocet vrchold roven 2™.3, 2™.5, 2™.3.5, kde m = 0,1, ... Poté Gauss pfiSel se
souvislosti sestrojitelnosti pravidelnych mnohotihelnikli s Fermatovymi prvocisly.
Pron=22" +1, kde m=0,1 je konstrukce zndmi a jednoducha (konstrukci
pravidelného trojuhelniku a pétithelniku jsem ukazala v pfedchozim piiklad€). Pro m = 2
ovSem dostavame n = 17, tedy jedna se o pravidelny sedmnactitthelnik.

[7]
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Dne 30. brezna 1796 devatenactilety Gauss zjistil, Ze je mozné zkonstruovat pravidelny
sedmnactithelnik. Tento objev ho udajné presveédcil vénovat se matematice misto filologii.
Prvniho Cervna 1796 jeho vysledky zvefejnil v némeckém cCasopisu Intellegenzblatt der
allgemeinen Litteraturzeitung A. W. Zimmermann, ktery byl profesorem na Collegium
Carolinum a brzy se stal i Gaussovym mentorem. Poté to samé Gauss prezentoval na konci

své knihy Disquistiones Arithmeticae, ve které dokazuje sestrojitelnost pro kazdy

mnohothelnik s poétem vrcholt n = 22" + 1, tedy rovnym Fermatovym prvod&islim.

[8]

2.3.1 Konstrukce pravidelného sedmnactiuhelniku na zakladé

Gaussovych period
Gaussovy periody jsou uskupeni kofenti na zéklad¢ jejich charakteristického uspotadani.

Tento postup se provadi pro binomické rovnice, u kterych je n =p, p je prvocislo.
V naSem piipadé je n = 17, ¢islo 17 je prvocislo. Jejich vytvateni spo¢iva v tom, Ze se
jako prvni vytvoii dvé periody o % s¢itancich. Vytvotime tedy periody y;,y, 0O 172—_1 =8
s¢itancich. Plati v nich, Ze kazdy nasledujici s¢itanec je druhou mocninou ptedchéazejiciho.
Dale plati, Ze periody y,, y, jsou koteny kvadratické rovnice s celistvymi koeficienty. Poté
se provede vytvoreni dalSich period, které budou nyni %-élenné, tj. periody z; az z,

17-1 s P . P v 1 xr sy . v ISNTIY
0——= 4 scitancich. V nich plati, ze kazdy s¢itanec je ¢tvrtou mocninou predchazejiciho

a opét véta, ze kazda dvojice period z; az z; vyhovuje kvadratické rovnici, jejiz
koeficienty jsou raciondlni funkce ptedchazejicich period y;,y,. V nasem piiklad¢ jsme
jesté délili na periody o % sCitancich, tim jsme vytvofili periody u; az ug 0 178—_1 =2
s¢itancich. Ty jsou kofeny kvadratické rovnice, jejiz koeficienty jsou racionalné zavislé
na piedchazejicich ¢tyfélennych periodach. Obecné protoze p — 1 = 2™, kde m je samo
mocninou ¢isla 2, po m — 1 délenich dostaneme kone¢né dvouclenné periody, kde kazda
Z nich je kofenem kvadratické rovnice s koeficienty raciondlné zavislymi na ptechazejicich

(Ctyiclennych) periodach.

Timto postupem tedy zjistujeme, Ze primitivni kofen, oznaéme ho napf. ¢, a tedy i vSechny
ostatni primitivni kofeny dané binomické rovnice x? —1 =0, lze nalézt postupnym
fesenim fetézce kvadratickych rovnic, a tedy vyjadtit pomoci druhych odmocnin. Z toho
vyplyvé, Ze mohou byt sestrojeny pomoci kruZitka a pravitka.

[4]
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Kofteny binomické rovnice x™ — 1 = 0 Ize vyjadtit podle Moivreovy véty jako
x =coska+isinka, a =27”, k=01,..,n—1.

Uvazujeme-li pravidelny sedmndctithelnik, pak rovnici x'7 —1 =0 mlzeme vydélit
vyrazem x — 1. Obdrzime polynom
x16 4+ 15 1 4 13 4 12 4 1T 4 10 4 X9 4 48 4
+x7 ++xC+xd Hxt+ P+ xt +Hx+ 1,
ktery je jiz nad celymi ¢&isly nerozloZitelny, a zaroveti stupeii tohoto polynomu, 16 = 24, je
mocninou ¢isla 2, coZ je podle Gausse nutna podminka pro to, aby mohla byt rovnice
(polozime-li tento polynom rovny nule) feSitelnd pomoci druhych odmocnin, tedy S§la

pievést na fetézec kvadratickych rovnic. Tato rovnice ma kofeny xq, X5, ..., X16, které lze
vyjadrit vyrazem x, = coska + isin ke, kde & == = 21°10'35,3" ak = 1,2,3, ..., 16.
Pii tom plati x;, = x¥ pro k = 1,2,...,16 a zarovei pro viechna k plati x\” = 1. Jak je
vidét, tak koeficienty kofent maji zdroveii vyznam mocniteld.

Déle plati (dle Gausse), ze ¢islo 3 je primitivnim kofenem ¢isla 17, to znamena, ze
mocniny ¢isla 3 délené ¢islem 17 davaji vSechny zbytky od 1 do 16, tedy udavaji Gplnou

soustavu zbytkti modulo 17:

30=1=x,
31 =3=1x4
32 =9 = x4
33 =10 = xy

34=2=x,
30 =6 =xq
Tyto koteny tedy popotad¢ jsou:
X1, X3, X9, X10, X13, X5, X15, X11, X16, X14, X8, X7, X4, X12, X2, X6
Téchto Sestnact kofent nyni uspotddame do Gaussovych period:
Y1 =%x; + X9+ X13 + X15 + X6 + Xg + x4 +x, =3° + 32+ ... 4 31
Yy = X3+ X9+ X5 + X1q + X104 + X7+ x5 +xg =31+ 33 + - 430
7y = x1 + X3 + x16 + x4 = 3%+ 3% + 38 + 312
Zy = Xg + X5 + Xg + x, = 32 + 36 + 310 4+ 31
Z3 = X109 + X141 + x7 + x6 = 3%+ 37 + 311 4 315
Zy = X3+ X5 + X4 + X, = 31+ 3% + 39 4+ 313
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w =x1 +x16 = 3%+ 3% uy, = x5 + x, =3+ 312
Uz = xq5 + X, = 3% + 31 uy = xg + xg = 3% + 310
Us = xqq +xg =37 + 3, ug = xq9 + x, = 33 + 31
Uy = x5 +x1, = 3%+ 38, ug = x5 + x4, =3 +3°
Z rovnice
x16 4+ 15 1 4 13 4 12 4 1T 4 10 4 X9 4 x84
+x7+xb +xd +xt+ 3+ xi+x+1=0
vyplyva, ze
Yit+ty, =x1+x,+x3+ -+ x6=—1
Dale zjistime soucin y;y,. Postupnym roznasobeni ziskdme celkem 64 cleni, vzhledem
k x17 = 1 upravujeme mocnitele na mensi nez 17 (modulo 17). Ziskame
Y12 =40 + x5+ -+ x36) = 4.(-1) = -4,
Z tohoto vyplyva, Ze y,, v, jsou kofeny kvadratické rovnice y? + y — 4 = 0.
Podobné ziskame z; + z, = y;, 212, = —1, tedy z;,z, jsou kofeny kvadratické rovnice
z2 —y,z—1=0. Déle z3 + 2z, = y,,2324 = —1, tedy z3,z, jsou koteny kvadratické
rovnice z2—y,z—1=0. Také vsechny kofeny u lze stejnym zplsobem uréit.
Postupnymi vypocty a dosazovanim bychom vypocetli samotné hodnoty jednotlivych
kotenil.

Vsechny periody u maji tvar podle vzorce u = xj, + x17_; = 2coska, kde a = i

17°
Hodnoty period jsou pak u; = 2cosa,u, = 2cos4a,us; = 2cos2a,u, = 2cos8a, ...

Jen pro ukazku uvedeme, jak takovy kofen pravidelného sedmnactiihelniku vypada:

21 1 1 1 ’
COSﬁ— —R+RV17+E 34—2\/17

1
+—\/17+3\/17—\/34—2\/ﬁ—2\/34+ 217 .

8

Toto ¢islo udava x-ovou soutadnici prvniho kotene. Kdybychom jim vedli kolmici na osu
x, protnula by se sjednotkovou kruznici, ¢imz by vytvofila vrchol pravidelného
sedmnactithelniku.

Samotna konstrukce je potom nasledujici:

Sestrojme kruznici k se stiedem v pocatku kartézské soustavy O = [0;0] a polomérem

r =1. Body 4, B, C, D jsou pruse¢iky kruznice k s osami x,y. Naleznéme bod F lezici
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na tseéce OD tak, aby |OF| = i. Déle sestrojime kruznici k; se stiedem v bodé F a

y 1 " . y
polomérem r = |AF| = ZV 17, tato kruznice protina osu x v bodech G a H tak, ze

\/_ 1
4

\/_ 1_

0G| = =L a |0OH| = =2 Sestrojme kruznici k, se stfedem v bodé G a

2
polomér r = |AG|. Kruznice protina osu x v bodech I a J, kde |0I| = y71+ /%1+ 1=z a
2
0] = %1— ’yf+ 1 = z,. Dalsi kruznice k; ma stied vbodé H a polomér r = |AH| a

2
protind osu x v bodech K a L, kde |OK| =y72+ ’yf+ 1=2za

2
|OL| = %2— ’yf+ 1 = z3. Nyni sestrojime kruznici k,, ktera prochazi body D, K, se

sttedem na useéce OD a protind osu y Vv kladné ¢asti vbodé M. Velikost |OM| = /z,.

2
Potom uréeme bod N tak, ze |[MN| = %IOII a |0N| ’— — z,. Posledni kruznice ks

se stiedem v bodé N a polomérem r = |MN| protina osu x v bodech P a Q tak, Ze

2 2
|OP|=Z71+ ’%—24—111 a |0Q|=Z?1— ’%—Z4=—u2. Nyni sestrojme tétivu

kruznice k z bodu B o délce |OP| = u,. Tato tétiva spojuje bod B s bodem A,. Pokud
rozdélime oblouk AA, na dva stejné¢ dlouhé oblouky, dostaneme bod A;. Ziskali jsme tedy
tfi po sobé nasledujici vrcholy pravidelného sedmnactiuthelniku A, Aq, A,. Postupnym

nanasenim délky strany sedmnactiuhelniku ziskame 1 zbylé vrcholy.

[9]
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Obrazek 9: Konstrukce sedmnactithelniku na zakladé Gaussovych period

2.3.2 Richmondova konstrukce pravidelného sedmnactiahelniku
Jedna z moznych konstrukci pravidelného sedmnactithelniku je také Richmondova

konstrukce (1893). Zakladem je narysovani kruznice k se stfedem v bodé O a libovolné
vybrany bod V, lezici na této kruznici. Déle se sestroji bod A takovy, Ze piimka OA je
kolmé na ptimku OV. Ddle se ur¢i bod B, ktery lezi na tisecce OA tak, ze délka usecky OB
je rovna ¢tvrtiné délky tsecky OA. Bod C lezi na useCce OV a zaroven velikost thlu OBC
je roven c¢tvrting velikosti thlu OBV. Potom bod D lezi na piimce OV tak, aby velikost
uhlu DBC byla rovna poloviné pravého thlu, tedy 45°. Necht' dale bod E je bod, kde
kruznice [ urCend body D,V, se stiedem na usecce OV, protind Usecku AO. Nyni
narysujeme kruznici m se sttedem v bod¢ C, ktera prochdzi bodem E. Necht body F a G
oznacuji priseciky této kruznice m a piimky OV. Potom body V; a Vs jsou pruseciky

kolmic vedenych body F a G s kruznici k.
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Obrazek 10: Richmondova konstrukce pravidelného sedmnactitihelniku

Body V,V; a Vs jsou nulty, téeti a paty vrchol pravidelného sedmnactithelniku. Palenim
uhlu V;0Vs najdeme vrchol V,, ¢imz ziskame velikost strany s;7. Cely sedmnactitthelnik

pak snadno ziskame postupnym nanasenim této délky po kruznici k.

[8]

2.4 Resitelnost binomické rovnice x® — 1 = 0 pomoci druhych odmocnin
Reseni binomické rovnice x™ — 1 = 0, tj. nalezeni viech n-tych odmocnin z jedné, to

znamend odmocnovani, je ekvivalentni Gloze dé€leni kruznice na n stejnych dila, tj.
sestrojovani pravidelnych mnohouhelnikti. Kdy je tato konstrukce fesitelnd pouze pomoci
pravitka a kruzitka, tedy kdy je mozné sestrojit kofeny binomické rovnice pouze kruzitkem
a pravitkem? Pomoci pravitka a kruzitka jsme schopni sestrojit soucet dvou usecek a + b,

rozdil dvou usecek a — b, libovolny celociselny ndsobek dané Usecky ka, k € Z, podil

, v a v w .
dvou usecéek S a koneéné druhou odmocninu v a.

Pomoci pravitka a kruzitka lze sestrojit libovolnou funkci danych veli¢in (Gsecek), je-li
k jejimu vytvofeni tfeba vykonat operace soucet, rozdil, nasobeni, dé€leni a druhé

odmocnovani téchto veli¢in v kone¢ném poctu.
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Aby kofeny rovnice f(x) = 0 mohly byt sestrojeny pomoci pravitka a kruzitka, je nutnou

a zaroven postacujici podminkou, aby byla rovnice fesitelna pomoci druhych odmocnin.

Sestrojeni pravidelného mnohothelniku tedy vede K feseni binomické rovnice pomoci
druhych odmocnin. Podle Gausse je kazda obecna rovnice typu x™ — 1 = 0 algebraicky
fesitelna, avSak k tomu, aby bylo jeji kofeny mozné vyjadtit pomoci druhych odmocnin, je
nutné, aby ¢islo n bylo sou¢inem mocniny 2™.p;.p, ... pr, kde p; jsou Fermatova
prvocisla, tedy p; = 22" + 1, a kazdé toto prvoéislo se mize vyskytovat pouze jednou, a
to pouze Vv prvni mocning, m = 0 nebo je kladné celé ¢islo. Tato podminka je nutna a
zaroven postaCujici. Samoziejm&€ mnohothelniky, u nichz n = 2™, lze jednoduse

konstruovat pomoci pravitka a kruzitka pouze délenim uhlu.

Je-1i mozné fesit cyklotomicky polynom pomoci druhych odmocnin, pak je mozné fesit
pomoci druhych odmocnin 1 ptisluSnou binomickou rovnici. Naopak nelze-li cyklotomicky
polynom fesit pomoci druhych odmocnin, pak nelze takto fesit ani pfisluSnou binomickou

rovnici, protoze jeji primitivni kofeny neni mozné vyjadiit pomoci druhych odmocnin.

Kazdy cyklotomicky polynom je ireducibilni (vyznam bude vysvétlen v dalsi kapitole). Pro
ireducibilni rovnici f(x) = 0 plati, Ze je feSitelna pomoci druhych odmocnin, jestlize je

jeji stupent mocninou dvojky. Podminka je nutna, nikoliv postacujici.

Metoda Gaussovych period uvedena v pfedchozim textu je postupem, pii kterém se feseni
slozité rovnice prevadi na feSeni fetézce kvadratickych rovnic. Kofeny je tedy mozné
vyjadiit pomoci druhych odmocnin.

[4][12]

Véta 2.4.1 (Reciproka rovnice)
Rovnici ve tvaru agx™ + a;x™ !+ a,x" % + -+ a,_,x*> +a,_1x + a, = 0 nazveme

rovnici reciprokou
a) prvniho druhu, jestlize pro jeji koeficienty plati
Ay = Ay, 01 = Ap_1,0y = Ap_3, ..,
b) druhého druhu, jestlize pro jeji koeficienty plati
Ay = —0p, A1 = —0p_1,0y = —0p_3, -

. , T . . . v ERY v L xr 1
Dale plati, ma-li reciproké rovnice kofen a, pak je jejim kotenem také ¢islo —.
a
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[12]
Priklad: Mé&jme binomickou rovnici pro déleni kruhu x> — 1 = 0.
Kofenem této rovnice bude jist¢ x; = 1. Muzeme tedy napsat rozklad této rovnice
(x—D*+x3+x2+x+1). Polynom x*+x3+x2+x+1=0 je paty

cyklotomicky polynom a pravé cyklotomické polynomy vedou k reciprokym rovnicim.
« 1 1 ,

Vydélme tento polynom x?, dostaneme x? + < +x+-+1=0. Nyni zavedeme novou
. 1 < s . L I 1

nezndmou X + — =y, umocnénim této neznimé na druhou ziskame x? + == y?—2,a

dosadime do rovnice:

y?—-24+4y+1=y24y—-1=0.

Kofeny této kvadratické rovnice jsou rovny y;, = %‘E Nyni dosadime zpét
do neznamé:
N 1
xX+—=y,
x Y
x2+1=uxy.

Pro kofen y; = 15 gostaneme  kvadratickou rovnici  x2 +#x +1=0. Jeji
diskriminant je roven D = 10265 g

4

—1++v5  [—-10—-25
>t ) —1+\/§+\/—10—2\/§_
= l
2 4 4

=%<—1+\/§i ,/—10—2\/§i>.
1+/5

Pro kofen y, = %_ﬁ dostaneme kvadratickou rovnici x? + Tsx +1=0. Jeji

X23 =

—1042V5
4

—1-+5, |-10+2v5
>+ Z —1—\/§+\/—10+2\/§,
l
4~ 4

diskriminant je roven D = <0.

X4,5 = > =

=%<—1—\/§i ,/—10+2\/§i>.

[12]
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Obrazek 11: Konstrukce pravidelného pétituhelniku na zikladé algebraickych vyraza

Ptfedchozi konstrukce byly jednoduché a znamé. Vymysleli je geometii, ktefi se snazili
konstrukce zjednodusit a popsat je VvV nékolika malo krocich. Z pohledu algebraika jsou
nékteré konstrukce také jednoduché. Napiiklad vySe uvedeny pétithelnik. Diky
vypocCitanym kofenlim pomoci reciproké rovnice muzeme konstruovat pravidelny
pétithelnik takto:

Prvni vrchol A; je ziejmy z kofene x; a ma soufadnice [1,0]. Vrcholim A,, As odpovidaji
kofeny x,, x3. Tyto kotfeny lze zakreslit do Gaussovy roviny jako body, které maji shodné
x-ové soutfadnice a jejich y-ové soutradnice se 1i§i pouze znaménkem. To znamena, Ze tyto
dva vrcholy jsou osové soumérné podle osy x. Vezméme tedy x-ovou souiadnici téchto

_11\@- Délku V5 ziskdme jako délku piepony a pravothlého trojiihelnika

s délkami stran b = 1 a ¢ = 2. Zbodu K = [—1,0] ud&lejme palkruznici o poloméru V5

bodu rovnou

v kladném sméru osy, protoze tuto hodnotu ve vyrazu pfic¢itame. Timto vytvofime bod L,
ktery ma soufadnici x = —1 ++/5. My oviem potiebujeme pouze &tvrtinu tsecky OL,
které odpovida usecka OM. Nyni z bodu M sestrojime kolmici u k ose x. Jelikoz vime, ze
vrcholy pravidelného pétithelniku musi lezet na kruznici, tak body, které vznikly
protnutim kolmice u s jednotkovou kruznici k, jsou shodné pravé s dvéma jeho vrcholy.
Stejnym zplisobem sestrojime 1 zbylé dva vrcholy As, A4, kterym odpovidaji kofeny x4, x5
zakreslené opét do Gaussovy roviny jako body. Z bodu K opét sestrojime pulkruznici o
poloméru V5 v zaporném sméru osy, protoZe tuto hodnotu ode&itame. Tim vznikne bod N.

Stejné tak potfebujeme znat pouze ¢tvrtinu secky NO, které odpovida tsecka PO. Bodem
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P vedeme kolmici v k ose x. Pruseciky této kolmice a kruznice k odpovidaji zbyvajicim

vrcholim pravidelného pétiahelniku.

Na stfedni Skole jsme pocitali tabulkové hodnoty goniometrickych funkci pro thly
30°,45°60°. Kdyz se podivame na kofeny zadané binomické rovnice, vypocetli jsme

vlastn¢ také hodnoty nékterych goniometrickych funkci. Vezméme v ivahu vrchol A,

ktery jsme ziskali pomoci kofene x, = i(—l ++/5++10 + 2v/5 i), tedy:

_|-1+V5 V10 +2v5
— , . _

2 4

Uvazime-li pravothly trojahelnik OA, M, ktery ma délku prepony OA, rovnou poloméeru

. . , o . 360° . y )
kruznice, tj. 1, pak thel lezici u vrcholu O je roven —~ = 72°. Vypoctenim kofenu jsme

ziskali hodnoty
V10 + 2v5
sin72° = —\/_
4
~1++5
cos72° = —

Stejné bychom uréili hodnoty funkei pro tihel 144° ze soufadnic vrcholu As:

V10 —2v5

in144° = ————,
Sin 4

—1-+5
YR
Dale pro tihel 216° ze soufadnic vrcholu A, a pro uhel 288° ze soufadnic vrcholu As.

cos 144° =

3. IREDUCIBILITA POLYNOMU PRO DELENi KRUHU A JEJi DUKAZY

3.1 Primitivni polynom
Polynom fx) =apx" + a;x™" ' +a,x" %2+ ... +a,_1x +a, s celo¢iselnymi

koeficienty a;,i = 0,1, 2, ... ,n nazyvame primitivnim polynomem pravé tehdy, kdyz jsou
jeho koeficienty nesoudéIné, to znamena, Ze nejvétsim spole¢nym délitelem cCisel a; je
¢islo jedna. Déle plati, Ze pokud jsou dva polynomy g(x) a h(x) primitivnimi polynomy,
pak polynom gh(x) vznikly jejich sou¢inem je opét primitivni polynom.

[4]
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Priklad:
Primitivnim polynomem je napiiklad polynom f(x) = 5x* — 4x3 —3x% + x — 3,
U kterého nejvétsim spolecnym délitelem koeficientd D(5,—4,—3,1,—3) je Cislo jedna.
Naopak primitivnim polynomem neni polynom f(x) = 6x3 — 8x2 — 2x + 4, u kterého je
nejvetsim spoleénym délitelem jeho koeficientt ¢islo dva, tedy D(6,—8,—2,4) = 2. Tento
polynom je tedy teprve dvojnasobkem primitivniho polynomu, tedy

f(x) =203x3 —4x? — x + 2).

Z polynomu s racionalnimi koeficienty mizeme také dostat primitivni polynom. Napiiklad

2
u polynomu f(x) = x? + % + 2 pfevedeme zlomky na stejného jmenovatele, tj.

2
flx) = W, a vytkneme f(x) = %(49(2 + 3x + 18), kde nejvétsi spoleény délitel

koeficientdi D (4, 3,18) = 1. Polynom v zavorce je tedy primitivni.

3.2 Reducibilni polynom
Reducibilni polynom je polynom s celoCiselnymi koeficienty, ktery lze rozlozit na soucin

dvou polynomi opét s celo¢iselnymi koeficienty, tj.
f0) = g(x)h(x),

kde zadny z polynomti g(x) a h(x) nema stupen rovny nule.

Dokazme nyni, Ze koeficienty polynomt jsou celoCiselné.

Uvazujme, ze polynomy g(x) a h(x) maji raciondlni koeficienty. Vytvoime z téchto
polynomit polynomy primitivni. To znamenda, Ze racionalni koeficienty pifevedeme
na spolecného jmenovatele a pted kazdy polynom poté vytkneme nejvétSiho spolecného
délitele t&chto koeficientd. Timto dostaneme, Zze g(x) = Z—l g1(x) ah(x) = %hl (x), kde
¢isla Dy, D, jsou vytknuti nejvétsi spolecni délitelé a Cisla s, t jsou jmenovatelé zlomk.
Polynomy g;(x) a hy(x) jsou primitivni polynomy. Nyni dosad'me ziskané polynomy zpé&t
do zakladni rovnice:

D;D
st

D D
f@) = 90 = | L0 [Z 10| = =21 Com G0,

D1D
k12
S

Nyni vezméme zlome = S, kde c¢isla p a q jsou nesoudélna. Mame tedy polynom

fx) = ggl ()b, ().

JelikoZ polynom na levé stran€ vyrazu podle uvedené véty musi mit celociselné koeficienty

stejné jako polynom f(x), a protoze ¢isla p, g jsou nesoudélna, potom vsechny koeficienty
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musi byt délitelné ¢islem q. Polynom g; (x)h;(x) ovSem musi byt primitivni, protoze je
vytvofen jako soucin dvou primitivnich polynomu. Proto nezbyva nic jiného, ze polozit
q =1, ¢imz ziskdme f(x) = p.g1(x)hy(x). Ztoho vyplyva rozklad polynomu f(x)
na soucin dvou polynomt s celo¢iselnymi koeficienty.
[4]

Priklad:
Ptiklady reducibilnich polynomt nad celymi ¢isly s jejich rozkladem:

e x3—x=x(x>-1)=x(x—-1D(x+1)

o x2—4=(x-2)(x+2)

e x'—1=0(?-DE*+1D)=Ex-DE+1D*+1)

e xX°—1=(C-D*+x3+x>+x+1)

o x°+x*+3x3+3x2+2x+2=(x—-1)*(x—-5)(x +3)

e 3x?-3=3x?-1)=3(x-1(x+1)
Ptiklad reducibilniho polynomu nad komplexnimi ¢isly s jeho rozkladem:

e x2+1=((x-0D(x+1i)

Véta 3.2.1 (Rozklad reducibilnich polynomii pomoci Hornerova

schématu)
Algoritmus pojmenovany po Williamu Georgi Hornerovi slouzi k rozkladu polynomu

na linedrni a kvadratické ¢leny a k jejich vyhodnocovani. Postup algoritmu je takovy, ze se
do zéhlavi opisi koeficienty polynomu a odhadne se jeho libovolny kofen nebo se zapise
koten, ktery mame vysettit. U prvniho koeficientu se Cislo opiSe do tfeti fadky, toto opsané
¢islo se pak vynasobi kofenem a vysledek se zapiSe pod nasledujici kofen do druhé radky.
Tato dvé cCisla, spolu v jednom sloupecku, se secCtou a vysledek se zapiSe do stejného
sloupecku do tietiho fadku. Poté se postupuje stejn¢ od vynasobeni kofenem. Jestli jsme
kofen odhadli spravné, neboli vySetfované Cislo je nulovym bodem zadané¢ho polynomu,
zjistime po dokonceni tfetiho sloupecku, kde se v poslednim fadku vyskytne nula. Zaroven

¢isla nachazejici se v tomto fadku nam dévaji koeficienty zbytkového polynomu.

Priklad: Pomoci Hornerova schématu rozlozte polynom

f(x) = x> — 4x* + 2x3 4+ 2x? + x + 6 na soucin kofenovych &initeld.
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x = 1 je tedy kofen polynomu a ziskavame rozklad:

fx)=(x+1)(x*—5x3+7x> —5x + 6).

Rozkladame dale.
1 -5 7 -5 6
3 3 -6 3 -6
1 -2 1 —2 0
fX) =@+ 1Dx-3)(x3—2x2+x-2).

1 -2 1 -2

2 2 0 2

1 0 1 0

Ziskdme konecny rozklad:
fX) =@+ 1Dx—-3)(x—2)(x*+1).
[15]

3.3 Normovany polynom
Normovanym polynomem nazyvame polynom, ktery ma u nejvys$si mocniny koeficient

roven jedné. Je-li vrozkladu f(x) = g(x)h(x) normovaného polynomu f(x)
s celo¢iselnymi koeficienty na ¢initele g(x) a h(x) s racionalnimi koeficienty koeficient
u nejvyssi mocniny funkce g(x) roven jedné, stejné tak u funkce h(x), pak je tento

rozklad rozkladem na polynomy s celo¢iselnymi polynomy.

[4]

3.4 Ireducibilni polynom
Opakem reducibilniho polynomu je polynom ireducibilni. Jde 0 takovy polynom, ktery

nelze rozlozit na sou€in dvou polynomil s celoCiselnymi koeficienty. UvaZzujeme-li, Ze
f(x) = g(x)h(x) a zaroven polynom f(x) je ireducibilni, pak jeden z polynomu, g(x)

nebo h(x), musi mit stupen roven nule, tedy polynom je roven pouze konstante.

Priklad: Nad realnymi ¢isly jsou ireducibilnimi polynomy vsechny linearni polynomy,
naptiklad x —9,x + 3, ..., a vSechny kvadratické polynomy, u kterych je hodnota

diskriminantu zadporna. Nad komplexnimi ¢isly jsou to pak vSechny linearni polynomy.
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Konkrétné mé&jme polynom x2? + 1, ktery je nad realnymi &isly ireducibilni, nelze ho
rozlozit na soucin polynomi niz§iho stupné, kdezto nad komplexnimi Cisly jej lze rozlozit
jako x? + 1 = (x — i)(x + i). Stejn& tak polynom 2x? + 2, ktery lze zapsat jako

2(x% + 1) je stale ireducibilni nad redlnymi &isly.

Véta 3.4.1 (Vlastnosti ireducibilnich polynomii)
1. Je-li f(x) ireducibilni polynom a g(x) libovolny polynom, potom je bud’ polynom

g(x) délitelny polynomem f(x) nebo jsou polynomy nesoudélné, nebot’ nejvétsim
spole¢nym d¢litelem téchto polynomul je bud’ konstanta, nebo piimo ireducibilni
polynom f(x).

2. Ma-li rovnice g(x) = 0 né&jaky spole¢ny koien s ireducibilni rovnici f(x) = 0,
potom vSechny kofeny rovnice f(x) = 0 jsou zaroven i kofeny rovnice g(x) =0 a
polynom g(x) je délitelny polynomem f(x). Spoleény kofen je totiz kofenem
jejich nejvétsiho spolecného délitele, ktery tedy neni roven konstanté, tedy tyto dve
funkce nejsou nesoud€lné a podle predchoziho bodu je tedy g(x) délitelné f(x).
Pokud by Zadny kofen ireducibilni rovnice f(x) = 0 nebyl zaroven kofenem
rovnice g(x) = 0, pak by byly tyto funkce nesoudélné.

3. TIreducibilni rovnice f(x) = 0 nemiiZze mit zadny spole¢ny kofen s rovnici
g(x) = 0, ktera je niz8iho stupné nez rovnice f(x) = 0. Polynom g(x) by podle
predchoziho bodu totiz musel byt délitelny polynomem f(x), coz vzhledem
ke stupniiim polynomut neni mozné.

4. D¢ ireducibilni rovnice f(x) = 0 a g(x) = 0 nemohou mit zadny spole¢ny kofen,
nebot’ pokud by tomu tak bylo, musela by byt rovnice f(x) = 0 délitelnd rovnici
g(x) = 0 nebo naopak, ovSem dané rovnice jsou obé& ireducibilni, proto to neni
mozne.

[4]

Véta 3.4.2

Pro vSechna n € N jsou cyklotomické polynomy ireducibilni nad racionalnimi ¢isly, a tedy
i nad celymi €isly.

[11]
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3.5 Diikaz ireducibility cyklotomickych polynomii podle Leopolda
Kroneckera
Jelikoz diikaz ireducibility cyklotomickych polynomt ¢, (x) Vobecném piipadé,

pro libovolné n, je pomérné slozity, je tento dikaz zaméfen na cyklotomické polynomy,
kde n = p“.
Tyto polynomy jsou tvaru
Ppe (x) = kP TID 4o IO o P T2 T 1
Dilkaz provedeme sporem, tedy pfedpokladejme, Ze polynom ¢,«(x) Ize rozlozit
na soucin dvou polynom s celo¢iselnymi koeficienty:
Ppa (x) = f(x)g(x).
ProtoZe koeficient u nejvyssi mocniny polynomu je roven jedné, musi byt 1 koeficienty
U nejvyssi mocniny funkci f(x) a g(x) rovny jedné, podle véty o normovaném polynomu.
Nyni dosadime-li do této rovnice x = 1 a vime-li, Ze ¢,« (1) = p, potom dostaneme:
p = f(1g(D).
Jelikoz p je prvocislo, musi byt jeden z Cinitelti roven +1 a druhy +p. Predpokladejme
napiiklad, ze f(1) = £1. Nyni oznatme /8 jako kofen rovnice ¢,«(x) = 0, zaroven je
tento koien kofenem polynomu f(x) = 0, tedy f(B) = 0.
Necht’ je & libovolnym kofenem rovnice ¢« (x), to znamena, ze je jednim z primitivnich

A o . . r . a W M . 14 A O w w .
kotfenti binomické rovnice x? — 1 = 0. VSechny primitivni kofeny tedy miizeme oznacit:

b k

g &% &%, &°, ..., &%,
kde a,b,c, ...,k nejsou délitelné Cislem p a tedy jsou nesoudélna s p*. Nyni uvazujme
jejich soucin:

FEf(EDf(E)f(E) ... f(eM).

b e, ..., ek, které predstavuji viechny kofeny rovnice

Diky tomu, Ze se mezi kofeny €, &%, €
¢,e (x) = 0, urcité nachazi i kofen rovny £ a f(B) = 0, je cely tento soucin roven nule.
Oznaéme funkci

F) = fGf e f (") f (€)oo f(x5).
Kofenem funkce F(x) je x = ¢, kde ¢ je libovolny z kofenti rovnice ¢,«(x) = 0. Funkce
F(x) ma tedy za své kofeny vSechny kofeny funkce ¢, (x) = 0, z ¢ehoz plyne, ze F(x) je
délitelnd ¢« (x). Tedy:

F(x) = ¢pa(x)h(x),
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pfiCemz h(x) musi mit celoCiselné koeficienty, protoze koeficienty u nejvysSich mocnin
F(x) a ¢, (x) jsou rovny jedné.
Dosadime-li x =1 do F(x) = f(x)f(x)f(xP)f(x°) ... f(x*) a vzhledem k podmince
FD =41 je F(1) = fFFMFQFQ) ... f(1) = +1. Dale je ¢,a(1) =p. Ztoho
dostavame, ze:
+1 =p.h(1).

Ovsem soucin dvou celych ¢isel p a h(1) nemize byt nikdy roven +1. Ztoho plyne
nespravnost predpokladu, ze ¢,«(x) je rozlozitelny na soucin dvou jednodusSich
polynomii s celo¢iselnymi koeficienty. A z dikazu toho, Ze ¢,«(x) neni reducibilni
vyplyva jeho ireducibilita.

[4]

4. PRIKLAD CYKLOTOMICKEHO POLYNOMU S ,NECEKANYM“
KOEFICIENTEM

4.1 Koeficienty cyklotomickych polynomiu
Cyklotomicky polynom je polynom, ktery nabyva tvaru

G (x) =YX axt = apx® + ayxt + apx? +azxd + o+ ap_xV P+ ap_x™l,
kde ¢isla ay, aq,a,, ...,a, -1 se nazyvaji koeficienty polynomu. Stupeii cyklotomického

polynomu muze byt roven nejvyse n — 1.

VypiSme si naptiklad prvnich patnact cyklotomickych polynomii:
o p(x)=x-1
o P(x)=x+1
e Ps(x)=x?+x+1
e ¢P,(x)=x%+1
e Pp:()=x*+x3+x2+x+1
e Pps(x)=x?-x+1
o P, () =x+x+xt+x3+x?+x+1
e Pg(x)=x*+1
o Po(x)=x+x3+1
e Po(x)=x*—x3+x2—-x+1

o P () =x +x%+x8+x7+x+ x> +xt+x3+xP+x+1
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e P (x)=x*—x2+1

o Ps(X)=xP +xM +x0 + %0+ x84+ 7+ x+ x>+ xt +x3 %2+ x+1

e Pp(x)=x—x>+x*—x3+x2—x+1

o Pps()=xB—x"+x>—xt+x3—-x+1
Cyklotomické polynomy ¢, (x), p3(x), ps(x), p7(x), Pp11(x), p13(x) jsme nasli podle
vzorce, kde n je prvocislo. Polynomy ¢, (x), pg(x), po(x) podle vzorce, kde n je mocnina
né¢jakého prvocisla. Ostatni cyklotomické polynomy bud’ nalezneme pomoci obecného

vzorce, nebo podle vzorct pro n dvojnasobek a ¢tyfnasobek néjakého prvocisla.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze koeficienty cyklotomického polynomu budou vzdy
rovné +1 nebo nule. OvSem neni tomu tak, nebot’ kdybychom ve vypisu pokracovali dale,
dosli bychom k cyklotomickému polynomu ¢;os(x), u kterého se poprvé objevuje
koeficient rovny —2, a to pravé u x’ a x*!. Dale se koeficient rovny 42 objevuje naptiklad
u polynomil ¢hy45(x), Pyss (x), Pp715(x),... Stejné tak koeficient rovny +3 se poprvé
vyskytuje v polynomu ¢sgs (x), koeficient rovny +4 poprvé u polynomu ;365 (x),
koeficient rovny +5 poprvé najdeme u polynomu ¢;7g5 (x), koeficient +6 u polynomu

P2505 (%), koeficient +7 u polynomu ¢3135 (x). Takto bychom mohli pokracovat stale dal.

Tyto koeficienty se objevuji pouze u takovych cyklotomickych polynomi, kde ¢islo n lIze
napsat jako soudin alespofi tii lichych prvocisel. Pravé pro ¢qo5 (x) plati, Ze ¢islo 105 je
prvni a zaroven nejmensi Cislo, které je délitelné pravé tfemi odliSnymi nejmensimi
lichymi prvocisly, tj. 105 = 3.5.7. Déle jsou

385 =5.7.11,

1365 =3.5.7.13,

1785 =3.5.7.17,

2805 =3.5.11.17,

a3135=3.5.11.19.
[10]
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Véta 4.1.1 (Zjist ovani koeficientii cyklotomického polynomu metodou
T.Y.Lama a K. H. Leunga)
Tato metoda je uzivana u cyklotomickych polynoma ¢, (x), kde n = pq a ¢isla p, q jsou

. e o ~1)(g-1
dvé rizna prvocisla a ¢, (x) = ,((pzo Y@= g xk.

Potom zapiSme hodnotu ¢(pq)
Eulerovy funkce jako
p(pg) =(@—-D(@-1) =rp+sq.

Déle necht’ k je stupefi a zaroven plati 0 < k < (p — 1)(q — 1). Potom

1. a, = 1pravé tehdy, kdyz k = ip + jqg proi € (0;r)aj € (0;s),

2. a, = —1pravétehdy, kdyz k + pg =ip+jgproi €{r+1;9q—1)a

jE(s+1Lp—1),

3. jinak a;, = 0.

Navic plati, pokud p > q, Ze prostfedni koeficient polynomu je roven (—1)".
[10]

Piiklad: Uréete koeficienty cyklotomického polynomu ¢e (x).
Nejprve ovetime podminku o soucinu prvocisel: 6 = 2.3.
Déle vypoétéme hodnotu Eulerovy funkce: ¢(6) = (2—-1)(3—-1)=2=1.2+0.3.
VypiSme si tedy: p=2,

q=3,
r=1,
s=0.

1. ag = 1 praveé tehdy, kdyz 0 = 0.2 + 0.3 a zarovenn 0 € (0; 1) a 0 € (0; 0)... plati
2. ay = —1 pravé tehdy, kdyz 0 + 6 = 1.2 + 1.3 a zaroven 1 € (2;2) a1 € (1;1)...
neplati
3. jinak ag = 0... neplati, nebot’ plati prvni podminka
Stejnym zplsobem zjistime ostatni koeficienty.
b))k =1
1. a; =1 pravé tehdy, kdyz 1 = —1.2 + 1.3 a zaroven —1 € (0;1) a 1 € (0;0)...
neplati
2. a; = —1 pravé tehdy, kdyz 1 + 6 = 2.2 + 1.3 a zaroven 2 € (2;2) a1 € (1;1)...
plati
3. jinak a; = 0... neplati
Ok=2
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1. a, = 1 praveé tehdy, kdyz 2 = 1.2 + 0.3 a zarovenn 1 € (0; 1) a 0 € (0; 0)... plati
2. a, = —1 pravé tehdy, kdyz 2+ 6 = 1.2 + 2.3 a zaroven 1 € (2;2) a2 € (1;1)...
neplati
3. jinak a; = 0... neplati
Koeficienty a, az a, se tedy rovnaji poporadé 1,—1, 1. Cyklotomicky polynom ma tedy
tvar ¢4 (x) = x2 — x + 1. Pro kontrolu, prostiedni koeficient polynomu je opravdu roven
(-t =-1.

Véta 4.1.2 (Koeficienty cyklotomického polynomu ¢,,(x), kde n je
prvocislo nebo jeho mocnina)
Pro viechny koeficienty cyklotomického polynomu ¢, (x), kde n je libovolné prvocislo

nebo je mocninou prvocisla, plati, ze jsou rovné jedné.

Piiklad: Uréete koeficienty cyklotomického polynomu ¢4 (x).

Cyklotomicky polynom ¢, (x), kde ¢islo n je prvocéislo, ziskame, kdyz binomickou rovnici
x™ — 1 vydélime vyrazem x — 1. Cislo 11 je prvoé&islo. V nasem piipadé tedy budeme
délit binomickou rovnici x'* — 1 vyrazem x — 1:

x11 -1

11 (x) = =x0+ x4+ a8 +x7 +x0+ P+t + a3+ x4+ x+1

x—1
Jak je vidét, vSechny koeficienty cyklotomického polynomu ¢4 (x) jsou rovné &islu 1, coz

souhlasi s pfedchozi vétou.

Priklad: Urcete koeficienty cyklotomického polynomu ¢pg(x).

Cyklotomicky polynom ¢q(x) je polynom, kde ¢islo n je mocninou prvocisla. Konkrétné
mame ¢islo 9, které je druhou mocninou prvocisla 3. Tvar cyklotomického polynomu tedy
dostaneme podle vzorce:

xP* -1
¢pa (x) = TR P

Délime tedy:

Y1 x%-1

X
— — — 6 3
$o(x) = h32(0) = e = F=7 =10+ + 1

Opét muzeme vidét, Ze vSechny koeficienty cyklotomického polynomu ¢g(x) jsou rovné

¢islu 1, coz souhlasi s ptedchozi vétou.
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Véta 4.1.3 (Koeficienty cyklotomického polynomu ¢,,(x), kde n je
dvojnasobkem nebo ¢tyimnasobkem lichého prvocisla)
Pro koeficienty cyklotomického polynomu ¢, (x), kde n je dvojnisobkem libovolného

lichého prvocisla, plati

tedy koeficienty jsou rovné +1 a zaroven znaménka se pravideln¢ stiidaji.

[10]
Priklad: Tento vzorec lze vyuzit naptiklad pti zjistovani koeficientli u cyklotomického
polynomu ¢,(x), kde n =6,10,14,22,26,38,... Vypoététe cyklotomicky polynom
$10 (x).

x0—-1 x—1 M —x0-—x+1
x5—1"x2—-1 x7—x>—x2+1

=xt—x3+x?—x+1

®10 (x) =

Pro koeficienty cyklotomického polynomu ¢, (x), kde n je ¢tyfnasobkem libovolného
lichého prvocisla, plati

i1 x2 -1
2p —1'x*—1

tedy koeficienty jsou rovné +1 a zdroven se pravideln¢ stiidaji.

x
Pap (x) = ” = x2P72 — 2P 2P0 — L —x? 41,

[10]
Priklad: Tento vzorec lze vyuzit napiiklad pfi zjistovani koeficienti u cyklotomického
polynomu ¢, (x), n=12,20,28,42,44,68,76,.. Vypoltéte cyklotomicky polynom
$12 ().

x12 -1 x2—-1 x¥W—x12_x241
x6—1 'x*—1 x10 —x6—x%4+1

b12 (x) =
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Zavér

Cilem této bakalaiské prace s ndzvem ,,Polynomy pro d€leni kruhu* bylo podat uceleny
vyklad o souvislosti mezi binomickymi rovnicemi, cyklotomickymi polynomy a
sestrojitelnosti pravidelnych mnohouhelnik. Prace je roz€lenéna do Ctyi kapitol a je
doplnéna mnozstvim vypoctenych ilustracnich pirikladd, které slouzi k lepSimu pochopeni

vykladaného tématu nebo maji za kol dokézat pravdivost tvrzeni.

V prvni kapitole jsme se zabyvali binomickymi rovnicemi a n-tymi odmocninami. Zacali
jsme binomickymi rovnicemi obecné a vysvétlili si, pro¢ se binomické rovnice také
oznacuji jako rovnice pro déleni kruhu. Poté jsme uvazovali takové binomické rovnice,
které by délili jednotkovou kruznici. Vysvétlili jsme si pojem primitivni kotfeny a jejich

vlastnosti, zde jsme uvedli ndzorny ptiklad.

V druhé kapitole jsme se zabyvali polynomy pro déleni kruhu neboli cyklotomickymi
polynomy. Vysvétlili jsme si, jak se z binomickych rovnic dostaneme k cyklotomickych
polynomim a jejich vytvofeni jsme si ukazali také na ptikladech. V této kapitole jsme se
pak zabyvali otdzkou sestrojitelnosti pravidelnych mnohouhelniki, a to pomoci pravitka a
kruzitka. Obsahlou ukazku tvofi konstrukce pravidelného sedmnactithelniku na zakladé
Gaussovych period. Dale jsme probrali feSitelnost binomickych rovnic pomoci druhych

odmocnin a uvedli n¢které dusledky.

Ve tieti kapitole jsme se zabyvali ireducibilitou cyklotomickych polynomd. Vysvétlili jsme
si n¢které dilezité pojmy. Dale jsme uvedli metodu rozkladu polynomit pomoci Hornerova
schématu, kterou jsme ilustrovali na jednoduchém piikladu. Poté jsme urcili vlastnosti

ireducibilnich polynomu a podali dukaz ireducibility podle Leopolda Kroneckera.
V posledni kapitole jsme se zabyvali koeficienty cyklotomickych polynomt, ur¢ili jsme,

jak tyto koeficienty v n€kterych piikladech vypadaji. Na zavér jsme se naucili metodu

jejich urcovani, kterou jsme si ndzorné€ ukazali na ptikladé.
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Resumé
The aim of this bachelor’s thesis with the title ,,Polynomials for division of the circle* was

to put a compact interpretation on the connection between the binomial equations,
cyclotomic polynomials and the construction of the regular polygons. The thesis is divided
into four chapters. These chapters are supplemented by a number of solved exercises for
illustration, which should help to the better comprehension of the given topic or which
should prove the veracity of the statements. The work begins with the solution of the
binomial equations which is logically followed by the theory of polynomials for division of
the circle that is also called cyclotomic polynomials. The author of this work tried to deal
widely with the question of the construction of the regular polygons only with the aid of a
ruler and a pair of compasses. The significant part of this work is dedicated to the question
of the construction of the regular heptadecagon, which Johann Carl Friedrich Gauss
worked on. In this thesis there is also mentioned and solved the irreducibility of the
cyclotomic polynomials and their other characteristics. In the end of this work the author
looks into the coefficients of the cyclotomic polynomials.
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