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Uvob

Tato diplomova prace si klade za cil shrnout problematiku limit funkci vice
proménnych. Jelikoz se jednd o matematickou latku jiz zpracovanou, snazila jsem se, aby
text prace byl uceleny, ptehledny a srozumitelny. Ke srozumitelnému zpracovani ptispivaji
zejména ilustrativni piiklady. ReSené piiklady nejsou pro pochopeni daliiho vykladu
bezpodminecné nutné, ale mohou ¢tenaii ucinné pomoci pochopit predchazejici vyklad. Pti
Cteni této diplomové prace se predpoklada pfedchozi znalost zakladli matematické analyzy.
Nejvice se V praci zabyvam funkcemi dvou realnych proménnych.

Problematikou limit funkci jedné realné proménné jsem se zabyvala jiz v mé
bakalarské praci s nazvem ,,Limity a riizné zpiisoby jejich vypoctii* [1], ktera byla obhajena
vroce 2013. Tato diplomova prace je nadstavbou vySe zminéné bakalaiské prace
a prohloubenim problematiky vypoctu limity funkce, nebot’ vypocet limit funkci jedné
realné proménné je jednodussi problematikou nez vypocet limit funkci vice realnych
proménnych. Pro pochopeni nasledujiciho textu je nezbytné ovladat dovednosti vypoctu
limit funkci jedné redlné proménné, jelikoz se nékteré piiklady opiraji o véty, které plati
pro vypocet limit funkci jedné redlné proménné. V nékterych ptikladech dokonce pro
vypocet pouzivam pievod limity funkci vice redlnych proménnych na limitu funkce jedné
realné proménné.

Diplomova prace je koncipovana tak, ze jsou vV prvni ¢asti nejprve definovany pojmy,
které s vypoctem limit funkci vice proménnych bezprostiedné souviseji, respektive prvni
kapitola pojednava o definici funkce vice realnych proménnych. Nasleduje kapitola
zabyvajici se spojitosti funkce vice proménnych, kde jsou uvedeny i ptiklady, které jsou
pro tuto matematickou oblast charakteristické. Dalsi kapitola se vénuje limité funkce vice
realnych proménnych, a je dale ¢lenéna na samotné definovani limity, a poté jsou popsany
vlastnosti, které se pii vypoCtech vyuzivaji. Dale je zde vysvétlena transformace
kartézskych soutadnic do soufadnic polarnich a zéveér této kapitoly je vénovan samotnému
vypoctu. Kapitola 3.4 obsahuje vypocet limit. V této Casti jsou nejprve popsany zpusoby,
jakymi Ize limity pocitat, a poté jsou pro lepsi pochopeni této problematiky ke kazdé
metodé uvedeny piiklady. Mimo jiné je v diplomové praci nastinéno urCeni Spojitosti
funkce pomoci limit funkci vice realnych proménnych a problematika zapisu symbolu
limity dle definice s vyuzitim kvantifikatord. Takovyto zapis je dulezity pii pouziti metody
eliminace kvantifikatorii, coz je zatim vcelku malo zndma metoda pro vypocet nékterych

limit funkci vice realnych proménnych. Posledni kapitola uvadi vypocty v softwaru
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Mathematica. Zde se nachazi zdrojovy kod, ktery umozni vypocitat limitu funkce vice
realnych proménnych metodami uvedenymi v kapitole 3.4 a také zdrojovy kod vyuzivajici
k vypocétu metodu eliminace kvantifikatord.

Vystupem prace je uceleny a pirehledny vyklad problematiky limit funkci vice
realnych proménnych. VSechny grafy a zdrojové kody jsou k nahlédnuti na CD ptiloZzeném
k této diplomové praci, a proto je mozné zobrazit grafy vybranych funkci vice redlnych
proménnych pocitanych v diplomové praci. Vyhodou vykresleni grafti, naptiklad
v programu Mathematica, je lepsi predstava o prub&éhu funkce, coz statické obrazky

V tiSténé podobé neumoznuji.
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1 DEFINICE FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

Jak jiz bylo feceno, ma bakalaiska prace se zabyvala pouze funkcemi jedné realné
proménné. Ve vyucovani na zdkladnich a vétSiné stiednich Skol se zavadi pouze pojem
funkce 0 jedné neznamé, avsak pii hlubsim zamysleni dojdeme k zavéru, ze v naSem okoli
(i v ucivu zakladnich 8kol) vSe zavisi nejen na jedné proménné, ale na dvou ¢i dokonce
vétsim poctu proménnych. Napiiklad podle Ohmova zakona elektricky proud zavisi nejen
na napéti, ale 1 na odporu, objem kuzele je zavisly na poloméru podstavy a vysce.
V matematice je pro tyto ptipady zaveden pojem funkce vice realnych proménnych.

Protoze jsou pii vypoctu limit funkci vice realnych proménnych pouzivany defini¢ni
obory téchto funkci, je potfebné zabyvat se nejdiive zékladnimi vlastnostmi
vicerozmérnych prostorti. Proto jsou v této kapitole uvedeny definice tykajici se
euklidovského prostoru. Dale jsou pak zavedeny pojmy okoli bodu (sférické (v E;
kruhové), prstencové), pojmy charakterizujici polohu bodu vzhledem k mnozin€ (vnitini,
hrani¢ni, vnéj$i, hromadny a izolovany bod) a definice zabyvajici se mnoZzinou (oteviena,
uzaviena, ohrani¢ena, kompaktni mnozina, oblast). Na zavér je uvedena definice funkce

vice realnych proménnych.

1.1 DEFINICE EUKLIDOVSKEHO PROSTORU
n-rozmérnym euklidovskym prostorem E, nazyvame mnozinu vSech uspotadanych n-
tic (xq, x5, ..., x,) redlnych Cisel, v niz vzdalenost p(X,Y) dvou bodu X(xq,xy, ..., x5),
Y (V1, Y2, -, Vn) € E,, je definovdna vzorcem:
pXY) = [0 = y1)? + (2 = ¥2)2 + o + (X — Yn)?].
Vzdélenost p(X,Y) ma tyto vlastnosti:
a. Pro kazdé dva body X, Y € E, plati p(X,Y) = 0, pficemz p(X,Y) = 0, pravé kdyz

je X =Y. (axidm totoZnosti)

b. Pro kazdé dva body X, Y € E,, plati p(X,Y) = p(Y, X). (axiém symetri¢nosti)

c. Pro kazdé dva body X, Y, Z €E, plati p(X,Z) <pXY)+pX,2Z2).
(trojtihelnikova nerovnost)

[2]

1.2 OKOLiBODU
a. Sférické (kulové) okoli bodu: Necht x je bod v euklidovském prostoru E,.
Kazdou mnozinu U(x) = {y € E,,, ||x — y|| < 6}, kde § > 0, nazveme sférickym
(kulovym) §-okolim U (X).
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Symbolem || || se oznacuje euklidovska norma ||a|| = n_,a2. Touto definici
je okolim bodu myslena ,,vicerozmérna“ koule opsana kolem bodu. V E; je toto
okoli nazyvéano kruhovym okolim a okolo bodu je toto okoli ohrani¢eno kruhem se
sttedem vtomto bodé. V Ez se jednd o kulovou oblast, tzn. je okolo bodu
definovana kouli.

. Prstencové (redukované) okoli bodu: Kazdou mnozinu U(x) ={y € E,,0 <
|[x — y|| < 6}, kde § > 0 prstencovym §-okolim bodu X.

Prstencové okoli je v podstaté sférické okoli, které neobsahuje stfed (tj. bod okolo

kterého okoli ur¢ujeme).

[3]

€

Prihlednost funkce

Prahlednost okoli

Obr. 1. Znazornéni sférického okoli bodu. Pohyblivy graf s nastavovanim velikosti € a

prithlednosti funkce a okoli se nachazi na ptilozeném CD.

Krom¢ sférického a prstencového okoli jsou znama i jina okoli. Jejich nazvy vétSinou

souviseji S vlastnostmi téchto okoli. Mam na mysli napiiklad ¢tvercové okoli bodu. Toto

okoli kolem bodu nevytvoii kouli, ale tvar ¢tverce, poptipadé v prostoru E,, kde n > 3,
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vytvoii tvar krychle. Ctvercové & — okoli bodu A = (x,y) je mnozina (x — & x + €) X

(y — &,y + ¢€). Jedna se zde o ¢tvercové okoli, do kterého nepatii strany tohoto Etverce.

1.3 POLOHA BODU VZHLEDEM K MNOZINE
Necht' X je bod a M je mnozina v euklidovském prostoru E,. Rekneme, Ze bod X je
a. vnitinim bodem mnozZiny M, jestlize existuje okoli U(x) bodu X tak, Ze
Ulx) c M,
b. vnéj§im bodem mnozZiny M, jestlize existuje takové okoli U(x) bodu x, ze
Ux)NM = g,
c. hraniénim bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé okoli U(x) bodu X plati soucasné
U)NM+=0aUx)Nn(X\M)+0,
d. hromadnym bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé prstencové okoli P(x) bodu x
plati P(x) N M # @,
e. izolovanym bodem mnoziny M, jestlize existuje takové okoli U(x)bodu X, Ze
Ux)NM = {x}.
3]
Vnitini bod mnoziny ma tu vlastnost, ze se v jistém okoli tohoto bodu nachazeji jen
body mnoziny M. Hrani¢nim bodem je myslen bod, kolem kterého lezi body z mnoziny M,
a také body ndlezejici dopliku mnoziny M. Vnéjsi bod je v podstaté vnitinim bodem
dopliiku mnoziny M. To znamend, Ze jisté okoli tohoto bodu neobsahuje Zzadny bod
mnoziny M. V kaZdém prstencovém okoli hromadného bodu se musi nachéazet alespon
jeden bod mnoziny M. Izolovany bod je poté opakem hromadného bodu, tj. tento bod lze
pomoci okoli oddélit od ostatnich bodii mnozZiny. Dany bod je tedy izolovanym bodem
mnoZziny M, pokud neni bodem hromadnym. MnoZina vS§ech hromadnych bod{i na mnoZiné

M se nazyva derivace mnoziny M (znaci se M").

1.4 MNOZINY

Pro uréeni, zda je mnozina oteviena ¢i uzaviend, musim nejdiive definovat pojmy
hranice, vnitfek a uzavér mnoziny M.

Definice hranice a vnitfku mnoZiny: Necht M je mnoZina v euklidovském prostoru.
Mnozinu vSech hrani¢nich bodi dané mnoziny M nazyvdme hranici mnoZiny M (znaci se
hr M, nebo také dM). Vnitiek mnoziny M je mnozina vSech vnitinich bodd této mnoziny
(znaci se M°). Uzavér mnoziny M je mnoZzina M U OM (znadi se M).

Nyni mohu urc¢it, zda je mnozina oteviena nebo uzaviena.
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Definice oteviené a uzaviené mnoZiny: Mnozina M je v euklidovském prostoru
oteviend, jestlize je rovna svému vnittku. Mnozina M je uzaviend, pokud je rovna svému
uzaveru.

Mnozina je tedy oteviena, jestlize kazdy jeji bod je vnitinim bodem mnoziny M.
Vnitfek mnoziny v E, je u kazdé mnoziny otevienou mnozinou. Uzavienou mnozinou je
mnozina M, pokud do ni patfi vSechny jeji hromadné body, nebo naopak nema zadny
hromadny bod. Hranice a uzdvér kazdé mnoziny v euklidovském prostoru je uzavienou
mnozinou.

Definice oblasti: Otevienou mnozinu v E, nazyvame oblasti, jestlize kazdé dva jeji
body A a B lze spojit lomenou ¢arou, ktera cela lezi v této mnoziné. Mnozinu M nazyvame
uzavienou oblasti, je-li uzdvérem nékteré oblasti, tj. existuje-li takova oblast Mj, Ze plati
M = M.

Definice ohrani¢ené mnoziny: Mnozinu M C E, nazyvame ohrani¢enou v E,, pravé
tehdy, kdyz existuje takovy bod X € E, a takové ¢islo p > 0, ze plati M € U(X, p).

Definice kompaktni mnoZiny: Mnozinu M c E, nazyvame kompaktni, je-li uzaviena

a ohrani¢ena.

[2][3]

1.5 DEFINICE FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

Realnou funkei n redlnych proménnych nazyvame zobrazeni f mnoziny M c E,, do
mnoziny E; (pfedpoklad M # @). PiSeme f: M — E;.

Mnozinu M = D(f) nazyvame definiénim oborem funkce f. Cislo y, které je piifazeno
bodu X[x,, x5, ..., x,] € M, nazyvame funkéni hodnotou funkce f v bodé X a oznacujeme
zpravidla f(X) nebo f(x1,x3,...,x,). MnozZinu vSech funkénich hodnot funkce f
nazyvame oborem funkénich hodnot funkce f a znac¢ime ji H(f).

[2]

Ptipad n = 1 se nazyva funkce jedné redlné¢ proménné. Pokud je n = 2, jedna se o
funkci dvou realnych proménnych a vétSinou se tato situace znaci: z = f(x,y), kde X, y
jsou realné proménné. Pfedpis pro funkci dvou redlnych proménnych se znazoriuje
napiiklad i takto: f:E, — E;. Pokud je tedy zavedena funkce n realnych proménnych,
zapisuje se tento pfipad: z = f(xq, Xy, ..., X,). Proménné x;,x,,..,x, jsou na sobé

navzajem nezavislé.
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Neni-li defini¢ni obor funkce explicitné zaddn, rozumi se jim nej$ir§$i mozna mnozina,
tj. u funkei jedné redlné proménné mnozina vSech realnych cisel. V nékterych piipadech je
z této mnoziny zapotfebi nékteré body vyjmout (ptfikladem jsou lomené funkce C¢i

goniometrické funkce). Podobné dohody dodrzujeme 1 u funkci vice realnych proménnych.
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2 SPOJITOST FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

V této kapitole je definovan pojem spojitost funkce vice redlnych proménnych
analogicky, jako je definovana spojitost u funkci jedné realné proménné. V zavéru kapitoly
jsou uvedeny priklady tykajici se spojitosti funkci. Priklady na spojitost funkce s vyuzitim

limit jsou uvedeny v kapitole 3.

2.1 DEFINICE SPOJITOSTI

Necht’ M je mnozina bodu prostoru E, a necht’ X € M. Necht’ f je funkce n realnych
proménnych. Rikdme, Ze funkce f je spojitda v bodé X vzhledem k mnozing M, jestlize ke
kazdému cislu € > 0 existuje takové ¢islo § > 0, Ze pro kazdy bod X" mnoziny M, jehoz
vzdalenost od bodu X je mensi nez 6 [tj. p(X, X") < 6], plati |[f(X") — f(X)| < e.

Je-li funkce f spojita v kazdém bodé mnoziny M vzhledem k mnoziné M, budeme fikat,
Ze je spojitd na mnoziné M.

Spojitost 1ze definovat i pomoci okoli bodu:

Definice spojitosti: Rikame, e funkce f je spojita v bodé X vzhledem k mnoziné M,
jestlize ke kazdému okoli U(f(X)) existuje takové okoli U(X) bodu X € E,, ze pro
vSechny body X’ mnoziny M, které lezi v okoli U(X), tj. pro vSechny body pruniku
M nU(X), plati f(X") € U(f(x)).

[2]

Je tieba dodat, ze funkce f je spojita, pokud je spojita v kazdém bodé defini¢niho oboru
této funkce. Pokud je funkce spojitd na n€jaké mnoZiné, tak je spojitd i na podmnoZzing této
mnoziny. Funkce f je spojita ve vnitinim bodé mnoziny M, pravé kdyz je funkce f spojita
Vv tomto bod¢. Naproti tomu v hrani¢nim bodé¢ mnoziny M funkce f byt spojitd mize
vzhledem k mnoziné M, ale v hrani¢nim bodé¢ byt spojita nemusi.

Spojitost funkce vice realnych proménnych lze, stejné jako spojitost funkce jedné
realné proménné, definovat pomoci pojmu limity. Tento pojem budu podrobné studovat
pozdéji, avsak je patrné, ze je velice tésn€ spojen se spojitosti funkce.

Definice spojitosti: Rekneme, ze funkce f(x,y) je spojitd v bod& X = [x,, Yo, jestlize
plati limpy y)o(x,y01 £ () = f (X0, ¥0)-

[3]
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2.2 VLASTNOSTI SPOJITOSTI

U vlastnosti spojitosti funkci vice realnych proménnych se opét vychazi
z analogickych vlastnosti pro spojitost funkce jedné realné proménné, avsak misto
spojitosti na intervalu se pouziva spojitost na kompaktni mnozin¢ ¢i oblasti.

Vlastnosti spojitosti u algebraickych tuprav funkci: Necht' funkce f a g n

proménnych jsou spojité v bodé X vzhledem k mnoziné M c E,. Pak funkce |f|, cf, kde c
je libovolné ¢islo, f + g, f — g,fg,g, pokud g(X) # 0 pro kazdy bod X € M, jsou rovnéz

spojitymi funkcemi v bodé X vzhledem k mnoziné M.
[2]

Tato véta ukazuje, ze pokud sfunkcemi provedu jakoukoliv z uvedenych
algebraickych tprav, tak spojitost u téchto upravenych funkci zlistava totozna.

Definice nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce: Je-li funkce f spojita na kompaktni
mnoziné M C E,, existuji v mnoziné¢ M takové dva body X" X" (X' < X7, ze pro kazdy
bod X € Mplati f(X) < f(X) < f(X7).

[2]

Definice tik4, ze na kompaktni mnozin¢ spojitd funkce nabyva nejmensi a nejvétsi

hodnoty.

2.3 PRIKLADY TYKAIJICI SE SPOJITOSTI FUNKCI VICE REALNYCH PROMENNYCH

V nasledujici kapitole jsou uvedeny ptiklady, ve kterych se pouziva k vypoétu definice

spojitosti nebo je vypocet zaloZen na znalostech vlastnosti spojitych funkei.

Ptiklad ¢. 1 Urcete mnoziny, na nichz jsou dané funkce spojité:
_ x%4x+y-20
a) f(xr y) - x2+y4+8

Funkce je spojita, pokud se jmenovatel nerovna nule (podminka
g(X) # 0 na této strance nahore). Aviak pro viechna X =[X,y] e E2je x2 + y* + 8 >

0. Tato funkce je proto spojita na celé mnoZzing Eo.

b) f(x,y) =

Funkce je opét spojitd ve vSech bodech, ve kterych se jmenovatel nerovnd nule.

5x

x2-5y

V tomto piipadé polozim funkci x? — 5y rovnu nule: x2 — 5y = 0

5y = x?
xZ
y=?
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2 SPOJITOST FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

5x .
x2—5yJ

2
Funkee f(x,y) = e spojitd na mnozing E,\ {[x, yle Ep;y = x?}

¢) f(x,y,z) = e +5% - sin(8x + y)
Tato slozena funkce je spojita na celé mnoziné Es, protoze pokud rozdélim tuto funkci
na dilgi funkce [g(x,z)=z?+5x,h(r)=¢",i(x,y) =8x+y,j(t) =sint], jsou

vSechny spojité na Es.

Obdobn¢ se tesi priklady, ve kterych se vyskytuje pozadavek na zjisténi bodi

nespojitosti.

Piiklad ¢. 2 Rozhodnéte o0 spojitosti vbodé (0, 0) funkce f(x,y), ktera je
=Y bro (x,y) # (0,0)
x4+y2 p ;y ] ]
f(0,0) =0.

Reseni: Pokud zvolim bod (t, t?), kde t je malé ¢&islo, které leZi v blizkosti po¢atku, tak

t2 2 t4 1 r 1
— = — = . Pokud tedy zvolim 0 <& <=,
t4+t 2t 2 2

definovana ptedpisem: f(x,y) =

dand funkce neustdle nabyva hodnoty

nebude platit nerovnost|f(x,y) — f(0,0)| = |f(x,y)| < € pro vSechny body v okoli
pocatku. Tudiz tato funkce neni v bod¢ (0, 0) spojita.

Priklad ¢. 3 Ukazte spojitost v pocatku funkce s piedpisem:

xXyz
f(x,y,z) = w pro (X,y, Z) * (0, 0, 0),

x2+y
f(0,0,0) = 0.
Refeni:  Vim, 2ze  plati x| < /x2 + y2 + 22, ly| < x2 +y2 + 22
alz|l < \/m, kde \/m je vzdalenost bodu (x,y, z) od pocatku. Pro

kazdy bod (x,y,2) # (0,0,0) poté plati: |f(x,y,2) — £(0,0,0)| = -2zl -

x2+y2+z72
\/m . Pokud tedy zvolim libovolné & > 0, tak je nerovnice |f(x,y,z)—
£(0,0,0)| < & splnéna pro vSechny body (x, y, z), které maji vzdalenost od poc¢atku mensi
nez 6, kde § = ¢.
[2]
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3 LIMITA FUNKCE VIiCE REALNYCH PROMENNYCH

V této casti diplomové prace je definovan pojem limita funkce vice redlnych
proménnych a jsou zde uvedeny vlastnosti tykajici se limity funkce vice proménnych,
samotny vypocet limit s riznymi metodami vypocti a ptiklady zabyvajici se spojitosti
funkce, pfi jejichz vypoctu je vyuzit pojem limita funkce vice realnych proménnych.

Limita popisuje tendenci, které podléhaji hodnoty vySetfované funkce, pokud se blizim
k danému bodu. U limit funkci jedné realné proménné se k tomuto bodu mizeme blizit
zprava, zleva ¢i z obou stran. U limit funkci vice redlnych proménnych se vSak k tomuto
bodu muzeme blizit libovolnymi cestami (napiiklad po spirdlach nebo polopiimkach).
Abych v definici obsahla vSechny ,,cesty®, budu definovat tento pojem vuci podmnoziné

defini¢niho oboru. Uvedu také ,,0zkou* definici limity funkce vice realnych proménnych.

3.1 DEFINICE LIMITY FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

Definice vlastni limity v bodé: Necht je funkce f definovana na podmnozingé
euklidovského prostoru. Predpokladejme, Zze bod a je hromadnym bodem podmnoziny M
jejiho definiéniho oboru. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a limitu (vlastni) vzhledem
k mnozin¢ M rovnou b € R, jestlize pro kazdé okoli U bodu b existuje prstencové okoli P
bodu a, jehoz prinik PN N sSmnozinou M se funkci f zobrazi do okoli U, tj.
fF(PAN)cCU.

Pro oznaceni skute¢nosti, ze f ma v bod¢ a limitu b vzhledem k mnozin¢ M, pouzivame
zapis

Jim £ () = b.

XEM

V piipadé, kdy je M rovna celému defini¢nimu oboru, hovofime pouze o limit¢ dané

funkce a pouzivame pro ni zjednoduseny zapis lim,._,, f (x).
3]

Funkce v bodg, pro ktery pocitame limitu, nemusi byt definovana, ale tento bod musi
byt hromadnym bodem této funkce. Pokud limita v bodé existuje, tak to znamena, Ze
hodnota limity bude stejna, i kdyz se budu k bodu blizit po jakékoliv kiivce. Kdyz naopak
dostanu rizné hodnoty limity pro rtizné cesty, po kterych se k bodu blizim, tak limita
v daném bod¢ neexistuje.

,,Uzka“ definice limity: Funkce f(x,y) ma v bodé ¢ = (xo, y,) limitu A € E,, jestlize
Ve > 0305(c) V(x,y) € Os5(c) plati |f(x,y) — A| < e.

Zapisujeme limx-x, f(x,y) = A nebo limpy yj5[x,y,1 F (X, ¥) = A.

Y=Yo
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3 LIMITA FUNKCE VIiCE REALNYCH PROMENNYCH

Kde se viibec vzala potieba mit ,,0zkou* definici limity a limity vzhledem k mnoziné?

Vrat'me se kupt. ke vlastni limité¢ ve vlastnim bodé u funkce jedné proménné.

Jelimf(x)=aeReVe>036>0Vx € (xg—6,x +6),x # cplati

X—C
a-e<f(x)<a +e.
Ptepisme vSe pomoci okoli.

}Ci_r)rg f(x) =a €R < V0,(a)305(c)Vx € Oz(c)plati f(x) € 0,(a).

Zde 0,(a) ovsem znaci obycejné okoli bodu a, tj. interval (a — &,a + €) a O5(c) je
redukované §- okoli bodu c, tj. mnozina (¢ — §,¢ + &) \ {c}.

PtepiSme analogicky fakt, ze funkce f(x,y) ma vbodé c = (xy, y,) opét vlastni
limitu a:

limx-x, f(x,¥) = a © V0,(a)30;(c)V[x,y] € O5(c)plati f(x,y) € 0,(a).
Y=Yo

Symbol 0z(c) symbolizuje redukované - okoli bodu ¢ = (xq,¥,), to znamena
Vv ptipadé, Ze zvolime ¢tvercové okoli, mnozinu (xy — &8, xy + 6)x(yy — 8,y + 6) — {c}.
PovS§imnéme si, Ze ve v8ech bodech tohoto okoli musi byt definovana funkce f(x,y) a
piislusné funkéni hodnoty jesté museji pattit do okoli 0,(a).

Limita funkce f(x,y) vbodé (x,,y,) mize existovat i v piipadé, ze funkce neni
v bodé (xg,yo) definovana, protoze se v definici vyskytuje redukované okoli tohoto bodu.
V definici se vyskytuje kubické okoli bodu c. Limita funkce ale nezavisi na pouZzitém
okoli. Mizeme napiiklad pouzit i sférické okoli bodu, protoze kazdé sférické okoli vzdy
obsahuje jisté jeho kubické okoli a to plati i naopak.

Co by se ale stalo, kdyby funkce f(x,y) nebyla definovana nejen v bodé ¢ = (xq, ¥y),
ale napf. ani na nékteré piimce ¢i kiivce timto bodem prochazejici? Podle ,,uzké™ definice

limity by jiz nemohla existovat limx-x, f(x,y) = a, nebot’ podminka f(x,y) € 0,(a) ma
y-Yo

byt splnéna pro vSechny body daného redukovaného ¢tvercového okoli Og(c).

Takova situace je sice pfizniva napf. z pohledu studentského, nebot’ se v podobném
pfipadé nemusi Zadna limita pocitat a lze se odkazat na defini¢ni obor funkce f. Z druhé
strany je ,,uzka“ definice limity pfesnym piepisem situace znamé z teorie limit funkci
jedné proménné, jen pracujeme ne s useckovym, ale se ¢tvercovym ¢i sférickym okolim.

Vzhledem k tomu, Ze ptimka ¢i kiivka prochazi bodem nespojitosti ¢ = (xq, yy) V
némz hledame limitu, miZeme tvrdit, ze limita funkce f neexistuje. Proto se zavadi pojem
limity funkce vzhledem k mnozing, pii kterém dané kiivky zanedbavame, a tak mtze dojit

k samotnému vypoctu limity funkce f v limitnim bodé¢ c.
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3 LIMITA FUNKCE ViCE REALNYCH PROMENNYCH

Mame tedy dva druhy limit a je dobré si pfi studiu literatury v§Simnout, s jakym typem
limity autor pracuje ¢i zda uvadi dokonce oba druhy dvojnych limit.

O ,,uzkou* definici se Ize opfit v n€kterych ptikladech a tim si piipadné€ ulehcit praci.
Nekdy limita funkce podle této definice neexistuje, avSak podle definice limity funkce na

mnozing existuje. Tento ptipad uvedu v casti 3.4 tykajici se vypoctu limit.

€

o]

Prithlednost funkce
Prihlednost 6—okoli

Prihlednost e-okoli

fx,y)

1810

Obr. 2. Vyobrazeni ,,uzké* definice limity. Tento graf s nastavitelnymi okolimi a prihlednosti se

nachéazi na CD.

Definice nevlastni limity v bodé: Necht' f je funkce n proménnych. Necht M # @ je
mnozina bodu prostoru E, a bod A je hromadnym bodem mnoziny M N D(f). Pak fikame,
ze funkce f ma v bod¢ A nevlastni limitu +oo (resp. —oo) vzhledem k mnoziné M a piseme

limx—a f(X) = 400 (resp. limx-a f(X) = —oo, jestlize ke kazdému kladnému Cdislu
XeM XeM

K existuje takové ¢islo § > 0, ze pro vSechny body X mnoziny M, rtizné od bodu A, jejichz
vzdalenost od bodu A je mensi nez & (4. plati 0 < p(4,X) < 6), plati f(X) > K (resp.
fX) < =K).

[2]
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Limity jednostranné nejsou pro funkce vice redlnych proménnych definovéany.

Dvojna limita: Limitu limp )50,y f (X, ¥) nazveme dvojnou limitou za
predpokladu, ze pro urcité ¢islo & > 0 plati: Pro kazdé ¢islo x € (xo — 6,x9 + ) \ {x0}
existuje lim,,_,,,. f(x,y) = b(x).

Pfi tomto ,limitovani“ se X neméni, jen ,y se blizi k y,*“. Pro kazdé cislo
X € (xg— 8,x9 + 8) \ {x0} jde tedy o limitu funkce jedné proménné y. Proto je nalezena
limita b obecné funkci proménné X, definovanou na mnoziné (x, — &, xo + &) \ {xo}.

[2]

Toto tvrzeni plati 1 pro vicerozmérné limity (tedy pro limity funkci vice realnych
proménnych).

Vicenasobné (dvojnasobné) limity: Tyto limity dostaneme, pocitame-li postupné
limity funkce podle jednotlivych proménnych. Existence limity funkce vice proménnych
zarucuje existenci vSech limit vicenasobnych a vSechny limity jsou si rovné.

Plati tedy: Je-li limx-x, f(x,y) = A, pak
Y=Yo

My, [limy, oy, £ ()] = limy, oy, [lim,,, f(x9)] = A
[4]

Pro funkce dvou realnych proménnych tyto limity nazyvame dvojnasobné.

3.2 VLASTNOSTI LIMIT FUNKCI VICE REALNYCH PROMENNYCH

3.2.1 JEDNOZNACNOST LIMITY

Funkce f n proménnych ma v bodé A vzhledem k mnoziné M nejvyse jednu limitu.

3.2.2 PODMNOZINY

Je-li limx-a f(x) = b, pak totéz musi platit, pro kazdou podmnozinu N € M, pro niz
XEM

je A také hromadnym bodem.
Véta tikd, Ze pokud ma v daném bodé€ funkce limitu, tak musi mit stejnou limitu 1
vV podmnozinach defini¢niho oboru této funkce, cehoz se Casto vyuziva pii vySetfovani

existence limity a stanoveni jeji hodnoty.

3.2.3 PRSTENCOVE OKOLI

Jestlize funkce f (X) ma vbodé A limitu, pro niz plati limx-a f(X) >0
XEM

(resp. limx-a f(X) < 0), pak existuje takové prstencové okoli P bodu A, ze v kazdém
XEM

bod€ mnoziny P N M plati f(X) > 0 (resp. f(X) < 0).
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3.24 ALGEBRALIMIT
Necht' funkce f(X) a g(X) maji v bodé A vlastni limitu. Pak v bodé A maji limitu

G0
gx)

funkce |f(X)|,cif(X) £ c9(X), kde c¢5,c, jsou konstanty, f(X)g(X),
(je-li limy_ 4 g(X) # 0) a plati:

a) limy_4|f(X)| = [limy_4 f(X)I,

b) limy_4(cif(X) £ c,9(X)) = ¢1 limy_,, f(X) £ ¢, limy_, 4 g(X),

0) limy_4[f(X)g(X)] = limy_,, f (X) limy_ 4 g(X),

fX) _ limyoa f(X)
g9(X)  limy_,sg(X)

d) liInX—>A

3.2.5 LIMITNi PRECHOD V ARITMETICKYCH OPERACICH

Necht' f a g jsou funkce definované na stejné mnoziné v euklidovském prostoru.
Ptedpokladejme, ze lim,_, f(x) = b, lim,_, g(x) =, b,c € E;. Pak plati nésledujici
tvrzeni:

a) lim,,,(f(x) £ g(x)) = b %,

b) lim,, f(x) g(x) = bc,

X _ % za predpokladu, ze ¢ # 0.

3.2.6 OMEZENA FUNKCE

Necht’ existuje vlastni limita limx-a f(X). Pak existuje takové okoli U bodu A, Ze
XeM

funkce f je omezena na mnoziné U N M.
3.2.7 SPOJITOST FUNKCE

Necht f je funkce definovana na mnoziné M € E,, a necht’ A je hromadny bod mnoziny

M, pficemz A € M. Pak funkce f je spojita v bodé A vzhledem k mnoziné M, pravé kdyz

limxoa f(X) = f(A).

AeM
3.2.8 ,,SEVRENA“ FUNKCE

Necht' f a g jsou funkce definované na stejné mnozin¢ v euklidovském prostoru.
Predpokladejme, Ze lim,., f(x) = b, lim,_, g(x) = c. Pak plati nésledujici tvrzeni:
Plati-li pro funkci h na jistém prstencovém okoli bodu A nerovnost f < h < g a je-li

pfitom limy_,  f (x) = limy_4 g(x), pak limy_,4 h(x) = lim,_,, f(x).
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3.2.9 SOUVISLOST DVOJNE A DVOJNASOBNE LIMITY

Necht' existuje dvojnd limita limpyy)-[x,y,1 f (6 Y), limity lim,_, f(x,y) pro
vSechny hodnoty proménné y zurCitého prstencového okoli bodu y, a limity
lim,,_,,, f(x,y) pro vSechny hodnoty proménné X z ur€ité¢ho prstencoveho okoli bodu x,.
Pak  existuji také  dvojndsobné limity v nasledujicim  vztahu a  plati
lirnx_’xo [limy—’YO f(x’ y)] = lim[er]—’[xOJ’o] f(x' y) = limy—Wo [limxﬁxo f(x’ y)]

Obracend véta neplati. Z existence dvojndsobnych limit neplyne existence dvojné

limity. Tato vlastnost plati i pro funkce vice redlnych proménnych.
3.2.10 OSTATNI VLASTNOSTI

Necht' f a g jsou funkce definované na stejné mnoziné v euklidovském prostoru.
Ptedpokladejme, ze lim,_, f(x) = b, lim,_, g(x) = ¢, b,c € E;. Pak plati nésledujici
tvrzeni:

a) Necht h (t) je funkce definovana v jistém prstencovém okoli bodu b, ktera ma

vV tomto bod¢ vlastni limitu a necht’ existuje prstencové okoli P bodu A, ze f(x) #
b pro x € P. Pak lim,_ 4 h(f(x)) =lim,_, h(t).
b) Je-li f < g na jistém prstencovém okoli bodu A, pak b < c.
c) Je-li [f] < |g| na jistém prstencovém okoli bodu A a soucasné lim,_ 4 g(x) = 0,
pak lim,_4 f(x) = 0.
[21[31[4][5]

3.3 TRANSFORMACE KARTEZSKYCH SOURADNIC DO SOURADNIC POLARNICH

Pro mnoho vypoc¢tt limit funkei vice readlnych proménnych je vyhodnéjsi pouzit misto
kartézskych soufadnic soufadnice polarni, proto se v této kapitole zabyvam popisem
procesu transformace tohoto typu soufadnic.

Pomoci polarnich soutadnic je bod urcen, obdobné jako u kartézskych soufadnic,
dvéma parametry, avSak u polarnich soufadnic jsou jimi minény vzdalenost p bodu od
pocatku a orientovany uhel ¢, ktery svird polohovy vektor daného bodu s kladnou ¢asti
oSy X.

Vztah mezi kartézskymi soufadnicemi (X, ¥) a polarnimi soufadnicemi (p, ¢):

X=X+ pcose
Yy =Yot+psing
p=0,¢ €(0,2m),

kde (xy, ¥o) je hromadny bod, ve kterém pocitam limitu dané funkce. [6]
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3.4 METODY VYPOCTU LIMIT FUNKCI VICE REALNYCH PROMENNYCH

V nasledujici kapitole se budu vénovat vypoctim limit funkci vice redlnych
funkci jedné realné proménné. Jsou zde uvedeny nejcastéjsi metody, které se k vypoctu
pouzivaji. U kazdého piikladu je popsan postup, jaky jsem pii pocitani pouzila. Pro
nazornost Jsou U né&kterych piikladi znazornény i grafy vytvofené Vv programu
Mathematica. Z grafii je Casto patrné, kam funkce z riznych smérti k danému hromadnému
bodu sméfuje. U nékterych prikladt lze dojit k vysledku i jinym zptsobem. Ve dvou
ptipadech (Ptiklad ¢. 7, Piiklad ¢. 8) je ukazano i feSeni pomoci ,,uzké“ definice limity.

Ve vétsing pripadi se zabyvam funkcemi dvou realnych proménnych. Pro funkce vice
vypoctit limit funkci dvou redlnych proménnych pouziji transformaci kartézskych
Soufadnic na soufadnice polarni, avSak u funkci tfi redlnych proménnych uz muize dojit
k pievodu kartézskych soufadnic do sférickych soufadnic. Proto je pro vypocet limit
Matlab.

Nejprve popisi zptsoby, kterymi lze dojit k poZzadovanému vysledku u vypoctu limit, a
nasledné ukazu né¢jaké priklady.

Pokud mém vypocitat limitu funkce f(x,y) pro x - x, a y = yo, mohu pouzit tyto
metody:

a) Jestlize je funkce f v hledaném bodé (xy, y,) spojita, pak mohu za neznamé X, y

dosadit a dostanu limx-x, (x, y) = f(xq, Yo) -
Yy=Yo

(Priklad ¢. 4, Priklad €. 5, Priklad ¢. 6)

b) Pokud po dosazeni hromadného bodu do funkce dostanu neurcity vyraz, tak se
mohu pokusit pomoci elementarnich uprav funkci upravit tak, aby byl vysledny
tvar vhodnéjsi. Poté uz lze postupovat obdobné jako v a).

(Priklad ¢. 7, Priklad €. 8)

C) Vypocty lze také provést tak, ze zavedu substituci, ve které se nachazi funkce,
ktera je definovana v jistém okoli bodu (x,,y,). Nejcastéji se zavadi substituce:
y=kx pro x >0 a y—->0 nebo y=k(x—x5)+y, Pro x > x5 a y = yp.
V tomto piipadé se k bodu piiblizujeme po svazku piimek. Pokud se budu k bodu
(%0, yo) blizit po parabolach, tak si dany bod (x,, yo) zvolim vrcholem paraboly, a

poté  dostanu  substituci: Yy —7y, = k(x —x,)%2. Po upravach  bude
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d)

y =k(x — x0)? + v,. Jestlize se poté tyto dvé limity nerovnaji, nebo je jedna
Z téchto limit zavisla na koeficientu (smérnici) k, tak mohu tvrdit, Ze pivodni limita
neexistuje. AvSak pokud se limity rovnaji, tak o plvodni limit€¢ nelze fici, ze
existuje.
(Priklad ¢. 9, Priklad €. 10, Ptiklad ¢. 11, Priklad ¢. 12, Priklad ¢. 13)
Jinou moznosti je vypocteni dvojnasobnych limit. Pokud se tyto limity nerovnaji,
tak hned mohu o limit¢ v bod¢ (x,,y,) Tici, Ze neexistuje. AvSak pokud se
dvojnasobné limity rovnat budou, tak o existenci dvojné limity nelze nic fici a
musim pokracovat ve vypoctu. Dvojnasobné limity lze také pouzit pro ovéteni
spravnosti vypoctené limity (pokud se rovnaji obé dvojndsobné limity a limita
dvojna, tak je vysledek spravny).
(Piiklad ¢. 14, Piiklad €. 15, Piiklad €. 16, Ptiklad ¢. 17)
Lze také pouzit jiz zmiflovanou transformaci kartézskych soufadnic do soufadnic
polarnich a algebraickymi Gpravami eliminovat jednu proménnou (¢).
Véta, ktera plati pro limitu funkce pfi transformaci soutfadnic:

Funkce f ma v bodé (xg, y,) limitu b, jestlize existuje nezaporna funkce g:
< 0,0) »< 0,0) spliujici lim,_ o+ g(p) = 0 takova, Ze |f(xo + pcosp, yo, +
+psing) — b| < g(p) pro kazdé ¢ € (0,2m) a ¢ > 0 dostatecn¢ malé. Specialné,
plati-li po transformaci do polarnich soufadnic

limx-xo f(x,y) = lim,_o+ h(p)g(@) kde lim,_ o+ h(p) =0 a funkce g(¢) je
Y=Yo

omezena pro ¢ €< 0,2m), pak limx-x, f(x,y) = 0.
Y=Yo

[9]
(Ptiklad ¢. 18, Priklad ¢. 19)
Dalsi alternativou vypoctu je pouziti zakladnich limit. Mam na mysli pouZiti
stejnych vzorct jako u funkci jedné proménné. K témto vzorcim se dostanu

pomoci vhodné substituce. Piiklady nékterych vzorci, které se pouzivaji:

) 1
limx-x, sinf(xy) =1 limx-x, M =1, limx—>x0(1 + f(x, y))f(x'y) =e,

yoy, ) yoy, TGV Y=Yo

pokud limx-x, f(x,y) = 0.
Yy=Yo

(Priklad ¢. 20, Priklad ¢. 21, Priklad ¢. 22, Priklad €. 23)
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g) Dale je mozné vyuzit odhadu pomoci funkci (posloupnosti), o jejichz priub&hu
v daném bod¢ mam piedstavu a lisi se jen malo od ptivodni funkce.

(Priklad ¢. 24, Priklad ¢. 25, Priklad ¢. 26, Priklad ¢. 27)

o N N . 22
Ptiklad &. 4 Urgete limx—o e ™ 77",
y-0

ReSeni: Tuto limitu lze jednoduse vyfesit tim, Ze za nezndmé X, Y dosadim hromadny

bod (0, 0), protoze dana funkce je spojita v celém prostoru Eo.

2 .2 Co_
lime ™ V" =070 =p0=1,
x-0

y-0

Obr. 3. Graf funkce f(x,y) = e**~¥* ze kterého je patrné, ze v bod¢ (0, 0) ma limitu rovnou

hodnote 1.

Priklad & 5 Urdete limy—z —=°

Yol 3x—y+5’

Reseni: Funkce je v bodé (2, 1) definovana a spojita, proto mohu za neznamé X, y
dosadit tento hromadny bod a limitu nalézt.

_ x+6 246 8
*23x—y+5 3:2—1+5 10
y-1

4
c
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Ptiklad ¢. 6 Stanovte limitu funkce f(x,v,z) = x3y%z v bodé (1, 2, 1).
Reseni: Funkci lze pomoci algebry limit rozdélit na souéin spojitych funkei

g(x,y,2z) = x3,h(x,y,2z) = y%,i(x,y,z) = z. Poté lze dosadit limitni bod a limitu

vypocitat.
lim x3y%z = limx3 - limy? - limz=1-4-1= 4,
x-1 x-1 x-1 x-1
y-2 y-2  y-o2 y-2
z—-1 z-1 z-1 z-1
Piiklad ¢. 7 Presvédite se, ze lim Y =4
) > ;:gwlxy+4—2 o

Reseni: Funkce f(x,y) = \/%_2 neni definovana v bodé (0, 0) a podle ,,0zké*

definice limity je$té na osach X, y. Podle této definice limita funkce f(x,y) = \/%_2

v bodé¢ (0, 0) neexistuje, protoze v kazdém redukovaném okoli bodu (0, 0) existuje
nekonecné mnoho bodt, ve kterych neexistuje funkéni hodnota. Funk¢ni hodnoty by se ale
bez vyjimek mély blizit k hodnoté limity. Nyni pfistoupim k prozkoumani chovani limity
na mnoziné E, \ {(0,0)}. Nejjednodussi moznost, jak dojit k vysledku, je rozsifit cely
vyraz ,,chytrou® jednickou. Poté uz snadnymi algebraickymi ipravami vypocitdm limitu

funkce f(x, y).

Jxy+4+2

. xy , xy
lim ————=lim
;:gw/xy+4—2 ;:g,/xy+4—2 xy +4+2
xy-(Yxy+4+2)  xy-(Jxy+4+2)
= lim y = }Cl_r;%(w/xy +4+ 2)

L ") 30
y—-0 y—-0 y—-0
=v0-0+4+2=4
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Obr. 4. Graf funkce f(x,y) = —=

Jxy+4-2'

x4-_y4-

Piiklad ¢. 8 Vypocitejte limitu funkce f(x,y) = Vv bodé (3, 3).

x3_y3

A4 . . . . ’ rec . . . 4_yt
Reseni: Dana limita neexistuje podle ,,uzké“ definice limity. Funkce f(x,y) = %

totiz neni definovéana nejen v bodé (0, 0), ale kromé toho 1 na osach X, y. Proto v kazdém
redukovaném okoli bodu (0, 0) existuje dokonce nekone¢né¢ mnoho bodi, v nichz vibec
neexistuje funkéni hodnota (a ty by se mély k hodnot¢ limity ,,blizit* bez vyjimek). Proto
pfistupuji k prozkoumani limity vzhledem k mnozing, tj. vzhledem k defini¢nimu oboru
(pomijim 0SY X, y). Protoze po dosazeni limitniho bodu do funkce dostanu neurcity vyraz,
tak musim nejprve danou funkci upravit algebraickymi Gpravami. Poté uz lze do upravené
funkce dosadit a vypocitat zadanou limitu.
i xt -yt G2l y)(x? +y?)

#=3x3 —y3 T x=8 (x —y)(x2 + xy +y?)
y—3 y—-3

(x+y)(x*+y*) (3+3)(3°+3%) 108

= = = = 4.
xllng 2 +xy+y?)  (32+3-3+3%) 27
y—)
yr v v . <1k 2x+5
Priklad €. 9 Rozhodnéte, zda existuje limx-1 P——vy

y-4

Reseni: Vzhledem k tomu, Ze funkce v &itateli i jmenovateli jsou spojité v bodé (1,4),
Ize tento ptiklad fesit dosazenim limitniho bodu (1, 4) do funkce. Limita je rovna ¢islu %

Uvedu zde ale jiny zpisob vypoctu, aby byla spravné pochopena problematika substituce
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pfimky a paraboly za neznamou Y. Pokusim se prozkoumat ,,blizeni“ do bodu (1, 4) po
vsech pfimkach timto bodem prochazejicich a posléze i po vybranych parabolach. Nejprve
za proménnou y dosadim rovnici pfimky pro bod (1, 4), to jest y = k(x — 1) + 4. Tato
limita mi vyjde rovna ¢islu g, protoze po elementarnich upravach neni funkce zéavisla na
smérnici K. V druhém piipadé budu nahrazovat y rovnici paraboly pro bod (1, 4):
y = k(x — 1)? + 4. Limita po vyfeSeni op&t nezavisi na parametru K, a proto vyjde rovna
gislu Z.
- Substitucey = k(x—1) + 4
lim 2x +5 _ 2:1+5 =Z_
x>13x — [k(x—1)+4]+4 3-1-[k(1—-1)+4]+4 3
- Substitucey = k(x —1)? + 4
lim 2x+5 _ 2:-1+5 =Z.
x->13x —[k(x —1)2+4]+4 3-1-[k(1-1)2+4]+4 3

- Dosazeni limitniho bodu

245 2:145 7
*13x—y+4 3-1—-4+4 3
y-4
v v v . y—8
Piiklad ¢. 10 Urcete limx—e .
x+y—14

y—8

Reseni: Vtomto piipadé je limitni bod bodem nespojitosti této funkce. Budu
postupovat jako v pfedchozim piikladu, takze nahradim proménnou Yy rovnici piimky
k(x — 6) + 8. Ve vysledku se poté vyskytuje smérnice K, coz znamena, ze dostanu pro

rizna k rizné limity, a proto tato limita neexistuje.

xl—r%x-l-y——14= |y=k(x—6)+8|

y—8
_1 k(x—6)+8—8 _y k(x —6) _1i k
T X+ k(x—6)+8—14 x6(x—6)(k+1) roek+1
= K k+-1
T+ P '

lim;:g 11 neexistuje.
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Priklad ¢. 11 Rozhodnéte, zda existuje limx—o T—y

y=0""

Reseni: Bod (0, 0) je bodem nespojitosti funkce % Opét se budu snazit dokazat, ze
existuje takova kiivka, ze pokud se po ni budu blizit k bodu (0, 0), tak dostanu jinou
hodnotu nez pii pfiblizovani po jiné kiivce. Tim dospéji k tomu, ze funkce j:—z nema
v bodé¢ (0, 0) limitu. Nejdiive substituuji rovnici paraboly (y = kxz). Po dosazeni dostanu

hodnotu 1. Limita proto mize existovat, ale jiz pii dosazeni rovnice piimky (y = kx) se ve

vysledku vyskytuje parametr K, takze je tato limita pro rtizné hodnoty smérnice rtizna.

Proto limy—o —> neexistuje.
y-0*7Y
- Substituce y = kx*
lim X + kx? _ imx(l + kx) _ imﬂ _
x>0x —kx? x-0x(1—kx) =x-01—kx
- Substituce y = kx

I x+kx  x(1+k) . 14+k 1+k £ 1
P0x —kx  xo0x(1—k) xs01—-k 1—k' PO '
Slimy-o =2 neexistuje.

y-0*7Y

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Obr. 5. Grafické znazornéni funkce f(x,y) = % Zde je patrné, Ze limita v bod¢ (0, 0) nemiize

existovat.
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2 2

x%+y

Priklad ¢. 12 Vypoctéte limx—o
y-0 *
Reseni: Funkce f(x,y) neni definovana nejen v bodé (0, 0), ale ani na pfimce o rovnici

x%+y? .. e . ..
4 neexistuje podle ,,uzké“ definice limity.

y = —x. Z toho je jasné, Ze limx-o
y-0

Pokusim se zjistit, co se d&je v t€sném okoli pfimky 0 rovnici y = kx, a také v tésném
okoli paraboly o rovnici y = kx?. V obou piipadech vyjde limita rovna nule, to znamena,
7e limita mlZe existovat. VySetiim funkéni hodnoty vbodech (x,—x + x?),
(x,—x —x%),x # 0. Tyto body volim proto, Ze se k pfimce y = —x pfiblizuji velmi
blizko, protoze pro malé¢ hodnoty X, je druhd mocnina tohoto ¢isla velmi mald. Pro bod
(x, —x + x?%) jsou pro x — 0 v kazdém okoli bodu (0, 0) funkéni hodnoty blizké &islu dva.
Pokud se pfiblizuji k pfimce y = —x ,,zezdola* (bod (x, —x — x2)), je vidét, Ze se funkéni

x2+2

hodnoty v okoli bodu (0, 0) blizi k hodnoté -2. To znamena, Ze limx-o
y—0

pocitana

vzhledem Kk defini¢énimu oboru této funkce neexistuje.
- Substituce y = kx
x4+ k2% x*(1+k?) x(1+k?)

lim— =1 = = 0.
o0 x+kr  xo0 x(1+k) x50 14k
- Substituce y = kx?
x*+ k2t xP(A+ k%) x(T+ k%)

im——————=Ilim—— = lim
x>0 X + kx? x>0 x(1+ kx) x-0 1+ kx
- Substituce y = —x + x?

Xt (—x+xH)? x4 x? =23+t 5
lim = lim =lim2-2x+x*)=2-2-0+0
x>0 x + (—x + x?2) x—0 x? x—0
= 2.
- Substituce y = —x — x?
X+ (—x—x»)? x4+ x?+2x3+xt 5
lim = =lim(-2—-2x—-x*)=-2-2-0-0
x>0 X+ (—x — x2) x—-0 —x2 x—0
= —2.
x4yt
- lim neexistuje.
x=0 x +
y-0

25



3 LIMITA FUNKCE VIiCE REALNYCH PROMENNYCH

2
wr % % . X
Piiklad ¢. 13 Urcete limx—o %
y_)o X +y

Reseni: Opét nejprve prostuduji, co se dé&je, kdybychom se piiblizovali do podatku po

pfimkach a paraboldch. Ob¢ tyto limity vyjdou rovny nule. Kdyz ale studuji kiivku

y=Vx = xé (pro x > 0), po algebraickych tpravach zjistim, ze kdyZ postupuji do bodu
(0, 0) po této kiivce, nachazi se na ni body s funkénimi hodnotami rostoucimi
k nekone¢nu. Dvojna limita proto existovat nebude.

- Substituce y = kx
limﬂ = limL = limL = 9 =0.
x>0x2 + k6x6 x-0x?(1+ k®x*) x-01+kox* 1
- Substituce y = kx?

xk?x* k2x> k2x3 0

}cl—l}?) X2 + kox12 }cl—r}(l) x2(1 + k6x10) - chl_l’)% T+ k6x0 1 0.

1
- Substitucey = Yx = x3

W[ =

lim, —= I l
im ———— = lim — = lim — = = = oo.
x—-0* 1\6  x50t2x2 x-0t, 1 0

x? + <x3) 2x3

. Xy -
- lim ———— neexistuje.
y—-0

vy v v . x-5
Piiklad ¢. 14 Urcete limx—o Y
y-0 7x+y

Reseni: Defini¢ni obor funkce je E,\ {[0,0]}. V tomto piikladu vyuziji okolnosti, ze
pokud se dvojnasobné limity nerovnaji, tak limita dané funkce neexistuje. Vypo¢itam proto
dvojnasobné limity, a protoze jsou navzajem rtizné, mohu fici, Ze dana limita neexistuje.

) . x—5y X 1 1
lim (hm ) =lim— =lim==-.
x=0 \y-07x +y x-07x x-07 7

_s _s5 _s5
nmomf: y)zmm—zzhm——z—S

y—-0 \x—0 7x + y y—0 y y—0 1
. x—5y L
- lim neexistuje.
x=>07x +y
y—0
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2x2+7y?

Priklad ¢. 15 Presvédéte se, ze pokud limita limx-o existuje, je rovna

y—-0

nule.
Redeni: Nejprve uréim dvojnasobné limity. Tyto limity se rovnaji, limita proto mize

existovat. O existenci se piesvéd¢im substituci y = kx. Limita po upravach opét vyjde rovna

2 2
nule. Proto limy—o 2 J_r7y existuje a je rovna 0.
y-0
. 2x% 4+ 7y? o 2x2 2x  2-0
lim(lim——— | =lim—=lim—=——=0.
x-0 \y-0 5x — 8y x-0 5x x-0 5 5
_ o 2x% + 7y? o 7y: =7y =7-0
lim | lim ————— ) = lim =lim——=———=0
y-0 \x-0 5x — 8y y-0—8y y-0 8 8
2x% + 7y? 1y = x| I 2x% + 7k?x? 0 x2(2 + 7k?) i 2+ 7k? — 0o
x‘i?; 5x—8y 0 T —8kx x50 x(5—8k)  x20 5-8k
y—)
2 2
Zavér: Pokud limita limy—o 22— existuje, plati
Y0 5x—-8y
2x? + 7y?
lim =2 —,
x>0 5x — 8y
y—-0
o . T 2x3y3
Ptiklad €. 16 Urcete limx—o0 ——.
y—0 X +y
N 3,,3
ReSeni: Po vypoctu dvojnasobnych limit mohu tvrdit, ze limita limx—o % muze
x6+y

y—=0
existovat, protoze se tyto dvojnasobné limity rovnaji, respektive obé jsou rovné 0. Dale

zkusim do limity dosadit za proménnou y svazek piimek (y = kx). Po algebraickych

2x3y3

x6+ y®

upravach ale vyjde tato limita zavisla na smérnici k. Proto limita funkce f(x,y) =

v bode¢ (0, 0) neexistuje.

_ o 2x3y83 o 2x3-0
lim | lim———— | = lim

x-0 \y-0x6 + b T xm0x6+0
e 3y? 2:0-y3
lim| lim ———] = lim———=
y-0 \x-0x% + y y-0 0+ y®
. 2x3y3 y = kx| = i 2x3k3x3 . 2k3x° . 2k3
300 %6 + y6 Y= = e + k6x6_x1£%x6(1+k6)_x1—r>%1+k6
y—0
2k
1+ kS
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2x3 3
- lim ———— neexistuje.
y-0
-1.0[4—7 — .\
» P
—05/ | \
I \
/ \ /I<’< \
y 0.0/ \ \
[ e
05/ - J | \
/ )
1.0 i

0.5

‘ B | jo.o f(xy)
\/ N

Q/’/ | 117-0.5
L €

1.0 0.5 b oy -1.0

-0.5

\
4
=] N j1.0
/ b = ‘/e 4
\ ) - ]
|

X
34,3
Obr. 6. Funkee f(x,y) = ijT);G ma v poc¢atku neobvykly prabéh, ktery znaci, Ze limita v tomto

bodé neexistuje.

V daném ptipadé graf funkce f(x,y) naznacuje, Ze by bylo tfeba prozkoumat parcialni
funkce f(x,x) a f(x,0).Je f(x,x) =1 prox #0, f(x,x) =0 pro x # 0. V sebemensim

okoli pocatku se tedy vyskytuji funkéni hodnoty 11 0 a dvojna limita nemuze existovat.

o N oy o x2 sin>+ y?
Priklad ¢. 17 Zjistéte, zda existuje limx—o X

Y0 x2+ y?
Reseni: Pokud vypoétu dvojnasobné limity této funkce, zjistim, Ze jedna z téchto limit
. - x? sin+ y? 5 .

neexistuje. Proto limita funkce f(x,y) = W v bodé (0, 0) neexistuje.

1
2 cin = 2
x“sin—+y

x? sin1 + 0 1
lim| lim —————— | = lim ——=——— = lim sin — = neexistuje.
x-0\ y-0 x4+ _'y2 x=0 x24 0 x—0 X
xzsin%+ y? O-sin%+ y? 2
lim | lim > > =lim—————=Ilim— =1liml = 1.
y=0\x-0 x“+ 7y y-0 0O+ y y=0 Yy y-0
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. . .1 y v e . .,
Zavér: Je limx? sin— = 0. Fakt, Ze prvni Cinitel ma limitu nula, je zcela jasny a funkce

x-0

1. ,
h(x) = sin— je omezena. Proto

neexistuje.

1
x2+y?’

Piiklad ¢. 18 Vypocitejte limitu v bodu [0, 0] funkce

Reseni: Dana funkce ma defini¢ni obor D(f) = E, \ {[0,0]}, proto nelze postupovat
stejné jako v prikladech, kde jen dosadim za proménné. Pfi feSeni této limity pouziji
pfevod z kartézskych soufadnic do soufadnic poldrnich. Po této transformaci se ve
jmenovateli objevi znamy vzorec pro po&itini s goniometrickymi funkcemi sin?x +

cos? x = 1. Po uvedené tvaze je jiz zfejmé, Ze limita této funkce v daném bodé je rovna

nekonecnu.
X =pcosg 1 1
}cl—r%m - yp—:i:nofp - pll»rgl’f p?cos?p + p?sin?@ - plLr(r)1+ p?(cos?¢ + sinZ¢p)
y-0 ’ p-0 ¢-0
) 1
Iz ==

Obr. 7. V okoli bodu (0, 0) funkce f(x,y) = ﬁ roste nade vSechny meze, to znamena, Ze limita

je v tomto bodé rovna nekone¢nu.
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Priklad¢. 19  Vypogitejte limitu v bodé (2, 2) funkce f: m

Reseni: Definiénim oborem funkce je E, \ {(2,2)}. Budu postupovat obdobné jako

v prikladu ¢. 3. Pfevedu si kartézské souradnice na soutfadnice polarni. V piipad¢ funkce

. 1 A
I am2rrome PO P

evedeni soufadnic a vytknuti vyrazu p> dostanu vyraz cos3¢ +
sin®p. Upravami zminéného vyrazu pomoci goniometrickym vzorct dojdu k vysledku
cos3¢p + sin3¢ = (cosg + sing)(cos?p — cosgsing + sin®g) = [sin Gn — (p) +

sinfp] [1 — %sin(Zq))] = +/2cos (¢ — in) [1 — %sin(Zcp)]. Vyraz [1 - %sin(Zgo)] je vzdy
kladny, avSak u vyrazu cos (¢ — in) tomu tak neni. Tento vyraz je kladny naptiklad na
. 3 , , 3 7 v .. v
intervalu (O,Zn) a zaporny pro ¢ € (Z n,zn). Proto vypoctu limitu pro oba dva piipady.

Jelikoz se vypoétené limity nerovnaji, limita této funkce v bodé [2,2] neexistuje.

1 xX=2+pcosy
lim =|y=2+psing| =
52 — 3 _ 3
S {CEPEACEPIE N
. 1
= lim - =
p—>0t (2+pcosp —2)3+ (2+ psing — 2)3
¢-0
— i 1 i 1
B pL%l"’ p3cos3p + p3sindp pl»rgl+ p3(cos3¢ + sind3¢)’
¢-0 @-0
3 . 1
Pro @ E (O’ZT[) : llmp_)0+ m = 400,

-0
1

4 4" "4 ) p—0* p3(cos3p+sindp)

¢-0

—00,

6
Piiklad ¢&. 20 Vypoctéte limitu limx—o(1 + x? + |y|)@+»D
y-0

Reseni: Limitu opét nelze fesit pouze dosazenim za nezndmé. Avsak Ize vidét podobu s
funkci (jen jedné neznamé), pii které byl pouzit pro vypocet limity vzorec lim,_ (1 +
1
x)x = e. Protoze limx-o(x? + |y|) = 0, mohu tento vzorec pouzit. Proto zvolim vhodnou
y-0
substituci, ktera mi pomtize vyse uvedeny vzorec ziskat. Po matematickych tupravach mi
vyjde limita rovna e®.

x4+ |yl =t

6
| =1lim(1 + t)t = e®.
t—>0 t—0

6
lim(1+x? + [yNTEHDD = |
y—0
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sin[(x-1)2+(y-1)?] 1
(x-12+@y-12

Piiklad ¢. 21 Presvédcte se, ze limx-1
y-1

Reseni: U funkce lze opét najit podobnost se vzorcem pro vypodet limity funkce jedné

s T sinx . . N v o Lo
realné proménné (lim,_, — = 1). Kartézské souradnice prevedu na soufadnice polarni a

po jednoduchych algebraickych tGpravach dostanu jiz znamy vzorec a limita vyjde rovna

jedné. Vzorec jsem mohla pouzit, jelikoz limx-1(x —1)? + (y —1)2 =0. Vtomto

y-1
piikladu lze pouzit i substituci.
sin(x = 1 + ¢~ 2] _[FZ1HP0%9
im =|y= p sin @
S = D2+ (- 12 0 50

y-1
sin[(1+ pcosgp —1)? + (1 + psing — 1)?]

er(I)lJf (1+pcosp —1)2+ (1 + psing — 1)?
¢-0

sin(p?cos?¢@ + p?sin?g) " sin[p?(cos?¢ + sin?¢)]
= li

= lim = =
p-0*  pZcos?@ + p?sin?e p-0t  p2(cos?g + sin?y)
@—0 »-0
sin(p?) _
Cemot p2 T

sin[(x—1)2+(y-1)?]

Obr. 8. Z grafu funkce f(x,y) = je ziejmé, ze limyx—1 f(x,y) = 1.

(x-1)%+(y-1)? yo1
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sinxyz

Ptiklad ¢. 22 Vypoctéte }Cigr(l)
y—0
z-0

X

D o~ s . s ’ 4 . . V17 v
Reseni: Celou funkci roz§ifim vyrazem ;’—Z a vzniklou funkci rozdélim podle véty 3.2.4.

Zvolim si substituci t = xyz. Nasledn¢ Ize u funkce opét najit podobnost se vzorcem pro

sinx v ;e s
vypocet limity funkce jedné redlné proménné (llmx_,o = 1). Po sloZeni jednotlivych
funkci dostanu limitu rovnou 0.

. sinxyz . sinxyz yz . sinxyz . sinxyz
lim = lim -— = lim -yz = lim -limyz =
x—0 X x—0 X vz x—0 Xyz x—0 xXyz x—0
y—0 y-0 y—0 y—0 y—0
z-0 z-0 z—-0 z-0 z-0
(1: sinxyz |t = xyz| _ .. sint
lim | =lim—— =
x-0 xyz t—-0 t-0 ¢
y—0
= z—0 = 1 - O == 0
limyz = limy - llmz =0-0=0
x—0 x—0 x—0
L y—0 y—=0 y-0
z—0 z-0 z-0
w7 v v . . . . . t: . .
Piiklad ¢. 23 Rozhodnéte o existenci limity limy-; 2 3 pokud existuje,
y-0 7
vypocitejte ji.
. . wrur C o . X "
Reseni: Celou funkci rozsifim takzvanou chytrou jednickou, tj. ~ Rozlozim novou

funkci na dvé funkce f(x,y) = ti% a g(x) = x, podle véty tykajici se algebry limit. Pfi

vypoétu limity funkce f(x,y) vyuZiji substituci a funkci tangens si vyjadiim pomoci
funkci sinus a kosinus. Po dosazeni dostavam limitu funkce f(x,y) rovnou jedné a limitu

funkce g(x) rovnou 2. Tudiz je vysledna limita v bod¢ (2, 0) rovna dvéma.

. tgxy . tgxy x . tgxy . tgxy .
lim = lim -—=lim -x = lim limx =
x—2 y x—2 y X x—2 Xy x—2 Xy x—2
y—0 y—0 y—0 y—0 y—0
tgx = tgt sint 1
(1im B _ |t V| Zlim 2 = lime— = 1-1=1
x>2 xy t—-0 t—=0 t t-0 t cost
y—0 =1-2=2.
l limx = 2
xX-2
y=0
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Ptiklad ¢. 24 Urcete limitu limx sin
x—0 X—y+2z
y—-0
z-0
Redeni: Limitu budu fesit pomoci odhadu. Mohu totiz tvrdit, Ze pokud vynasobim
proménnou X funkci sinus v absolutni hodnoté, vzdy dostanu ¢islo mensi nebo rovné
absolutni hodnoté z X, protoze absolutni hodnota funkce sinus je vzdy mensi nebo rovna 1.

Vyuziji zde také znalosti véty uvedené v kapitole 3.2.10. Proto se tato limita rovna nule.

x sin———| < |x|
x—y+z
: : : 1
lim|x| =0 - limxsin——— =
x—0 x—0 x——y-+z
y—-0 y—0
z—-0 z—0
w < x%y
Priklad ¢. 25 Dokazte, ze plati limy_o 5= 272 = 0.
0 XY
y—)

Reseni: K dokazani tohoto tvrzeni opét pouziji odhad hodnot funkci v okoli bodu (0,
0). Nejprve si funkci rozlozim na dvé funkce podle kapitoly 3.2.4. Dostanu limity:

Xy
Xty ZJe omezena na

-0 y-0

y-’0

mnoziné E, \ {[0,0]}, protoze pro vSechna (X, y) z defini¢niho oboru plati —% < ;:_y < %

Pokud ovéfim tuto nerovnost, bude ziejmé, ze opravdu plati pro vSechna (x,y) # (0,0).

Kone¢né plati, ze soucin funkce majici limitu rovnou nule a funkce omezené je roven nule.

limx =0
x—0
y-0
1 Xy 1
27 x2+y 2
1 Xy 2 2 2 2 2
E PR > D> —2xy<x°+y° ->0<x"+2xy+y“->0=<(x+y)
| x2+y2_z—>2xy<x +y2 50<x2—2xy+y? > 0< (x —y)?
- f(x, y)——yzje omezena.

— lim x - omezena funkce = 0.
x—0
y-0
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o « x2+4y?
Ptiklad ¢. 26 Uréete limyo 5>y ot
Xty
y-0
Reseni: Pii vypoétu vyuziji odhadu. V nové funkci si vyraz ve jmenovateli upravim
tak, aby se v ném nachazel vzorec (a + b)?. Nerovnost bude platit, protoze pokud bude

vyraz ve jmenovateli v nové funkci vétsi nez ve funkei ptivodni, tak tato ptivodni funkce

1

bude vzdy vétsi nebo rovna vytvoiené funkci. Nova funkce je po upravé g(x) = P

Limita funkce g(x) = pro x,y - 0,0 vyjde, pouzitim pievodu Kkartézskych

2+2

soufadnic do soufadnic polarnich, rovna nekonecnu. Proto i limita ptivodni funkce musi

vyjit rovna nekonecnu.

x? 4+ y? x? 4+ y? Xyt 1
Ay s 2v2 vt (2 22 X2ty
Yooxt+2x2y2 +y (x"+y?) y
X = pCcos¢@ 1
lim——— = [y =psing| = lim
N 2 2 > 2 2
SOty T g0 | (pcosg)? + (psing)
lim 1 — lim 1 1 1
= —_— == = 00,
P p2cos2¢ + p2sinZgp p—>0 p?(cos?¢ + 51n2<p) o0 p? 0
-0 [0 p—-0
Xt +y?
- lim
y-0
Piiklad ¢. 27 Vypocitejte limitu funkce f(x,y) = V bodé (0, 0).

Reseni: Pfi vypoétu této limity pouZiji odhad. Zab;'rvém se vypoctem v prvnim
kvadrantu, kdy x > 0,y > 0. Pro dal$i kvadranty plati, ze vzdy bude alespon jedna
z proménnych zaporna, a tak bude nerovnost ur€ité platit. Proto mohu pouZzit pro odhad
absolutni hodnotu funkce f(x,y). Nejprve jsem pomoci algebraickych uprav upravila
odhad za funkci g(x,y) = x3 + y3, zn&hoz je patrné, Ze zvolena nerovnost plati, a
nasledné jsem tuto funkci upravila podle funkce zadané. Porovnanim piivodni funkce a

funkce zvolené odhadem dojdu k vysledné limit¢.
3
I.kvadrant (x > 0,y > 0): x3 + y3 < 2(x? + y?)z /?
(3 +y3)? <4(x*+y?)3
x6 + 2x3y3 + y® < 4(x® + 3x*y? + 3x%y* + y©)
0 < 3x% —2x3y3 + 12x*y? + 12x%y* + 3y°
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3
2(x? +y?)2
x% +y?

x3+y3

1
=2(x* +y°)2

x% +y?

1 1
. 2 2
L1%2(x2+y2)2=2( +0 ) = 0.
y=0

3.5 URCOVANI SPOJITOSTI FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH POMOCI

LIMIT

V této Casti jsou uvedeny piipady urovani spojitosti funkce S vyuzitim vypoctu limit
funkei vice realnych proménnych. Velmi Casto se problematika spojitosti funkce spojuje
S vypoctem limit, protoze timto zptusobem Ize k vysledku dojit velmi rychle. Pfi vypoctech

se opiram o vétu zminénou v Kapitole 3.2.7.

Piiklad ¢. 28 VySetiete spojitost funkce f(x,y) v bodé (0, 0), ktera je definovana
predpisem:
x2y?
pro (x,y) # (0,0),
fey) =1/x2y2 +1-1
2 pro (x,y) # (0,0).
Reseni: Vypocitim limitu funkce f(x,y) vbodé (0, 0). K vypoétu limity posta¢i

x2y24+1+1
VxZyZ+1+1

uz mohu za proménné dosadit. Limita poté vyjde rovna ¢islu 2, a proto je funkce f(x,y)

algebraické upravy. Celou funkci roz$ifim vyrazem a po vykraceni vyrazu x2y?

spojita v bodé¢ (0, 0).

x2y2 i x2y2 /x2y2 +14+1
m im =
x—0 2 _ x—0 2 _ 2472
y_)ow/xy +1-1 v w/xy +1 1 xéyc+1+1

2(m+1)

— 1 = 1i 2472 — 202

= lim ~ T T lim (VaZyZ +1+1) =0202 + 1+ 1
y—-0 y—-0

=2

x2y2
—— ,y) = (0,0) . .
- f(x,y) = {Vx?y?+1-1 pro (x,y) # (0,0) je spojita v bodé (0, 0).
2 pro (x,y) # (0,0)
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\/%yz pro (x,y) # (0,0)

neni spojita
2 pro (x,y) # (0,0)

Priklad ¢. 29 Ukazte, ze funkce f(x,y) = {

Vv bodé¢ (0, 0).
Reseni: Pro uréeni spojitosti posta¢i, kdyZ vypo¢itdm dvojnasobné limity. Protoze se

sob¢ nerovnaji, neexistuje ani dvojna limita, a proto funkce f(x,y) neni spojita v bod¢ (0,
0).

. . x . x .
i () = W iyt =
lim (lim ———— ) = lim ———— = 0
im | lim = lim =
y-0 \ x—0 /x2 + yZ y—0 /02 + yZ
b
— lim ———— neexistuje.

-0
;_)O,m2 + y?
pro (x,y) # (0,0)

- f(x,y) ={/x%+y? neni spojita v bodé (0, 0).
2 pro (x,y) # (0,0)

Priklad ¢. 30 Ovéite spojitost funkee f(x,y) = ——=— v bods (0, 0).

x2+y?
Reseni: V piikladu uvedu dva zpisoby feSeni. Nejprve vypoéitam limitu funkce
f(x,y) vbode (0, 0) transformaci kartézskych soufadnic do soufadnic polarnich. Limita je
rovna 0. Funkce f(x,y) je v bodé (0, 0) spojita.

X = pCcos¢@ . 2 :

_ xy ) _ p cos @p sin @ . p* cos @ sin @
ll_r)r(1)—= y=psmg =11_r)r(1) . =11_r)r(1) _
;_)O\/X2 + y? p,p—0 5)_}0 \ p?cos2g + pZsin¢ (’;_}0 \/p%(cos2¢ + sinZg)

= })i_r)r(l)pcosgosingo =0.
¢-0

X
- flx,y) = —yz je spojita v bodé (0, 0).

N

Dalsi moznosti vypoctu je ovéfeni hypotézy: Pokud ¢itatel funkce klesa k nule rychleji
nez jmenovatel, bude se limita funkce rovnat 0. Citatel (xy) je polynomem druhého stupné
se dvéma realnymi proménnymi. Jmenovatel je podle vSeobecné znamého vztahu vétsi

nebo roven absolutni hodnoté proménné X (tzn. \/x%+ y? = |x|). Po algebraickych

upravach dostanu nerovnost J% < |y|. Za piedpokladu pravdivosti véty c) v kapitole

36



3 LIMITA FUNKCE VIiCE REALNYCH PROMENNYCH

3.2.10 mohu tvrdit, Ze limx-o = 0, protoze limx-o|y| = 0. Proto je funkce f(x,y)

Xy
y—-0 v x2+y2 y—-0
spojita v bodé¢ (0, 0).

eyl _ Ixliyl _

lxyllx| < |x|lylV/x? +y2 = |f(x,¥)| = < = |y|
2
x2+y2 x|

vl = 0 1 xy
ler(1)|_’y| =0- lim————=0.

x—=0 2 2
y=0 y-o VX" +Y

- f(x,y) = : je spojita v bodé (0, 0).

Xy
NraErs

Piiklad ¢. 31 Rozhodnéte, zda je mozno nalézt funkci g(x) tak, aby funkce

2 2

Xy
flx,y) =1 x-v prox #y byla spojita v Ej.
g(x)prox =y
Reseni: Funkce f(x,y) je spojita, pokud existuje limita na celé mnoziné E,. Nejprve si
funkci upravim pomoci algebraickych tprav, a dale za proménnou y dosadim x. Aby byla
funkce spojita v E;, musi mit funkce g(x) ptedpis g(x) = 2x.
X' -yt (k= +y)
X—y X—y
- g(x) =x+x=2x.

x+y

3.6 DEFINICE SYMBOLU LIMx~x, f(x,y) = b
Y—=Yo

V této podkapitole je uvedeno nékolik ukazek zapisu limit funkci vice realnych
proménnych pomoci definice limity a s tim spojené symboliky. Touto problematikou se
budu dale zabyvat pti vypoctu limit pomoci eliminace kvantifikatora.

Priklad ¢. 32 Uved'te definici symbolu limx-2 f(x,y) = 4.
y-5

Reseni: JelikoZ je limitnim bodem bod (2, 5), nadefinuji k nezndmym x ay jen € a 8.
Ve>036>0Vx,y:2—-6<x<24+5AN5-0<y<5+4+§
4—e<f(x,y)<4+e.

Piiklad ¢. 33 Zapiste definici symbolu lim x»2 f(x,y) = 8.
y——00
Reseni:
Ve>036>0,y,Vx,y:2—6<x<24+6ANy <y,
B—e<f(x,y)<8+e¢.
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Priklad ¢. 34 Napiste definici symbolu limx—w; f(x,y) = oo.
y—)

Reseni: V tomto piipadé musim definovat i nezndmou x,, protoze X jde pro tento
limitni bod do nekonecna. Jde o nevlastni limitu, proto rozpis nebude zacinat kladnym
€ jako u predchozich limit, ale ¢islem k. Ve vztahu k chystané eliminaci kvantifikatoru se
v definici vyskytuje jedna proménna navic (dvojice xy,8) a ptipadné pouziti eliminace

Vk > 03x5,6 >0Vx,y:x >xgA3—-06<y<3+6
f(x,y) > k.

Priklad ¢. 35 Zapiste definici symbolu limx—>—o§> flx,y) = — oo,
yo-

Reseni: Postup bude obdobny jako v pfedchozim ptikladu.
VE<03I6>0,x9Vx,y:x <xgA=5—-06<y<-=5+4+6
flx,y) <k.

38



4 VYPOCTY V PROGRAMU WOLFRAM MATHEMATICA

4 VYPOCTY V PROGRAMU WOLFRAM MATHEMATICA

Kapitola je rozd¢lena do t¥i podkapitol, které obsahuji vypoéty limit raznymi
metodami, které jsou popsané v kapitole 3.4, ureni spravnosti vypoctu limity dané funkce
pomoci eliminace kvantifikatort a grafické znazornéni funkci dvou redlnych proménnych
pomoci programu Wolfram Mathematica. V podkapitolach je uvedeno vysvétleni piikazi,
které¢ jsem pouzila pii tvorbé zdrojovych kodi, samotny kod a jeho vystup. VSechny

vytvorené zdrojové kody se nachazeji na CD ptilozeném k této diplomové praci.

4.1 VYPOCET LIMITY FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

Vystupem zdrojového koédu je vypocet limity funkce vice redlnych proménnych
riznymi zpusoby (spojitost, dvojnasobné limity, substituce pomoci svazku piimek a
parabol a transformace kartézskych soufadnic do soutfadnic polarnich). V tomto zdrojovém
kédu jsou preddefinovany funkce, které 1ze libovolné volit a také je mozné ménit limitni
bod (xg, Vo). Pro nazornost je v této praci uveden jeden ptiklad, ostatni piiklady jsou K
nahlédnuti na piilozeném CD v souboru s nazvem ,,Vypocet limity funkce vice redlnych
promeénnych*.

Na vystupu zdrojového kodu dochazi nejprve k uréeni spojitosti funkce v limitnim
bodé. Zde se vypise, jestli je funkce spojita ¢i nikoliv. Dal§im vystupem je vypocet
dvojnasobnych limit. Pokud se tyto limity rovnaji, na vystupu se objevi hlaseni: ,,Vysledné
hodnoty si odpovidaji, a proto miiZe limita funkce f(x,y) existovat®. Jestlize se vysledné
hodnoty dvojnasobnych limit nerovnaji, program vypiSe text: ,,Vysledné hodnoty si
neodpovidaji, a proto funkce f(x,y) nemd limitu*. Nésledn€ dochdzi k vypoctu limity
pomoci substituce svazkem piimek. Jestlize je vysledek této limity zavisly na koeficientu
k, tak vysledna limita neexistuje a na vystupu se vypise hlaseni: ,,Limita funkce je zavisla
na koeficientu k, a proto funkce f(x,y) nema limitu“. V opaéném piipadé se ukaze text:
wLimita funkce neni zavisla na koeficientu k, a proto miize limita funkce f(x,y) existovat “.
Obdobné je tomu u substituce pomoci svazku parabol. DalSim vypoctem limity funkce
dvou realnych proménnych je pouziti transformace kartézskych soufadnic do soufadnic
polarnich. KdyZ je tato limita zavisla na thlu ¢, tak limita funkce f(x,y) neexistuje.
Pokud na tomto uhlu zavisla neni, tak limita funkce dvou readlnych proménnych miize
existovat. Po vSech téchto vypocétech dochazi ke srovnani vypoctenych hodnot. Jestlize se
tyto hodnoty rovnaji, tak limita funkce f(x,y) muizZe existovat. Pokud se nerovnaji, tak

limita neexistuje. Nakonec dochazi k ovéfeni spravnosti vypoétu pomoci piikazu Reduce.
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Pouzité funkce v programu Wolfram Mathematica:

Off[symbol::tag] — pfikaz vypne oznameni, které hlasi, Ze pii vypoctu se
objevuje nedefinovany piikaz. V mém piipad€ totiz program hlasi chybu,
pokud se zde vyskytuje vyraz %. Tento vyraz je pro mne ale zadouci, proto jsem

hlaSeni vypnula.

DynamicModule[{X, y,...}, expr] — reprezentuje objekt, ktery umoziiuje
zménu nadefinovanych proménnych Vv zavislosti na funkci Dynamic[expr].
Pomoci tohoto ptikazu se tudiz budou ménit proménné f (x, y), xo, Vo-
Dynamic[expr] — pfedstavuje objekt, ve kterém Ize provadét zménu
nadefinovanych proménnych. Bez tohoto piikazu by nemohlo dochézet ke
zméng vypoctu v zavislosti na zmén¢ vstupnich proménnych.

Panel[expr] - vykresli panel, ve kterém se budou nachazet zadané vyrazy.
Grid[{{exprii, eXpriz,...},{exprai, eXpra,...},...}] — definuje dvourozmérnou
tabulku.

o ItemStyle — umoziuje nadefinovani stylu pro ptislusny Grid.

o Spacings — urcuje rozestupy mezi bunikami.

o Dividers — generuje d¢lici ¢aru.
Directive[gi, 2,...] — slouZi k nadefinovani vice grafickych parametrt pro
jeden objekt (naptiklad barva pisma, styl pisma, velikost pisma, prihlednost,
tloustka cary,...).
FontSize — velikost pisma.
Bold — tu¢né pismo.
PopupMenu[Dynamic[x], {vali,...}] — objekt pro zadavani vstupnich hodnot
za pomoci rolovaci listy.
Subscript[Xx, y] — dolni index.
Superscript[x, y] — horni index.
Underscript[x, y] — text ve formé ;

InputField[ ] — vytvafi textové pole pro zadani vstupni proménné.

ImageSize — velikost obrazku.

If[condition, true, false] — podminka kdyz. Condition uréuje vysetfovanou
podminku, ktera pokud je splnéna, provede akci true, v opacném piipadé false.

Solve[expr, vars]- fesi rovnici nebo nerovnici vyrazu pro proménnou vars.
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Limit[expr, x — X,] - vypocita limitu vyrazu f(x) pro X jdouci k Xg.
Length[expr] — uréuje velikost vektoru (pocet prvku ve vektoru).
Position[expr, pattern] — vyhledava pozice v mnou urceném vektoru podle
zadaného vzoru (pattern).
Table[expr, {i, imin, imax}] — generuje fadu ¢isel zavislych na expr s proménnou
i v rozsahu od imin dO imax.
RGBColor[red, green, blue] — ur¢eni barvy podle RGB skaly.
Reduce[expr, vars] - piikaz, ktery vyhodnoti rovnici nebo nerovnici pro
proménnou vars a odstrani kvantifikatory.
ForAll[x, expr] — prohlasuje, ze expr plati pro vSechna X.
EXists[x, expr] — tvrzeni, ze existuje hodnota X, pro kterou je expr pravda.
EuclideanDistance[u, v] — pocita euklidovskou vzdalenost mezi dvéma
vektory (v mém ptipadé mezi dvéma body).
True — logicka jednicka (pravda).
False — logicka nula (nepravda).
Plot3DI[f, {X, Xmin, Xmax}, {Y: Ymin» Ymax}] — trojrozmémé vykresleni grafu
funkce dvou redlnych proménnych.

o PlotRange — nastaveni rozsahu jednotlivych os daného grafu.

o AxesLabel — popisky k danym osam.

o LabelStyle — nastaveni formatu pro popisky jednotlivych os.

o PlotPoints — hustota vzorkovani grafu.
ContourPlot[f, {X, Xmin, Xmax}: {Y: Ymin» Ymax}] — generuje 2D zobrazeni
vrstevnic ke grafu funkce dvou realnych proménnych.

o FrameLabel — zobrazi popisky os po stranach grafu.

o Mesh — vykresli ¢tvercovou sit’ v daném grafu.

o PlotLegends — zobrazi barevnou $kalu funkénich hodnot f(x, y).

o Contours — charakterizuje hustotu zobrazenych vrstevnic.
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Prikaz:

Off[Power::infy]

Off[Infinity::indet]

Off[Solve::incnst]

DynamicModule [ {f, x0=0,y0=0},
Panel |

Grid[{
{Grid[{{"VypocCet limity funkce f(x,y)"}},ItemStyle->
Directive [FontSize->18,Blue,Bold] ]},
{Grid[{{"f (x,y) =",PopupMenu|[Dynamic[f],
{ (x+6)/ (3*x-y+5),
(x*y)/ (Sqgrt[x*y+4]1-2),
(x~4-y™4) / (x73-y"3),
(2*x+5) / (3*x-y+4),
(y-8)/ (x+y-14),
(x+y) / (x=y),
(x=5vy) / (Tx+vy),
(2x"2+77y"2) / (5x-8y),
(2x"3 y*3)/ (x"6+y"6),
1/ (x"2+y"2),
(x°2*%y) / (x"2+y"2),
(x"3+ y*3)/ (x"2+y"2) } 1,
Subscript(x,0],"=",
InputField[Dynamic[x0], ImageSize->30],
Subscript(y, 0], "=",
InputField[Dynamic|[y0], ImageSize->30]}}]1},
{Grid[{ {"Funkce je v limitnim bodé ",
Dynamic |
If]
Solve[f-z==0&&y==y0&6&x==x0, {x,vy,2}]1=={1},
nespojitéa, spojitéall}},Spacings->0]},

{},

{Grid[{{"UrcCeni dvojnasobnych limit"}},ItemStyle->

Directive [FontSize->14,Red,Bold]]},

{Grid|[ { {Dynamic [Underscript[lim,x->x0]],
Dynamic[Underscript|[lim,y->y0]],Dynamic|f
"=", Dynamic[Limit [Limit[f,x->x0],y->y0]]}

{Grid|[ { {Dynamic [Underscript|[lim,y->y0]],
Dynamic[Underscript[lim,x->x0]],

1,
b1}y

Dynamic[f],"=",
Dynamic [
Limit[Limit[f,y->y0],x->x0]1}}1},
{Dynamic|
If[Limit]

Limit([f,x->x0],y->y0]==Limit[Limit|[f,y->vy0],x->x0],
"Vysledné hodnoty si odpovidaji, a proto mize limita
funkce f (x,y) existovat","Vysledné hodnoty si
neodpovidaji, a proto funkce f(x,y) nemd limitu"]]},

{1,
{Grid[{{"Substituc¢ni metoda: y-",Subscript(y,0],
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"= k(x-",Subscript([x,0],")"}},Spacings->0, ItemStyle->
Directive [FontSize->14,Red, Bold] ]},
{Grid|[ { {Dynamic[Underscript|lim, {x,y}->{x0,k* (x-x0)+y0} 1],
Dynamic[f],"=",Dynamic[Limit]|
f/.y->k* (x-x0)+y0,x->x0]11}1}1},
{Dynamic [
If[
Length|
Position]
Table|
Limit[f/.y->k* (x-x0)+y0,x->x0]1,{k,0,10}],
Table [Limit[f/.y->k* (x-x0) +y0,x->x07,
{k,0,10}]1[[10]111>9,
"Limita funkce neni zavisld na koeficientu k, a proto
miZe limita funkce f(x,y) existovat.","Limita funkce Jje
zavisla na koeficientu k, a proto funkce f(x,y) nema

limitu"]1]},
{1},
{Grid[{{"Substituc¢ni metoda: y-",Subscript(y,0],
"= k(x-",Subscript(x, 0], Superscript[")",2]}},Spacings->0,

ItemStyle->Directive[FontSize->14,Red,Bold] ]},
{Grid|[ { {Dynamic |
Underscript(lim, {x,y}->{x0,k* (x-x0)*2+y0 }]11],
Dynamic[f],"=",Dynamic[Limit[f/.y->k* (x-x0) "2+y0,
x=>x0]1}} 1},
{Dynamic [
If]
Length|
Position|
Table]|
Limit[f/.y->k* (x-x0) ~"2+y0,x->x0]1, {k,0,10}],
Table [Limit[f/.y->k* (x-x0) "2+y0, x->x01],
{k,0,10}1[[10]1111>9,
"Limita funkce neni zavisld na parametru k, a proto
miZe limita funkce f(x,y) existovat.","Limita funkce Jje
zavisla na parametru k, a proto funkce f(x,y) neméd

limitu"]1},

{},

{Grid[{{"Transformace do poladrnich soutradnic: x-",
Subscript(x,0],"=pcos (@)",",  ","y-",

Subscript[y, 0], "=psin(e)"}}, Spacings->0,
ItemStyle->Directive[FontSize->14,Red,Bold]]},
{Grid|[ { {Dynamic|
Underscript(lim, {x,y}->{x0+pcos (¢),y0+psin(e) }11,
Dynamic[f],"=",Dynamic[Limit[f/. {x->x0+p*Cos[op],
y->y0+p*Sin[e]},p->0]11}1}1},
{Dynamic [
If]
Length|
Position]
Table|
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Limit[f/. {x->x0+p*Cos[¢], y->y0+p*Sin[¢]}, p->0],

{¢,0,10}71,
Table [Limit[f/. {x->x0+p*Cos[p], y->y0+p*Sin[o]},
p->01,{9,0,10}1[[101111>9,

"Limita funkce neni zavislad na thlu ¢, a proto muzZe
limita funkce f(x,y) existovat.","Limita funkce je
zavislad na thlu ¢, a proto funkce f(x,y) neméd
limitu"]1},

{},

{Grid[{{"Vysledné urc¢eni limity funkce f(x,y)"}},
ItemStyle->Directive[FontSize->16,
RGBColor[0.5,0,1],Bold]l 1},

{Dynamic|
If[

If[
Limit[Limit[f,x->x0],y->y0]==Limit [Limit[f, y->y0],
x->x0],True, False]==True&é&

If[

Length|
Position]
Table]|
Limit[f/.y->k* (x-x0)+y0,x->x0], {k,0,10}1,
Table [Limit[f/.y->k* (x-x0) +y0,x->x07,

{k,0,10}]1([[10]]111>9,True,False]l==True&é&
If]
Length|
Position]
Table|
Limit[f/.y->k* (x-x0) "2+y0,x->x0], {k,0,10}1,
Table[Limit[f/.y->k* (x-x0) "2+y0,x->x07,
{k,0,10}1[[101]111>9,True,False]==True&é&
If]
Length|
Position]
Table]|
Limit[f/.{x->x0+p*Cos[¢], y->y0+p*Sin[¢]},p->0],
{¢,0,10}], Table[Limit[f/. {x->x0+p*Cos[0],
y->y0+p*Sinfe]l},p->0],{e,0,10}1[[10]111>9,
True, False]==True,"JelikoZ si odpovidaji vsSechny

vypoctené limity, mGze limita funkce f(x,y) existovat",
"JelikoZ si neodpovidaji vSechny vypoctené limity,
limita funkce f(x,y) neexistuje"]]l},
{Grid[{ {"Ovéfeni podle definice limity funkce dvou
redlnych proménnych"}},

ItemStyle->Directive| FontSize->12,Red,Bold] ]},
{Grid[{{}},ItemStyle->Directive [FontSize->12,Red,Bold]]},
{Grid|[ { {Dynamic [Underscript[lim, {x,y}->{x0,y0}]1],

Dynamic[f],"=",

Dynamic|

If[
If]
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Limit]
Limit([f,x->x0],y->y0]==Limit([Limit([f, y->vy0],x->x0],
True, False]==True&é&
If]
Length|
Position]
Table|
Limit[f/.y->k* (x-x0)+y0,x->x0]1,{k,0,10}],
Table [Limit[f/.y->k* (x-x0) +y0,x->x07,

{k,0,10}1[[10]1111>9,True,False]l==Trueé&é&
If]
Length|
Position]

Table |
Limit[f/.y->k* (x-x0) "2+y0,x->x0], {k,0,10}1,
Table [Limit[f/.y->k* (x-x0) "2+y0,x->x07,
{k,0,10}]1[[101]111>9,True,False]==Trueé&é&

If[
Length|
Position]

Table]|
Limit[f/.{x->x0+p*Cos[¢p], y->y0+p*Sin[¢]}, p->0],
{¢,0,10}], Table[Limit[f/. {x->x0+p*Cos[0],
y->y0+p*Sinfe]},p->0],{e,0,10}1[[10]111>9,

True, False]==True,
If[
Reduce [

ForAll[e, >0,
Exists([d, 5>0,

ForAll[{x,v},
O<EuclideanDistance[{x, vy}, {x0,y0}]1<9d,
Limit[Limit[f,x->x0],y->y0]-e<f<Limit[Limit][f,

x->x0],y->y0]+€]]]]==True,
Limit[Limit[f,x->x0],y->y0],"Limita neexistuje"],
"Limita neexistuje"]1}},
ItemStyle->Directive[FontSize->15,RGBColor[0,0.5,0],
Bold]l]},
{},
{Dynamic|
Plot3D[f, {x,x0-3,x0+3},{y,y0-3,y0+3},
PlotRange->Automatic, ImageSize->{450,325},
AxesLabel->{x,y,"f(x,y)"},LabelStyle->Directive[Bold,
Medium], PlotPoints->100]]},
{1,
{Dynamic|
ContourPlot|
f, {x,x0-3,x0+3},{y,y0-3,y0+3},PlotRange->Automatic,
FramelLabel->Automatic,Mesh->Full, ImageSize->{450,325},
LabelStyle->Directive[Bold, Medium],
PlotLegends->Automatic,Contours->50]1]}
},Dividers->{False, 4->True}]]]
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Vypocdet limity funkce f(x,y)

foey) = x=0 |y=0 |

Funkce je v limitnim bodé nespojita

Uréeni dvojnasobnych limit
— XY -4
=2+ 4+xy

limyo limy,o —X -4

=2+ 4+xy

Vysledné hodnoty si odpovidaji, a proto mtze limita funkce f(xy) existovat

limy,o limyoo

Substitucni metoda: y-yo= k(x-xo)

. X
liMgyiionnt S oy

Limita funkce neni zavisla na koeficientu k, a proto maze limita funkce f(x,y) existovat.

Substituéni metoda: y-yp= k(x=xp)*

li RS S
Im{x'y}'){o'kxz} =2+ dexy

Limita funkce nenf zavisla na parametru k, a proto mize limita funkce f(xy) existovat.

Transformace do polarnich soufadnic: x-xg=pcos(¢), y-yo=psin(¢)
limpyi{ocos g,psin g} 2—:,% =4

Limita funkce nenf zavisla na Ghlu @, a proto maze limita funkce f(xy) existovat.
Vysledné urceni limity funkce f(x,y)
Jelikoz si odpovidaji viechny vypoctené limity, mize limita funkce f(xy) existovat

Ovéreni podle definice limity funkce dvou reédlnych proménnych

lim 2
{x.y}-+{0,0} -2+ Fxy

-
51 5
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4
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Obr. 9. Vystup programu pro vypocet limity funkce dvou realnych proménnych.
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4.2 VYKRESLOVANI GRAFU FUNKCI DVOU REALNYCH PROMENNYCH

V této kapitole je uveden kod, ktery slouzi k vykresleni grafti funkci vypocitanych
vV této diplomové praci. VSechny grafy funkei, sefazené¢ podle cisla ptikladu, jsou
znazornéné na CD prilozeném k této praci, protoze sgrafy lze vtomto programu
pohybovat a jsou tudiz nazorné;si.

Vystupem tohoto zdrojového kodu jsou Ctyfi grafy. Prvni dva znazornuji fez podél x-
ové a Yy-ové osy. Poté je zde vyobrazen samotny graf funkce dvou redlnych proménnych.
Posledni graf znaci vrstevnice dané funkce, z tohoto grafu je patrné, jak se funkce v daném
bod¢ chova.

Pouzité funkce v programu Wolfram Mathematica:

o Slider[X, {Xmin, Xmax, dX}] — jezdec pro nastaveni proménné X v rozsahu od
Xmin d0 Xmax S krokem dx.

o Plot[f, {X, Xmin» Xmax}] - Vykresli graf funkce f(x) v mezich od Xp, dO
Xmax-

Ostatni piikazy, pouZité pti tvorbé programu, jsou vysvétlené v podkapitole 4.1.

Prikaz:
DynamicModule| {x1, vyl1},
Panel |
Grid| {
{Grid[{ {"Funkce f (x,vy)=", (x"2+x+ y-20)/(x"2+y"4+8)}},
ItemStyle->Directive[FontSize->18,Blue,Bold]]},
{Grid[{{"y",
Slider [Dynamic(yl], {-10,10,0.1}17,
Dynamic[yl], "x",Slider [Dynamic[x1], {-10,10,0.1}],
Dynamic[x1]}},Spacings->{{4->7}}]},
{(Grid[{{"Rez funkci f(x,y) podél osy y","Rez funkci f(x,V)
podél osy x"},
{Dynamic|
Plot[ (x"2+x+y1-20)/ (x"2+y1"4+8), {x,-10,10},
PlotRange->{-3,1}, ImageSize->{300, 250},
AxesLabel->{x,"f (x,y)"}]11],
Dynamic|

Plot[ (x172+x1+y-20)/ (x1”2+y~4+8), {y,-10, 10},
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PlotRange->{-3,1}, ImageSize->{300, 250},
AxesLabel->{y,"f(x,y)"}11}}1},
{Grid[{{

Plot3D[ (x"2+x+y-20)/ (x*2+y~4+8), {x,-10,10}, {y,-10,10},
PlotRange->Al11,PlotStyle->Opacity[1l], PlotPoints->50,
ImageSize->{300,250},AxesLabel->{x,v,"f(x,y)"}1,

ContourPlot[ (x"2+x+y-20) / (x*2+y"4+8), {x,-10,10},
{y,-10,10}, ImageSize->{300,250}, FrameLabel->Automatic,
Mesh->Full,Contours->20, PlotLegends->Automatic,

PlotRange->{-2.7,1}1}}1}
}11]
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-20+x43%+
Funkce f(x,y) = ==
8+)(2+y4
y 1. X -10.
Rez funkcr f(xy) podél osy y Rez funkcr f(xy) podél osy x

fx,y) fxy)
1- -

Obr. 10. Vystup programu, ve kterém se nachazi fezy, graf a vrstevnice funkce.

4.3 ELIMINACE KVANTIFIKATORU

Teorii tykajici se eliminace kvantifikator u funkei jedné reélné jsem jiz uvedla ve své
bakalarské praci v kapitole s nazvem ,,Limity a riizné zpiisoby jejich vypocti‘. V piipadé
dvou a vice redlnych proménnych probiha eliminace kvantifikatori obdobné jako u funkci
vice proménnych. Vypocet proto trva déle a nelze pouZzit na vypocet vSech limit funkci
vice redlnych proménnych (napiiklad limitu funkce obsahujici odmocninu ¢i
goniometrické funkce nelze pomoci piikazu Reduce vypocitat).

Pfi vypoctu limit pomoci eliminace kvantifikatorti jsem pouzila software Mathematica
a v ném piikaz Reduce. Tento zdrojovy kod spise slouzi pro kontrolu, zda jsem limity
vypocitala spravné. Pii zaddvani piikazu jsem nejprve musela piiklady pfevést do

symboliky definice limity funkce (n€kolik pfikladi je uvedeno v 3.6). Poté uz jsem
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dosadila vse do pfikazu Reduce a vystupem tohoto programu je vyraz True (pokud je limita
vypocitana spravné podle definice limity) nebo False (pokud je limita funkce vypocitana
chybné).

Nejprve uvedu piiklad, kdy je limita vypocitdna spravné a tudiz by mélo byt
vysledkem hlaseni True. V druhém piipadé dosadim jiny (Spatny) vysledek vypoctu stejné

limity a vystupem je poté hlaseni False.

Prikaz:

flx ,y 1:=(x"2%y"2)/(x"2+y"2)+2;
x0=0;
y0=0;
limita=2;
Reduce [ForAll [e, >0,

Exists [0, 06>0,
ForAll|[{x,y},O0<EuclideanDistance[{x,vy}, {x0,y0}]1<9,

limita-e<f[x,y]<limita+e]]]]

ReSeni: True

Prikaz:

flx ,y ]:=(x"2%y"2)/(x"2+y"2)+2;
x0=0;
y0=0;
limita=1;
Reduce [ForAll [e, >0,

Exists[9,0>0,
ForAll|[{x,y},O0<EuclideanDistance[{x,vy}, {x0,y0}]1<9,

limita-e<f[x,y]<limita+e€]]]]

ReSeni: False
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ZAVER

ZAVER

Tato diplomova prace je prehlednym a ucelenym vykladem limit funkci vice realnych
proménnych. K uplnému porozumeéni vySe zminéné problematiky ptispéla fada feSenych
ptikladd. Piiklady uvedené v mé diplomové praci nejsou plnym vyctem feSeni jednotlivych
limit funkci vice realnych proménnych, ale slouzi pouze kuvedeni ¢tenafe
do problematiky vypo¢tt limit funkci vice realnych proménnych.

Pfi zpracovani diplomové prace a studiu odborné literatury jsem dukladné
prostudovala rizné metody pouzivané pii vypoctech limit funkci vice realnych
proménnych. Shrnu-li ziskané poznatky z této prace, mohu konstatovat, ze dokazi urcit
chovani funkce vice realnych proménnych v jakémkoli bod¢.

Daéle jsem se v této praci zabyvala vypoctem limit funkci vice redlnych proménnych
pomoci softwaru Mathematica. Zminény software umoznuje jak uréeni limity funkce, tak
jeji grafické znazornéni. Mnou vytvoreny zdrojovy kéd muize slouzit i jako kontrola pii
numerickém vypoctu limit, ktery je ¢asto naroény nejen numericky, ale i ¢asové. Vytvotila
jsem také zdrojovy kod, ktery graficky znazoriiuje funkci, respektive jeji 3D zobrazeni,
vrstevnice a fezy podél osy X a podél osy y. Pro vypocet limity funkce jsem také pouzila
piikaz Reduce, ktery slouzi k eliminaci kvantifikatorit symboliky zapisu limity pomoci
definice limity funkce vice realnych proménnych, ale naptiklad u funkce obsahujici
odmocninu nelze pouzit z divodu slozitosti vypoétu.

Vystupem mé diplomové prace jsou feSené piiklady limit funkci vice redlnych
proménnych a jejich grafické zndzornéni. Zdrojové koédy a grafické znazornéni funkci
dvou realnych proménnych jsou k nahlédnuti na CD pfilozeném k této diplomové praci
ve slozkéach nazvanych ,,Vypocet limity funkce vice realnych proménnych®, ,,Vykreslovani
grafii funkci dvou redlnych proménnych* a ,Eliminace kvantifikatoru. Toto umozZni
Ctenafi vylepSit predstavu o pribéhu funkce, coz statické obrazky v tiSténé podobé

neumozinuji.
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RESUME

RESUME

The target of my thesis was to report a complete presentation of the limits of the
functions of several real variables. Many solved examples should help it. These examples
are not the complete list of particular limits but it is only used as problem explanation of
the limits” calculations of the functions of several real variables. During the processing and
studying of reference books, | get to know various new methods used for limits of the
functions of several real variables calculation. | deal with calculation used with software
Mathematica in the last chapter of this thesis. This software is not necessary for
understanding the curriculum but it is practical. The limit can be calculated by five
methods of the programme that | have created. This programme can be used for the check
of the numeric calculation of the limit which is often difficult (numerically and time-
consuming). | have also created the programme which paints the graph, the cuts and the
graph of contour line of the specified funtion. | used the order Reduce which is not
possible to use for all types of the functions of several real variables (for example the
function where the root is used) for the calculation of the limit of the function.

It is possible to find practical presentations of my programmed examples and graphs
on added CD in the sections called The calculation of the limit of the functions of several
real variables, The painting of the graphs of the function of two real variables and The

elimination of quantifiers.
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