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,V knize prirody miZe Cist jen ten, kdo znd jazyk, ve kterém je napsdna. Jejim jazykem je

matematika a jejim pismem jsou matematické vzorce.” (Galileo Galilei)

Ve své diplomové praci se zabyvdam algebraickymi vyrazy a operacemi s nimi
provadénymi pfi vyuce matematiky na druhém stupni zakladni Skoly a nizSim stupni

viceletého gymnazia.

Téma diplomové prace jsem si vybrala hlavné s ohledem na to, Ze je moZiné takto
ziskané poznatky vyuzit v moji dalsi praxi. Téma algebraickych vyrazi je také podle mé
velmi duleZitou soucasti vyuky matematiky v zakladnim vzdélavani, nebot se zde Zaci
poprvé setkdvaji s obecnym zdapisem, nikoli jen s jim dosud znamymi ciselnymi vyrazy,

a uci se s nim pracovat.

Moje prace je ¢lenéna do péti kapitol, z nichZ prvni se zabyva definici algebraického
vyrazu a jejich klasifikaci s ohledem na rozsah uciva druhého stupné zakladni Skoly. Druha
kapitola je zaméfena na konkrétni operace provadéné s algebraickymi vyrazy pfi vyuce
matematiky na druhém stupni zakladni skoly a nizSim stupni viceletého gymnazia. V této
kapitole je taktéZ zminén minimalni rozsah uciva, ktery je dan Ramcovym vzdéldvacim
programem zakladniho vzdélavani, ktery byl vyddn Ministerstvem sSkolstvi, mladeze
a télovychovy a je platny od 1. 9. 2013. Konkrétni rozsah vyuky toho uciva je vSak dan
Skolnim vzdélavacim programem, ktery si kazda Skola muze upravovat, avsak s ohledem
na Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani. Ve tfeti kapitole jsou popsany
predpokladané chyby 7akd pfi operacich s algebraickymi vyrazy. Tato kapitola je ¢lenéna
do jednotlivych podkapitol podle operaci, které Zaci provadéji s algebraickymi vyrazy
vosmém a devatém rocniku zdakladni Skoly a odpovidajicich roc¢nicich viceletého
gymnazia. Ve cCtvrté kapitole muzZete nalézt priklady pisemnych praci, které jsou
roztfidény dle predpokladané obtiznosti jednotlivych uloh. Tato kapitola je opét ¢lenéna
do podkapitol podle operaci s algebraickymi vyrazy tak, jak jsou uvedeny ve druhé a treti
kapitole, aby bylo moZné se dobfe zorientovat a najit prace, které jsou aktudlné potreba.
Posledni, pata kapitola je zamérena na chyby v operacich s algebraickymi vyrazy, které

byly provedeny vybranym vzorkem zaka. V. mém pripadé se jednalo hlavné o Zaky osmého
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a devatého roéniku Zakladni $koly a matefské $koly Svihov a 7aky tercie a kvarty Gymnazia

na Mikulasském nameésti v Plzni.

Cilem mé diplomové prace je podat souhrn toho, v jakém rozsahu se na druhém stupni
zakladnich Skol a nizSim stupni viceletych gymnazii vyucuji operace s algebraickymi vyrazy.
M4 prace méla také za cil vytvofit systém prikladd, které jsou roztfidény podle naroc¢nosti,
a tim usnadnit hlavné zacinajicim, ale i zkuSenym ucitelim matematiky vybér a stupen
narocnosti jednotlivych pfikladld. Tomuto se vénuje hlavné ¢tvrta kapitola. Ke kazdému
zadanému tématu zde najdeme priklady kratkych pisemnych praci, od nejjednodussich
az po obtizné. Tyto pisemné prace je mozné pfimo pouZit pfi vyuce, popfipadé se jimi
nechat inspirovat. Hlavni vyhodou je zde to, Ze v mé diplomové praci mize uditel nalézt
pfimo jednotlivé prace nejen dle aktualné probiraného tématu, ale i podle narocnosti
jednotlivych operaci. Tridéni prikladd podle obtiznosti je provedeno podle pisemnych

praci, které byly predlozeny vzorku zak( jak ze zakladni Skoly, tak i z gymnazia.

Algebra je odvétvi matematiky, které se zabyva abstrakci pojmd a vlastnosti
matematickych objekt(i. Ndazev algebra pochazi z arabského slova ,al-dZabr”. Toto slovo
pochazi z dila perského matematika Muhamamada al-Chwarizmiho, ktery je povazovan
za otce algebry. Dilo nese nazev al-Kitdb al-DZabr wa-I-Mugabala. V tomto dile se poprvé
objevily obecné postupy reseni rovnic, jak linedrnich, tak kvadratickych. Tyto postupy

vyuZivaly neznamych a zakladnich operaci s nimi.

Algebra se vyvinula na zakladé aritmetiky. AZ do poloviny 19. stoleti se za algebru
povaZovala pouze teorie feSeni rovnic a manipulace s vyrazy. Dnes se Cast algebry, ktera
se zabyva zejména onou symbolickou manipulaci s vyrazy, nazyva elementdrni algebra.
Elementdrni algebra je zakladni formou algebraické teorie a navazuje na aritmetiku.

Hlavni rozdil mezi aritmetikou a elementarni algebrou je pouzivani proménnych.

Celkové je moZné za algebraické vyrazy povazovat i Ciselné vyrazy a operace s nimi.
Tedy by bylo mozné do diplomové prace zahrnout i zakladni operace s Ciselnymi vyrazy,
jako je napf. ndsobeni a déleni ciselnych vyrazli, umocnéni Ciselného vyrazu atd. Ja se
vSak ve své diplomové praci zabyvam pouze algebraickymi vyrazy, tedy vyrazy, ve kterych

vystupuji ¢isla i proménné.
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ALGEBRAICKE VYRAZY - ZAKLADNI POJMY, KLASIFIKACE ALGEBRAICKYCH
VYRAZU

Algebraickym vyrazem rozumime zapis, ve kterém se vyskytuji konstanty,
proménné a operace provadéné s konstantami nebo proménnymi (scitani, odc¢itani,
nasobeni déleni, krdceni a rozsifovani). Konstanta neméni svou hodnotu a je

vyjadifena Cislem. Proménnou rozumime znak, ktery znadi libovolné Cislo z urcité

mnoziny, kterou nazyvame definiénim oborem vyrazu.
Priklad 1.1.
Podil

x2+4

3Vx '

je algebraicky vyraz. Je sestaven z konstant 3, 4 a proménné x pomoci operace

sc¢itani, nasobeni, déleni, umocnovani na druhou a odmocriovani. Jeho definicnim
oborem je kde x € {1;%;3;5}. V pripadé, ze neni defini¢ni obor vyrazu urcen,
budeme povaZovat za defini¢ni obor mnoZinu vsech Cisel, ktera Ize do vyrazu dosadit,
aniz by néjaka z pouzitych operaci ztratila smysl, napf. nebude dochdzet k déleni
nulou, odmocnéni zaporného ¢&isla apod. Rikdme, Ze pro hodnoty z defini¢niho oboru
ma vyraz smysl.

x2+44

3\/§:

Urceni defini¢niho oboru algebraického vyrazu

3JWx#0 = Vx#0=x#0
Z této podminky vyplyvd, ze x € R\ {0}.

Vzhledem ktomu, Ze proménna pod odmocninou musi byt

nezaporna, dostdvame dalsi podminku: x > 0.

Pro spravné urceni defini¢niho oboru algebraického vyrazu musi byt
splnény obé podminky zaroven, tedy musime zjistit jejich pranik. Pranikem
pfedchozich dvou intervall, a tedy i definicnim oborem daného

algebraického vyrazu, jsou viechna x z intervalu: x € (0; ).
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Pokud do vyrazu dosadime za proménné libovolna Cisla, pro ktera ma vyraz smysl|
a provedeme vsechny predepsané operace, dostaneme jako vysledek ¢Eislo,

tzv. hodnotu vyrazu.

Priklad 1.2. Uréi hodnotu algebraického vyrazu z prikladu 1.1 pro hodnotu

proménné x = 4:

424+4 16+4 20 10 1

3Wv& 32 6 3

Algebraické vyrazy mlzeme klasifikovat podle poctu proménnych na:

e Vyrazy s jednou proménnou

x+4
2x2

e Vyrazy se dvéma proménnymi
x% + 4y
Xy

e \yrazy se tfemi proménnymi

x?+ 12y + 1623
12x +y + 132

atd.
1.1 MNOHOCLENY

Mnohocleny neboli polynomy jsou zvlastnim pripadem algebraickych vyrazu.

Polynom n-tého stupné jedné proménné je algebraicky vyraz ve tvaru:
ApX™ + a1 X"+ apx"2+ -+ ayx +ay;  a, #0,

kde a,, a,_1, ..., a1, 4 jsou konstanty (koeficienty) polynomu a x je proménna. Cleny

polynomu nazyvame vyrazy a,x*; k = 0,1, ..., n.

Mnohocleny délime do nékolika skupin v zavislosti na poctu ¢len:
e Jednogleny: 3x, 15xy, 14abcd, —15a3b>,...

e Dvojcleny: x+7y, 47a+ 6b, 47x* + 14y°,...
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e Trojeleny: x+y+2z 15a+ 16b +9c, 4p3 + 5q* + 8r2,...
atd.
MuzZeme fici, Ze jednotlivé ¢leny jsou scitance, které od sebe oddéluji znaménka
+ a—.
Mnohocleny mizeme také klasifikovat podle stupné, tedy podle toho, v jaké
nejvyssi mocniné se v nich vyskytuje proménna:
e Mnohoclen prvniho stupné nazyvdame linedrnim. Takovym polynomem

je napt. vyraz 3x + 5.

e Polynom druhého stupné nazyvame  kvadratickym a jednd
se o napt. o vyraz 4x2 + 4x + 3. Tento mnohoélen nékdy byva nazyvén

pojmem kvadraticky trojclen.

e Dalsim mnohoclenem, ktery ma své pojmenovani, je polynom tretiho
stupné, ktery je oznacovan jako kubicky. Kubickym nazveme napf. vyraz

5x3—x? + 6x + 12.
atd.

Zvlastnim pripadem mnohodlend je jednoclen, tedy algebraicky vyraz, ktery
neobsahuje ani jednu z operaci s¢itani nebo od¢itani. Da se tedy fici, Ze polynomy
mulzZeme chapat jako soucty nékolika jednoclend.
zapis.

e Pokud se vjednoclenu vyskytuje soucin stejnych proménnych,
pak zapiSeme tento soucin pomoci mocniny:

6.a.a.a.a.a.a.b.b.b.b = 6a°b?

e Dalsim pravidlem je rtazeni konstant a proménnych. Zacindme vidy
konstantou a za ni nasleduji proménné v abecednim poradi. V pfipadé,
Ze se zde vyskytuje vice mocnin jedné proménné, poté proménné radime

podle stupné.

y.x°15 = 15x%y
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e Vzhledem ktomu, Ze se snazime o co nejstruc¢néjsi zapis, budeme mezi
proménnymi, resp. jejich mocninami a koeficientem, vynechdvat tecky

symbolizujic ndsobeni.
31.p*%.q3.r = 31p*qg3r
Polynomy mliZzeme zobecnit i na vyrazy vice proménnych, tam misto mocnin x"

mame souciny mocnin nékolika proménnych. Takové mnohocleny pak vypadaji

napf. takto 2a3b?* +5a’b+a®—a+5  x3+x%y+xy?—y3;
1.2 CELISTVE VYRAZY
V nékterych ucéebnicich a SVP se pracuje s pojmem celistvy vyraz. Celistvym
vyrazem rozumime algebraicky vyraz, ktery neobsahuje ve jmenovateli proménné.

Jednd se tedy o jakysi prechod mezi mnohoclenem a raciondlnim lomenym

vyrazem. Prikladem celistvého vyrazu muze byt napf. algebraicky vyraz

x2+2y+6
4

1.3 RACIONALNI LOMENE VYRAZY

Pojmem racionalni lomeny vyraz rozumime vyraz, ktery miZzeme zapsat ve tvaru

podilu dvou mnohoclenda.

4x2 + 12xy + 9y?
xy?—x?y

V pfipadé raciondlnich lomenych vyraz(i budeme pouZivat stejné pojmy jako
u zlomkd, tedy Citatel, jmenovatel, nejmensi spole¢ny nasobek, nejmensi spole¢ny

délitel, spole¢ny jmenovatel atd.

Pti praci s racionalnim lomenym vyrazem pouzivame stejné metody jako u zlomka

a racionalni lomené vyrazy mizeme scitat, odcitat, ndsobit, délit, kratit a rozSifovat
. . . . 1 . , , ; ’ o v

podle stejnych pravidel jako zlomky". Raciondlni lomené vyrazy milzZeme

i umocniovat a odmocnovat, ale tyto operace se na druhém stupni zakladni Skoly

nevyucuji. Toto ucivo je mozné zaradit do vyuky jako rozsitujici, pfipadné na nizsim

stupni viceletého gymnazia.

! Podrobng;jsim popisem téchto operaci se budeme zabyvat v kapitole &. 2.
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U racionalnich lomenych vyrazi nesmime zapomenout urcit, kdy ma vyraz smysl.
Tedy urcit ty hodnoty proménnych, pro které je jmenovatel roven nule, a ty vyloucit

z defini¢niho oboru racionalniho lomeného vyrazu.
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2 UKONY A OPERACE PROVADENE S VYRAZY

Vtéto kapitole se budeme podrobnéji zabyvat operacemi provadénymi
s algebraickymi vyrazy ve vyuce matematiky na zakladni Skole nebo nizSim stupni

viceletého gymnazia.
2.1 ALGEBRAICKE VYRAZY A JEJICH UPRAVY V RVPZV A SVP

Obsah a rozsah uciva na druhém stupni zdkladni Skoly a nizSim stupni viceletého
gymnazia je ramcové uren Ramcovym vzdéldvacim programem pro zakladni
vzdélavani (dale jen RVPZV), ktery vydalo Ministerstvo Skolstvi, mladeze
a télovychovy (dale jen MSMT). Konkrétni stavba a rozsah uciva je uréen $kolnim
vzdélavacim planem (dale jen SVP), ktery si sestavuje konkrétni zakladni $kola, popF.
gymnazium, sama. SVP je sestaven sohledem na RVPZV a fidi se ocekavanymi

vystupy a cilovym zamérenim vzdélavaci oblasti.

Konkrétni cile, obsah uciva a ofekavané vystupy jsou pro vyuku matematiky
uvedeny v RVPZV ve vzdéldvaci oblasti Matematika a jeji aplikace, ktera je celkem
rozdélena do ¢tyf tematickych okruhG: Cislo a pocetni operace na prvnim stupni,
na ktery navazuje na druhém stupni okruh Cislo a proménnd, dale okruh Zdvislosti,
vztahy a prdce s daty, Geometrie v roviné a v prostoru a Nestandardni aplikaéni tulohy

a problémy.

Nas konkrétné zajimd pouze tematicky okruh Cislo a proménnd, kde jsou upraveny

ocekavané vystupy a ucivo, které se tyka algebraickych vyrazi. Podle RVPZV...

» .. Si Zdci osvojuji aritmetické operace v jejich trech slozkdch: dovednost provddét
operaci, algoritmické porozuméni (pro¢ je operace provddéna predloZzenym
postupem) a vyznamové porozuméni (umét operaci propojit s redlnou situaci). UCi se
ziskavat Ciselné udaje mérenim, odhadovdnim, vypoltem a zaokrouhlovdnim.

.y . v , Y s v . . , , . Y 7A
Seznamuji se s pojmem proménnd a s jeji roli pfi matematizaci redinych situaci.”

Vzdélavaci obsah vzdélavaciho oboru Matematika a jeji aplikace a ocekavané
vystupy tematického okruhu Cislo a proménna, je takté? vymezen RVPZV. Konkrétni

ocekavané vystupy tykajici se algebraickych vyraza:

2 Vyhatek z RVPZV, Charakteristika vzd&lavaci oblasti Matematika a jeji aplikace, tematicky okruh Cislo a
pocetni operace, resp. Cislo a proménna.
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»M-9-1-07 matematizuje jednoduché redlné situace s vyuZitim proménnych; urci
hodnotu vyrazu, s¢ité a ndsobi mnohocleny, provddi rozklad mnohoclenu na soucin

pomoci vzorct a vytykdnim*®.

Vyuka algebraickych vyrazl na zdakladni Skole je ucivem 8. a 9. ro¢niku zdakladni

Skoly a odpovidajicich ro¢nikd viceletého gymnazia.

V osmém rocniku zakladni Skoly se Zdaci zacinaji seznamovat s pojmem cCiselny
vyraz a na toto ucivo navazuji vyrazy s proménnou (v tomto rocniku se teprve
seznamuji s pojmem ciselny vyraz, ale jeho hodnotu pocitaji uz od prvniho rocniku
zakladni 8koly). Zaci se na pocatku naudi sestavit jednoduchy vyraz s proménnou
aurCit jeho hodnotu pro danou hodnotu proménné. Dokazii na konkrétnich
mnohoclenech sjednou proménnou aplikovat pojmy clen, koeficient a stupen
polynomu. Ddle umi matematizovat jednoduché redlné situace s vyuzitim
proménnych. Navazujicim ucivem je scitani, od¢itani a nasobeni mnohoclent a déleni
mnohoclend jednoclenem. DalSim ucivem je umocnéni a rozloZeni dvojclent podle
vzorc( a rozlozeni mnohodlenu na souéin pomoci vzorcl nebo vytykani. Zaci se také
uc¢i umocnovat jednocleny libovolnym exponentem. Tato operace byva tematicky
zarazena do oddilu prace s mocninami a my se ji v této diplomové praci nebudeme
blize zabyvat. AvSak budeme predpokladat, Ze Zaci znaji vSechna pravidla pro praci

S mocninami.

Z4ci devatého roéniku na udivo navazuji raciondlnimi lomenymi vyrazy, u kterych
se nauéi urcovat podminky, za kterych ma vyraz smysl, kratit, rozSifovat, scitat,

odditat, ndsobit a délit raciondlni lomené vyrazy.
2.2 HODNOTA ALGEBRAICKEHO VYRAZU

Zaci se naudi uréit ¢iselnou hodnotu algebraického vyrazu dosazenim konkrétniho

¢isla za danou proménnou.

3 Vyniatek z RVPZV, Vzdélavaci obsah vzdélavaciho oboru Matematika a jeji aplikace, tematicky okruh
Cislo a proménna, ocekavané vystupy.
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Pfiklad 2.2.1. Urci hodnotu vyrazu 7.(a + b) pro hodnoty proménnych a = 6,

7.6 +(-3)]=7.(6-3)=73=21
Pfiklad 2.2.2. Ur¢i hodnotu vyrazu x.(y+ 3z) pro hodnoty proménnych
x=11,y=5,z=—-2.
Redeni:
11.[5+3.(-2)] =11.(5—-6) = 11.(—-1) = —11

(x+y)

2
PFiklad 2.2.3. Urci hodnotu vyrazu i . Ppro hodnoty proménnych x = 2, y = 6.

Regeni:

22.(2+6) 4.(2+6) 48
4 N 4 T4

8

2.3 MNOHOCLEN OPACNY K ZADANEMU MNOHOCLENU

K operaci od¢itdni mnohoclend je nutné nejprve definovat pojem opacného
mnohoclenu. Pokud tento princip aplikujeme na Cisla a budeme chtit Cislo opacné
k padvodnimu cislu, budeme postupovat tak, Ze Cislo vynasobime Cislem —1, tedy

zménime jeho znaménko.

V pripadé mnohocleni budeme postupovat stejnym zpldsobem. Cely mnohoclen
vynasobime &islem —1. Zakiim se nékdy tento princip zjednodusi tak, Ze maji

u vSech ¢lent zménit znaménko.
PFiklad 2.3.1. Ur& mnoho¢len opaény k mnohoélenu 5x% — 2y3 + z* — 2
Reseni:
—(5x2=2y3+2z*—-2)=-5x2+2y3 —z* + 2
2.4 SCITANI A ODCITANIf MNOHOCLENU

Jednocleny scéitdme a odéitdme tak, Ze seCteme a odecteme Cleny,

které se shoduji v proménnych a jejich mocninach, tedy se lisi pouze koeficientem.

12
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Tyto Cleny scitdame, popf. odcitame tak, Ze proménné a jejich mocniny nechame
nezménény a seCteme a odecteme jen jejich koeficienty.

Zaci se nejprve uéi s¢itat a odéitat jednocleny, kde musi rozlisit sobé

si odpovidajici ¢leny a ty pak secist nebo odecist popsanym zpUlsobem.
Priklad 2.4.1.

1+2a+3b—-3+5b—2a=2a—-2a+3b+5b+1—-3=
0Oa+8b—2=8b—-2

S¢itdme-li mnohocleny, musime nejprve odstranit zdvorky. Pfi scitani u obou
sCitancU zavorky jednoduse odstranime tak, Ze je nenapiSeme, vyrazy zlstanou

beze zmény.
P¥iklad 2.4.2.
x+y+6)+(Bx+8y+12)=x+y+6+3x+8y+12=4x+9y+ 18

Pokud od sebe od¢itdme dva mnohocleny v zavorkach, potom u mensitele
nesmime pfi odstranéni zavorek zapomenout zménit znaménka véech ¢len’. Toto
pravidlo vychazi z poucky, Ze odedist ¢islo znamend pficist Cislo opacné, musime
tedy vytvorit vyraz opacny k danému vyrazu a pak uz postupujeme jako pfti scitani

mnohoclend.
Priklad 2.4.3.

2x—-5y+2)—-(x—y+5) =2x—-5y+2+[-(x—y+5)] =
2x —5y+2+(—x+y—-5)=2x—-5y+2—-x+y—-5=x—4y—3

2.5 NASOBENI MNOHOCLENU

Nasobeni algebraickych vyrazi muzeme rozélenit do tfi skupin: ndasobeni
jednoclenu jednoclenem, ndsobeni mnohoélenu jednoclenem a nasobeni

mnohoclenu mnohoclenem.

* Viz piiklad 2.4.3.
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2.6

Pfi nasobeni jednoclenu jednoélenem postupujeme tak, Ze koeficienty i proménné
libovolné sdruZujeme a ménime jejich poradi tak, abychom konstanty a stejné
proménné (i vraznych mocninach) dostali ksobé. Toto muUZeme udélat,
a tovzhledem ktomu, Ze ndsobeni je komutativni operaci a jednotlivé Cinitele
soudinu je tedy moziné mezi sebou prohazovat, jak se ndm hodi. Pfi nasobeni

stejnych proménnych v rlznych mocninach vyuzijeme nasledujici vztah:
Pro libovolné &islo a a pro viechna pfirozena ¢isla r, s plati vztah a”.a’ = a”*5.
Ptiklad 2.5.1 Urci soucin jednoclen(:
16xy*. 51xyz8.8xy% = 16.51.8.x.x. x. y*.y.y%.z8 = 6528x3y" 28

Pokud nasobime mnohoclen jednocClenem, musime vynasobit zadanym
jednoclenem kazdy clen polynomu. Budeme tedy ndsobit ¢len po ¢Elenu. Takto
ziskané nové ¢leny mezi sebou se¢teme. Tento postup se nékdy nazyva rozndsobeni

zavorky.
PFiklad 2.5.2. Urci soucin:
5a.(4a + 6b — 3) = 5a.4a + 5a.6b + 5a.(—3) = 20a? + 30ab — 15a

V pripadé nasobeni mnohoclenu mnohoclenem postupujeme tak, Ze kazdym
¢lenem prvniho mnohoclenu vynasobime kazdy ¢len druhého mnohoclenu.

Zjednodusené tento postup mizeme popsat jako ,kazdy s kazdym®.
Ptiklad 2.5.3. Urci soucin dvojclen(:

(5a + 3b).(4x + 8y) = 5a.4x + 5a.8y + 3b.4x + 3b.8y = 20ax +
+40ay + 12bx + 24by

DELENI MNOHOCLENU

Vzhledem k rozsahu uciva na zakladni skole se budeme v této podkapitole zabyvat
pouze délenim mnohoclenu jednoclenem, ktery je soudélnym se zadanym

mnohoclenem.

Opét tuto podkapitolu mizZzeme rozdélit, tentokrate pouze na dva pfripady,

a to déleni jednoclenu jednoclenem a déleni mnohoclenu jednoclenem.
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2.7

V prvnim pfipadé, tedy déleni jednoclenu jednoélenem, je postup analogicky
k postupu uvedeném u nasobeni jednoclend. V tomto pfipadé mezi sebou vydélime

koeficienty a prislusné proménné. Pro libovolné Cislo azmnoziny R\ {0}

a pro vSechna pfirozena Cisla r, s plati vztah a”:a® = a" 5.

Ptiklad 2.6.1. Ur¢i podil jednoclen(l, kdea # 0,b # 0
24a3b:12ab = 2a?

Mnohoclen vydélime jednoclenem tak, Ze zadanym jednoclenem vydélime kazdy
¢len mnohoclenu, ktery je v tomto pfipadé délencem podobné jako v pfipadé déleni

jednoclenu jednoclenem.
Ptiklad 2.6.2. Urci podil zadanych mnohoclent, kde x # 0,y # 0
(16x2%y — 12xy): 2xy = (16x2y: 2xy) + (—12xy:2xy) =8x — 6 5
UPRAVY ALGEBRAICKYCH VYRAZU POMOC] VZORCU

Upravy algebraickych vyrazG pomoci vzorcl jsou diileZitou soucdsti uciva zakladni
Skoly. Vzhledem krozsahu vyuky se Zaci uci pouZit pouze tfi zakladni typy
algebraickych vzorc(, kterymi jsou druha mocnina souctu, druhd mocnina rozdilu

a rozdil ¢tverca.

Uprava pomoci vzorce ,druhd mocnina souétu” upravi druhou mocninu dvojélenu

na trojélen podle pfedpisu (A4 + B)? = A% + 24B + B2.
Priklad 2.7.1. Uprav dvojclen podle vzorce:
(3a + 2b)? = (3a)? + 2.(3a).(2b) + (2b)? = 9a? + 12ab + 4b?

Pomoci druhé mocniny rozdilu ziskdme opét trojclen, tentokrat na zdakladé

predpisu (A — B)? = A®> — 2AB + B2,
Priklad 2.6.2. Uprav dvojélen podle vzorce:

(3a — 2b)? = (3a)? — 2.(3a).(2b) + (2b)? = 9a? — 12ab + 4b*

[aoys

>V nékterych piipadech je vhodngji divat se na d&leni dvou jednoclent jako na kraceni zlomkd, vice
v podkapitole 2.10 Kraceni racionalnich lomenych vyrazi.
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2.8

Oba vzorce, ,,druhd mocnina souctu” i ,,druhd mocnina rozdilu“, je mozné vyuzit
ive sméru zleva doprava. Toto jeho pouZiti nam umoZniiuje provést rozklad

na soucin.

Rozdil &tverct je roven soucinu dvou dvojélend: A2 — B> = (A+ B).(A — B).

Tento vzorec umoznuje ve sméru zleva doprava provadét rozklad na soucin.
Pfiklad 2.7.3. RozlozZ na soucin:
9a? — 4b% = (3a)? — (2b)? = (3a + 2b).(3a — 2b)

Ve sméru zprava doleva dokdZzeme pomoci tohoto vzorce rychle vynasobit
dvojc¢len dvoj¢lenem v pfipadé, Ze se od sebe lisi pouze znaménkem u jednoho

z jednoclend.
Pfiklad 2.7.4. Uprav:
(4x — 5y). (4x + 5y) = 16x? — 25y?
ROZKLAD MNOHOCLENU NA SOUCIN

RozloZit mnohoclen na soucin miieme tfemi zplsoby: vytknutim jednoclenu,
vytknutim dvojélenu a mnohoclenu s vice ¢leny nebo pomoci algebraickych vzorca.

Vytykani je zaloZzeno na distributivité nasobeni, tedy: A.C + B.C = C.(A + B)

Rozklad mnohoclent na soucin vytykdanim provedeme tak, Ze najdeme nejvétsiho
spolecného délitele vsech ¢len(l vyrazu a zapiSeme (vytkneme) pred zavorku, ¢leny

v plvodnim vyrazu jim vydélime a podily zapiSeme do nového mnohoclenu.
Priklad 2.8.1. RozloZ na soucin:
15x3y?% — 21x%y = 3x%y. (5xy — 7)

Postupné vytykani provadime stejnym postupem jako jednoduché vytykani
postupné v nékolika krocich. V tomto pripadé uz vidime, Ze vytknout se daji nejen

jednocleny.
Priklad 2.8.2. RozloZz na soucin:
k(x+y+x+y=kx+y)+1L.x+y)=C+y).(k+1)

Rozklad v soucin pomoci algebraickych vzorcld provadime pomoci algebraickych

vzorcl uvedenych v predchozi podkapitole.
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Priklad 2.8.3. RozloZz na soucin:
16x% +8xy +y? = (4x +y)? = (4x + y).(4x + y)
Priklad 2.8.4. RozloZz na soucin:

9y2 — 25x? = (3y + 5x). (3y — 5x)

2.9 URCENI DEFINICNIHO OBORU RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU

Jak bylo jiz popsano v kapitole 1.3, pfi vyuce racionalnich lomenych vyraz( patfi
do zdkladl dovednost urcit definicni obor raciondlniho lomeného vyrazu,
tedy podminky, za kterych ma vyraz smysl, neboli tzv. podminky tesitelnosti nebo

tzv. podminky platnosti.

Urceni téchto podminek je zaloZzeno na tom, Ze nelze sestavit zlomek s nulovym
jmenovatelem. Postup je tedy takovy, Zze mnohoclen, ptipadné raciondlni lomeny
vyraz ve jmenovateli raciondlniho lomeného vyrazu poloZzime roven nule. Dale
postupujeme jako pfi Upravé rovnice. Pomoci s upravou si mulZeme
napt. vytykanim, rozkladem na soucin podle vzorcl atd. proto, abychom mohli
snaze urcit defini¢ni obor, tedy pro jaké hodnoty proménné je mnohoclen roven
nule. Hodnoty proménné, které vyhovuji této podmince, nasledné z defini¢niho

oboru racionalniho lomeného vyrazu vylouc¢ime.

Zakladnim predpokladem pro vyuku této problematiky je schopnost Zakd pouzivat
zakladni Upravy a operace s mnohocleny, jakymi napf. jsou vySe zminéné vytykani

a upravy na soucin pomoci algebraickych vzorca.
Priklad 2.9.1. Ur¢i defini¢ni obor lomeného vyrazu:

xz_yz
x? —xy

x2—xy=0

x.(x—y)=0
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x = 0,x = y = Definicnim oborem racionalniho
lomeného vyrazu jsou vSechny hodnoty proménnych, které

spliuji podminky: x # 0,x # y.

Urceni podminek feSitelnosti by se mélo provadét vidy, kdyZ s racionalnimi

lomenymi vyrazy budeme pracovat.
2.10 KRACENi RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU

U této Upravy zacneme urcenim defini¢niho oboru raciondlniho lomeného vyrazu.
Abychom zadany vyraz mohli kratit, musime vyuzit stejného postupu jako u kraceni
zlomkd. U zlomkd musime Citatele i jmenovatele rozlozZit na soucin prvocinitel(.
Stejné budeme postupovat i u racionalnich lomenych vyrazl. V tomto ptipadé
rozloZit na soucin prvocinitell znamend, Ze C(Citatel i jmenovatel racionalniho
lomeného vyrazu rozloZime na mnohocleny, které ddle jiz nelze rozloZit

na mnohocleny nizsiho stupné.

Diky této upravé snadnéji urcéime nejvétSiho spolecného délitele obou

mnohoclend a tim nasledné oba mnohodleny vydélime.

Definiéni obor pfi udpravé racionalnich lomenych vyrazi kracenim urcujeme

ze zadani.
Priklad 2.10.1. Zkrat lomeny vyraz

9x2 — 12x + 4
18x2 — 8

18x2 -8 # 0
2.(9x> —4) # 0
(Bx—2).3x+2)#0

3x #2 N3x # —2

¢+2

XFE3
9x* —12x+4  (Bx—-2)>  (Bx—-2).3x—-2)  3x-2
18x2 — 8 _2.(9x2—4)_2.(3x+2).(3x—2)_2.(3x+2)'x

¢+2
—3
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2.11 ROZSIROVANI RACIONALNiCH LOMENYCH VYRAZU

U rozsifovani raciondlnich lomenych vyrazli postupujeme opét analogicky
k rozsitovani zlomk(. Tato operace spociva ve vynasobeni Citatele i jmenovatele
raciondlniho lomeného vyrazu stejnym algebraickym vyrazem, podobné
jako u rozsifovani zlomkd, kde citatele i jmenovatele ndsobime stejnym nenulovym
Cislem, musime i zde zarucit, Ze vyraz, kterym ndsobime, je rlzny od nuly.
Anivtomto pfipadé nesmime zapomenout urit podminky, za kterych ma vyraz
smysl.

x%+6

Pfiklad 2.9.1. Rozs$if lomeny vyraz vyrazem x + y.

22
Redeni:

x2#0=>x#0
x+y#0
X # -y

X246 (x+ X2 46).(x+
G4y« ). ( Y ot —yx£0
x2 (x+y) x%.(x +y)

2.12 SCITANi A ODCITANI RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU

Pri sc¢itani, resp. odcitani racionalnich lomenych vyraz(i opét postupujeme stejnym
zpUsobem jako u zlomkl. Musime také nalézt nejmensi spoleény nasobek vsech
vyrazll ve jmenovatelich vSech zlomk(. Poté jednotlivé scitance vyndsobime
takovym algebraickym vyrazem, abychom ve jmenovatelich vSech séitancl ziskali
nejmensi spolecny nasobek viech plvodnich vyrazui. Spolecny jmenovatel opiSeme
a ziskané mnohocleny v Citatelich se¢teme, resp. odecteme. Vysledny lomeny vyraz
zkratime, pokud je to mozné. Nezapomeneme opét uvést podminky, za kterych ma

dana uloha smysl, tedy defini¢ni obor vSech scitanca.

® Podminka x # —y vyplyva z toho, Ze vyraz nesmime nasobit vyrazem, ktery je roven nule, tedy x + y # 0.
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Priklad 2.12.1. Secti

y+1 y-—1
y—1 y+1

y—1+#0
y+1
y+1+#0
y+—1

y+l y-1_G+D.G@+H G-DO-D_@+D° @G-
y—-1 y+1 (-D.¢+1H O@+D.0-1 O*-1 ©@*-1
O+ DP+ (-1 yP+2y+1+yi-2y+1 2y +2

y2-1 y2—1 S yi-1
2.(y2+ 1)
=" +1
T Y EE

2.13 NASOBENI RACIONALNiCH LOMENYCH VYRAZU

Nasobeni raciondlnich lomenych vyrazi je opét velmi podobné nasobeni zlomkd.
| zde plati, Ze pokud ndsobime lomené vyrazy, vynasobime mezi sebou Citatele
s Citatelem a jmenovatele se jmenovatelem. U nasobeni musime napred provést

kraceni tak, Ze vykratime vyraz v Citateli s vyrazem v jakémkoliv ze jmenovatel(.

Ani zde nesmime opomenout urcit defini¢ni obory obou vyrazll, a to pred tim,

nez zadané vyrazy zkratime.

Priklad 2.13.1. Vynasob vyrazy:

x+y Xy
y (x2-y9)
Redeni
y+0
x2—y2#0

(x—y).(x+y)#0
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XFEFYNX E =Y

x+y xy _x+y xy I
y (x?2-y?) y x+y).(x—-y) x-y

2.14 DELENI RACIONALNiCH LOMENYCH VYRAZU A SLOZENE LOMENE VYRAZY

Déleni raciondlnich lomenych vyraz(i provadime stejnym postupem jako déleni
zlomk(. Prevedeme déleni racionalniho lomeného vyrazu na ndsobeni tak,
Ze z délitele udélame prevraceny vyraz a tim vyndsobime délence. Obecné mizeme

déleni lomeného vyrazu prepsat na nasobeni podle nasledujiciho pfedpisu:

kde A,B,C,D zastupuji mnohocleny. Poté uz postupujeme stejné jako pfi

nasobeni raciondlnich lomenych vyrazu.

V tomto ptipadé pfi urCovani definicniho oboru musime vzit v Uvahu vsechny
mnohocleny, které se pfi Upravach dostanou do jmenovatele. V nasem pfipadé jde

o mnohocleny zastoupené pismeny B, C, D.
Priklad 2.14.1. Dél vyrazy

x+y x*+2xy+y?

x? xy?

x2+0=x+#0
xy? #0
x#0Vy+0

x2+2xy+y2#0
(x+vy)2#0
x+y+0

X # —y
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x+y x> +2xy+y*> x+y xy?

x? xy? 2 X+ 2xy+y: a2 (x+y)?
2

Y

= ——x £ 0,y # 0,x # —
x.(x+y)x¢ y#+0,x #—y

Déleni raciondlnich lomenych vyrazi nékdy byva zapisovdano pomoci slozeného
zlomku, vtomto pfipadé pak hovofime o tzv. sloZenych raciondlnich lomenych
vyrazech. SloZeny raciondlni lomeny vyraz a jeho Upravu na déleni, posléze

nasobeni, miZeme tedy obecné zapsat takto:

; B#0,C#0,D+0

S| ool
Sol N
ol
Sel N
oo

Ptiklad 2.14.2. Uprav sloZzeny lomeny vyraz:

x%. (x —y)
3y
x? — 2xy + y?
6y?

y+0

x2—2xy+y?#0

(x=»)?2#0
x—y+0
XF+Yy
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x% (x—y) ,
3y _xh(x=y) P =2y +y? X% (x—Y) 6y?
x2—2xy +y? 3y 6y?2 - 3y  x%—2xy+y?
6y?
XA (x—-y) 6y* x* 2y 2x%y

. =—. = i x#0,y#0,x #
3y x=y)?* 1 (x—-y) x-y Y Y
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3 PREDPOKLADANE CHYBY ZAKU U OPERACI S ALGEBRAICKYMI VYRAZY

V této kapitole se budeme zabyvat predpokladanymi chybami a moZnosti jejich
eliminovani pomoci vhodnych didaktickych postupl. Kapitola bude clenéna
do podkapitol podle jednotlivych operaci, které jsou vyucovany na zakladnich Skolach

a viceletych gymnaziich, jak bylo uvedeno v kapitole 2.

V souhrnu by se dalo fici, Ze ucivo operace s algebraickymi vyrazy patfi k jednomu
z nejnaro¢néjsich probléml ve vyuce matematiky na zékladni $kole. Zaci se musi
naucit pracovat se zobecnénym tvarem ciselného vyrazu, ktery jiz velmi dobfte znaji
z nizSich rocnik(.

Operace s algebraickymi vyrazy zde nejsou ni¢im jinym, nez zobecnénim prace
s Ciselnymi vyrazy, nebot napf. postup odcitani mnohoclenl je mozné pfipodobnit
k ucivu pocetnich operaci s racionalnimi Cisly, které je do vyuky zarazeno v sedmém
rocniku zakladni Skoly. Zde se Zaci uci napf. postup odcitani racionalnich cisel tak,
Ze odecist Cislo znamend pricist Cislo opacné. Pfevedeno na algebraické vyrazy,

odecist mnohoclen znamena pficist mnohoclen opacny atd.

Tyto souvislosti nejsou mnohdy zaklim u operaci s Ciselnymi vyrazy az tak znamy.
Proto se mlze stdt, Ze néktefi ucivo operaci s algebraickymi vyrazy Spatné zvladaji.
A to, podle naseho minéni, hlavné proto, Ze jsou v kratké dobé seznameni s mnoha,

pro né dosud nezndmymi, pravidly.
3.1 HODNOTA ALGEBRAICKEHO VYRAZU

Nejprve se Zaci uci pocitat hodnotu algebraického vyrazu. Dosazenim za proménné
je algebraicky vyraz pfeveden na Ciselny, se kterym Zaci umi pracovat. V tomto
pfipadé bychom nepredpokladali Zadné vétsi problémy s probiranou latkou. Zde se
budou vyskytovat hlavné chyby pfi samotném numerickém vypoctu. Dosazeni
za neznamou do algebraického vyrazu by problémem byt nemélo, nejedna se

o nijak slozity postup.

Dalsi chybou, kterd se zde mlze objevit, je to, Ze Zaci si neuvédomuji zakladni

pravidla pro zépis jednotlend’, a tedy mize dojit k tomu, Ze Zaci zapomenou mezi

" Pravidla pro zapis jedno&lenti jsou uvedena v kapitole 1.1
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3.2

3.3

jednotlivymi hodnotami promeénnych zapsat znaménko soucinu a tim ziskat

zavadéjici tvar Ciselného vyrazu.

Pro omezeni tohoto problému bychom méli hlavné pfi vyuce zdlraznit,

Ze znaménko soucinu nemusime psat pouze ve vyrazech s proménnymi.

MNOHOCLEN OPACNY K MNOHOCLENU

Urceni mnohoclenu opacného k zadanému mnohoclenu je operaci s algebraickymi
vyrazy, kterd opét neni nijak slozZitd. Je ale velmi dulezitd pro dalsi operace
s algebraickymi vyrazy, hlavné pro odc¢itdni mnohoclentd, a lze ji wvyuzit

i pfi sloZitéjsich prikladech u rozkladd na soucin vytykanim.

Tato latka navazuje na ucivo o opacnych Cislech, které zZaci znaji z nizsiho rocniku.
Nepredpokladdme Zadny vétsi problém, ¢i nepochopeni Upravy. Chybami Zakd,
které u této operace budeme predpokladat, je nejspiSe to, Ze Zaci nezméni
znaménko u prvniho ¢lenu, zvlasté pokud bude kladny (mUze se jim zdat, Ze pred
nim ,,zadné” znaménko neni), nebo naopak zméni znaménko jen u prvniho ¢lenu
a u ostatnich ¢leni ponechaji znaménka stejnd. Pro omezeni tohoto problému
bychom doporudili hlavné zdUraznit, Ze pokud se pred prvnim ¢lenem nevyskytuje
Zzadné znaménko, potom je dany ¢len kladny, a tedy je pfed nim znaménko plus,
i kdyZz ho pred néj nepiseme.

SCITANI A ODCITANI MNOHOCLENU

S¢itani a odcitani mnohoclent patfi k nejslozitéjSim operacim s algebraickymi
vyrazy, které se na zakladni Skole vyucuji. Patfi ovSsem také k tém, které Zaci budou
nejvice pouZivat v dalSich postupech.

U této operace predpokladame velky pocet chyb. Nejéastéjsi chybou nejspise bude
to, Ze Zaci scitaji, popf. odcitaji i ¢leny, které selist nejdou. Jak bylo jiz popsano
v kapitole 2.4, s¢itdme jen cleny, které se shoduji v proménnych a jejich mocninach,

a to tak, Ze se¢teme jen jejich koeficienty a proménné ponechame nezménéné.

Dalsi chybou, kterou zde predpokldadame, je secteni vSech koeficientll clenl

ve vyrazu a urceni mocniny proménné tak, Ze vybereme od kazdé tu nejvyssi,
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popf. tak, Ze u jednotlivych proménnych se¢teme mocniny, podobné jako bychom
je nasobili.

U odditani mnohoclenli bude dochazet nejen ke stejnym chybdm jako u scitani,
ale mGZe zde navic dojit k chybé pfi odstranéni zavorek u menSsitele. Chyby

pfi odstranéni zdvorky u menSitele budou nejspiSe shodné jako pfi uréovani

mnohoélenu opaéného k zadanému mnohoélenu.?

V této situaci bychom pfi vyuce méli hlavné neustile opakovat, za jakych
podminek mizeme cleny séitat, popr. odcitat. Dale bychom pfti pocitani prikladd
mohli volit metodu podtrhavani. To znamena, Ze Zaky postupné navykneme na to,
aby si vSechny ¢leny, které se shoduji v proménnych a jejich mocnindch, podtrhli
stejnym stylem, bud’ stejnou barvou, nebo stejnym druhem ¢&ary (napf. rovné,
vinovkou, atd.). Timto bychom mohli docilit toho, Ze si Zaci spiSe udélaji spravnou

predstavu o tom, které ¢leny spolu s¢itat mohou a které ne.
3.4 NASOBEN{ MNOHOCLENU
V tomto pripadé bychom méli i pfi popisu predpokladanych chyb zvolit rozélenéni
na nékolik pripada.
e Nasobeni jednoclenu jednoclenem
U nasobeni jednoclenu jednoclenem nepfedpokladdme vétsi problémy. Tato latka
by Zakim neméla cinit problémy, nebot mezi sebou vynasobi koeficienty

i proménné a jejich mocniny sec¢tou. Pfi této Upravé by se mohly opét vyskytovat

hlavné chyby numerické.

Pri vyuce bychom méli klast dliraz na to, aby Zaci znali pravidla pro pocitani
s mocninami. Dale bychom méli zdlraznit, Ze tato pravidla se daji pouZit pouze
pfi nasobeni.
e Nasobeni mnohoélenu jednoclenem

U této latky navazujeme na znalosti Zaki o néasobeni jednoclenu jednoclenem.
Kazdy ¢len mnohoclenu se vynasobi zadanym jednoclenem, pro toto nasobeni plati

stejnd pravidla jako u nasobeni jednoclenu jednoclenem.

8 Viz kapitola 3.2
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3.5

Jako opatfeni proti pfipadnym chybdm bychom méli zdlraznit, Ze se musi
vynasobit kazdy ¢len mnohoclenu zadanym jednoclenem. Také bychom méli détem
pfipominat, aby pamatovaly na znaménka, ktera se k jednotlivym ¢lendm vazou,

aby nedochdzelo k chybam u uréeni znaménka vysledného soucinu.

e Nasobeni mnohoclenu mnohoclenem

v ev v

Toto ucivo uZ patfi mezi narocnéjsi. Kazdy ¢len jednoho prvniho mnohodlenu
se musi vynasobit kazdym ¢lenem druhého mnohoclenu a vysledek zjednodusit, tak
ze seCteme vSechny cleny, u kterych je to mozZné. Zatimco nasobeni jednoclenu
jednoclenem by mél zvladat kazdy zak bez problému, u tohoto uciva uz mohou
nastat problémy. Mezi problémy by mohlo patfit pravé opomenuti pravidla ,kazdy
s kazdym“ a dalsi problémy by mohlo Cinit nasledné scitani jednotlivych ¢lend ve

vysledku. Toto ucivo dava dohromady znalosti Zak(i o nasobeni jednoclen(

jednoclenem i znalosti ze s¢itani mnohoclend.

Jako preventivni opatfeni bychom zde volili opét graficky zaznam ndsobeni.
To znamena, Ze budeme Zaky vést k tomu, aby si graficky naznacili Sipky od kazdého
Clenu prvniho mnohoclenu ke kazdému clenu z mnohoclenu druhého. Opét lze
jednotlivé kroky barevné odlisit, aby na Zadny ze ¢lenl nezapomnéli. Tuto metodu
neni nutné aplikovat pokazdé, ale povazovali bychom ji za vhodnou hlavné
v zacatcich prace s nasobenim mnohoclenii mnohoclenem. Néktefi Zaci vSak tuto

metodu mohou vyuZivat i po delsi dobu, popft. pfi ndsobeni slozitéjsSich mnohoclena.
DELENI MNOHOCLENU

Déleni mnohoclen(l je souhrnny nazev, ktery v sobé skryva dvé operace, které se
vyucuji na zadkladni skole, a to déleni jednoclenu jednoclenem a déleni mnohodélenu
jednoclenem. Se slozitéjSim délenim mnohoclenu mnohoélenem se na zakladni
Skole jiz bézné nesetkame, je zde spiSe rozsifujicim ucivem, setkali bychom se s nim

spiSe na nizsim stupni viceletého gymnazia.
e Déleni jednoclenu jednoélenem

Déleni jednoclenu jednoclenem je ucivem jednoduchym, se kterym by déti

na zakladni Skole nemély mit vétsi problémy. Jednd se zde o stejné postupy jako
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u nasobeni jednoclend. Ani u této Upravy nepredpokldddme Zadné vétsi

problémy, opét bychom ocekavali spiSe chyby numerické.

| vtomto pripadé bychom méli klast u zakd dlraz na to, Ze mezi sebou mohou
délit jen koeficienty a jednotlivé proménné. Proménné délime podle pravidel

pocitani s mocninami, ktera jsme uvedli v kapitole 2.6.
e Déleni mnohoclenu jednoclenem

Déleni jednoclenl jednoclenem je opét principem podobné ndasobeni
mnohoclenu jednoclenem. Tedy kazdy ¢len mnohodlenu vydélime zadanym

jednoclenem.

Nepredpokldddme zdvainéjsi chyby. U této latky muze dojit k chybnému
déleni, nepouziti pravidel pro praci s mocninami a ktomu, Ze zZaci zapomenou

vydélit vSechny ¢leny mnohodlenu.

K prevenci chyb bychom pti vyuce méli zdlraznit, Ze opét musime vydélit kazdy
¢len mnohoclenu, a dbat na dodrzovani pravidel pro pocitani s mocninami. Stejné
jako u nasobeni i tady bychom méli klast dliraz na spravnost uréeni znaménka

u podilu.
3.6 UPRAVA ALGEBRAICKYCH VYRAZU POMOCI VZORCU

Na zakladni skole se Zaci uci upravy algebraickych vyraz(i pouze podle tti vzorca:

druha mocnina souctu, druhd mocnina rozdilu a rozdil druhych mocnin.’

Upravy algebraickych vyrazG pomoci vzorcl patii ke sloZit&j$imu ucivu. Zaroven

bez jeho znalosti nemohou pokracdovat k rozkladdm algebraickych vyrazi na soucin.

Predpokladame, zZe v této latce se bude vyskytovat velké mnozstvi chyb. Jednou ze
zakladnich véci a také tou, se kterou budou mit Zaci problém, je spravné urceni
jednotlivych ¢lenl véetné jejich znamének a jejich nasledné umocnéni na druhou.
U vzorce rozdil druhych mocnin predpokladame, Ze Zaci budou mit pripadné

problémy s odmocnénim jednotlivych ¢lent rozdilu, jejich sprdvnym uréenim

% Tyto algebraické vzorce a praci s nimi jsme popsali v kapitole 2.7
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a spravnym urcenim znamének. Pfi vyuce bychom mozna mohli narazit i na to, zZe se

budou 2aci snazit pouzit ,neexistujici“*° vzorec pro soutet druhych mocnin.

V tomto ucivu je dulezité dbat na spravné pouziti vzorca, myslime tim to, aby Z4ci
uméli rozpoznat, zda je moZné na dany vyraz uplatnit vzorec, a poté umét spravné
rozhodnout, ktery pouzit. Na zacatku vyuky prdce s algebraickymi vzorci bychom
méli nejdfive zopakovat umocnéni jednoclend na druhou a vypocet druhé
odmocniny jednoclen(. A to proto, aby byly pokud mozno témér eliminovany chyby
zpUsobené neznalosti zakladnich pravidel pro umocnovani a odmocrovani vyraz(

s proménnymi.
3.7 ROZKLAD MNOHOCLENU NA SOUCIN

Jak jsme jiz popsali v kapitole 2.8, rozklad na soucéin mUzZeme provést tremi
zpUsoby: vytykanim jednoclenu, vytykanim mnohoclenu (tzv. postupné vytykani)
a pomoci algebraickych vzorcd.' Toto udivo patii také ke sloZitdjimu. Zvlasté
pokud vytykame z vyrazu mnohoclen, predpokladame, ze Zaci budou mit problém
urcit jeho podobu a také pfijit na to, Ze mnohoclen Ize vytknout. Toto ucivo je
pro zaky velmi dUlezité, zvlasté v dalsi praci s raciondlnimi lomenymi vyrazy.

vvvvvv

na zakladni Skole, kde, oproti nizSimu stupni viceletého gymnazia, nepracujeme

pouze s vybranymi zZaky, ale i s témi, ktefi maji s matematikou problémy.
e Vytykani jednodlenu

U vytykani jednoélenu budeme predpokladat, Ze Zaci nebudou schopni spravné
urcit nejvétsiho spolecného délitele jednotlivych clend v mnohoclenu. Poté
je nutné, aby opét dbali na spravnou praci s proménnymi a jejich mocninami

a dbali na sprdvné uréeni znamének jednotlivych ¢lend mnohoclen(.

Jako prevenci proti témto chybam mlzeme Zakim praci trochu usnadnit tim, Ze

Ize vytknout nejvétsi spolecny délitel koeficientl jednoclen( a z kazdého ¢lenu lze

evvs

19 Rozklad dvoj&lenu a® + b? na soucin neni mozny na mnozing realnych &isel. Pokud bychom uvazovali
mnozinu komplexnich &isel, tak v ni uz rozkladat na sou¢in miizeme, a to takto: a® + b% = (a + ib)(a — ib)
1 Jednotlivé postupy jsou vysvétleny v kapitole 2.8
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Postupné vytykani

Postupné vytykani je pro zaky v zacatcich velmi sloZité na pochopeni. Je dobré
zaky nechat ze zacdtku pracovat pouze s jednodussimi priklady. Na téchto
prikladech je velmi snadné jim vysvétlit dané postupy a Zaci sami pak pomalu
mnohoc€lenu ,vidét”, co Ize vytknout a jak se k potfebnému tvaru mnohoclenu

dostat.

Postupné vytykdani sloZitéjsich vyrazl, nebo u ptikladd, kde Zaci musi vytknout
mnohoclen, ktery je nutné jesté upravit (napf. vytvorit mnohoclen opacny),
bychom na druhém stupni zakladni Skoly povaZovali za ulivo spiSe rozsitujici.
Na nizSim stupni viceletych gymnazii bychom ho ale zaradit do bézné vyuky méli,

vzhledem k pfedpokladanym vy$sim schopnostem Zakd na gymnaziu.

Chyby, které predpokladame, Ze Zaci udélaji, by mohly byt napt. Spatné urceni
mnohoclenu, ktery lze vytknout, nebo pfimo to, Ze tento mnohoclen Zaci
ani nedokazi urcit.

Rozklad na soucin podle algebraickych vzorc(

Rozklad na soucin pomoci algebraickych vzorcli bude cinit zakim problémy,
pokud se bude jednat o sloZitéjsi vyrazy. Prvni problém, s nimzZ se pravdépodobné
setkdme, je neznalost vzorcd. Vtomto pripadé se jedna o zdakladni znalost,

bez které nemohou Zdaci v feSeni Ulohy pokracovat.

Dalsim problémem by mohla byt i skuteénost, Ze Zaci nedokdZi spravné
rozpoznat, ktery vzorec na dany mnohoclen pouZit, pfipadné zda je dany

mnohoclen viibec mozné jeho pomoci rozlozit.

Dalsi samostatnou kategorii je nutnost umét pracovat s proménnymi a jejich
mocninami, na kterou jiz nardzime po nékolikaté. Je tedy dobré zakim
uz v zakladu, tim vtomto pfipadé mame na mysli dobu, kdy se Zaci zacinaji
seznamovat s umocnénim proménné, vysvétlit dalezitost této latky a dbat na to,
aby ji dobre zvladali. Pfi rozkladani na soucin pomoci algebraickych vzorcl
je nutné, aby se Zaci opravdu dobfe sezndmili nejen se zakladnimi vzorci

na Upravu mocnin, ale i se vzorcem, ktery pracuje s umocnénim proménné v dané
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mocniné.* Timto bychom mohli eliminovat, alespon ¢aste¢né, chyby zplsobené
nespravnym urcenim jednotlivych ¢len v algebraickych vzorcich, zvlasté pak
u slozitéjsich prikladd.

3.8 URCENI DEFINICNIHO OBORU RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU

Urceni definicniho oboru raciondlniho lomeného vyrazu a pocitani s racionalnimi
lomenymi vyrazy vlbec je ucivem, které je zafazeno do devatého ro¢niku zakladni
Skoly. Pfredpoklada se, Ze Zaci devatého rocniku jiz zvladli u€ivo prace s mnohocleny,

které je vyu€ovano v osmém rocniku.

V tomto ucivu je zdkladnim predpokladem, Ze jmenovatel raciondlniho lomeného
vyrazu je nenulovy. Vyraz ve jmenovateli Zaci polozZi rovny nule. Ziskaji tim rovnici,
ze které musi urcit, pro jaké hodnoty proménné je vyraz roven nule, a ty vyloucit

z defini¢niho oboru.

Prvni pfedpokladanou chybou, kterou by mohli Zaci udélat, je to, Ze neznaji pojmy
Citatel a jmenovatel. A tedy misto toho, aby zjistili, pro jaké hodnoty proménné
je jmenovatel nulovy, tak poloZi roven nule vyraz v Citateli racionalniho lomeného

vyrazu.

x+y

U jednoduchych raciondlnich lomenych vyraz(, napf. ve tvaru , X+ 0,

kde je ve jmenovateli jednoclen, i s proménnou ve vyssi mocniné, je urceni
defini¢niho oboru jednoduché a nepredpokladame tak, Ze by nastal u zakd vétsi

problém s jeho uréenim.

Problémem by mohla byt i skuteénost, Ze Zaci nedokazi spravné pracovat
s proménnymi. Lze predpoklddat, Ze problém nastane v ptipadé, kdy je
ve jmenovateli vyraz ve vice proménnych a defini¢ni obor lomeného vyrazu zavisi

na vztahu mezi témito proménn\'/mi.13

U slozitéjsich vyrazl, kde je ve jmenovateli jiz néjaky mnohoclen s proménnymi
i ve vysSich mocninach, muize nastat problém pfti zjednoduSovani mnohoclenu napf.

na soucin nékolika jednodussich mnohoclenli. Pokud pfi vyuce narazime

12 (ar)s =q’s
13 Jedna se o piipad, kdy se ve jmenovateli racionalniho lomeného vyrazu objevi vyraz napi. x + y. Zde se
z defini¢niho oboru musi vyloucit vSechny hodnoty x, které splituji podminku x = —y.
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3 PREDPOKLADANE CHYBY ZAKU U OPERACI S ALGEBRAICKYMI VYRAZY

na neznalosti Zaka z predchoziho rocniku, je nutné Zakim tyto zdkladni véci
prfipomenout, abychom mohli dale pracovat, nebot v dalsim ucivu budeme
potfebovat vSechny znalosti o praci s mnohocleny, které si méli v nizSim roc¢niku

osvojit.

Jak bylo jiz zminéno v kapitole 2.9, uréeni definiéniho oboru racionalniho
lomeného vyrazu bychom méli uvadét vidy, kdyZz budeme s racionalnim lomenym
vyrazem pracovat. V nasledujicim textu budeme uvadét pouze predpokladané chyby
tykajici se dané operace provadéné s racionalnimi lomenymi vyrazy. Budeme tedy
predpokladat, Ze Zaci urci spravné defini¢ni obor racionalniho lomeného vyrazu,
a chybami provadénymi v této operaci se v nasledujicich podkapitoldch nebudeme

zabyvat.

Dovolime se tedy jesté uvést, Ze v operacich s racionalnimi vyrazy muize dojit nejen
ktomu, Ze Zaci neurci defini¢ni obor raciondlniho lomeného vyrazu sprdvné,

ale i k tomu, Ze Zaci neurci vsechny podminky platnosti.

Pti kraceni racionalnich lomenych vyrazd je nutné urcit jeho defini¢ni obor jiz

ze zadani, nikoli z vysledného raciondlniho lomeného vyrazu.

V pfipadé, Ze musime dany raciondlni vyraz rozsifit algebraickym vyrazem,
je nutné uréit nejen definicni obor racionalniho lomeného vyrazu samotného,
ale je nezbytné, aby i vyraz, kterym racionalni lomeny vyraz rozsifujeme, byl

nenulovy'l.14 Pfedpokladame, Zze pravé na tuto podminku budou Zaci zapominat.
Pti déleni racionalnich lomenych vyraz( predpokladame, Ze Zaci zapomenou urdit
podminku vychazejici z prepisu déleni na ndsobeni, a to i v pfipadé sloZzeného

lomeného vyrazu®, tedy Ze i Citatel délitele musi byt nenulovy.
3.9 KRACENIi A ROZSIROVANI RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU.

Toto udivo utvari zaklm podklad pro dalsi praci s racionalnimi lomenymi vyrazy.
Je tedy velmi dulezité, aby ho dobre zvladli. Zde budeme predpokladat, Ze Zaci

budou délat podobné chyby jako pfi prdaci se zlomky.

1 Je to proto, Ze stejné jako u zlomkii miizeme racionalni lomené vyrazy rozsifovat pouze nenulovymi &isly.
A
AC_AD

1> Prevedeni slozeného racionalniho lomeného vyrazu na déleni provedeme takto: £ = 5 0=5C

ol afwl

32



3 PREDPOKLADANE CHYBY ZAKU U OPERACI S ALGEBRAICKYMI VYRAZY

e Kraceni racionalnich lomenych vyrazt

V této uUpravé raciondlnich lomenych vyrazi budeme predpokladat chybu
v tom, Ze Zaci nenajdou spravné nejvétsiho spolecného délitele vyrazQ v Citateli
a ve jmenovateli. U jednoduchych raciondlnich lomenych vyraz(, tedy u takovych
raciondlnich lomenych wvyrazli, které maji v citateli i jmenovateli pouze
jednodleny, je dllezité, aby Zaci uméli spravné pracovat s proménnymi a jejich
mocninami a znali také dalsi pravidlo pro pocitani s mocninami, které jiz pracuje
s celo¢iselnym mocnitelem.’® Viechny chyby, které by 7aci mohli pfi kraceni
téchto racionalnich lomenych vyrazd udélat, by mély vychdazet pravé ztoho,

Ze tato pravidla dobfe neznaji. Jiné chyby nepredpokladame.

Dalsi skupinou jsou raciondlni lomené vyrazy, které v Citateli i jmenovateli maji
mnohocleny. Velkym problémem by zde mohlo byt to, Ze u sloZitéjsich
racionalnich lomenych vyrazd nedokazi spravné mnohocleny rozlozit na soudin.
Bude tedy dochdazet k tomu, Ze dostanou po této operaci raciondlni lomeny vyraz,
ktery je sice zkraceny spravné, ale neni to vyraz v zakladnim tvaru.'’

7 s

U této latky je dualezité dbat na to, aby Zaci dobre zvladali rozkladani
mnohoclend na soucin, a také na to, aby uméli spravné pracovat s mocninami
a jejich proménnymi. V Uvodu tohoto uciva bychom méli zakiim zdudraznit, Ze
kratit raciondlni lomené vyrazy muUZeme pouze v pfipadé, Ze C(Citatele i

jmenovatele mame ve tvaru soucinu.
e Rozsifovani racionalnich lomenych vyraz(

U rozsifovani racionalnich lomenych vyrazli postupujeme opét stejné jako
u rozSifovani zlomkd. Toto ucivo by mélo byt pro Zaky jednodussi nez kraceni
racionalnich lomenych vyraz(, protoze se jedna o jednoduché nasobeni Citatele

i jmenovatele zadanym vyrazem.

Pfredpokladame, 7Ze Zaci budou vtomto délat chyby pravé vchybném
roznasobeni. Tedy vtom, Ze nerozsifi Citatele i jmenovatele zaroven,

ale ze zadanym vyrazem vyndsobi bud' jen Citatele, nebo jenom jmenovatele.

1 r , oy . - 1

® Jedna se o nasledujici pravidlo: a™" = e

17 : 1t ’ ’ I3 ’ v , . v owe ..
Racionalnim lomenym vyrazem v zakladnim tvaru budeme rozumét vyraz, z jehoz Citatele i jmenovatele

nelze dale vytknout jejich nejvétSiho spolecného délitele, ktery je rizny od +1.
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Dalsim problémem by pro Zaky mohlo byt pravé chybné rozndsobeni samo.
Tedy Ze Zaci spravné nezvlddli ucivo o ndsobeni mnohoclenl. Predpokldadame
tedy, Ze chyby, které by se v tomto pfipadé mohly vyskytnout, budou stejné jako

u nasobeni mnohoclend.

Jako prevenci chyb bychom pfi zahajeni vyuky tohoto tématu méli zakim

pfipomenout zakladni pravidla pro ndsobeni mnohoclenu.
3.10 SCITANI A ODCITANI RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU

Predpokladame, Ze podobné jako scitani a odcitani mnohoclen(i bude i scitani
a odcitani raciondlnich lomenych vyrazl patfit k nejsloZitéjSimu ucivu, které
se racionalnich lomenych vyraz( tyka. Zaci musi vyuZit viechny znalosti operaci

s algebraickymi vyrazy, které se dosud naucili.

Budeme predpokladat, Ze prvni problém u zakl nastane v pfipadé, kdy budou
muset raciondlni lomené vyrazy prevést na spolecného jmenovatele. V této operaci
se nachdzi nékolik uskali, kterd budou muset Zaci prfekonat. Prvnim je sprdavné
urceni nejmensiho spolecného nasobku vyrazl ve jmenovatelich, kde se musi vyuZit
nejen rozklad mnohoclend na soudin, ale i spousta dalSich operaci, v zavislosti

na tom, jak slozity mnohoclen se ve jmenovateli nachazi.

Dalsim problém by pro Zaky mohlo byt, Ze budou muset jednotlivé racionalni
lomené vyrazy rozsifit takovym mnohoclenem, aby ve jmenovateli vznikl
pozadovany mnohoélen. Chybu mohou udélat napfiklad vtom, Ze mnohoclen
Spatné urdi. Tato chyba pak vede ktomu, Ze i po spravném provedeni vsech

nasledujicich postupt se zaci nedostanou ke spravnému vysledku.

V pripadé, kdy Zaci dokazi zlomky spravné prevést na spolecny jmenovatel, musi
spravné secist, popf. odedéist, vzniklé mnohocleny v Citatelich. Budeme
predpokladat, Ze se zaci mohou dopustit stejnych chyb jako pfi séitani a odcéitani

mnohoclend.

Dalsim krokem této Upravy je zkraceni vzniklého racionalniho lomeného vyrazu na
zakladni tvar. Zde se mohou opét nachazet chyby, které jsme jiz popsali

v podkapitole kraceni racionalnich lomenych vyraz(.
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3 PREDPOKLADANE CHYBY ZAKU U OPERACI S ALGEBRAICKYMI VYRAZY

S¢itani a odéitani raciondlnich vyrazl je, podle SVP nékterych zékladnich 3kol, jiz
rozSifujicim ucivem. Pokud se tedy zaméfime na vyuku této problematiky
na druhém stupni zakladni Skoly, méli bychom dbat na pfiméfenou narocnost
zaddavanych ptikladd. Na nizsim stupni viceletého gymndzia bychom mohli pfistoupit
i k prikladdim naroc¢néjsim, které budou obsahovat i vice s¢itanct a rizné kombinace
s¢itani a odeitani. **

Ve vyuce je potfeba vénovat tomuto tématu velky prostor pro procviceni, aby
si zaci zazili postupy, které se pfi s¢itani a odc¢itani raciondlnich lomenych vyrazud
pouzivaji. Pokud Zaci nedokazi spravné nalézt nejmensi spole¢ny ndsobek vyrazl
ve jmenovatelich racionalnich lomenych vyrazli, mGzeme jim dovolit vynasobeni
mnohoclend ve jmenovatelich. Tim ziskaji jejich spolecny ndsobek, ktery ovSem
nemusi byt nejmensi. Proto je zde nutné zdlraznit duleZitost toho, aby prevedli

vysledny racionalni lomeny vyraz na zakladni tvar.
3.11 NASOBENI RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU

U nasobeni racionalnich lomenych vyraz( plati stejnd pravidla jako u nasobeni
zlomk(. Tedy nasobime C(itatele s Citatelem a jmenovatele se jmenovatelem.

U tohoto uciva nebudeme predpokladat zadné vétsi chyby.

Nejdulezitéjsi je zde dodrzet pravidla pro nasobeni zlomki, aby nedochazelo
k tomu, Ze Zaci mezi sebou nasobi Citatel jednoho racionalniho lomeného vyrazu

a jmenovatel druhého.

Dalsi chybou, kterda muze nastat, je chyba v kraceni racionalnich lomenych vyraz(.
U ndsobeni racionalnich lomenych vyraz(, je mozné kratit tzv. kfiZzovym pravidlemlg,
nebo lze kratit az vysledny vyraz. Pokud by Zaci kratili az vysledny lomeny vyraz,
mlze dochdzet kchybdm v krdceni. A to proto, Ze vysledny lomeny vyraz

vvvvvv

délitele jednotlivych mnohoclend.

Je vhodné navyknout Zaky hned v pocatku na to, aby kratili zadané raciondlni

lomené vyrazy jesté pred jejich vyndsobenim.

'8 T¥{dénim piiklada podle naroénosti se budeme blize zabyvat v kapitole 4.
¥ pravidlo jsme popsali v kapitole 2.13
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3 PREDPOKLADANE CHYBY ZAKU U OPERACI S ALGEBRAICKYMI VYRAZY

| u tohoto uciva plati, Ze v pfipadé nasobeni lomenych vyrazi, které tvofi pouze
jednocleny, je pravdépodobny vyskyt chyb niZsi, nez u sloZitéjSich prikladd, kde

racionalni lomené vyrazy tvofi i mnohocleny.

Vzhledem ktomu, Ze se i v posledni ¢asti Upravy raciondlnich lomenych vyrazQ,
vyuziva poznatkd o ndsobeni mnohoclentl, budeme predpokladat, Ze se Zaci budou
dopoustét stejnych chyb jako u ndasobeni mnohoclend, které jsou popsany

v kapitole 3.4.

3.12 DELENI RACIONALNiCH LOMENYCH VYRAZU A SLOZENE LOMENE VYRAZY

Déleni racionalnich lomenych wvyrazi se jednoduchym krokem prevede
na nasobeni raciondlnich lomenych vyrazli. Chyby, které predpokladame, ze by Zaci
mohli délat, budou tedy totozné s chybami, které ocekdvame, Ze provedou u jejich

nasobeni. Tyto chyby jsme pospali v pfedchozi podkapitole 3.11.

Déleni raciondlnich lomenych vyraz( a sloZené raciondlni lomené vyrazy mizeme
postupem Uprav pfirovnat k déleni zlomkl a slozenym zlomklm, principy této
Upravy jsou totozné, a tudiz by je Zaci méli mit zazité jiz z nizsich ro¢nika.

Chyb, které by Zaci mohli délat pouze pfi déleni racionalnich lomenych vyrazd,
nebude tedy mnoho. Budeme predpokladat, Ze zakladni chybou by bylo nepfevést
déleni racionalnich lomenych vyraz(i na nasobeni. Dalsi chybou, kterou by mohli Zaci
udélat, je Ze Zaci sice vytvofi prevracenou hodnotu délitele, ale zapomenou zménit

mezi nimi znaménko, a tedy budou vyrazy dale délit.

Samostatnou kapitolou zde jsou sloZzené raciondlni lomené wvyrazy, které
Mezi slozenym raciondlnim lomenym vyrazem a délenim raciondlnich lomenych
vyraz( je velmi jednoduchy vztah.”® PFesto bychom u této upravy mohli

predpokladat, Ze Zaci sloZzeny lomeny vyraz mohou nespravné prevést na déleni.

2 A to vztah:

STIIETEN
Il
EEES
SHES
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3 PREDPOKLADANE CHYBY ZAKU U OPERACI S ALGEBRAICKYMI VYRAZY

U slozenych lomenych vyrazd bychom zak{m mohli praci usnadnit napftiklad tim,
Ze jim pfipomeneme mozZnost vyuziti vztahu, ktery taktéZz znaji z nizSiho rocniku
z politdni se slozenym zlomky.”! Timto vztahem by se ndm mohlo podafit
eliminovat pocet chyb, které by byly spojené se Spatnou Upravou sloZzeného

7 e

lomeného vyrazu, bez nutnosti dalsi Upravy.

A.D

21y ra . o wr o yevs X o
Maéme na mysli vztah ,,soucin ¢lenti vnéjsich lomeno soucin ¢lenti vnitinich® : ne

STISETEN
Il
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4 KLASIFIKACE ULOH PODLE OBTIZNOSTI

V této kapitole nalezneme pfiklady pisemnych praci, které je moiné predloZit
zakim zakladni skoly nebo viceletého gymnazia. Kapitola je ¢lenéna do podkapitol

tak, jak jsme je uvedli v kapitole 3.

V kazdé podkapitole nalezneme C¢tyfi verze pisemnych praci zamérenych
na jednotlivé operace. Kazda verze nese oznaceni obtiZznosti — zakladni, stfedni,
obtiznd, velmi obtiznd, a také pfribliZnou dobu, kterou je tfeba Zzakim na

vypracovani dat.

Zdkladni Uroven obsahuje takové pfriklady, které by méli zvladnout vSichni Zaci.
Tuto pisemnou praci je mozné vyuzit bud pro zaky, ktefi jsou v matematice slabsi,
popfipadé trpi néjakou poruchou uceni, nebo jako pisemnou préci v Uvodu vyuky

daného tématu.

Stfedni Uroven je koncipovana tak, aby ji zvladlo spocitat spravné vice nez 50%
zakud. Jedna se o priklady, které by méli zvladnout vsSichni Z4ci, ktefi z matematiky
prospivaji dobfe, velmi dobfe nebo vyborné. Na tuto obtiZznost je Zakim pftidélen
¢as 5-10minut, a to ztoho dlvodu, Ze zdlezi na konkrétni skupiné zakd a nelze
presné urcéit, jak dlouho bude trvat, nez pfiklady vyresi. Tuto Uroven obtiznosti
bychom mohli vyuzit jako béZnou praci pro zaky zakladni skoly.

vvvvvv

v jejich feseni i jiné, jiz dfive probrané, postupy. Prikladim je tfeba vénovat vétsi cas
nei v predchozich dvou Urovnich. Casovd dotace na tuto praci je minimalné
10minut. Spravné vyresit tyto priklady by méli vsSichni Zaci, ktefi z matematiky

prospivaji velmi dobfe a vyborné.

Velmi obtiznd uroven je pripravena tak, aby ji vyreSili pouze Zaci, ktefi
z matematiky prospivaji vyborné. Na pisemné prace této obtiZznosti je pridélen
zakim c¢as minimalné 15 minut. Tato Uroven patfi mezi opravdu velmi naroc¢né
priklady, s jejichz feSenim bude mit pfevazna vétsina zakl zakladni Skoly problémy.
Ovsem priklady nejsou vybrany tak, aby byly détmi nereSitelné. Tuto obtiZznost
bychom mohli pouZit na nizsim stupni viceletého gymnazia jako béZznou pisemnou

praci.
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4.1 HODNOTA ALGEBRAICKEHO VYRAZU

e Obtiznost: Zakladni
Casovd dotace: 5 minut
Vypocti hodnoty algebraickych vyrazi pro zadané hodnoty proménnych
x=4y=-2
2x + 3y =

3y+2x +4y =

Bx+y).2=

e ObtiZnost: Stredni
Casovd dotace: 5-10 minut
Vypocti hodnotu algebraického vyrazu pro zadané hodnoty proménnych
x=-—6,y=>5:
2x% +3y% =

3xy — 2x% 4+ 2y =
(2xy + 3x?2 —5).x =

e ObtiZznost: Obtizna
Casovd dotace: 15 minut

Vypocti hodnotu algebraického vyrazu pro zadané hodnoty proménnych

8x%y — (2x%y3 + 5xy) =

(2x%y + 4x%y — 1).3xy _
3
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e ObtiZznost: Velmi obtizna

Casovd dotace: 20 minut
Vypocti hodnotu vyrazu pro zadané hodnoty proménnych x = g,y = g,z = —=

(3x%z+ 3xy? +2).5 =

S5xyz — %xzz + 2xy
15 B

(%xy + 3x%z — Sxyz) .x?

2
25

4.2 MNOHOCLEN OPACNY K MNOHOCLENU

e ObtiZnost: Zakladni
Casovd dotace: 5 minut
Vytvor opacny mnohoclen k zadanému mnohoclenu:

2xy

—4x%y

3x + 2y

e ObtiZnost: Stredni
Casovd dotace: 5 minut
Vytvor opacény mnohoclen k zadanému mnohoclenu:

—2xy + 4y

8x — 4x%y

3xy +4xy —5
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ObtiZnost: Obtizna

Casovd dotace: 10 minut

Vytvor opa¢ny mnohoclen k zadanému mnohoclenu:

—8x — 2xy + 4y

8x2 — 4x%y — 9y

—(=5) + xy — 2x%y?

ObtiZznost: Velmi obtizna

Casovd dotace: 10 minut

Vytvor opaény mnohoclen k zadanému mnohoclenu:

8x + 3xy + 4y
-5

—2x? — 5x2%y — (—9y)?

—(=x) + (—xy) — 2x*y*

4.3 SCITANi A ODCITANI MNOHOCLENU

ObtiZznost: Zakladni
Casovd dotace: 5 minut

Secti, popt. odecti mnohocleny:
x4+ 2x =
4xy — 2xy =

3x—2y+4x+ 3y =

41



4 KLASIFIKACE ULOH PODLE OBTIZNOSTI

e ObtiZnost: Stredni
Casovd dotace: 5-10 minut

Secti, popf. odecti mnohocleny:

4y% — 3xy + 2xy — 3y? + 3y =
(2x —xy) — (2xy) =
(2x —8y+5x +1y) + (—4x + 2y) =

e ObtiZnost: Obtizna

Casovd dotace: 10 minut

Secti, popt. odecti mnohocleny:

(4y? — 3x%y + 2xy — 3y?) + (2x% + 3y — 4xy) =
(4x% — 2x%y — 8xy) — (—3x2 —2xy +y) =
9x—-8y+4x+6y)—(—x+y) =

e Obtiznost: Velmi obtizna
Casovd dotace: 15 minut

Secti, popf. odecti mnohoéleny:

[4xy — 2x + (—6)(—x)] — (—12x — 6xy + 8y) =

(4x?-2x%y-8xy) (-3x%-2xy+y) _
4 4 N

(9xy? — 8y + 4xy + 6y) — [(—2)? — 4x + 2xy] =
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4.4 NASOBENI MNOHOCLENU

Obtiznost: Zakladni
Casovd dotace: 5 minut

Vyndasob mnohocleny:

4xy.5y =
8x%y.6xy3 =
8.(2xy —9y) =

ObtiZznost: Stredni
Casovd dotace: 5-10 minut

Vyndasob mnohocleny:

4xy.(5y + 4xy) =
8x%y. (6x + 8y) =
B8 —x).(xy—9y) =
ObtiZnost: Obtizna

Casovd dotace: 5-10 minut

Vyndasob mnohocleny:

4xy.(5y + 4xy) =

8x%y. (6x + 8y) =

B—x).(xy —9) =
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e ObtiZnost: Velmi obtizna
Casovd dotace: 10 minut

Vyndasob mnohocleny:

(4xy — 20x2%y + y3).(5y + 4xy) =
(9xy — 8x%y + 8xy3).(6x + 8y) =

(8—x) (xy-9y)
4 3

4.5 DELENI MNOHOCLENU
e ObtiZnost: Zakladni
Casovd dotace: 5 minut
Vyd¢él mnohocleny:

8xyz:2xy =

9xy?:3xy =

42x%yz*: Txyz* =
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e ObtiZnost: Stredni
Casovd dotace: 5-10 minut
Vydél mnohocleny:

(8xy + 2xy?): (2xy) =

(12xy — 48xy3): (6xy) =

(8xy — 10x2y): (2x) =

e ObtiZznost: Obtizna
Casovd dotace: 10 minut
Vydél mnohocleny:

(4xy — 20x%y + 8y3): (—4y) =

(144xy — 156x2%y + 132xy3): (—6xy) =

(—19xy*z8 — 11xyz® — 13x5y%2): (—xyz) =
e ObtiZznost: Velmi obtizna

Casovd dotace: 15 minut

Vydél mnohocleny:

(24xy — 30x%y + 66y3):[-(—6)y] =

—(12xy® — 18x%y + 48xy3): [6(—x)y] =

[8x%y — (—=3xy + 8x*y)]: [3(—x)] =
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4.6 UPRAVA ALGEBRAICKYCH VYRAZO POMOCI VZORCU

e Obtiznost: Zakladni
Casovd dotace: 5 minut

Uprav:

(x+y)* =

(c—d)? =

(a+b).(a—b) =

e ObtiZnost: Stredni
Casovd dotace: 5-10 minut

Uprav:

(Bx +3)? =

(5—2a)* =

(2¢+3).(2c—-3) =
e ObtiZnost: Obtizna

Casovd dotace: 10 minut

Uprav:

(4x% + 5y)% =

(8¢3 —2d%)? =

(3a — 4b?)(3a + 4b?) =
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e ObtiZznost: Velmi obtizna
Casovd dotace: 15 minut

Uprav:

[(~3%)? = 9y]? =

[6xy + (—22)°]* =

[(=2x)? + (=2p)]. [(—2x)* + 2y] =

4.7 ROZKLAD MNOHOCLENU NA SOUCIN

e Obtiznost: Zakladni
Casovd dotace: 5 minut

RozloZ na soucin:

x2—2xy+y?=
3xy + 6x =
8y —4x =

e ObtiZnost: Stredni
Casovd dotace: 5-10 minut

RozloZ na soucin:

9+ 6x+x%=

12x% + 6x3 +15x + 21 =

4 —x? =
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e ObtiZznost: Obtizna
Casovd dotace: 10 minut
RozloZ na soudin:

144x? —312x + 169 =

12(x+y)—6(x+y) =

16x* — 81y?% =

e ObtiZznost: Velmi obtizna
Casovd dotace: 15 minut

RozloZ na soudin:

ab+b+5a+5=

x> =3y —3x—yx =

94+ 6x+x>+6+3x=

4.8 URCENI DEFINICNIHO OBORU RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU

e ObtiZznost: Zakladni

Casovd dotace: 5 minut

Uréi definiéni obor lomeného vyrazu:

x+3

X

3xy+x

3x

2xy+3
Sy
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ObtiZnost: Stredni
Casovd dotace: 5-10 minut

Urci defini¢ni obor lomeného vyrazu:

2xy
x+2

3x+y+z

3—x

ObtiZznost: Obtizna
Casovd dotace: 10 minut

Urci defini¢ni obor lomeného vyrazu:

24x—-y+15z
xX=y a

12xyz

x—3y

19x+2y
2x—4y N

ObtiZnost: Velmi obtizna

Casovd dotace: 15 minut

Ur¢éi definiéni obor lomeného vyrazu:

xy+5
x2-9

x+y+5
x.(x2-16)

8xy+6z
2.(x3-81x)
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4 KLASIFIKACE ULOH PODLE OBTIZNOSTI

4.9 KRACENI A ROZSIROVANI RACIONALNiCH LOMENYCH VYRAZU

ObtiZznost: Zakladni

Casovd dotace: 5 minut

Zkrat lomeny vyraz:

xZ

X

3x

3x

Rozsif lomeny vyraz vyrazem xy:

2x

5—
4y_
2z

Obtiznost: Stredni
Casovd dotace: 5 -10 minut
Zkrat lomeny vyraz:
4x%y
Xy

3xy

9xyz

Rozsif lomeny vyraz vyrazem x + y a vysledek uved' ve tvaru podilu mnohoclen(:

3x
4y

3y
5z
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4x°%+5xy

9+6x+x>2

ObtiZnost: Obtizna

Casovd dotace: 10 minut

Zkrat lomeny vyraz:

4x+5y

3y+xy

Rozsif lomeny vyraz vyrazem xy — 5y a vysledek uved ve tvaru podilu

mnohoclent:

3x+2 _

4y—-1

3y+3
5x

Obtiznost: Velmi obtizna

Casovd dotace: 15 minut

Zkrat lomeny vyraz:

9x2+36xy+36y%
3x+6y -

81x+18x2%+x3
9y+xy

Rozsif lomeny vyraz vyrazem x — 5y + 3 a vysledek uved' ve tvaru podilu

mnohoclent:

3y+2
4x—1

3xy+3
x—3
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4.10 SCITANi A ODCITANI RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU

ObtiZznost: Zakladni

Casovd dotace: 5 minut

Secti, popf. odecti:

x+y y
T4l =
X X
2x+2 2X _
xy y

Obtiznost: Stredni

Casovd dotace: 5-10 minut

Secti, popf. odecti mnohocleny

2x+ 3x—2
x—1 X

3a+2b a-b»b _
a+3 3a

ObtiZnost: Obtizna
Casovd dotace: 10 minut
Secti, popf. odecti mnohocleny

2xy+5 n 3y+2
y2-x?  y-x

2a-2 5a+5
a?+2a+1  (a-1)
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® Obtiznost: Velmi obtizna

Casovd dotace: 15 minut

Secti, popf. odecti mnohocleny:

3x.(5x+y) 3x _

6(5y+x) 25x2+10xy+y2

X y+2 3+x
(x+y) = (x-y) x*-y?

4.11 NASOBENI RACIONALNiCH LOMENYCH VYRAZU

Obtiznost: Zakladni

Casovd dotace: 5 minut

Vyndasob lomené vyrazy a vysledek uved'v zakladnim tvaru:

2x 4y

xy x2

2.(x+1) 2xy
2x  x+1

ObtiZznost: Stredni

Casovd dotace: 5-10 minut

Vynasob lomené vyrazy a vysledek uved'v zakladnim tvaru:
3x+6y 3xy

x—1 "x+2y

3a+2b a-b _
a+3 6a+4b
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4.12 DELENI RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU A SLOZENE LOMENE VYRAZY

ObtiZnost: Obtizna

Casovd dotace: 10 minut

Vyndasob lomené vyrazy a vysledek uved'v zakladnim tvaru::

2xy+5x  (y-x)%

x.(y2-x2)" 6y+15

2ab-2b 5a+5
5.(a%2+2a+1) "2.(a-1)

Obtiznost: Velmi obtizna
Casovd dotace: 15 minut
Vynasob lomené vyrazy a vysledek uved'v zakladnim tvaru::

3x.(5x+y) 6x2-6y%
6(x+y).(x—y) " 25x2+10xy+y2

x%2+y?2 y+2  x?%-y?

(x+y) " (x-y) 6y+12x

ObtiZznost: Zakladni

Casovd dotace: 5 minut

Vydél lomené vyrazy:

l6xy 8y _

xy " xZy

6.(y+1) y+1
2x  6xy
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e ObtiZnost: Stredni
Casovd dotace: 5-10 minut
Vydél lomené vyrazy:

6x+3y 2x+y
x—1 " 2x-2

3a+2b ) 3a+2b _
a+3 " 6a+18

e ObtiZnost: Obtizna
Casovd dotace: 10 minut
Vydél lomené vyrazy:

2xy+5x  6xy+15x
x.(y2-x2)" y-x

2ab-2b
5.(a?+2a+1) __

4b.(a-1)

(5a+5)3

e Obtiznost: Velmi obtizna
Casovd dotace: 15 minut
Vyndasob lomené vyrazy:

3x.(5x+y) _6x.(10x+2y) .
6(x+y).(x—y) 6x2-6y%2

Xy xty
x2+y2' (x-y) __
6y+12x
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5 CHYBY PROVEDENE VZORKEM ZAKU U JEDNOTLIVYCH OPERACI

5 CHYBY PROVEDENE VZORKEM ZAKU U JEDNOTLIVYCH OPERACI

V této kapitole se budeme vénovat chybam provedenym vzorkem Z3ak(, jejichz
pisemné prace jsme méli k dispozici. Jednalo se o Zaky osmého a devatého roc¢niku
ZS a MS Svihov a o 7aky odpovidajicich roénikd Gymnazia na Mikula$ském namésti
v Plzni. Budeme se vénovat hlavné porovnani predpokladanych chyb, které jsme
uvedli v kapitole 3, s tim, jaké chyby Zaci redlné provedli v jednotlivych pisemnych

pracich. %

Zakim byly predloZeny pisemné prace, ve kterych méli vidy nékolik pfikladl
od daného tématu, od nejjednodussich az po ty, podle nasich predpokladd, velmi
obtizné.

Pokud bychom méli prace zhodnotit celkové, u jednodussich operaci si Zaci vedli
velmi dobte. Avsak se stupnujici se obtiznosti jednotlivych operaci zacaly chyby byt
stdle Castéjsi. Konkrétné u operaci sraciondlnimi lomenymi vyrazy jsou chyby
opravdu velmi cCasté, v nékterych pripadech se az i mlze zdat, Ze zaci nemaji zadné
zakladni znalosti o praci s algebraickymi vyrazy. U nékterych Zakd bylo i obtizné

odhalit a analyzovat postup, kterym ptiklady Fesili.

Zda se tedy, Ze ucivo operaci s algebraickymi vyrazy je pro zaky opravdu naroéné
a maji velké problémy feSit zadané priklady. Avsak toto ucivo patfi k jednomu
z nejdalezitéjsSich na zakladni Skole, protoze se jedna hlavné o pripravu ke studiu
na stfednich Skolach, kde se za¢nou seznamovat se stale ndroénéjsimi ukoly.
Je proto velmi dulezité klast dliraz na to, aby toto ucivo zvladli vSichni Zaci, alespon

na té nejzakladnéjsi drovni.
5.1 HODNOTA ALGEBRAICKEHO VYRAZU

Ve vétsSiné pripadld neméli Zaci v pisemnych pracich, v souladu stim, co jsme
predpokladali, problémy urcit ciselnou hodnotu algebraického vyrazu. Pokud
uz se zde ve vypoctu objevily chyby, byly hlavné numerického razu. S dosazenim
Ciselné hodnoty za nezndmou neméli Zaci Zadné problémy. Nasli se vsak

ve vyjimeénych piipadech chyby, které jsme nepredpoklddali. Zaci za hodnotu

?2 Ptiklady pisemnych praci, které byly vyuZity pro vznik této kapitoly, a vybrané pisemné prace zikil je
mozné nalézt v ptilohach.
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5.2

5.3

proménné dosadili, avSak proménné jiz neodstranili. Dosli tedy k zavadéjicimu
tvaru, kdy spravné roznasobili jednotlivé cleny, ale ve vysledku jim z(stdvaly

proménné.

Jako prevenci proti této chybé je nutné zdlraznit, Ze pokud pocitdme hodnotu
algebraického vyrazu, dosadime do vyrazu hodnoty proménnych a proménné,
za které jsme dosadili, jiz z vyrazu odstranime a Ze tedy feSenim zadanych uloh

je pouze Cislo.
MNOHOCLEN OPACNY K MNOHOCLENU

Predpokladali jsme, Ze tato operace nebude pro Zaky pfili§ obtiznd. Jak se ukdazalo,
nas predpoklad byl spravny, oviem nasli se i Zaci, ktefi mnohoclen opacny
k mnohoc¢lenu nedokazali urcit spravné. Ve velké vétsiné pripadl, pokud jiz doslo
k chybé, jednalo se o chybu, kterou jsme predpokladali. Nej¢astéjsi chybou bylo,
ze zaci zménili znaménko pouze u prvniho ¢lenu mnohodlenu a na ostatni
zapomneéli. Také zapominali zménit znaménko u prvniho ¢lenu. Velmi ¢asto na néj

zapominali, pokud byl kladny, a u ostatnich ho jiz zménili.

Vtomto ucivu jsme byli prekvapeni, jak maly pocet chyb Zaci udélali oproti
predpokladu. D3 se fici, Ze Zaci toto ucivo dobfe zvladaji a nemaji s nim zadné vétsi
potize.

SCITANI A ODCITANI MNOHOCLENU
V kapitole cislo 3 jsme vyslovili predpoklad, Ze toto ucivo bude patfit k tomu

nejslozitéjsSimu, které se na zakladni Skole vyucuje. Na zdkladé tohoto predpokladu

jsme urcili i nejéastéjsi chyby, které Zaci budou délat.

Nas predpoklad se ve vétsiné potvrdil. | Zaci, ktefi maji z matematiky velmi dobry
prospéch, zde casto chybuji. Nejcastéjsi chybou v pisemnych pracich bylo seéteni
¢lend mnohoclenu, které scitat nelze. U nékterych 7akd lze predpokladat chyby
hlavné z nepozornosti, u nékterych je vsak z prace patrné, Zze nespravné pochopili

principy, které jsou u scitani a od¢itani mnohoclen potfeba.
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5.4

Potvrdil se i predpoklad, Ze Zaci sectou koeficienty a proménné mezi sebou
vynasobi. Vysledkem takovéto operace byl potom jednoclen sproménnymi

ve vysokych mocninach.

V pfipadé, Ze vzadani bylo, Ze mdame mnohocleny odecist, prvni chybou bylo
nespravné odstranéni zavorky. Néktefi zZaci zavorku v mensiteli pouze odstranili
a nezmeénili jiz znaménka u jednotlivych jednoclend daného mnohoclenu. Néktefi
zaci také nejdrive nespravné secetli vSsechny Cleny v zavorkach, i kdyz jiz scitani
nebylo dle pravidel pro s¢itani mnohoclenli mozné, a oba vysledky pak mezi sebou

odecetli. Vysledkem se tak stal jednoclen.

Z pisemnych praci zak( bylo patrné, Ze scitani a odcitani mnohoclend je pro né
velmi sloZité zvladnout. Je velmi tézké i navrhnout néjaké opatfeni, které by

pomohlo eliminovat chyby, které takto vznikaji.
NASOBENI MNOHOCLENU

Souhrnné lze fici, Ze nasobeni mnohoclenl je pro zZaky daleko snazsi nez scitani

a odcitani. Pro lepsi prehlednost zde vysledky opét rozdélime, podobné jako

v kapitole 3.4.
e Nasobeni jednoclenu jednoélenem

Nasobeni jednoclenu jednoclenem zvladli Zaci velmi dobfe. V ramci pisemnych
praci bylo vtomto okruhu jen velmi malo chyb. Myslime, Ze se da fici, Ze tuto
latku Zaci zvladaji bez vétsich probléma. Jedinym uskalim se u nékterych stalo, ze
neznaji pravidla pro nasobeni proménnych. Néktefi si ale zvladli poradit. Pouzili
pravidla pro mocniny, proménné si rozlozili na soucin a poté dali dohromady, coz

jim umoZniuje komutativnost nasobeni.

Celkové tedy mlzeme fici, Ze tato latka byla Zaky dobfe pochopena a necini jim

ve vétsiné pripadd problémy.
e Nasobeni mnohodlenu jednoclenem

Zaci vyuzivaji znalosti nasobeni jednoélenu jednoélenem. Pokud vezmeme

Ve

v Uvahu, Ze ndsobeni jednoclenu jednoclenem Zaci zvladli v prevaziné vétsiné

58



5 CHYBY PROVEDENE VZORKEM ZAKU U JEDNOTLIVYCH OPERACI

dobre, bylo pro nas velkym prekvapenim, Ze jim tato operace zacala délat

problémy.

Nejcastéjsi chybou se stalo, Ze zaci mnohoclen v zavorce secetli, prestoze
to pravidla pro scitani mnohoclent nedovolila, opét tak ziskali jednoclen. Takto
ziskany jednoclen vyndasobili zadanym jednoclenem. Velmi prekvapujici bylo,
Ze tyto dva jednocleny byly jiz mezi sebou vynasobeny formalné spravné. Je tedy
jasné, Ze nejvétsim problémem byla neznalost principu nasobeni mnohoclen(
jednoclenem a dokonce i chyby, které vychazely z neznalosti spravného scitani

mnohoclend.

Vétsina zaku si s nasobenim mnohoclenu jednoclenem poradila dobre. | kdyz se
chyby vyskytovaly u méné nez poloviny zakd, byli jsme jimi do znacné miry

prekvapeni, nebot jsme takovéto chyby nepfedpokladali.

Nasobeni mnohoclenu mnohoclenem

v

U této operace jsme predpokladali jiz vétSi mnozstvi chyb. Tento predpoklad

se nam vyplnil.

Zaci zde chybovali v mnoha ohledech. Prvni byl jiz zminén vy$e u nasobeni
mnoho¢lenu jednodlenem. Zaci opét secetli vyrazy v zavorkach a ziskali tak dva

jednocleny, které mezi sebou vynasobili.

Dalsi chybou, kterou jsme také predpokladali, byla neznalost pravidla
pro nasobeni mnohoclenti mnohocdlenem, které Zaci znaji pod nazvem ,kazdy
s kazdym*“. Velmi Spatné jsou pfi této operaci mezi sebou rozliSitelné chyby
z nepozornosti a chyby, které vznikly neznalosti tohoto pravidla.

U nékterych praci bylo vidét, Ze Zaci vyuzivaji grafické metody. Tedy Ze pro vétsi
pohledu je zajimavé, nebo lépe Ffeceno prinosné, Ze Zaci, ktefi tuto grafickou

pomcku vyuzili, dospéli pokazdé ke spravnému vysledku.

Dalsimi chybami, které jiz nebyly ale tak casté, bylo, Ze Zaci bud uplné
zapomnéli, nebo nespravné secetli mnohoclen, ktery po ndsobeni vznikl. Pokud

Zaci vysledny mnohoclen dale nescitali, jedna se o chybu, ale nikoli tolik zavaznou
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5.5

5.6

jako nespravné secteni vysledného mnohoclenu. Tato chyba se pak da spiSe
povaZzovat za chybu z nepozornosti neZ z neznalosti. Ale i zde je velice sloZité tyto

dvé chyby od sebe odlisit.
DELENi MNOHOCLENU

U déleni mnohoclent dochdzelo prakticky ke stejnym chybdm, jako pfi jejich
nasobeni. V jednodussich pftikladech, napf. déleni jednoclenu jednoclenem,

nedochazelo k Zddnym zdsadnim chybam.

V pripadé, kdy zaci délili jednoclen jednoélenem, nedochazelo k zddnym zasadnim
chybdm. V prevdiné vétsiné pripad( si zZaci stimto uUkolem poradili bez chyb.
V nékolika malo pripadech se jiz chyba vyskytla. Jedinym problémem byla opét
neznalost zakladnich pravidel pro praci s proménnymi a jejich mocninami. Dalsi

chyby, které Zaci provedli, byly spiSe numerického charakteru.

Déleni mnohoclenu jednoclenem bylo vétSinou Zzak( také dobre zvladnuto.
Avsak i zde byl podil chyb jiz vétsi nez pfi déleni jednoclenu jednoclenem. Dochazelo
k nékolika druhtim chyb. Nejc¢astéjsi chybou bylo Spatné déleni jednotlivych ¢lent
mnohoclenu. Zde bylo mozné opét odhalit chyby v neznalosti operaci s proménnymi
a jejich mocninami. DalSimi ¢astymi chybami byly chyby numerické. Podobné jako
u ndsobeni mnohoclent se vyskytly chyby, které plynuly z neznalosti zdkladnich
pravidel pro sc¢itdni mnohoclen(i. Nékteri zaci secetli vSechny ¢leny mnohoclenu

a ziskali tim Ulohu déleni jednoélenu jednoélenem.

To, Ze se pri déleni jednoclen( vyskytuji stejné chyby jako u nasobeni jednoclent,
nas neprekvapilo. Vzhledem k faktu, Ze nasobeni a déleni mnohoé¢lend jsou velmi
podobnymi operacemi, bylo jiz v zacatcich témér jasné, Ze i chyby, které se pfi této

Upraveé budou vyskytovat, budou principialné stejné.
UPRAVA ALGEBRAICKYCH VYRAZ( POMOCI VZORCU

Uprava algebraickych vyrazG pomoci algebraickych vzorcd pati, tak jak jsme

vevys

Ze zaci maji problém pouZivat vzorce pro druhou mocninu dvojélenu a rozdil

druhych mocnin.
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Zaci ¢asto nedokazi spravné rozhodnout, jaky vzorec pro danou Upravu poufZit.
Nejvétsi problém nastal v pfipadé, Ze jsme zadali pfiklad na rozklad podle vzorce
»druha mocnina rozdilu“. Hlavnim a nejvétsim problémem bylo to, Ze Zaci se snazili
pouzit vzorec ,rozdil druhych mocnin®. Podle pfedpokladu dochazelo ke stejnému
problému v tlohdch na poufZiti vzorce ,,druhd mocnina souctu”. Zaci prekvapivé
Casto chybovali pfi pouZiti vzorce pro rozdil druhych mocnin, ktery se snazili pouZit

bez pfemysleni i v pfipadé souctu druhych mocnin.

Pokud uz Zaci spravné poznali, jaky vzorec maji pouzit, nedokazali ho pouzit
spravné. Tedy nedokazali spravné urcit jednotlivé cleny. Do tohoto pripadu
zahrneme i zaky, ktefi dokazali spravné uréit vzorec, ktery maji pouzit, i jednotlivé
Cleny nedokazi jiz spravné dosadit do vzorce. Napf. u vzorce ,druhda mocnina
souctu” se stalo pro nékteré zaky témér nemoznym spravné dosadit do predpisu
a? + 2ab + b?, i kdy? se jim predtim podafilo spravné uréit jednotlivé &leny a, b.
Tyto chyby jsou zplUsobené neznalosti pravidel pro zapis algebraickych vyrazu, ktera
jsme uvedli v kapitole 1. Mohlo by se také jednat o problém substituce. V tomto
pfipadé musi Zaci nahradit jedno ,pismenko” hned nékolika dalSimi proménnymi.
Doposud byli zvykli dosazovat za proménné jen Cisla, jako napf. u dosazovani

do vzorcu na vypocet obvodu.

U téchto prikladl také dochdzelo ke stejnym chybam jako u ndsobeni, popfr. déleni
mnohoclend. Tedy k takovym chybam, kde Zaci secetli vSechny cleny dvojcélenu,
i kdyZz to dle pravidel pro scitani mnohoclenli nebylo ddle mozné, a nasledné

umocnili ziskany jednoclen na druhou.

Upravy algebraickych vyraz(i podle vzorc( byly pro zaky opravdu velmi naroéné.
Da se fici, Ze priblizné tfi ¢tvrtiny Zak( dané ukoly nezvladly zcela bez chyb.

V tomto pripadé se neda dobre doporucit néjaky jednoznacny postup, ktery by byl
pfi vyuce dobre pouzitelny, a jehoz uziti by pomohlo eliminovat takové chyby

na minimum. Pokud Z&ci nezvladli dobfe vSechny predchozi operace, mizeme jen

stézi o¢ekavat, Ze bez chyb zvladdnou i tuto operaci.
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e Rozklad mnohoclend na soucin

U tohoto uciva dochazelo k mnoha chybam. Aby byla tato kapitola prehlednéjsi,
bude ¢lenéna do tii &asti.”> Obecné Ize k této operaci fici, e nejvétiim problémem
bylo jiz samotné zadani p¥ikladu. Zaci znaji velmi dobfe operaci vytykani pred
zavorku. Pokud jim ale byl Ukol zadan s popisem ,rozloZte na soucin“, prevdina
vétSina z4aka netusila, co ma s prikladem délat. Tuto chybu jsme nepredpokladali
a byla pro nas velkym prekvapenim. Je aZ s podivem jak snadno Ize détem pfipravit
neresitelny ukol pouze tim, Ze zaddani ukolu trochu pozménime. Abychom tento
pfipad minimalizovali, doporucili bychom, aby se tyto ukoly Zakim zadavaly
pod rozdilnymi nazvy pokud mozno co nejcastéji, aby si zvykli na to, ze vytknuti

pred zavorku a rozklad na soucin je jednou a tou samou operaci.
e Vytykani jednoclenu

U vytykani jednoclenu se presné podle naseho predpokladu stalo nejvétSim
problémem spravné urcit nejvétsiho spole¢ného délitele jednotlivych clen(
mnohoclenu. DalSim problémem bylo to, Ze Zaci nesprdvné pracuji se vzorci pro
Upravu proménnych a jejich mocnin. Jinak Zaci vytykani jednoclenu zvladli velmi

dobfre. Vice neZ polovina vyresila tyto jednoduché priklady spravné.

NejcastéjsSim problémem zde bylo, Ze Zaci nedokdzali vytknout nejvétsiho
spole¢ného délitele. Vytkli pouze spole¢ného délitele, a tim ziskali jako vysledek
algebraicky vyraz, ze kterého bylo jesté moziné dale vytykat. Velmi castym
a taktéz pro nds prekvapivym problémem bylo vytknout nejvétsiho spole¢ného
délitele koeficientd proménnych, nikoli proménnych samotnych. Predpokladali
bychom, Ze bude naopak pro zdky problémem spravné vytknout nejvétsiho

spole¢ného délitele proménnych jednotlivych ¢lend.
e Postupné vytykani

Postupné vytykdni samo o sobé patfi k opravdu naro¢nému tématu. Pro Zaky
na zakladni Skole se zdalo byt i nad jejich sily. Jednoduché priklady zvladli
vétsinou dobre. Pokud jsme jim hned na zacatku ukazali mnohoclen, ktery maji

vytknout, dokazali si s tim néktefi dobre poradit a priklady zvladli.

% Stejné jako tomu bylo i v kapitole 3.7
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Pokud jsme u slozZitéjSich prikladl nechali zaky, aby sami postupné vytykali
a odhalili tak mnohoclen, ktery Ize ze zadaného mnohoclenu vytknout, zacalo
dochazet k problémUm. Tyto typy pfiklad(i zvladlo odhadem jen asi deset procent
zakd zakladni Skoly. Z tohoto vyplyvd, Ze tato latka Cini zZakim opravdu velké
problémy. U téchto prikladd je opravdu nutné, aby se zaci naudili ,,vidét”, co maji
vytknout, aby dosli ke spravnému vysledku. Toho Ize dosahnout hlavné tim, Ze se
spocitd znacné mnozstvi prikladd, aby si Zaci dané postupy ,zazili“.

vvvvvv

jesté dané mnohocleny upravit vytknutim -1 pred zavorku, abychom ziskali
mnohocleny ve stejném tvaru a bylo je mozné ddle vytykat. V téchto typech
priklad( bylo jeSté vétsi procento chybnych Uprav neZ v Ulohach predchozich.
Tyto Upravy zvladli opravdu jen ti nejlepsi zaci z ro¢niku. V tomto pfipadé bychom
doporudili kazdému pedagogovi druhého stupné zdakladni Skoly ke zvaZeni,
zda 7aci tuto latku zvladnou, a pfipadné ji ve vyuce vynechat. Cas, ktery je uréen

na probrdani tohoto tématu, vénovat jinym problém0m, které ¢ini zakim potize.

e Rozklad na soucin pomoci algebraickych vzorcl
Nejcastéjsi chybou zde bylo, stejné jako u Uprav algebraickych vyraz(i pomoci
vzorcl, Ze z4ci nedokdzi spravné urcit, jaky vzorec maji pouzit a zda je vibec
mozné néktery z danych vzorcd vyuzit. Pokud se jiz rozhodnou, ktery vzorec uziji,
tak nastava problém v tom, aby spravné urdili jednotlivé ¢leny. Dalsi chyby jsou

stejné, které jsme uvedli v kapitole 5.6.

Zde je velmi dulezité, aby Zaci dobre znali zakladni predpisy pro algebraické
vzorce a uméli spravné pracovat se vsemi pravidly pro proménné a jejich
mocniny. Bez téchto znalosti neni mozné, aby rozklad mnohoclent na soucin

pomoci vzorcl zvladli.
5.7 URCENIi DEFINICNIHO OBORU RACIONALNiCH LOMENYCH VYRAZU

Oproti tomu, co jsme predpokladali v kapitole 3.8, Zaci znaji pojmy C(itatel
a jmenovatel, a tedy chyby plynouci z neznalosti téchto pojmd nevznikaly. Uréeni
defini¢niho oboru raciondlnich lomenych vyrazli je velmi dulezité. Defini¢ni obor

totiz musime uvést pokazdé, kdyZz sracionalnimi lomenymi vyrazy budeme
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pracovat. Tedy pokud Zaci definiéni obor neumi urcit sprdvné, nebudou moci

spravné fesit ani dalsi tkoly, které se k této operaci vazou.?*

V prikladech, kde je ve jmenovateli lomeného vyrazu jednoduchy jednoclen,
napt. x, zaci spravné zvladaji urcit, Ze hodnota proménné nesmi byt nula. Velmi
jednoclen, napf. 4xyz, Zaci jiz nezvlddnou urcit spravné defini¢ni obor. Toto
pfisuzujeme neznalosti vlastnosti soucinu, kdy staci, aby jeden ¢initel soucinu byl

roven nule, a vysledna hodnota celého soucinu je také nulova.

Pokud se ve jmenovateli nachazi jednoduchy dvojélen, napf. x + 3, dostdvame
az prekvapivé casto od zaka vysledek, Ze x ma byt rGzné od nuly. Ale i vtomto
pfipadé dokazie vétSina Zakd definiéni obor urcit spravné. Problém nastava
a7 v pfipadé, 7e musi vyjadfit jednu proménnou pomoci druhé®, tam mame
v pfevaziné vétsiné pripadu defini¢ni obor uréen nespravné.

Pokud mame ve jmenovateli vyraz, ktery je nutné rozlozit na soucin, ziskdvame
pro naprostou vétsSinu zak( neresitelny problém. Jiz u zakladni prace s racionalnimi
lomenymi vyrazy jsme dospéli knazoru, Ze Zaci rychle zapominaji ucivo
z predchozich roc¢nik(. Je proto nutné pred zacatkem uUprav racionalnich lomenych

vyraz( pfipomenout zakd zakladni praci s mnohocleny.

Chyby v urceni definicniho oboru racionalniho lomeného vyrazu jiz nebudeme
v dalSich podkapitolach uvadét, nebot bychom se neustéle opakovali.

Dovolime si jeSté zminit, Ze v ptipadé kraceni, rozsSifovani, scitani, odcitani,
nasobeni a déleni lomenych vyraz(l je nutné urcovat podminky dle pravidel, kterd

jsou uvedena v kapitole 3.8. Tato pravidla vétSinou zakim necinila ani zdaleka

takové problémy, jako urceni defini¢niho oboru samotného.

? Momentaln& mame na mysli nejen dalii pocitani se samotnymi lomenymi vyrazy, ale i to, Ze pokud Zaci

neumi spravné urcit defini¢ni obor lomeného vyrazu, nezvladnou ani spravné urcit pocet feSeni rovnice
S nezndmou ve jmenovateli.

25 oy

*Pi.x+3y# 0
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5.8 KRACENi A ROZSIROVANI RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU

U kraceni a rozsifovani raciondlnich lomenych vyraz(i Zaci vyuZivaji znalosti
nasobeni mnohoclent a o rozkladu mnohoclenu na soucin. Dochazi zde také

ke stejnym chybam, jako u téchto operaci s mnohoéleny.?

Pokud se zamérime nejprve na krdceni lomenych vyrazi, prvnim a casto
neprekonatelnym problémem je sprdvny rozklad na soucin. VétSinou zde bylo,
alespon u naseho vzorku Zakh, problémem, Ze nelze kratit vyrazy, které nejsou
ve tvaru soucinu. Ve veétSiné pisemnych praci Zaci kratili jiz v mnohoclenech
uvedenych v zadani priklad( bez toho, aby je nejdfive rozloZili na soucin. Je tedy
zfejmé, Ze pfi vyuce je potreba klast dlraz na spravné provedeni této Upravy.
U lomenych vyraz(i nelze kratit, pokud nemame v Citateli i jmenovateli vyraz
ve tvaru soucinu. U jednoduchych racionalnich lomenych vyrazli, kde v Citateli
i jmenovateli jsou pouze jednocleny, dochdazelo také k mnoha chybam. Tyto chyby
byly zplsobeny hlavné neznalosti pravidel pro pocitani s proménnymi a jejich

mocninami.

U rozsifovdni lomenych vyrazi délalo Zakim problém vyndsobit Citatel
i jmenovatel lomeného vyrazu zadanym vyrazem. Chyby, které takto vznikly,
vétSinou pochazely z neznalosti rozsifovani zlomkd, nebot rozsifovani lomeného
vyrazl je jen zobecnénym postupem pro rozsifovani zlomk(. Dalsi chyby, které se

zde objevily, pramenily z neznalosti pravidel pro ndsobeni mnohoclenu.

5.9 SCITANI A ODCITANI RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU
S¢itani a odcitani raciondlnich lomenych vyrazli je operaci, kterd cini zakim
nejvétsi problémy. Vtomto ucivu se musi skloubit jejich znalosti z rozsirovani
a kraceni raciondlnich lomenych vyrazii a ndsobeni, scitani, popf. oddcitani
a nasobeni mnohoclenl a jejich rozklad na soucin. Jinymi slovy, téméf vSechny

operace, které se dosud s algebraickymi vyrazy naucili provadét.

Také je zde spousta mozZnosti, kde udélat chybu. Potvrdil se i nas pfedpoklad. Toto

ucivo bude pro vétsinu zakd velmi narocné.

28 Tyto chyby jsou uvedeny v kapitolach 5.4 a 5.7
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NejcastéjSim problém bylo to, Ze Zaci nezvladli lomené vyrazy spravné prevést
na spole¢ného jmenovatele. Velmi Casto u této operace dokazali udélat chybu.
Zvlasté pak pokud bylo nutné vyrazy ve jmenovatelich rozlozit na soucin, abychom
dokdzali najit nejmensi spolecny nasobek, a tim i nejmensi spole¢ny jmenovatel.
Pak se dopoustéji stejnych chyb, jako u rozkladu mnohoclen( na soudin.

Dals$im krokem pfi scitani a odcitani lomenych vyraz(l je spravné rozsireni vyrazl
v Citatelich. Na zakladé nasich pisemnych praci bylo pro zaky nejvétSim problémem
nalézt spravny vyraz, kterym museli rozsifit jmenovatele racionalniho lomeného

vyrazu, pfi prevodu na spolecny jmenovatel.

V dalSim kroku je tfeba vyrazy v Citatelich rozndsobit a seclist popf. odecist.

X .

A nastdvd pro Zaky dalsi problém, a to sprdvné roznasobeni a secteni. Zaci

se dopoustéli stejnych chyb jako u samotného nasobeni a s¢itani mnohoclen.

Dalsim a poslednim krokem je prevedeni ziskaného lomeného vyrazu na zakladni
tvar, tedy na tvar, kdy v itateli i jmenovateli jsou nesoudélné vyrazy.
Zde se uplatriuje opét rozklad mnohoélend na soudin a musi se spravné kratit. Zaci
se opét dopoustéji chyb, které jiz byly zminény v pfedchozich podkapitolach. Z téch
nejzavaznéjsich si dovolime pfipomenout nespravné kraceni, kdy mnohocleny jsou

ve tvaru souctu, popft. rozdilu.

Jak bylo jiz feCeno, toto ucivo je zvlasté pro zaky zakladni Skoly velmi ndrocné,
a vétdina SVP je povaiuje za uéivo rozdifujici. Na druhém stupni zékladni $koly
bychom volili pfimérené naroc¢né priklady s ohledem na schopnosti konkrétni

. ) . 27 evvs P , s .
skupiny Zak, se kterou pracujeme. ©* Na nizsim stupni viceletého gymndazia bychom

v

mohli uz zaradit i pfiklady obtiznéjsi.
5.10 NASOBENI RACIONALNICH LOMENYCH VYRAZU
Nasobeni racionalnich lomenych vyraz(i je pro Zaky vyrazné snazsi nez scitani
a odcitani. Jedna se o zobecnéni nasobeni zlomka. Plati pravidlo, Ze vyraz v Citateli

jednoho lomeného vyrazu nasobime s vyrazem v Citateli druhého lomeného vyrazu

a stejné tak i jmenovatele.

2" Rozdgleni uloh podle obtiznosti jsme se vénovali v Kapitole 4.
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U slozitéjsich prikladl je nutné nejprve jednotlivé vyrazy rozloZit na soucin,
abychom v nich mohli kratit. Nespravny rozklad na soucin je prvnim zdrojem chyb,
nasleduje nespravné kraceni lomeného vyrazu. U nasobeni lomenych vyraz( plati,
stejné jako u zlomkd, Ze lze kratit tzv. kiizem.?® Tomuto postupu se zaci mnohdy
brani. Jak se ale potvrdilo v pisemnych pracich, tak pfevazna vétSina chyb v kraceni
vyrazu na zakladni tvar vznikala pravé v pripadé, kdy Zaci tuto operaci provadéli
az ve vysledném lomeném vyrazu. A to hlavné z dlivodu, Ze po vyndsobeni dostavaji

vvvvvv

prichdzi i vétsi riziko chyby v ndsledném rozkladu na soucin.

U této problematiky bylo prekvapuijici, jak velmi neradi zaci pracuji s mnohocleny
ve tvaru soucinu. Ve vétSiné pisemnych praci Zaci soucinovy tvar mnohoclen(
roznasobili a pak takovéto vyrazy nasobili mezi sebou. V téchto pripadech také
dochazelo k nejvétsimu poctu chyb v nesprdvném kraceni vysledného lomeného

vyrazu, ¢i k tomu, Ze vysledny vyraz nebyl zkracen vibec.

Dalsi chyby, ke kterym dochdazelo, plynuly z nespravného rozkladu na soucin,
neznalosti pravidel pro ndsobeni a déleni mnohoclen(. Tyto chyby jiz byly popsany

v predchozich podkapitolach tykajicich se jednotlivych operaci.
5.11 DELENI RACIONALNiCH LOMENYCH VYRAZU A SLOZENE LOMENE VYRAZY

Déleni racionalnich lomenych vyraz(i je opét jen zobecnénym délenim zlomka.
Dokazeme ho tedy jednoduse prevést na nasobeni lomenych vyrazi a to tak,

Ze vytvofime prevracenou hodnotu délitele a tou pivodniho délence vyndsobime.

Zde také u 74ka dochazi k prvnim chybam. Zaci si mysli, Ze déleni lomenych vyraz(
je stejné jako jejich nasobeni, jen s tim rozdilem, Ze jednotlivé Citatele mezi sebou
vydéli. Tato chyba se objevuje velmi ¢asto. Je dobré tedy uz pfi vyuce zd(raznit, ze
raciondlni lomené vyrazy délime podle stejnych pravidel jako zlomky. A Ze je tedy

déleni nutné prevést na ndsobeni podle stanovenych pravidel.

%8 Viz. kapitola 2.13
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U sloZenych lomenych vyrazl dochdazi ¢asto k tomu, Ze Zaci neumi spravné pouzit
vztah pro prevod sloZzeného lomeného vyrazu na déleni, popf. rovnou na nasobeni

lomenych vyraza. *°

Vzhledem k tomu, Ze déleni raciondlnich lomenych vyrazi je oddélené od jejich
nasobeni pouze jednim jednoduchym krokem, neni zde tedy pfilis chyb, které by
zaci mohli délat pouze u déleni raciondlnich lomenych vyraz. Ty zékladni jsme jiz
popsali vySe. Dalsi chyby, které zde Zaci provadéli, byly totoiné jako u nasobeni

raciondlnich lomenych vyraz(. Tyto chyby jsme zminili v pfedchozi podkapitole 5.11.

29 yztahy, které popisuji tento prevod, jsou uvedeny Vv kapitole 2.14
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ZAVER

ZAVER
Cilem diplomové prace bylo podat ¢tenafi zdkladni informace o rozsahu vyuky operaci

s algebraickymi vyrazy na druhém stupni zakladni Skoly a vytvorit systém pfriklad(

roztfidénych do skupin podle obtiZznosti.

V teoretické casti se Ctenar mohl seznamit s tfidénim algebraickych vyrazi podle
rGznych kritérii, rozsahem vyuky této problematiky dané RVPZV a postupy Uprav
algebraickych vyraz( vyuc¢ovanych v rdmci zdkladniho vzdélavani. Do teoretické ¢asti jesté

spada i kapitola 3, kde se ¢tendr seznamil s predpokladanymi chybami zaka.

Prakticka ¢dast byla zpracovana na zakladé vysledk( pisemnych praci Zaki Gymndzia na
Mikulagském namésti v Plzni a Zakladni $koly a mateiské gkoly ve Svihové. Byla provedena
analyza jejich praci a na zakladé chyb, které v nich Zaci provedli, byly sestaveny pisemné

prace dle stupné obtiznosti. Tyto prace je mozné nalézt v kapitole 4.
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RESUME

RESUME

The aim of this thesis is to give the reader basic information about the extent of
teaching of the operations with algebraic expressions at the second grade of primary
school and to create a system of examples categorized into groups according to their

difficulty.

In the theoretical part, the reader could become familiar with categorizing of the
algebraic expressions according to various criteria, the extent of teaching of this topic
given by RVPZV and with the practice of algebraic expressions’ alterations taught within
the primary school education. Also the third chapter, where the reader became familiar

with presumed mistakes made by the pupils, belongs to the theoretical part.

The practical part was formulated on the basis of tests’ results of the pupils at
Mikulagské namésti Grammar School in Pilsen and Primary School in Svihov. An analysis of
their work was made and written tests were compiled categorized by difficulty level on

the basis of the mistakes the pupils made.
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PRILOHY

PRILOHY
A.-19.2.2014
Upravte na soucin vytknutim pred zavorku:
1) 4-16a =
2.) —kl+3l =
3) m*=2mn+m* =
4) —7pq* -14p*q* =
5.) 21r®s®t —18rs*t® =
6.) a’bc® +ab’c? —abc’® =
7.) —5u’v* —15uv® —24u%v? =
8.) —xyz? +11xy°z% =
9.) 2cd?® —4c? +10d =

10.) 18f°g+24fg* —21f%g° =

Umocnéte podle vzorce:
1) (8+a)’ =

2) (2b-7)* =

3) (-4+¢c)’ =

4) (-2p-30)° =

5.) (6r +s’t)* =

6.) (5xy —2yz)* =



PRILOHY

B.-19.2.2014
Upravte na soucin vytknutim pted zavorku
1)15-3a=
2.) —7k +5Kkl =
3)2m* —m?+mn? =
4.) —6p°q—24pq =
5.) 28r2st® —32r?s’t? =
6.) a’b’*c—a’bc” +a’bc =
7.) —3u*v?® —12uv® — 20u’v?® =
8.) —x%y®z +13xy*z
9.) 16¢°d +8d? —12c =

10.) 21fg® —56f%g+49f3g® =

Umocnéte podle vzorce:
1) (2-a)’ =

2) (3b+5)° =

3) (-6+¢c)* =

4) (-4p-2q)° =

5) (3r+st?)® =

6.) (2xy —7yz)* =

II



PRILOHY

A.12.3.2014

Upravte na soucin uZzitim vzorci, pfipadné vytknutim pted zdvorku a uzitim vzorct. (Ve
vysledku se nesmi objevit odmocniny.)

1) 4a®>-12a+9=

2.) 144+ 24b+b* =

3) —4d? —c® +4cd =

4.) 3m*n+30mn+75n =

5) X' +2=
6.) 196 —49p?* =
7) —3k?+271% =

Upravte na soucin vytknutim, pfipadné vytknutim a uzitim vzorce.

8)-r+2+(2-nt=

9.) 20u +4v +V® +5vu =

10.) x’z-5-x’y?z+5y* =

II



PRILOHY

B. 12.3.2014

Upravte na soucin uZzitim vzorci, pfipadné vytknutim pted zdvorku a uzitim vzorct. (Ve
vysledku se nesmi objevit odmocniny.)

1) 9a® —24a+16 =

2) 121+ 22b+b* =

3.) —9d? —c? +6cd =

4.) 5mn® +40mn +80m =

B) & -y’ =

6.) 289-9q° =

7.) —5r? +20s” =

Upravte na soucin vytknutim, pfipadné vytknutim a uzitim vzorce.

8)3—-u+v(-u+3)=

9) 3t+2p®+3pt+2p=

10.) 4ab—bc® +¢c® —4a=

IV



PRILOHY

A. 3. Ctvrtletni pisemn4 prace 2.4.2015

1. Zapiste a urcete:

,,Ctvrtina z rozdilu druhé mocniny ¢isla 12 a podilu ¢isel 40 a 2

3

2. Zapiste vyrazem s proménnymi:
,odmocnina z rozdilu ¢isla x a 60% z ¢isla y*
Vypoctéte hodnotu sestaveného vyrazu pro x = 2,2,y = —0,6:

3. Jsou dany vyrazy: A=2a+3b+1, B=5a—-4b-1, C=—-7a+b+6.
Vypocitejte: A—2(B—-C)

4. Vynasobte troj¢len dvojclenem a zjednoduste:
(2a® +5a—4)(a+3)

5. Provedte:
(—2b+7)?

6. Upravte na soucin vytknutim:
a) 9pg’ +3p°q—6pq
b) x—xy+y-1

7. Uzitim vzorcl upravte na soucin:
a) 25—;5°
b) —4m?® —9n® +12mn

8. Reste rovnici a provedte zkousku:
2t-1 5t-3

3 4
9. Na bubnu je navinut drat kruhového prifezu o primeéru 4mm. Hmotnost dratu je 5,4kg.
Do jaké vzdalenosti je mozné drat rozvinout, je-li jeho hustota p piiblizng 9 g/em®?
(Pocitejte s T = 3.)



PRILOHY

B. — 3. Ctvrtletni pisemna prace, 2.4.2015

1. Zapiste a urcete:
N v r . N4 s v 2
,»dve tietiny ze soucinu druhé odmocniny z ¢isla 225 a rozdilu ¢isel ¢ a 5%

2. Zapiste vyrazem s proménnymi:
,,druhd mocnina souctu c¢isla X a 20% z ¢isla y*
Vypoctéte hodnotu sestaveného vyrazu pro X = 3,y = — 24.

3. Jsou dany vyrazy: A=-3a+2b-1, B=4a-b+5, C=-5a-3b-7.
Vypocitejte: A—2(B—-C)

4. Vynasobte trojclen dvojclenem a zjednoduste:
(a® —2a+3)(2a—>5)

5. Provedte:
(-5+2b) 2

6. Upravte na soucin vytknutim:

a) —20xy” +5x%y —15xy

b) pg—-p+1-q

7. Uzitim vzorcl upravte na souéin:
a) -s° —36

b) 12uv —9u? —4v?

8. Reste rovnici a proved’te zkousku:
t-4 2t-6 1

6 5

9. Kolik metrt dratu kruhového priifezu o priméru 2 mm a hustoté p priblizné 8 g/em® je
Vv kotouci o hmotnosti 2,4 kg? (Pocitejte s T = 3.)

VI



PRILOHY

Kontrolni pisemna prace — 11. 3. 2015

VII

1.

Vypocti hodnotu algebraického vyrazu pro zadané hodnoty proménnych x = 4,
y =2

2x+ 3y =
2x%2 —3y3 =
x +4xy — 5y%
12 B
Vytvor opaény mnohoclen k zadanému mnohoclenu:
X+ y:
2x + 3y — 6:
—8x? + 6xy — 15z + 12:

Secti mnohocleny:
2xy+ 3y +2x+5xy + 3y =

2x+2y+6+By+2x+5) =
By + 8x2 + 2x%y) + (6y + 2xy + x2) =

Odecti mnohocleny:
3x +2y — By + 2x) =

(2x + 3xy?) — (2x — 5xy + 2xy?) =
(x? + 3xy + 2x%y) — (—5x2 — 6xy + 2x?%y) =

Vynasob mnohocleny:
5x%y.4xy =

(5x%y + 12xy).2xy3 =
(6x + 12y).(—2x + 6y3) =

Vydél mnohoclen jedno¢lenem:
16xy3: 4xy? =

24x%y*z3: (—4x%y*z) =

(16x2%yz + 4xy322): (—4xyz) =



PRILOHY

,,Desetiminutovka® 17. 3. 2015
A

1. Uprav vyrazy:
(c+d)?=

(2a + 3b)? =
[2 + (=3)c]? =

2. RozlozZ na souéin:
x24+2x+1=

4c%? —12cd + 9d? =

yi+4+4y =

1. RozloZ na soudin:
a’+2ab + b? =

(—6x) +9x* + 4 =
y*+6y+9=

2. Uprav vyrazy:
(x+y)? =

(3a + 2b)? =

[3 - (0] =

VIII



PRiLOHY
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PRiLOHY

A.

Upravte na sou¢in vytknutim pied zavorku:

A 4-16a= j-i,.(m G (1-4«) )
J/)"‘!+3!= 2-(-A83) //,,w/.(f'xv—z»v s )
e (S B @%m
4) T apa = <Tp gy 34t LT (g ) (gB4y)

(5//2""J"l—l8rs31 =F3prrss o to g 3rssdee sttt 6”

6.) a’be’ +ab’c’ —abe’ = dﬂ_L_“—*_ﬁ_L_CL @ A__C(S aéi ( %'6( '()

[///—SN’\" —15uv* =24’y = = g:"w_v__”vv 5 ’;SM..--!-?w:
B ek S PN O [y )|
-z’ 1’2" = pyats(-14 147"J

9.) 2¢d’ —1;4‘5'1 +10d = ZX (d*-1c+ 5,,(]

10) 18/ g +24fg* —21fg" =

3)m’ =2mn+m' =

Umocnéte podle vzoree:

A A2¢
1. Upravte tak, aby vyraz neobsahoval zivorky a zjednoduste

—[2-(a=3b)-b]-da=-2sa -3k +k -4a, TS [, L |

V\puémc hodnotu vyrazu:
2xy° —]\1+|("\—\)]prux“iv 2 42
G2 S0 s (0D (28101
/3. ‘Odstraite 7a\0rk) roznasobenim a /Jednodu%le

2k +3k(1-2k +3k°) = L4 ak - LM + 9L = £k -
v 4. Odstrante zavorky roznasobenim a 7jednodu§lc

Ap-3q)p-2q) =Lyt =3

4p-=3q)p—2q) ,f /‘H‘\ 1‘\, 7’(;.,\ ,L“r M'Tﬂ f.

5. \’\ddls. a lapmc. kdy mi di.‘lenl smysl:

(=5r'st®):(15s1) = M{ ﬂ Ju‘v },{u} 40 4.'0

/6. Upravie tak, aby \)r'v neohsahoval mvork)
(-1e+2)* = @4l =22- 2 2 Me
7. Vytknéte Viechny spoleéné Cinitele ¢lent pred zavorku

—16x y+24x? p* = 20xy° —‘1—% 57,‘ ( s f(pxe‘ -C*;
x 8. Upravte na sou¢in vytknutim: —u+7+>\(u—7) Q“ ’\) qul

"
(-Coay ) = f-80

W)=4a/

1 >

+ ) =4 -hg

y AU

9. Rozlozte na soudin ¢initeli (riznych od 1, 1) a uZijte vzorce:
8u” —24u+18=1¢ ki sl 75 (s + ettt 4+
10. Upravte na soudin pomoci vzorce "
—4c” +100 = ’Hr: O o [ R = (4o —J.}r) (o +4)

”f+6m +o»

(/ma) 3le2-3asnt e
5'2)(21: 7y =(28 = 2. 3+ 71= 45-’79'25 41
Ay (drey = (ulte LEHer €t T -Be bt

) (29390 = (L) "= 1 C10) 3¢ + 3= fpts 72-,»9‘"771'
;i
\

5.) (6r+s')* = 3

6.) (5x_y—2_vz)1 =

A,
Upravie na sou¢in vytknutim pied zavorku:
A.) 4-16a="4(1-
ly—mvs=-(-k+21)

By m? =2mn+m® = o (s =200 + /"\3)
eE  LRE_WNTKAMOUT

290 -pg’ —14p’q? = (-4 - Zm)"’ )

Sor 2wt Sual (1 b ) R
%6) @b abie’ —abe® = e (o + e w - o)A SNE ot

T -5yt —15w -2t = g (- 532 8

~ACH ~ 24 w)mw—’
-5t - K -
‘)

P 2ed® ~4ct +10d = L (ed® = L& + Iy

oy ol oy -h)

AR —xv2* +1y’z? = h x tall“ ~/l *A/ha
VHL) 18/ g +24fg* -21/%g*
Umocenéte podle vzorce:

/)('H—u) —O]T/a./ ‘LA'

‘Iﬂ) = _X[,xf-ﬁ 49

2) (2b-7) = i
*
3.){—4«)’:4’—*@’4‘& Rt (-4 )’ru =f—de "
9.t
4‘)‘(—’11—311) = l"f’@h_M £ 0( 2[ ;
B (6r 45707 = 30K+ Madd +09{ s
oy —2yz)? = 1 ik R oe
y) (5xy-2yz)* = foa - ZQ*?!z + ‘ué 2 3

XI

11. Vking je h fad a v kazdé fade je m sedadel. Kolik korun utrZili pii plné
vyprodaném King, jestlize do prvnich Sesti fad jsou vstupenky po 160 K&, do
ostatnich fad po 200 K&? Vysledek zapiste jako vyraz v proménnych /i a m,
vyraz zjednoduste. fiun. % + 100, §, = Losu(Yy 9; £y

12. Upravte na souc¢in postupnym vytykanim:
Sa—5h+10—a’h+ab’ -2ab =

13. Upravte na soucin pomoci znamych vzorci:
4 44y -8 = Taet

14, Doplﬁlc tak, aby nastala rovnost:

M \l\‘.

A

A+ 2 A8

A.
Upravte na sou¢in vytknutim pied zivorku:

Ma-tea= 4.(h=4a))

) —K+3= 1}(-5.,.4,) ,
A
Q7w e Fod () Pﬂ)
)20 =18 = Q);s"(: ((T‘("l
6) albc1+ub1c3—uhcf= ol ( 0@\3 ﬂ

oo st a2 (a2

u/"" —4c’ +10d = ()~ (Qd"‘ Qe "53}

L A YU A

i

Umocnéte podle vzorce: [A-*B\'li A%49.9.Q 4 n?
(CEOREY RN QAB B2
=4, 2.%.q

+a® Q+6a. +a?

,/mb-n—(ué% 2404+ 4% e gpy
3) (<4+c) = {h)+m"-*€1‘46'+('§'_cl o

Arcan-30- (16)* 0 (M) 0 Aaeis = p -{4’l\h<ﬂ4q
: q

) (6res'y (QV\ RICATASRP UL W 2)2 =M st
6.) (5xy—2yz)* = QSK-L!J'L, =3¢ i 3
Dl 2 ez A



PRiLOHY

XII

A0k O

L3 () ) -[¢)6) (A-2)+ @)- oy Jmt ) o= [ 8- (3) % ] -

Sl B RS T R e [P

VL A,r.,—/',(z,.gf,r). bp-20p 1 UgpE -5y o < A6 MDZ-5pa Ly

VY (e -20) (Bavan) o A5 mwaw v 3m 100 < Lavme = A anas o A
| ™

Z..‘:r‘-m- i
LW e ) et ”
l5.od sbos) » i o 23 va, W
r{/,«vu)('( v) ‘/i’f»:/ {0, 4

Yoo oAl rmm—— g2 sk a9 Tk,

WP M G c3eats Cabe (Bab-Labet s G )

X 8 C-Sa-b(ta-c) = -5 @ (-6 1)

!
4ol = Cu-arts (B-3¢)- (848 s
S Al s Gyt s :)X(A».J‘; il

9. -1e* - 1) -

»
obebestene. cololide ¢ Ain duonia’

" PPNV

o soladainche B AWM e
Pt A MMZ 1 A+ wwr §
1 iokebiota. « =3

reallldy oo (3] v o) e cobeta'oty e (p i

) fhrdeg Ay (=) (s v §IV
P (fu‘.)ru»m) (p+r) ~./£:;../,,\'3;%~ »ape ;'@iiw o
S Vo

= - Zak axp ¢S

/[‘/A',AM ac n‘vJ« ,L‘-ﬂ«'Jm/v wmrhoilingne = Lin v 4 Ty

B
1. Upravte tak, aby vyraz neobsahoval zavorky a zjednoduste:
~-@p=@)+31-3¢+ p=(2p=q}- 3 =394p Lp-q -3-3g 1p
¥ e Rt

2. Vypoctéte hodnotu vyrazu:
=3 y—[x(x—2)+xp’] prox=—1,y=-4

3. Odstraiite zavorky roznasobenim a zjednoduste:
Ap-Sp4-8p+p')=

4. Odstrante zavorky roznasobenim a zjednoduste:
Bm=2n)5n+m) =

5. Vydélte a zapiste, kdy ma déleni smysl:

Qv w)y s (~4u'w) = a 40

6. Upravte tak, aby vyraz neobsahoval zavorky:
(3-12d)" =

7. Vytknéte viechny spolecné ¢initele ¢lent pied zavorku
18a’be—12a’b’c" +36abc’ =

8. Upravte na sou¢in vytknutim: 6 —5a —h(5a - 6) =

9. Rozlozte na soucin ¢initeli (riznych od 1, 1) a uZijte vzorce:

- -12v-12=

10. Upravte na sou¢in pomoci vzorce
-9r% +64 =

11. Ve 3kolni jideln¢ se stravuje x 2akl, ztoho m je mladsich. Ke dni déti
dostanou vsichni pfi ob&dé kiwi, mladi Zaci malou ¢okoladu a starsi Zdci
fezy. Jaké jsou naklady na darky, jestlize kiwi je za p K&, ¢okolada je o 3 K¢
draz§i nez kiwi a fezy o 5 K& draz8i? Vysledek zapiste jako vyraz

v proménnych x. m, p vyraz zjednoduste.

12. Upravte na sou¢in postupnym vytykanim:
3a"-3-a’b+3a—ab+b=

13. Upravte na soucin:

X +8x+16-y* +2yz -2 =

14. Doplitte tak, aby nastala rovnost:

(:u+[:]): =|:]+ :uh+|:



PRiLOHY

Jmeéno a prijmeni:__ o 2
Trida: - o
Datum: 22 5
1. Vypoéti hodnotu algebraického vyrazu pro zadaneé hodnoty proménnych x = 4y=2:

2x+3y = to‘lr_;-l:fr(:vv Ab

2x* =3yd = 2432 3 ¥ o 3 < 243 ¥ 1b
X+ 4xy - 5y? 2 5
_‘TJ i i oY el e ey T b3 -0 = A B g lb

2. Vytvoi opacny mnohoclen k zadanemuy mnohoclenu:
X4y b i
243y -6: -2, —3g4¢ Mo
~8x% + 6xy — 157 + 12 B - Fr1R-1 Lk

3. Secti mnohocleny:
£XY £ 3y + 2% & Sxy +3y =#teg a4 Uy Ap

s —

(3y + 85 + 2x%y) + (6y + 2 2) =
(3y +8x7 + ¥y + (6y + vy + x%) 4.97/‘,/(1{“{22 ob

4. Odecti mnohocleny:

17 3x+2y -3y +2x) = 34 £33 G35 4 Sudy y 1b
N o

(2x + 3xy*) = (2x — Sxy + 2xy?) = L2+ :.,Z\ + (= 2x +,\>:_,\2 e ;'} 5 M%
(4~
(%4 3xy+ 2y) = (=52 =~ 6y + 2x%y) = ‘.:zii*\}’ ’ “zj;) Ll G1F o S 9- 1,’7)352’44‘7
- {
5. Vynasob mnohocleny: /;_.' b
S5x%y.4xy = 10,31 b

SX 2y +6+ (3y +2x t5) =44 4 Sq ¢ Ao

(5x%y + 12xy). 2xy* = 4o *37. + Ztlx’n,“' O ob

7

. : =
25 (B 4 67R = < X :
(bx + 12y).(—2x + 6y3) 1»§-1~ﬁ 4 3 .73 P 76

& Vydél mnohoclen jednoclenem

y léxyi:4xy’ = L/7 ﬂ:
24x2yt 23 (—ax2yty) =< ¢ < 1b

(16x*yz + 4xy32*): (—4xyz) =~H -4 ?;"1 r2b /

XIII



PRiLOHY

Imeéno a prijmeni:_ - B!

Trida:_ -
Datum:g4.3 Zs 25
1. Vypocti hodnotu algebraického vyrazu pro zadane hodnoty proménnych x = 4,y =2:

2x+3y= 2y +) )=Feg=q4_ M

27 -3y = 4% 3P 2 fp 3B wy “14:5 . b

x-+-l,\'_\‘~f'i_\i:i:q4</ 4 ). §.92 ..4‘32_20_ 6 g -7/ &
12 7 17 12 3 d
2. Vytvor opaény mnohoélen k zadanému mnoho¢leny:
X+ oy S s b
2x + 3y - 6: -2:‘37"6/4"
—8x% + 6xy — 152 + 12: 45,1_;,(}44;4,,,72./ 2h

3. Secti mnohocleny:

2Xy £ 3y +2x + 5xy £ 3y = 7/,?, 46;_ 40y v 1b
20 L2V + 6+ 3V 2x +5) = Gy 4 Sy M < 16

3y £.8x% + 2x%y) + (6y + 2xy +Jx?) =0, 394 1254 7 v2b
=X T8 Bk 14 4 A 4% 7 TExge

4. Odecti mnohocleny

)

'hv-}_’\"\'.{\‘4.">'é}izz’_%i:vé_rl’fx_?/ I b
(2x + 3xy?) — (2x = Sxy + 2xy?) = +§ 21}‘-4 - 2
X Y X ) X) 2y x: /.zx -‘5)2: 2x2 /_~ //'(/1+5),} o Wik
(x* + 3xy +2x%y) — (=5x% = 6xy + :_’,\""','yzl,\l-; 2 5 2 4 OIA 22 / i
%*v‘; )2' L)_l\..‘{;g" X;-‘Cf*‘h‘///i.b

5. Vynasob mnohocleny:
5x%y. 4xy = 30971 s b

(5x%y + 12xy). 2xy* =10 x’yl'-‘ ]llx;'f-l/’ﬂ"

(63 +12y).(~2x + 6y3) :~4;XZ_2L,,(} 436)‘;3,12J4/ 25

5. Vydél mnohoélen jednoclenem:

loxy? qxy? = ,_’/9( s A
S A A O A

(16x*yz + dxy 2%): (—dxyz) = =~ Gy 4 4;1,4/ /' Lb 2354

XIV



PRiLOHY

XV

Imeéno a prijme..;:_

Thaa:_ .
Datum: 11..3 20{5
Vypocti hodnotu algebraického vyrazu pro zadane hodnoty proménnych x = 4, y=2:
-y A
2x + 3y —% EXx+6y = 1y % "

..'2’2—3}/ 8x* —Gf / b

\+4\y-§y~ 8){(- /O/y ﬂ ok

12
Vytvor opaény mnohoélen k zadanemu mnohoclenu:
Xty <X-
2x + 3y - 6 ?'Zx—ba +¢ fl2b ’ ol
~8x% + 6xy — 157 + 12: Bxe- 6)(? RAY- A 1A 26

Secti mnohoéleny:

2xy + 3y + 2x +5xy + 3y :¥X3+GJ +2x fh
+2y+6+ @By +2x+5) = gl 44 [ yXf Syt 11 1b
By + 8x? +2x%y) + (6y + 2xy + x?) = IX+4 5% ob
Odecti mnohoéleny

3x +._\/—(>ys+2\)—5'x/b?/—
-_ . o~ -

) o 2 | 0
2x + 3xy?) — (2% — Sxy + 2xv2) — = &
(2x + 3xy?) — (2x 5xy +2xy?) L{x ¢

" "4
(x* + 3xy + 2x2y) — (=522 - 6xy + 2xly) = =S : ? * '1/\y_ ob

Vynasob Tnohoéleny-
5x2y.4xy =2, tb

43> .2
(Sx"',\’-}?zx.xf%).z.\'y" :3/“799/(“9
18 -
(,(u"+ 12)!).(~2.‘\' + 2_\"*) = Wo"

Vydél mnohoclen jednoclenem:

16xy>: 4xy? =
5xy3: 4y &{4(3 (423
24x° vtz (—axty /’ -5*%/‘1 (V8

'5 "3
(16x2 w+4l?\' 2%):(—4xyz) = /% N O
b5b



PRiLOHY

XVI

Jmeéno a pfijm-

Vypocti hodnotu algebraického Vvyrazu pro zadané hodnoty proménnych x = 4,y

2x+3y =74y L?é’*(*:/«-{ 14

pe

-3 = Ml -2 8P G A~ B3¢ - 30~ Ao - -Mg

Ay =5 ek S T
3 Yo sab S \
e AN 2-G.9%< ,40@ 2

Vytvor opaény mnohoclen k zadanemu mnohoélenu:

¥ by & 4
2x+3y - 6: 2 -Ix~%L26 14~

; i g s ” 24~
BTt bxy — 152 4+12: bR Gepy+ 5R-AL -+ 2

Secti mnohocleny:
- ~ //
2xy + 3y + 2x + 5xy 4-5\»:'57)(!2]4* Q-/d'f Gse 4k

2x+2y+6+(3y +2x +5) = by 4 SGwmeA] 1
ag

(3y + 8x?% + 2_1‘2_1') + (6y + 2xy + x?) = Q’J + (()X 4 + (_lx’?g’

Odecti mnohoéleny:

—

Trida._. o
Datum: A6 5. 2045

oA

3x + 2y ~ (3y + 2x) = Dx+ i/af (~'-"e,a “25%) 2 Ay '/'1‘*(] /A

N P,
(2x + 3xy?) — (2x — 5xy + 2xy?) :(L X'f»jx'ﬂu‘) 4_(_2‘)\».; Dyer —Dea
¢ 7 M )

s

Vynasob mnohocleny:
Sx%y.4xy =50 X E I)Z A
(

(5x%y + 12xy). 2xy? = ?}/)(ﬁ /gh) (A

A4 G . )
(6x +12y). (=2x + 6y%) 4&’2&‘@7 U

.

Vydél mnohoélen jednoclenem
Loxytidxy? = § 4 7'(‘
[v}

24x%yt% (—axtyty) = — é‘ljﬂz— 14-

(16x*yz + 4xy*z%): (-4xyz) = J‘/x‘

o~

A <12

(X° +3xy + 2x%y) — (=52 = 6xy + 22%y) = (x° *,':)d»«'-x)(*./"j;)#-/‘;x" + G
7 _ﬂ]‘;/\fs -

X (}ij +9XT = 4+

D2
. X M

ﬁ/lv; N

" -
A 5%k 0
(j« ¢

o yia

P /‘\c/



