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ABSTRAKT

Tato prace se zabyva fizenim pohybu mechatronickych systémt. Navrh fizeni 1ze obecné rozd¢lit do
tii arovni: planovani geometrické cesty stroje, pldnovani trajektorie pohybu podél této
specifikované cesty a zpétnovazebni fizeni za ti€elem sledovani naplanovanych trajektorii pohybu.
Prace se soustfed’'uje na druhou troven navrhu fizeni. V uvodu je struéné ptredstavena zakladni
tiloha planovani pohybu, véetné standardniho ¢lenéni do vyse uvedenych urovni. Uvod je dale
vénovan druhé Urovni planovani a jejim typickym uloham. V druhé kapitole je predstaven
matematicky ndstroj z oblasti algebraické geometrie, jmenovité Grobnerova baze, a jsou ukdzany
moznosti vyuZiti tohoto néstroje v teorii fizeni. V tieti kapitole je Grébnerova baze vyuzita k feSeni
casov¢ optimalniho planovani pohybu pro ulohy s konstantnimi omezenimi. Je nalezen analyticky
algoritmus vypoctu trajektorii polohy, rychlosti a zrychleni ve stavovém prostoru generatoru
pohybu s respektovanim vSech stavovych omezeni. Omezeni jsou v této loze uvazovana konstantni
na celém rozsahu pohybu. Algoritmus generujici trajektorie pohybu obsahuje ptivodni procedury
a tvoti hlavni vysledky prace. V dalsi ¢asti prace je predstavena slozit¢jsi tiloha ¢asové optimalniho
planovani pohybu. Jedna se opét o planovani pohybu podél specifikované cesty stroje, ale
s obecnym tvarem omezeni. Oproti standardnim technikdm, vyuZzivajicich numerického feSeni
pohybovych rovnic systému a metodu stielby, je vyuzito vySe zminénych ptivodnich procedur.
Pro diskretizovand omezeni je uveden obecny analyticky postup, ktery tuto ulohu fesi geometricky
a umoznuje nalézt trajektorie polohy, rychlosti a zrychleni v minimalnim case.






ABSTRACT

This thesis deals with motion control of mechatronic systems. The control design can be generally
divided into three levels: geometric path planning, trajectory planning along the specified path,
and feedback control of planned trajectory. The paper focuses on the second level of control design.
The introduction briefly shows the basic task of motion planning, including the standard division
to the above mentioned levels. Further the mathematical tool named Grdbner basis is introduced.
The second chapter introduces a mathematical tool from the field of algebraic geometry, namely
Grobner bases. There are shown some standard applications for use of this tool in control theory.
In the third chapter, the Grobner basis is used to solve time-optimal motion planning problem with
motion constraints. It is found analytical algorithm for generating trajectories of position, velocity
and acceleration in state-space of generator, respecting all motion constraints. In this task
the motion constraints are considered constant in the whole range of motion. The algorithm
for generating motion trajectories contains the original procedures and constitutes the main results
of the thesis. The next section presents more complex task of time-optimal motion planning, where
the curves of constraints can be of general shape. Compared with standard optimization techniques
using nonlinear programming, or other numerical methods the presented procedure uses
the procedures mentioned above. It is found a general procedure that solves this task geometrically
and, for the discretized constraints, allows to find the trajectory of position, velocity
and acceleration in minimum time.
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1 Uvob

Planovéni pohybu je zdkladni problematikou mechatronickych systéml. Obecné je planovani
pohybu ne zcela definovany problém, jemuz vyhovuje vice feSeni. Pfirozen¢ je pak vhodné zvolit
urcité kritérium kvality a hledat takové feSeni, které toto kritérium optimalizuje. Planovéni a fizeni
pohybu lze tedy chapat jako varia¢ni problém. Je mozné ho rozdélit do dvou vétvi: na kinematické
a dynamické planovani. Kinematické planovani neuvazuje dynamické chovani systému, pouze
respektuje kinematické zavislosti, omezeni na pracovni prostor, rychlost a mozné zrychleni
systému, v literatufe zndmd jako geometrickd, diferencidlni a fazovd omezeni. Dynamické
planovani pak hleda takové velikosti akcnich sil a momentt, které jsou konzistentni s dynamickymi
rovnicemi systému, spliyji diferencialni a fazova omezeni a minimalizuji kritérium kvality.

Jednim z nejcastéji feSenych ukoll v robotice je piesun robota nebo jeho Casti mezi danymi body,
specifikovanymi v jeho pracovnim prostoru. Kromé polohové zéavislosti je obvyklym pozadavkem,
aby pohyb byl v ur¢itém smyslu efektivni nebo dokonce optimalni. V piipadé slozitého pracovniho
prostoru nebo existence prekazek je mnohdy vhodné, ¢i dokonce nezbytné, specifikovat trajektorii
pohybu doptedu. Aktudtory robota nemohou generovat nekonecné sily, momenty a rychlosti, takze
jenutné pldnovat pohyb po dané cesté tak, aby nebyly poruseny limity a omezeni aktuatoru.
Samoziejmé je také vhodné klést urc¢ité pozadavky na tvar trajektorii rychlosti a zrychleni, jejich
strmost, kiivost apod. Tyto pozadavky vétSinou vyplyvaji ze samotné ulohy fizeni pohybu, kde
naptiklad nechceme nespojitostmi ve zrychleni vybudit nékteré vlastni frekvence stroje, které by
narusily zadané chovani nebo tfeba i destabilizovaly pohyb stroje.

Prostor kloubovych
souradnic

Prostor aktuatoru

Pracovni prostor

Obrazek 1.1: Prostory, ve kterych lze pozorovat a planovat pohyb.



20 1 Uvod

1.1 PLANOVANI A GENEROVANI POHYBU MECHATRONICKYCH SYSTEMU

V automatickém fizeni, robotice a mechatronice se prakticky kdekoli setkdvame s problémem
planovani a fizeni pohybu. At uz se jedna o polohovani koncového efektoru manipuldtoru, fizeni
robotického vozitka, ¢i nékteré pohyblivé soucasti prumyslového stroje. VSechny tyto ulohy vedou
na spole¢ny problém, jakym zptiisobem pohyb naplanovat a jak ho néasledné€ vykonat. V praktickych
ulohéch je nutné dodrzovat urcita pravidla a omezeni, ktera vyplyvaji z povahy fizeného systému.
Jedné se predevsim o konstrukéni vlastnosti stroje, omezeni aktudtorii a senzorli, omezeni vzniklé
prostiedim, ve kterém se stroj nachézi, pohybuje atd.

Rizeni pohybu miizeme rozdélit do tFi zdkladnich virovni:

1. Planovani cesty v pracovnim prostoru (path planning) — geometrické planovani cesty

pohybu vzhledem k pozZadavkum ulohy, prekazkam, tvaru pracovniho prostoru, atd.
(polohové zavislosti)
Naptiklad u CNC strojii je planovani cesty pohybu kli¢ovou otazkou. VétSinou se vyuziva
SPLINE/NURBS kiivek [80],[47], na které je mozné klast dal§i pozadavky. Napiiklad
pohyb v 3D prostoru je mozné definovat sekvenci fidicich bodl postupné tak, aby cesta
prochazela kazdym z téchto bodl, a soucasné¢ byly splnény pozadavky na rychlost
a zrychleni v kazdém bodé¢€. Nebo naptiklad dodrzena maximalni kiivost vysledné trajektorie
pohybu.

2. Planovani pohybu podél cesty vzhledem k omezenim na pohybové veliciny (trajectory
planning) — (rychlostni a zrychlujici zavislosti podél polohy)
Jakmile mame k dispozici naplanovanou cestu pohybu stroje, miZeme pfistoupit
k planovani prijjezdu po této cesté s respektovanim vlastnosti stroje a omezeni. Zde jsou ke
geometrickému tvaru cesty pfidany Casové znaCky, nebo je pohyb systému vztaZen
k naplanované cesté¢. Mezi standardni ulohy patii Casové optimalni (t-optimalni) prijezd
dané cesty [13],[43],[44],[46], pohyb s minimalizaci akcénich zésahli [60],[84], pohyb
konstantni rychlosti.
V praxi je ve vSech pfipadech nutné respektovat vSechna omezeni systému a ulohy.
Typickym ptikladem mlze byt t-optimalni pohyb kolejového vozidla, kde neni mozné
zanedbat vliv odstfedivych sil v zatackéch a je nutné respektovat tvar omezeni podél cesty.
Z kiivek omezeni miiZeme naptiklad zjistit, jakd miZze byt maximalni konstantni rychlost
pohybu bez nebezpe¢i pievraceni voziku, nebo jaké limitni hodnoty je tieba vlozit
do planovaciho algoritmu pro navrh t-optimalniho pfesunu.
Nékdy neni principidlné mozné oddélit ulohu planovani cesty a planovéani trajektorii
pohybu. Jednd se naptiklad o problémy pfemistovani mezi pohyblivymi cili. Typickym
problémem je planovani pfistani sondy Curiosity na Mars, kde rychlost pohybu a tvar cesty
jsou zavislymi veli¢inami a nelze je v problému planovani oddé€lit. Témito wtlohami
se zabyva napiiklad Sussmann [94] a n€které specidlni ptipady byly vyfeseny, nebo alespoil
Castecné vyieSeny pomoci technik Lieovy algebry. V této praci se t€émto tlohdm vénovat
nebudeme.

3. Sledovani naplanovanych kiivek (trajectory tracking) — zajisténi, aby to, co bylo
naplanovano, bylo splnéno.
Po procesu naplanovani cesty v pracovnim prostoru a naplanovani trajektorii pohybu jsou
generované trajektorie polohy, rychlosti a zrychleni pifedany na nejnizs$i uroven fizeni.
Zpétnovazebni reguldtor musi zajistit sledovani preddefinovanych trajektorii, at
v pracovnim prostoru nastroje nebo v prostoru kloubovych soufadnic, a je posledni
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a nejnizsi urovni fizeni pohybu.

V mnoha piipadech se vyuziva kaskadni regulace [3]. PfedevSim proto, ze trajektorie byva
Casto generovana pro kazdou veli¢inu pohybu (poloha, rychlost, zrychleni) zvlast. Pokud
jsme schopni métit piimo nékterou slozku stavu nebo stav rekonstruovat, potom je mozné
vyuzit naptiklad stavovy regulator s dopfednou vazbou.

Planovani cesty a pohybu po této cesté je zpravidla proces v oteviené smycce na rozdil od posledni
urovng. Miize byt provadéno on-line nebo off-line.

1.1.1 PLANOVANI POHYBU V JEDNE OSE

Planovani pohybu v jedné ose je zakladni ulohou planovani pohybu. Aplikace najdeme predevsim
ve strojovém obrabéni nebo v tlohach piepravovani materialu ¢i osob. Jedna se naptiklad o fizeni
otacek vrtacek, soustruhi a dalsich vieten obrabécich stroji. Dale pak tizeni dopravnikd, eskalatort,
vytahll apod. VSechny tyto Ulohy maji jeden stupeii volnosti, nebo je mozné tyto stupné fidit
nezavisle, a tedy planovat pohyb v kazdé ose zvlast. Typickym piikladem jsou rychloposuvy
na obrabécich strojich. Dulezitym faktorem v pldnovani pohybu je obvykle plynulost ptechodu
mezi pozadovanymi rychlostmi a strmost nab&hu na danou rychlost. Tyto pozadavky vyplyvaji bud’
z technologie, v ptipad¢ obrabéni a pfesunu materidlu, nebo z pozadavkl na bezpecnost a citlivost
lidského organizmu v ptipad¢ transportu osob. Piikladem mutze byt maximalni rychlost eskalatoru
a jeho maximalni rozb¢h a dobéh. Omezeni v téchto tloh4ch jsou uvazovana konstantni na celém
rozsahu pohybu.

PoHYB z KLIDU DO KLIDU

Je nejjednodussi ulohou planovani pohybu systému. Pti planovani v jedné ose hledame takové
trajektorie polohy, rychlosti a zrychleni, které respektuji systémova omezeni, pocatecni a koncovou
polohu stroje. Jestlize budeme uvaZovat Casovou optimalitu jako kritérium vybéru trajektorie
pohybu, potom je mozné pievést ulohu planovani na problém t-optimalniho fizeni fetézce
integratorti s omezenimi na stav a vstup systému. V praxi je nejcastéji vyuzivano fetézce dvou
integratort [57],[52],[95], protoze vstup fetézce miuzeme chapat jako zrychleni, prvni integraci jako
rychlost a vystup jako polohu. Jedna se o generator pohybu druhého fadu. Podrobné bude
generovani pohybu timto postupem vysvétleno v kapitole 3.4.

OBECNY POHYB V JEDNE OSE

Mnoho uloh v fizeni pohybu vyzaduje, aby pfesun systému byl proveden po pfedem definované
trajektorii pohybu. V praxi se vétSinou jedna o zadanou sekvenci poloh, rychlosti a zrychleni v Case,
nebo rychlosti a zrychleni vzhledem k poloze systému. Ridici nebo planovaci algoritmus musi
zajistit, aby trajektorie prochazela danymi body a vétSinou se jedna o polynomidlni interpolaéni
algoritmus. ProtoZe pozadujeme hladkost pohybu, je tieba vyuzit polynomy vysSich fada, nebo
po ¢astech polynomidlni interpolaci spline funkcemi.

Z praktického hlediska je mozné problém formulovat opét jako problém t-optimalniho fizeni.
Jestlize je sekvence bodi vztazena k poloze systému, potom mlizeme hledat takovou fidici strategii
fetézce integratorti, ktera zajisti postupny prubéh vSemi body ve stavovém prostoru fetézce
integratorti vzhledem k omezenim na jeho stav a vstup. Klicovou vlastnosti generatoru pohybu je,
aby umél planovat pohyb z libovolného stavu do libovolného stavu. Potom je mozné napojovat dilci
pohyby mezi body sekvence a respektovat jednotlivdA omezeni na kazdém useku. Samoziejmé
se nejedna o trivialni problém, ktery ma vzdy feseni. Podrobné viz kapitola 3.4.
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1.1.2 PLANOVANi POHYBU PODEL SPECIFIKOVANE CESTY

Planovanim pohybu podél specifikované cesty budeme, vzhledem k druhé rovni fizeni pohybu,
chipat problém generovani trajektorii polohy, rychlosti a zrychleni stroje s ohledem na jeho
kinematické a dynamické vlastnosti, které se podél cesty meni. Ty zplisobi, Ze omezeni podél cesty
nemusi nabyvat konstantnich hodnot a tedy radikdlné¢ zkomplikuji Glohu pldnovani pohybu.
Dokonce nelze predpokladat ani spojitost t€chto omezeni, natoz jejich hladkost.

Pro predstavu uvazujme jednoduchy planarni paralelni manipulator, tvofeny tfemi rota¢nimi klouby
a dvéma vysuvy [, (¢),1,(¢), jejichz velikost mizeme ménit, viz obrazek 1.2. Pfedpokladejme pro
jednoduchost, ze velikost vysuvu neni omezena. Takovy manipulator ma dva stupné volnosti,
singularitu na ose x a na kruznici se sttedem v [d/2, 0] o nekone¢ném poloméru. Predpokladejme, ze
ukolem manipulatoru je pohybovat koncovym efektorem po piimce rovnobézné s osou x. Zajima
nas maximalni moZna konstantni rychlost pohybu po této cest¢ vzhledem k omezeni jednotlivych
vysuvit |1, () <1, a5 (2)| <15, @ maximalni mozna dosaZitelnd rychlost.

[x, ¥] specifikovana cesta pohybu

Obrazek 1.2: Struktura manipulatoru vcetné dulezitych parametrii.

Ptedpokladejme planovani v kinematické oblasti, viz obrazek 1.1. Zajimaji nds tedy pouze
kinematické zavislosti. Podivejme se, jakym zptisobem ovlivni kinematika stroje planovaci prostor
a moZznosti pohybu podél cesty. Pfimé kinematické zobrazeni 1ze vyjadfit ve tvaru

L—l+d’
x|_ |l cosax | _ 2d

—r(q)—l. = .
y  sin 12_(1,—12+d

1 2d

1. (1.1)

Vyjadiime specifikovanou cestu pomoci parametrizace pfirozenym parametrem s

[x]: X, ts (12
y Yo 2)
Dosadime do rovnice (1.1) a vyjadiime zavislosti délek vysuvii na parametru s

[ (s):\/[s2+2sx +x24+ 2]

1 0T X0 Vo (1.3)

— 2 2 2 2
lz(s)—\/[d —2ds+s"=2d x,+2sx,+ x5+ y .
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Derivaci podle ¢asu dostaneme

dl, 25+2x, ds
dt _2\/[s2+2sx0+xé+y3] dt
dl, —2d+2s5+2x, ds (1.4)

dt _2\/[d2—2ds+sz—2dx0+2sx0+xé+y3] dr-

Vyjadienim casové zmény parametru s z (1.4) a dosazenim limitnich hodnot omezeni

()<L |1 (8)| <15 dostaneme limitni kiivky rychlosti jednotlivych vysuvli podél cesty,
obrazek 1.3,

ds 25+2x, i
@ _ X
dt 2\/[S2+2SX +x2+y2] e
; RPN (15)
§_2\/[d —2ds+s"—2d xy+2sx,+x5+ ] .
dt —2d+2s+2x, 2max
s ds/di
dsjdt 25f_t | |
N
af [
|| |
|
[
15+ IIII |II
|IIII Illll
10F F..' -\\
\ AN
e |‘I\ \-\--\_\_ e ——
s——— \ —
il 3 4 4 2 10 o 2 4 [ 2 10 :

Obrazek 1.3: Limitni kifivky rychlosti vysuvii v absolutni hodnoté pro dvé nastaveni limitnich
rychlosti 1,,,.,1,,... Vkresleno pro parametry x,=—4,y,=1,d=1.

Wh(s) VhI(s)
25 5F
20+ 0 F
15F 15F
10F f\, 10k
/N : A
, — —_— II
_ -"‘/ S~ ll max lZmax =5 ."'/ |
5 — I S Sr ;_.-" "\\
I \m.____ llmax_5312max:2
. — 5
a 2 4 a 2 10 0 2 4 4] g 10

Obrazek 1.4: Limitni krivka rychlosti pro dvé nastaveni limitnich hodnot vysuvu (jeji kladna cast).
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Prinikem vysSe uvedenych kiivek (1.5) je pak limitni kiivka rychlosti podél specifikované cesty,
VM (s). Z obrazku 1.4 vidime, Ze maximdlni konstantni rychlost podél cesty je v obou ptipadech
rovna minimu z omezeni vysuvl. Pokud bychom se chtéli pohybovat t-optimalné¢, by bylo mozné
meénit rychlost podle aktualni hodnoty omezeni a vyuzit cely rozsah rychlosti dany kinematikou
manipulatoru. Maximdlni rychlost by v tomto pifipadé mohla v Uzkém rozsahu polohy nartist
1 nékolikanasobné. Z vyse uvedeného je také zfejmé, ze limitni kiivka rychlosti neni ani hladkou ani
spojitou kfivkou, nebot’ je vysledkem priniku dil¢ich limitnich kfivek jednotlivych omezeni.

1.1.3 CASOVA OPTIMALITA A PLANOVANI POHYBU V OMEZENEM STAVOVEM PROSTORU

Casova optimalita je jednim ze standardnich kritérii v teorii fizeni. Setkdme se s ni ve vyrobnim
primyslu, ekonomice, robotice, vojenstvi a dalSich odvétvich, kde je kladen diraz na rychlost
vyroby, produkce, rychlost piesunu, atd. V terminologii optimalizace se jedna o ulohu s volnym
casem a pevnym koncem. V piipadé¢ ¢asov€ optimalniho fizeni (t-optimalniho fizeni) bez stavovych
omezeni musi platit a lze ukazat, Ze alespoil jeden z aktudtorti robota musi pracovat na hranici
svého rozsahu, saturovan v maximu nebo minimu. Strategie fizeni je tedy zndma a v literatufe
nazyvana jako bang-bang tizeni [4],[17]. Cely problém ndvrhu fidici strategie je redukovan na
nalezeni Casovych intervalli, na jejichZ hranicich bude dochéazet k ptfepnuti fizeni. Tato vlastnost
velmi zjednoduSuje hledani feSeni optimalizani ulohy, a proto byvéa vyuzivdna pro generovani
pohybu v prumyslovych algoritmech a knihovnach motion control [81].

Pokud uvazujeme t-optimalni fizeni s omezenim na stavové proménné, potom kromé predchoziho
muze jeste nastat ptipad, kdy ani jeden aktuator nemusi pracovat na hranici svého rozsahu. To mlze
nastat v piipadé¢ omezeni rychlosti systému takovou funkci, jejiz strmost je mensSi nez maximalni
mozna, kterou lze systémem vykonat. Potom aktuatory budou pracovat tak, aby se stav systému
pohyboval po této omezujici kiivce rychlosti, dokud ji nebude tieba opustit smérem k Zadanému
koncovému stavu nebo za Ucelem respektovani dalSich omezeni. Stav systému pohybujici se na
n¢jaké omezujici kiivce je v odborné literatufe nazyvan dynamickou singularitou [42],[112]. Dany
bod na omezujici kiivce je singularnim bodem. Posloupnost vice bodl je singularnim obloukem.
V tomto piipadé totiz neplati vlastnosti bang-bang Fizeni. Rizeni je zcela specifikovano strmosti
omezujici kiivky. Jestlize omezujici kiivka vyplyva pouze z omezeni na sily a momenty aktuatori
(a neuvazujeme omezeni na rychlost), potom Ize tato omezeni modifikovat tak, Ze mnozZina téchto
omezeni je takzvanou striktné konvexni mnozinou'. Pro t-optimalni ulohu s témito vlastnostmi Ize
dokazat, ze fizeni bude opét pouze typu bang-bang a nebude obsahovat zddnou dynamickou
singularitu [91].

Nalezeni optimdlniho feSeni pro ulohy s omezenym stavovym prostorem je dodnes jednou
omezujici podminky, je vétSinou narocné. Nicméné v praktickych aplikacich se setkavdme pravé
s témito typy uloh. Zajimavy piistup uvedl S.S.L.Chang v roce 1963,[26]. Poukdzal na své
zkuSenosti z vyzkumu v U.S. Air Force a zdiraznil, ze v praktickych aplikacich neni vhodné
uvazovat zrychleni za neomezenou funkci a také, Ze jeji strmost je vyznamnou veli¢inou. Zabyval
se linearnimi systémy jejichz fidici veli¢ina ma nejen omezenou absolutni hodnotu, ale 1 strmost.
Fakticky tak ptevedl problém casové optimalniho pohybu mezi dvéma body s omezenim vstupni
veli¢iny na problém fizeni systému tiettho fadu s omezenim jedné slozky stavu. Nalezl feSeni
t-optimalniho fizeni pro linearni systémy s omezenou strmosti vstupnich veli¢in. Odvozeni provedl
bez vyuziti Pontryaginova principu maxima. Za zminku stoji 1 pfistup pomoci linedrniho
programovani [111], do n¢hoz je mozné zahrnout stavova omezeni. Bohuzel vypocetni narocnost

1 Standardné je mnozina omezeni uvazovana jako n-dimenzionalni polyhedron, ktery je pouze
konvexni mnozinou, nikoli striktné konvexni.
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prozatim zamezuje pouZiti v real-time aplikacich. Poznamenejme ale, Ze jeho moZnosti z hlediska
zmén omezeni v priabehu pohybu a napojovani jsou velmi zajimavé.

Do soucasnosti vzniklo mnoho dalSich zajimavych pfistupi, jejichz zédkladni mySlenky budou
nastinény v kapitole 3.

OPTIMALNI RiZENi A DIFERENCIALNI GEOMETRIE

V optimélnim fizeni obecné sehrava velkou roli diferencidlni geometrie a Riemanntiv prostor [12].
Ukézalo se, ze nutné podminky optimality Ize pievést do geometrickych podminek pro jisté
definované mnoziny. Systematicka studie kiivek (geodetik) v Riemannové prostoru, které
minimalizuji svoji délku, vedla az k zobecnéni Pontryaginova principu maxima [103]. Dalsi
z podnétli vySel od R. Brocketta, ktery poukézal na to, zZe systém fizeni miizeme chapat jako systém
vektorovych poli. To vedlo k modifikaci Pontryaginova principu do tvaru, ktery neni zavisly na
soufadném systému [102]. Problém omezeni je i v této oblasti velkou piekdzkou a neni doteSen.
I tak je tato oblast optimalniho fizeni v posledni dobé nejvice rozvijena. K préci s t€émito pristupy je
zapotfebi mnoho znalosti z odvétvi Riemannovské geometrie, Lieovy algebry, teorie konexi,
geodetik a dalSich.

1.2  Uvop po GROBNEROVY BAZE

Teorie Grobnerovy baze (GB) byla piivodné vytvotena jako nastroj v oblasti algebraické geometrie.
Nicmén¢ postupem Casu se ukazalo, jak obrovskou oblast plsobeni tato teorie pokryva. Kromé
oblasti matematiky ji nalezneme ve vypocetnich oborech, statistice, bio-informatice, v teorii
systémd, atd. Je az s podivem, kolik problémt z tolika odlisnych obort je mozné ptevést na jeden
aten samy matematicky problém, teorii Grobnerovych bazi. Jakmile je mozZzné transformovat
puvodni tlohu do oblasti polynomil vice proménnych, definovanych na polynomialnim okruhu,
potom je tato uloha kandidatem na vyuziti GB.

Teorie Grobnerovy baze je Sirokou oblasti pokryvajici pole linearni a diferencidlni algebry. Jsou ji
vénovany dlouhé staté v €lancich, odbornych publikacich, a v posledni dob¢ je soucésti kazdého
pokrocilejsiho matematického softwaru. My se pro naSe ucely soustfedime pouze na zékladni teorii
a jeji duasledky, které jsou podstatné pro pochopeni dalSich kapitol a vyuziti v praktickych
aplikacich. V nasledujicim textu bude stru¢né uvedena historie GB a nastinény zéakladni vlastnosti
a moznosti jejiho vyuziti. Detailné;jsi pfedstaveni GB bude provedeno v kapitole 2.

1.2.1 HisTORICKE KORENY GROBNEROVY BAZE

Grobnerova baze je relativné mladou oblasti matematiky. Za jejim objevem je mozné nalézt dvé
vyznamné tvare.

Wolfgang Grobner (1899 — 1980), rakousky matematik.

Zacal studovat strojirenstvi, ale v roce 1929 piesel na studium matematiky. Svoji dizertacni praci
nazvanou ,,Ein Beitrag zum Problem der Minimalbasen‘ napsal v roce 1932 na videnské
Univerzité. Po promoci pokracoval ve studiich pod vedenim Emmy Noetherové (komutativni
algebra). Pod jeho vedenim vznikl v roce 1965 pojem Grobnerova baze.
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Bruno Buchberger (1942), rakousky matematik.

Profesor vypocetni matematiky na Univerzit¢ Johannese Keplera v Linzi. V roce 1965 zavedl teorii
Casopis Journal of Symbolic Computation, ktery se stal nejvazenéjSim periodikem na poli vypocetni
algebry. V roce 1987 byl ocenén a posazen do cela vyzkumného institutu pro symbolické vypocty
(RISC). Za teorii Grobnerovy baze ziskal v roce 2007 ocenéni ACM Paris Kanellakis Theory and
Practice Award. Byl také ocenén zlatym fadem Golden Medal of Honor. Ziskal Cestny doktorat od
University of Nijmegen (1993) a West University of Timisoara (2000).

Analogicky koncept pro lokdlni okruhy vymyslel nezavisle na Brunovi Buchbergerovi Heisuke
Hironaka v roce 1964, ktery jej pojmenoval standardni bdze. Analogicka teorie pro Lieovu algebru
byla vymyS$lena A.I.Shirshovem v roce 1962, ale jeho prace zlstala dlouho ukryta pod plastém
tehdejSiho Sovétského svazu.

1.2.2 Co JE To GROBNEROVA BAZE

Z laického pohledu, bez uvazovani znalosti potiebného matematického aparatu, miizeme fict, Ze pro
danou soustavu polynomidlnich rovnic je Grobnerova baze specialni bazi, obsahujici vSechna feseni
puvodni soustavy. Navic se tato baze vyznacuje nékterymi uzitecnymi vlastnostmi.

MtuZeme ji vnimat jako nelinedrni zobecnéni:
- Euklidovského algoritmu pro vypocet nejvetsiho spolecného délitele
— Gaussovy eliminace
— linedrniho programovani

a to vSe pro polynomy ve vice prom&nnych.

ELEMENTARNI PRIKLAD

Pro lepsi pfedstavu se podivejme na nasledujici soustavu rovnic jedné promeénné
F={f,,f,JcR[x] apokusme se najit feSeni této soustavy

fii —2x+x’—x’=0

[y —1+x’=0
Hledame takovou mnozinu redlnych Cisel, kterd je tvofena spolecnymi kotfeny obou polynomd,
neboli hleddme kotfeny nejvétsiho spolecného délitele (n.s.d.) obou polynomt. Vime, Ze n.s.d. bude
generatorem feSeni soustavy rovnic F ve tvaru polynomu minimalniho stupné. Rozhodujicim
faktorem pii déleni polynoma je uspotradani jednotlivych ¢lenti v polynomu. V piipadé polynomut
jedné proménné, existuje pouze jedno mozné uspotadani, a to podle stupné ¢lend polynomu.
Soustavu F pted procesem déleni usporaddme

fi: xX’=x’-2x=0
1, x'—1=0
Protoze pracujeme s polynomy v jedné proménné, mlzeme pro nalezeni n.s.d. vyuzit zndmy
Euklidav algoritmus:
vstup: a,b: st(a)=st(b)
vystup: nejvétsi spolecny délitel - nsd
krok 1: vypocti zbytek po déleni mod :=a\b
krok 2: pokud mod #0 , potom a:=b,b:=mod , ajdi zpét na krok 1.
pokud mod =0 potom nsd =b, konec algoritmu.
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V naSem ptikladu dostadvame

3 2
a: x —x-—2x

b: \x’=1
mod : x+1 - a: x—1
b: \x+1
mod : 0 = nsd:= b=x+1

Koften vysledného polynomu tvoii tzv. algebraickou varietu V ( f, f,) .

2 10 123

Obrdzek 1.5: Algebraicka varieta soustavy F.

Grobnerova baze popisuje podobnou strukturu pro polynomy ve vice proménnych. Generatory GB
generuji mnozinu polynomt, jejichz spoleénymi kofeny je varieta V. Pokud bychom aplikovali
teorii GB na tento jednoduchy piiklad dvou polynomt jedné proménné, dostali bychom samoziejmé
totozny vysledek, G={x+1]. Avsak na rozdil od Euklidovského algoritmu neni Grébnerova baze
teoreticky omezena ani poctem proménnych, ani poctem rovnic. Navic v oblasti polynomii vice
promé&nnych pifinasi dalsi uzite¢né vlastnosti.

APLIKACNI PUSOBNOST GROBNEROVY BAZE

Hlavni silou GB je moznost feSit (a to i obecné) soustavy polynomidlnich rovnic o vice
proménnych. Definovat, zda feSeni existuji, urcit jejich pocet a usnadnit jejich vycisleni. Najit bazi
generatort téchto feseni.
Mezi problémy, feSitelné pomoci GB, patii:

— linedrni diofantické rovnice s polynomialnimi koeficienty ("syzigies")

— Hilbertovy funkce

— algebraické vztahy mezi polynomy

— implicitizace

— problém eliminace proménnych

— inverzni polynomidlni zobrazeni

— urceni zda f* je prvkem daného idedlu /
Na poli teorie systémtl se GB uplatituje zejména pro:

— navrh FIR/IIR filtra

- faktorizace polynomialnich matic vice proménnych

- test na stabilitu, fiditelnost, pozorovatelnost, detekovatelnost, dosazitelnost

— optimalni fizeni

— teSeni Cauchyova problému pro diskrétni systémy



28 1 Uvod

Postup APLIKACE GROBNEROVY BAZE

Necht’ je dana soustava polynomialnich rovnic F v k|x,, ..., x,| popisujici dany problém.
Obecna strategie je dana nasledujicim postupem:
- Transformujeme F na jinou soustavu G, nazvanou Grébnerova bdze, kterda se vyznaluje
urcitymi uzite¢nymi vlastnostmi.
- Fa G jsou ekvivalentni, tzn. generuji stejnou varietu, stejné fesent.
- Diky ,,uziteénym* vlastnostem G, je mnoho problémul téZko feSitelnych na mnoziné F
»snadno* fesitelnych na mnoziné G.
- Nalezené feseni v G prevedeme zpét do F.

NALEZENi GROBNEROVY BAZE (VYPOCETNI A CASOVE NAROKY)

Nalézt GB neni vZdy snadné. Vypocetni ndrocnost a z ni vyplyvajici ¢asova narocnost zavisi
na mnoha aspektech, se kterymi se seznamime dale. Nicmén¢ algoritmy pro jeji nalezeni jsou
neustale zdokonalovany [36],[48], pfiloha A. Zde pouze poznamenejme, zZe od prvniho algoritmu
pro nalezeni GB se €as vypoctu pomoci novych algoritma zkratil mnohondsobné.

GROBNEROVA BAZE A TEORIE RiZENi{

Mnoho problémi v teorii fizeni je zaloZzeno na popisu pomoci polynomiélnich rovnic a jejich feseni.
Samoziejmé& mnoho téchto problémil je mozné fesit 1 dalSimi postupy. Ale v ne€kterych ptipadech je
feSeni na piivodni mnoziné F tak slozit¢ nebo téméf neuchopitelné a GB je jednou z mala metod,
kterd umoznuje nalézt odpovédi na otazky typu zda feSeni viibec existuje, kolik jich je a usnadnit
jejich vycisleni [7],[90].

1.3 HLAVNI CILE A VYSLEDKY PRACE

Tato prace se soustied’'uje na druhou Uroven planovani pohybu, tedy planovani pohybu podél
geometrické cesty. V praci se omezime na jednu z hlavnich uloh robotiky a produk¢nich systémd,
planovani pohybu se striktnim respektovanim vSech pohybovych omezeni. Nékteré vysledky prace
vykazuji vlastnost ¢asové optimality, jejiz podminky jsou vyuzivany jako kritérium kvality pro
generovani pohybu. Casova optimalita/sub-optimalita je sekundarnim vysledkem planovaciho
algoritmu. V kapitole 3 bude vysvétleno, pro¢ bylo zvoleno pravé toto kritérium kvality.

Pro tuto praci byly vytyCeny dva zékladni cile.

Prvnim cilem bylo seznamit se s relativné novou teorii z oblasti algebraické geometrie, teorii
Grobnerovy baze. Ta umi pracovat s polynomy vice proménnych a umoziuje fesit polynomialni
soustavy rovnic. Velkou prednosti je algoritmizovatelnost uloh, které se daji na problém feSeni
polynomialnich soustav prevést.

Prvni ¢ast prace se vénuje uvodu do této problematiky. Nékteré novejsi vysledky, vyuzitelné pro
hlubsi pochopeni teorie, jsou uvedeny v apendixu A. Algoritmy pro praci s Grobnerovou bazi
je dnes mozné nalézt a vyuzit ve vSech matematickych nastrojich jako jsou Maple, Mathematica,
Macsyma, Magma a Derive. Sofistikovan¢j$imi néstroji v oblasti vypocetni algebry jsou naptiklad



1.3 Hlavni cile a vysledky prace 29

CoCoA, Singular, Macaulay. Tento vycet pouze dokazuje, Ze GB je vyznamnym vysledkem
v oblasti vypocetni algebry. V nékterych vySe zminovanych nastrojich je pti hledani feSeni soustav
polynomidlnich rovnic automaticky vyuzivano Grébnerovy baze, aniz by to uZivatel v&dél.
Druhym cilem bylo vytvofit generator fidicich trajektorii pro ulohy fizeni pohybu. Hlavni
pozadavky na algoritmus byly:

— generovani trajektorii polohy, rychlosti, zrychleni

- respektovani vSech pohybovych omezeni, véetné omezeni na strmost zrychleni

— moznosti napojovani dil¢ich trajektorii

~ moznost spojitého piechodu mezi libovolnymi stavy v prostoru [s(¢),v(z),a(z)]

- nizka vypocetni narocnost

- nezavislost na vzorkovaci frekvenci

- optimalizace nékterého kritéria kvality
V druhé c¢asti prace je proveden detailni rozbor feSeni tllohy planovani pohybu s vySe zminénymi
pozadavky. Pro kritérium kvality byla zvolena ¢asova optimalita, ze které apriori vyplyva struktura

fizeni. To umoznuje zjednodusit Ulohu ve smyslu lepsi algoritmizovatelnosti s vyuzitim
algebraickych technik GB.

Hlavnim vysledkem prace je analyticky algoritmus, pojmenovany GBAVS (General/Grobner
BAVS?®), ktery pro konstantni hodnoty vSech omezeni generuje spojité trajektorie polohy, rychlosti
a zrychleni pro pohyb mezi libovolnymi stavy. Algoritmus pracuje vzhledem ke konstantnim
omezenim 1 v takzvanych singularnich bodech nebo obloucich, kde nékteré standardni algoritmy
selhdvaji [112]. Dnes je tento algoritmus jiz implementovan do fidiciho softwaru REX jako jeden
z algoritmii pro Open loop motion control, vyvijeném na nasem pracovisti.

Hlavni pfednosti algoritmu GBAVS:
— analytické feSeni problému v explicitnim tvaru
- nezavislost na vzorkovaci frekvenci a maléd pamétova naro¢nost
~  moZnost spojitého prechodu mezi libovolnymi stavy v prostoru [s(),v(¢),a(t)]
- respektovani omezeni | (¢)|<BM (Jerk), —DM <a(t)<AM, |v(t)|<VM
— moznost hladkého napojovani fidicich trajektorii v poloze s(7) 1 rychlosti v(7)
- moznost pfeplanovani trajektorie béhem pohybu systému
— Casova optimalita pfechodu mezi stavy vzhledem k uvazovanym omezenim
- algoritmus neobsahuje zadné cykly ani jiné vypocetni smycky, jejichz vypocetni doba zavisi
na presnosti hledaného vysledku (naptiklad metody monte-carlo nebo metody sttelby).

Dals$im vysledkem je nalezeni rozdé€lujici variety pro planovani pohybu z konstantni do konstantni
rychlosti. Ta umoziiuje apriori rozhodnout, kterd ze dvou ptipustnych strategii fizeni obsahuje
hledané¢ feSeni, a tedy dvojnasobné zkratit ¢as vypoctu algoritmu GBAV'S.

Posledni ¢ast prace se vénuje Uloze planovani pohybu s proménnymi omezenimi podél
specifikované cesty. Ukazuje se, ze tento problém nelze obecné fesSit analytickymi prostiedky a je
tteba vyuzit numerickych metod. Cilem bylo nalézt vypocetné nendro¢né procedury, jejichz doba
vypoctu nebude zavisld na piesnosti vysledku. Pro generdtor respektujici omezeni na rychlost
a zrychleni byly nalezeny jednoduché algoritmy vyuZivajici analytickych postupti, které je mozné
vyuzit 1 v real-time aplikacich. Doba vypoctu je zavisla pouze na mnozstvi vzorkl limitnich kiivek.
Algoritmy opét neobsahuji Zadné cykly.

2 BAVS je oznaceni standardniho generatoru pohybu, vyuzivajiciho fetézec integratorti a t-optimalni strategii fizeni.



There is nothing more practical than a good theory.
L. Boltzmann



2 GROBNEROVA BAZE - PRIPRAVNA KAPITOLA

Tato kapitola by méla tvofit uceleny tivod do teorie Grobnerovy baze, jakozto soucast vypocetni
algebraické geometrie a komutativni algebry. Na dikladné porozuméni budeme potfebovat néco
malo z teorie komutativni algebry. Zaméfime se na idealy na polynomialnim okruhu a afinni variety
(ktivky, plochy a objekty vyssi dimenze). Zavedeme pojmy jako usporadani monomii, S-polynom,
faktorovy okruh. Zobecnime déleni polynomil jedné proménné na polynomy ve vice proménnych.
Vysvétlime pojem Grobnerova baze a redukovana Grobnerova baze. Predstavime Buchbergeriv
algoritmus pro jeji nalezeni a sezndmime se s nékterymi vylepSenimi, jejich klady a zépory.
Ukézeme na nékteré aplikace v oblasti vypocetni algebraické geometrie. Také se podivame na vztah
Grobnerovy baze s dimenzi variet. Uvod do této problematiky bude doprovazen piiklady a odkazy
na publikace s detailnéjSim zpracovanim. Vzhledem k obsédhlosti této problematiky je nutné
uvazovat mnoho zékladnich pojmii za zndmé. Pro Gplné porozuméni textu je tedy nutnd zakladni
znalost z linearni algebry a teorie funkci jedné proménné. Uvod do této oblasti 1ze nalézt naptiklad
v [82].

V({fl,fz, ,fs}) = afinni varieta

{

1I(V) = vsechny
polynomy které na
dané variet¢é zaniknou

I({flrfz: ,,_,fs})z

vS§echny polynomy

v

=feSeni soustavy

v§echny polynomy
na polynomialnim
okuhu k[x,,...,x,]

.....

fio S [ — (érézmerova baze
algebraické upravy =g, g8}

Obrazek 2.1: Vztah idealu, variety a Grobnerovy baze, prevzato z [74].
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2.1 PorLynoM, VARIETA, IDEAL

Nejprve je tieba zavést zdkladni elementy algebraické geometrie, jako je polynom, ideal a varieta
nad komutativnim té€lesem komplexnich ¢isel. Pro zjednoduseni zapisu budeme komutativni téleso
dale nazyvat pouze télesem.

2.1.1 AFINNi PROSTOR
Definice 2.1. Necht je dano teleso k a kladné celé cislo n. Afinnim prostorem nad k je mnozina

definovana jako k"=|(c,,...,c,):c,,...,c,Ek}.

Ptikladem mtize byt afinni plocha R* .

Definice 2.2. Monom x° v okruhu k[x,,..,x,| je definovin jako soucin ve tvaru
a

x“=x{"x3-xy, kde vSechny exponenty jsou nezdporna celd cisla. Celkovy stupeii monomu je

dan souctem exponentii Z a, i=1,2,..,n.

Definice 2.3. Polynom f v promennych X,,...,X, je dan konecnou linearni kombinaci monomui,
zapsan jako f=Y ¢, x*, c,€k
a

Ptikladem takové linearni kombinace vice proménnych miize byt polynom v €| x, v, z| ve tvaru

f=x’yz*=3y’z+6y’2’ 2.1)

Pro uplnost jesté pripomeneme pojem algebraicky uzaviené téleso. Podivejme se na nasledujici
rovnici

x*+1=0, (2.2)

definovanou nad télesem realnych cisel IR. VyfeSenim rovnice zjistime, ze kofeny jiz nelezi
v télese R, ale v télese komplexnich ¢isel C. Je tedy mozné nad télesem redlnych Cisel definovat

vvvvv

je t€leso € nazyvano algebraicky uzaviené. Pro t€leso k=RcC je t€leso C tzv. algebraickym
uzaverem k .

2.1.2 AFINNi VARIETY A JEJICH PARAMETRIZACE

Definice 2.4. Necht je mnozina polynomii F=\f,,...,f,} definovina v kl|x,,...,x,|. Potom
afinni varietou V (F) nazveme mnoZinu vsech reseni

V(F):[(cl,...,c,l)EE":f,»(cl,...,c,,):O provsechna f,EF}. (2.3)
Ptikladem variety miize byt varieta definovana soustavou polynomialnich rovnic, obrazek 2.3a:
V(F)=(f1. f2)=(y=x",z=x")=R[x,y, z]. (2:4)

Zde je na misté polozit si nékolik zakladnich otazek:
— Lze urcit, zda je varieta neprazdna, tj. soustava ma feSeni?
— Lze urcit, zda je varieta kone¢nym objektem a kdyz ano, 1ze nalézt vSechna feSeni?
— Lze uréit dimenzi variety?
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Odpovéd’ na vSechny piedchozi otazky je kladna a néstrojem, ktery ndm tuto odpoveéd poskytne,
je Grobnerova baze, coz uvidime pozdé;ji.

PARAMETRIZACE VARIETY

Parametrizace variety, neboli pifevedeni geometrického (implicitniho) popisu do ,vice
algebraického je vhodné, pokud chceme néjakym zplisobem popsat (parametrizovat) vSechna
feSeni. Pokud mé varieta nekonecné mnoho feSeni, nelze je jednoduse vypsat a je nutné vyuzit
parametrizaci. To bohuzel neni mozné vzdy, viz [29].

Parametrizaci variety (2.4) provedeme zavedenim parametru x=¢ ve tvaru

Vix—t,y—t*,z—t)cR[t,x,y,z] (2.5)

Dostali jsme vektor »(¢)=(¢,¢,¢) . Nyni fixovdanim parametru ¢ na konkrétni hodnotu dostaneme
konkrétni bod na variet¢ V. Mizeme také parametrizovat plochu teCen piislusnou dané varieté V.
Vime, Ze smér te¢ného vektoru ke kfivee v daném bod& 7 (¢) je dan derivaci r'(¢)=(1,2¢,37).
Parametrizaci plochy tecen je tedy vektor

r()+ur' (O)=(t+u,’+2tu,+3¢°u), (2.6)
kde u je dalsi parametr, kterym se pohybujeme po plose, obrazek 2.2.

Vylou¢enim parametrt ¢ a u dostaneme implicitni popis plochy tecen ve tvaru

—4x’ z43x° Y’ =4y’ +6xyz—2"=0. (2.7)

Parametrizace variet a jejich teCnych ploch (nadploch) je pfinosna zejména v popisu kiivek
v pocitacové technice. Takzvané Bezierovy nebo B-spline kiivky [80] vyuZzivajici parametrizaci
jsou neoddé¢litelnou soucasti vyvojovych a designovych nastrojii typu CAGD. Také jsou velmi Casto
vyuzivany pro planovani pohybu.

1.0

-1.0
Obrazek 2.2: Varieta V(F) a jeji tecny prostor.
Nyni se znovu podivejme na varietu (2.4). Vime, Ze vSechny spolecné kotfeny funkci
{ y—x2 ,Z —x3} , které nalezi varieté V, jsou pfedmétem naseho zdjmu. MnoZina bodu tvofici varietu
neni ale jednoznaéné definovadna soustavou polynomialnich rovnic F={f,,...,f,} . Stejnou
varietu V' generuje napiiklad i soustava rovnic

F'={z—xy,y'—xz}, (2.8)
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viz totoznd parametrizace, obrazek 2.3.

Okamzité vyvstanou otazky:
— Jsou zde nulové i dalsi funkce?
- Jak je miZeme najit?
- Existuje néjaka baze téchto funkci?
Pro odpovéd na vyse uvedené otazky budeme potiebovat dals$i pojem algebry, ktery nyni zavedeme.

-1.0 1.0
a) Varieta definovana soustavou (2.4) b) Varieta definovana soustavou (2.8)

Obrazek 2.3: Totozné variety generované prunikem odlisnych afinnich ploch.

2.1.3 IpEAL
Definujeme zékladni algebraicky objekt.

Definice 2.5. Podmnozina I1<k|x,,...,x,| je idedlem pokud spliiuje ndsledujici viastnosti:
1. 0el
2. Jestlize f,g€l, pak f+g€l
3. Jestlize f€l a p€k|x,,..,x,|, pak p-feL

Neformalné tedy, jestlize F je néjaka mnozina polynomu (fien 1)), potom ideal, generovany
touto mnozinou, je mnozina (F) obsahujici v§echny linearni kombinace

<F>={p1f1+...prfr:fl,...,freF a pl,...,pFEk[xl,...,xn]}. (2.9)

Klasickym ptikladem ideéalu je ideal frowr froek]x), .0, x,] generovany konecnou mnozinou
polynomt [y, ..., f,€k[x, ..., x,] . Pokud nahradime mnozinu F (2.4) jinou mnozinou F' (2.8),
ktera generuje stejny idedl, varieta V(F) se nezméni. To je velmi vyznamny fakt potvrzujici,
Ze varieta je definovana ide4lem, nikoli soustavou rovnic. Mizeme tedy pfechazet mezi generatory
idealu, aniz bychom ovlivnili jeho varietu.

Véta 2.1 (Hilbert's Basis). Kazdy idedl 1ck|x,,...,x,| md konecnou mnoZinu generdatorii, neboli
I1=(g, ....g,)  kde g,,...,g €L
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Véta je nepostradatelnou soucdsti teorie Grobnerovy baze, ktera je specidlnim piipadem bazové
mnoziny generatorl. Dlikaz lze nalézt v [29].

Definice  2.6.  Necht Vck"  je afinni  varietou.  Potom  zavedeme  objekt
I1(V)={fe€k|x,, ....x,|: f(c,,....c,)=0 provsechny (c,,...,c,)EV].

Lemma. Jestlize Vck” je afinni varietou, potom I(V)ck|x,,..,x,| je ideil a budeme jej
nazyvat idedl variety V.

Pozndmka. 1deél variety I (V) je nejvétsi podmnozina k[x,,...,x,| takovd, Zze viechny polynomy
této podmnoziny zaniknou na varieté V.

Vratme se jest¢ jednou k varieté (2.4) a podivejme se na vztah mezi idedlem generovanym
polynomy (F) a idedlem generovanym varietou (V). Dokazme, ze I(V)=(y—x’,z—x"),
neboli, ze mnozina line4drnich kombinaci obou polynomi popisuje stejnou mnozinu jako idedl jejich
variety, a je tedy nejvétsi podmnozinou bazovych funkci.

Nejprve dokazme, ze (F)cI (V). Predpokladejme né&jaky polynom f(x,y,z), ktery je linearni
kombinaci f,f,,atedy fe(F).Navariet® V(f , f,) zaniknou oba polynomy f,f,, atedy
ijejich linearni kombinace, tzn. f€I(V(f,,....f,)) . Z variety (2.4) vime, Ze agkoli polynomy
nemusi byt bazovymi funkcemi variety, generuji varietu, a tedy i jeji idedl. Protoze oba polynomy
generuji také ideal (F) , musi platit

h(y=x>)+hy(z—x)) €Il(V) = (y—x",z—x")cI(V).

Na dokazani opaéné inkluze I(V)c(F) vyuZijeme parametrizaci (2.5). Musime dokazat,
ze mnozina linearnich kombinaci obou polynomtli generujicich varietu (feSeni) je prvkem idealu
(F). 1\41}51 tgdy platit, Ze oba polynomy generujici varietu déli polynom f(x,y,z) beze zbytku,
neboli f'/+/2'=( . Vyuzitim parametrizace (2.5) dostaneme

F(t, 8, 0)=h (=) +hy (£ =) +r

f(t, 6, 0)=h-0+hy0+r.

Vidime, ze polynom f bude beze zbytku redukovan pravé pokud bude »=0 . Tim je dikaz hotov.

Timto postupem lze ovéfit, zda je dany polynom f prvkem ideélu /. Tento postup bohuzel zavisi na
parametrizaci, ktera, jak jiz bylo uvedeno, neni vzdy mozna. Nastésti je mozné rozhodnout i bez
pouZiti parametrizace, a to pravé vyuzitim Grobnerovy baze a zobecnéného déliciho algoritmu pro
polynomy vice proménnych, coz uvidime dale. Zavérem je ptirozené se zeptat, zda rovnost

TV (fros fN=S 1 f0) (2.10)
plati obecné. Odpovime jednoduchym ptikladem.

Spottéme [ (V¥ (x*,y%)). Varieta V(x*, y*)={(0,0)] . Nejvétsi mnozinou generujici idedl pocatku
(0,0) je ale [x, y], neboli

LV (", y)=(x, ). (2.11)
Uvédomime-li si, ze naptiklad x¢&(x’, y*), nebot linearni kombinace h,x’+hy,y" nemize byt
nizgiho tadu nez 2, je tedy ziejmé, ze I(V (x°, y*))2(x*, y*).
Z vyse uvedeného vyplyva, ze rovnost (2.10) obecné neplati. Hilbertiv Nullstellensatz, se kterym

se blize seznamime v podkapitole 2.5, davé pfesnou odpovéd’ na vztah mezi idedlem generovanym
polynomy a idealem generovanym varietou.
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2.2  USPORADANI A REDUKCE POLYNOMU ViCE PROMENNYCH

Z ptedchozi podkapitoly vyplyva, Ze reprezentace idealu ve smyslu generatori neni jednoznacna.
Pro nalezeni baze s ur¢itymi algoritmickymi vlastnostmi je zapotiebi sestrojit obecny algoritmus
pro d€leni polynomt vice proménnych. Nejprve je ale tfeba teorie o uspotadani ¢lent v polynomech
vice proménnych, podobné jako je tomu u polynoml jedné proménné, kde je vyuzivano
lexikografického usporadani podle stupné

2 1
l<x<x'<..<x"<x""'<..

2.2.1 USPORADANI

U polynomt vice proménnych plijde o uspoifdddni monomi pifiCemz moznosti uspoiadani je
nekoneéné mnoho. Nicméné nékterd uspotradani jsou urcitym zpisobem vyhodnéj$i a vhodna
v daném kontextu pro konstrukci Grobnerovy baze. Dvé z nejCastéji pouzivanych usporadani jsou
lexikografické uspotaddani (Lex Order) a usporadani, které¢ uvazuje také celkovy stupet monomu
(Graded Reverse Lex Order).

4 CISTE® LEXIKOGRAFICKE USPORADANI (LEX, PLEX)

Definice 2.7. Necht a=(a,,..,a,) a b=(b,,..,b,)€Z",. Rekneme, Ze a,>b pokud
v rozdilovém vektoru a—beZ’.,, je prvni nenulovy prvek zleva kladny. Potom zapiSeme vztah mezi

a b

monomy takto X > X .
v 3.3 3.2 4
Napitiklad: x" y'z ,>x"y 2.

Moznosti, jak sefadit monomy, je mnoho a nékdy je obtizné najit vyhodné uspofadani pro snazsi
vypocet Grobnerovy baze. Charakteristickym znakem tohoto uspofadani ve vypoctu GB je, ze
dochdzi k eliminaci proménnych v polynomech GB. Neboli, feSeni soustavy je mozno nalézt
postupnou substituci, stejn¢ tak jako v Gaussové eliminaci. GB garantuje nalezeni vSech koteni.
,.Cisté* lexikografické uspofadani je povazovano nékterymi autory jako neefektivni [83],[36],
davajici ptiklady problémi kde nalezeni GB je nezdolné. Muze byt ale pouzito reverzniho
lexikografického uspofadani podle stupné k nalezeni GB a poté pomoci algoritmu Grébner walk,
viz ptiloha A, ptfevedeno na GB danou v lexikografickém uspotadani.

REVERZNi LEXIKOGRAFICKE USPORADANI PODLE STUPNE (GREVLEX)

Definice 2.8. Nech! a=(a,,..,a,) a b=(b,,...,b,)EZ",. Rekneme, *¢ a >b pokud

grevlex

|la|= z a, > lb|= Z b,, nebo la|=|b| a v rozdilovém vektoru a—beZ’, je prvni nenulovy prvek

i=1 i=1

, ’ v . b

zprava zaporny. Potom zapiSeme vztah mezi monomy takto x* ;> X" .
wr . .33 3.2 4
Napiiklad: x” Y z <g e X V' 2.

Vypocet GB s timto uspofadanim je zpravidla nejrychlejsi. Greviex uspotadani byva vychozim
typem usporddani vSech algoritmi zabyvajicich se pfechodem od GB s respektovanim greviex
usporadani k ostatnim typim.

Podivejme se jesté na piiklad usporadani polynomu f=x"y’4+3x’ y—5xy'—y €k|x, y]
a seznamme se s terminologii vyuzivanou pro usporadani monomt v polynomech.
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Definice 2.9. Necht' je dan nenulovy polynom f zz c,x", c,€k a zpiisob usporadani

monomii >. Potom definujeme nasledujici objekty:

multistuperi f je
multideg ( f)=max(a€Z%, : c,#0)

wrt.>
vedouci koeficient f je
Lc(f)zcmumdeg(f) €k
vedouci (hlavni) monom fje

IM (f): xmultideg(f)
vedouci (hlavni) ¢len f je

in (f)=LC(f)-LM (f).

Vedouci ¢leny v polynomu budeme déle v textu znacit podtrzenim. OdlisSnym uspofadanim tedy
dostaneme:

f=x V' +3x y=5xy—y’, x>,.v,kde multideg( /)=(3.2), LC(f)=1
LM (f)=x"y", in(f)=x"y

f:QLS—Sxy3+x3y2+3x3y, y>lexx7kde multldeg(f):(O,S), LC(f):_l
LM (f)=y", in{f)==V

[==Y 42 Y =55y’ 43Xy, p >0 X, kde multideg(£)=(0,5), LC(f)=~1
LM (f)=y", in(f)==y

Dal$imi vyuzivanymi typy uspofadani jsou napiiklad:
* vaZené uspoiadani (wdeg)
* uspoiadani podle absolutniho stupné (grlex, tdeg)
* eliminacni usporadani (lexdeg)
* maticové usporadani (matrix)

Pro podrobnéjsi popis téchto typi usporadani odkazeme Ctenare na [67].

2.2.2 REDUKCE POLYNOMU VICE PROMENNYCH

Nyni je tieba rozsifit klasicky algoritmus déleni polynomii v k| x| pro polynomy vice promé&nnych,
definovanych v k[x,,...,x,|. Cilem je vyjadfit polynom f€k|x,,...,x,| pomoci mnoZiny

polynomt F=(f,,.., [}, f,€klx,,....,x,],i€{l,...,s}, a to jako jejich linearni kombinaci a
zbytek po déleni f €k[x,,...,x,]

f=a fi+.+a, f+f" (2.12)
Zakladni idea procesu déleni je stejnd jako v pfipadé polynomu jedné proménné. Necht je dano
uspofadani ¢lend <. SnaZime se vykratit hlavni ¢len polynomu f tak, Ze napiiklad polynom f,
vynasobime néjakym vhodnym monomem a odecteme od f. Polynom f miZe byt redukovan
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pomoci f,, pokud in_( f,) dé&li in_(f).Potom dostdvame zobrazeni

in_(f)
in(f)

f=r- /s

Priklad. UvaZujme polynomy
f=x=y
(o fad=la=y +y 0" =25+ )7
s respektovanim usporadani x,,> ).
Zajima nas. zda polynom f je linearni kombinaci polynomii {f,,f,] a tedy miiZe byt beze
zbytku redukovan.
=y (x=y Ty eyt =20y )
—x(x=y'+y*+)%)
7 4 2 3
Xy —xy —xy —)y
—y (x=y +y 4y
4 2 3 9 11 14
Xy =Xy -y -y-y +ty
Y=y +ry+1%)
IR SR I
P (x=y + v
PR S S LI I
-y’ (¥’=2y°~y*+y’)  (déleni druhym polynomem )

_y9+2y6+y4_y3
1(0°=2y°—y*+31?)
0

Uspotadanim kofaktori (tu¢né prvky) z procesu déleni dostavame
[=tyT=y" =) f1+(0°=1) £,+0.

Poznamka. Déleni polynomi o vice proménnych je vzdy kone¢ny, ale nejednoznacny proces.
Zélezi na typu pouzitého usporadani.

2.3 GROBNEROVA BAZE

Mezi v§emi moznymi mnoZinami generatort, bazemi generujicimi ideal /, se nachazi specialni tfida
bazi s pozadovanymi algoritmickymi vlastnostmi, Grobnerova baze.

Definice 2.10. Necht je ddno uspordadani monomii. Rekneme, Ze konecnd podmnoZina
G=lg,. ... g idedlul je Grobnerovou bazi, pokud plati:

1. 1=(g,....g,)

2. in(1)=(in(g,),....in.(g,)) .

Véta 2.2. Soustava g, ,..., g, je Grobnerovou bdzi prave tehdy, kdyz pro kazdou fe(g,,...,g,)
existuje jE[1,...,r| takové, ze in_(g,) déli in.(f).
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Priklad. Vyuzijme piedchazejici vétu a podivejme se, zda funkce f,==xy+y,
f,=xy+2y—x—2, generujici ideal

I=(=xy+y,xy+2y—x—2), (2.13)

jsou vzhledem k uspotfadani < pfimo bazovymi funkcemi GB.

grevlex

Z definice GB vidime, ze funkce [, f, vzhledem k danému uspofadéani netvoii GB. Neplati totiz
véta 2.2, ani definice 2.10. Napiiklad vedouci ¢len polynomu f= f+ f,==x+3y =2 ktery patii
do idealu I, nelze generovat vedoucimi ¢&leny idedlu 7, coz je v rozporu s definici. Zadny
z vedoucich €leni idedlu 7 nedéli vedouci ¢len -x, coz je v rozporu s vétou 2.2. Grobnerova baze
avedouci idedl, generovany vedoucimi monomy, vypadaji vzhledem k danému uspoiadani
nasledovné

G-, =lx=3y+2,¥"-y},
i (D=(x,y?), (2.14)
kde jiz vSe plati.
Dalsi Grobnerova baze pro stejny ideal i typ uspotadani, splitujici vSechny ptedpoklady je
G'. =lx=3y+2,2~y, =xp+y}. (2.15)

Tim zjistujeme, ze Grobnerova baze neni ani jednozna¢na, ani nevykazuje pozadavky minimality,
jak slovo baze evokuje. Nicméné pohledem na obé& baze je vidéet, Ze az na tteti rovnici v (2.15) jsou
ob¢ baze shodné. Vedouci ideal baze (2.15) obsahuje navic ¢len —xy, ale ten Ize generovat
i vedoucim idedlem baze (2.14) a tedy se zd4, Ze baze (2.14) by mohla spliiovat pozadavky
minimality a jednoznacnosti. Takovou bazi budeme nazyvat redukovanou Grébnerovou bazi

Poznamka. Grobnerova béaze, dana idedlem 7 a zplisobem usporadani, musi obsahovat nejmensi
prvek idedlu s respektovanim tohoto uspotfadani. Pokud tomu tak neni, Zadny element Grébnerovy
baze nemiize redukovat nejmensi Clen, coz je v rozporu s definici.

2.4 Avrcoritmus (BUCHBERGER)

Kazdy nenulovy ideal / ma Grobnerovu bazi danou zplisobem uspoiadani clenti. Grobnerova baze
tedy existuje vzdy! Odlisné uspofadani mize vést na odliSnou reprezentaci GB, a to nékdy velmi
vyrazné. Ukazali jsme jak zjistit, zda jsou generatory idealu vzhledem k uspotfadani piimo
generatory GB, ¢i nikoli. Nyni se podivejme, jak GB nalézt. Budeme potiebovat dalsi pojem
algebry, stavebni kdmen Buchbergerova algoritmu pro nalezeni GB.

2.4.1 S-poLYNOM

S-polynom S(f,g) je polynom ve tvaru u f—vg, kde f,g€k|x,,...,x,] jsou polynomy
a u,v jsou monomy vybrané takovym zptsobem, ze uin_(f) a vin_(g) jsou rovné nejmensimu
spole¢nému nasobku obou hlavnich ¢lentt in_( 1), in_(g) a tedy v disledku néasledného od¢itani

tyto hlavni ¢leny zaniknou.
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S-polynom mtizeme chéapat jako zobecnéni Gaussovy eliminace.

fx,y,2)=0
g(x,y,z)=0
flx,y,2)=0
glx,y,z)=0
ulx,y,z) f(x,y.z)=vix,y.z)glx.y,2)=0
Vypocet S-polynomu je jadrem Buchbergerovo algoritmu pro nalezeni GB. Nicméné definice a
vyznam GB je nezavisly na S-polynomu, jak jsme jiz vidéli v pfedchozi podkapitole.

Véta 2.3. (Hlavni véta teorie Grobnerovy baze). Soustava F = i [ je Grobnerovou bazi
prave tehdy, kdyz pro kazdou dvojici f, f ,€F plati, Ze S-polynom je plné délitelny soustavou F
neboli S(f,, ;) =0,

Véta 2.4. (Algoritmus). Necht [=(f,..., f,)#{0} je idedl generovany polynomy f,, ..., f,.
Potom Grobnerovu bazi idealu I miizeme nalézt v konecném poctu krokit nasledujicim algoritmem :

vstup: F={f,..., f.}

vstup: Grobnerova baze G={g,,...,g,} prol, FcG
G:=F
REPEAT
G'=G
FOR kazdoudvojici {p,q}, p#q z G DO
$:=8(p.q)°
IF §#0 THEN G:=GU{S}
UNTIL G=G'

Piiklad (Prvni GB). Pro dany ideal I(f,, f,)=(x’y+xy—1,xy’+x") spotteme GB vyse
uvedenym algoritmem. Budeme hledat GB s respektovanim lexikografického uspotadani y, > x .

Gl::{fl’fz}

S(f1, [)=y( y+xy=1)=x(xy'+x")=xy’=y—x’ (2:10)
xy —y—xi(xy+x°, X y+xy—1)
—(xy’+x’) (2.17)
—y=x'=X=S(/, [ 2/,
Gl:{fl’f2’f3} (2.18)

S(fo f)=(y+x")=(xy) (y+x"+27")=x" y+x y—1

protoze S(f,,f,) a f, jsouekvivalentni, je zfejmé, Ze
S(fz:f3)G’:0
S(f1, fH)=(=D)(xy+xy—1)—(=x)(y+x+x)=—xy+14+x"+x* (2.19)
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_xy+x5+x4+1:(f3;f1,f2)
x(y+x’+x°) (2.20)
St 1=85(1, f) 5
Gl:{flle’f3’f4}
S(f1, f)9=0 S(f,, f)°=0 S(f5, [ =0 atedy G' je Grobnerovou bazi
G'=[x"y+xy—1,xy +x°, y+x’+x°, X +2x +x +1]. (2.21)

2.4.2 REpDUKOVANA GROBNEROVA BAZE

Nasli jsme Grobnerovu bazi G’ idedlu . Tato bdze ovSem neni v minimalni formé&, ekvivalentni
s tvarem schodovité matice pro linearni soustavy. K urceni, zda Grobnerova baze je takzvanou plné
redukovanou Grobnerovou bazi, nam pomuze nasledujici véta.

Véta 2.5. Gréobnerova baze G' je redukovanou Grébnerovou bazi G, pokud vsechny polynomy
g, vbazi G' jsou monické a jsou plné redukovany bazemi G'—|{g.} , neboli zadny nevedouci clen

i

polynomii g, neni obsazenv in_(I).

Pozndamka. Lze ukazat, ze redukovana Grobnerova baze, danad lexikografickym uspofadanim,

mozného tadu.
Pokracovani prikladu GB. Nasledujici redukce potvrzuji vyse uvedenou vétu 2.5.
ﬁ(G'_{fl:):O E(G'_{fz}):o ﬁ(G'_{.f3}): y+x3+x2 ﬁ(G'_{.fA}):x5+2x4+x3+ 1

Posledni dva polynomy se jiz nemohou vice redukovat a jsou tedy prvky redukované GB. Druha
rovnice v bazi potvrzuje vyse uvedeny fakt o lexikografickém uspotfadani a jeho vlivu na vyskyt

bazi zapiSeme v nasledujicim tvaru
G={y+x'+x", ¥ +2x*+x’+1]. (2.22)

Poznamka. Ackoli existuje nekonecné mnoho moznosti usporadani monomt, existuje pouze
konecny pocet redukovanych Grobnerovych bazi. Tento zajimavy a netrividlni fakt je popsan
naptiklad v [21].

Pokud pii redukci f,%, £, zachovame kofaktory a uspofdaddme je do matice U, dostaneme
zobrazeni U:G— F ve tvaru

F=UG (2.23)

_[ X 4x -1
- 4 3 2
Xy—x —x" X
Transformaci U: G—F jsme uréili z redukce F¢. Miizeme nalézt také inverzni zobrazeni
C: F—G vetvaru G=CF . Z procesu redukce S-polynomu (2.16) a (2.17) vidime, ze

fi==y fi+x+1)f,. (2.25)
Z redukcee (2.19) a (2.20) S-polynomu S( f,, f,) dostaneme f,=(—1) f,+(x’+x) f;

a tedy

y+x3+x2
5 4 3
X +H2x +x+1

x2y+xy—1

. 2.24
e (224)
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a dosazenim (2.25) za f'; dostavame

fo=(=1—=x"p) f1+ (74227 +x) £
Nyni jiz miZeme sestavit takzvanou matici kofaktorti C, kterd transformuje ptivodni soustavu F na
jeji Grébnerovu bazi

G=CF.
V nasem ptipad€ dostavame
y+x’+xt | -y x+1 X y+xy—1
5 4 3 - 2 3 2 2 2 (226)
X+2x +x+1| |[—l=xy—x"y x+2x"+x Xy +x

Pravé jsme tedy "RUCNE" spocetli prvni a zfejmé i posledni GB véetné obou transformaci
U a C. VSechny dalsi baze uz ziskdme pomoci matematickych nastrojii s implementovanym
Buchbergerovym algoritmem, jako napiiklad Maple, Mathematica, CoCoA, Singular, Macaulay
a dalsi.

2.4.3 KOREKTNOST ALGORITMU

vvvvvv

Grobnerovy baze. Celé sila Grobnerovy baze je zaloZena na této vété a jejim dikazu. Dikaz byl
prvné uveden v doktorské praci Bruno Buchbergera a jeho moderni pojeti je mozné nalézt v [18].
Vyse uvedend véta plati pro libovolnou F, tedy i pro nekonecnou mnozinu. Buchberger také
dokazal, Ze pro libovolné polynomy, pro které plati n.s.n.=in_(f,)in_( f,), redukce S(f,, f,)
modulo f, f, je vzdy rovna 0. Tento fakt nazval produkénim kritériem. Podivame-li se napiiklad
na varietu (2.4) a zavedeme odli$né uspotfadani, potom podle kriteria dostavame

F:(y—xz,z—x3), X o> V> 2z = (—xz)(—x3)7&x3 = F£G
F:(y_xz’Z_XS)’ Vi Ziex™ X = (y (Z)EyZ = F=G

aniz bychom museli pouzit Buchbergertiv algoritmus.

2.4.4 KONECNOST ALGORITMU A DIcKsON's LEMMA

Konecnost algoritmu neni zfejma. Na zacatku algoritmu je sice kone¢ny pocet dvojic, pro které
musime urcit S-polynom, ale v priibéhu vypoctu mize nastat S#0 a S bude pfidano do mnoziny
generatort. Intuitivné se mize zdat, ze poCet polynomi G miize stale nariistat. Ale Ize ukazat,
pomoci Dicksonova lemmatu, Ze tento proces se musi zastavit.

Definice 2.11. Idedl Ick|x,,...,x,]| je monomicky idedl, jestlize existuje podmnozina DcZ",

takova, ze I obsahuje vSechny polynomy, které jsou dany konecnym souctem ve tvaru Z h,x*, kde
a€D

h,€k|x,,....k,| . Potom zapisujeme 1=(x":a€D).

Definice tikd, Ze kazdy polynom je generovan svym monomickym idedlem. Ten je jednoznacné
definovan svymi monomy. Nasledujici véta fikd, Ze kazdy monomicky idedl je generovan
konecnym poctem monomi. Z toho plyne, Ze mnozina generatori Grobnerovy baze nemuize stile
nartstat a Buchbergeriiv algoritmus je konecny.

Dickson's Lemma. Monomicky ideil [=(x":a€D)ck|x| miZe byt zapsin ve tvaru
I=(x"V, .. x"Y), kde a(1),...,a(s)€D, neboli I md konecnou bdzi.
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2.4.5 SpeciALIZACE (GAuss, EUKLEIDES)

Zajimavym faktem je, ze fadkové upravy Gaussovy eliminace na soustavé linearnich rovnic jsou
specialni formou Buchbergerovo algoritmu.

Priklad. Podivejme se na nasledujici soustavu zapsanou v maticovém tvaru

3 -6 —2[0
2 -4 0lo| (2.27)
1 -2 —1/0

Pomoci Gaussovy eliminace pfevedeme soustavu do tvaru

1 -2 —1/0
0 0 110 (2.28)
0O 0 010

a poté do tvaru schodovité matice
1 =2 0|0
0 0 1/0] (2.29)
0 0 0)0

Zéapisem soustavy (2.27) v jazyce idealti dostaneme
I1=3x—6y—2z,2x—4y,x—2y—z)CTk|x,y,z]

jehoz Grobnerova baze vzhledem k lexikografickému uspofadani x>, y>, z

G'=lz,x-2y-z,] (2.30)
je ekvivalentni s (2.28) a redukovana Grobnerova baze
G={z,x-2y} (2.31)

je ekvivalentni s (2.29). DalSim zjednodusenim Buchbergerova algoritmu na pole jednocleni
dostavame Euklidiiv algoritmus, s kterym jsme jiz pracovali v tvodu.

2.5 V0LASTNOSTI A APLIKACE GROBNEROVY BAZE VE VYPOCETNi ALGEBRAICKE
GEOMETRII

Tato kapitola stru¢né nastifiuje n€které standardni problémy a ulohy v algebraické geometrii a na
jednoduchych ptikladech ukazuje vyuziti GB pro feSeni téchto tloh.

2.5.1 DIMENZE VARIETY A FAKTOROVY OKRUH

Grobnerova baze G odhaluje geometrické vlastnosti variety, které nejsou ziejmé z puvodni
soustavy F. Abychom mohli zjistit zda je varieta konecnym objektem a kolik feSeni plvodni
soustava implikuje, nebo urit dimenzi variety, je nutné uvést dalsi definici a zminit nékolik
dilezitych vét. Ty pfinaseji zajimavé souvislosti mezi Grobnerovou bazi a tzv. faktorovym okruhem,
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viz dale. Také odpovidaji na problém rovnosti (2.10).

Definice 2.12. Necht je dan idedl I na polynomidlnim okruhu k|x,,...,x,| a zpiisob uspordadani

monomii > . Monom x“=x{'...xy je nazyvin standardnim, pokud neni obsazen v idedlu in_(1),
generovaném vedoucimi monomy ideadlu 1.

Mnozina té€chto standardnich monomii neobsazenych v in_(I) tvoii tzv. faktorovy okruh
k[x,,..,x, |/ idedlu I. Z piedeslého textu vime, Ze libovolny polynom f €k[x,,...,x,] je mozné
vyjadfit jako

!
fzzpigi_'_fG’ g,‘EG; piek[xl,...,xm],
i=1

kde G je redukovana Grobnerova baze.

Zbytek po déleni f© lezi v k|[x,,..,x,]/I a obsahuje pouze standardni monomy, které nejsou
délitelné hlavnimi ¢leny g;. Mnozina vSech téchto monomt tvoti standardni bazi faktorového
okruhu a kazdy zbytek f° lze vyjadiit jako linearni kombinaci prvki tohoto okruhu.

PRAZDNA VARIETA

Velmi casto se zajimame o takové soustavy rovnic, které maji konecny pocet feSeni. Varieta
je potom konecnym objektem. V takovém piipad¢ je 1 mnozina standardnich monomi konecna,
viz dale. Nejprve se ale podivejme na ptipad, kdy je varieta ptislusného ideélu prazdnou mnozinou.

Véta 2.6 (The Weak Nullstellensatz). Necht' k je algebraicky uzaviené téleso a necht
Icklx,,...,x,]| jeidedl splitujici V(I)=# . Potom I=k[x,,...,x,].

Véta tikd, ze algebraicky uzavér na polynomidlnim okruhu je postacujici podminkou, zajistujici, ze
pouze idedl, jehoz varieta je prazdna, je sam celym polynomialnim okruhem. To pro okruh
definovany napiiklad nad t&lesem realnych ¢isel jiz neplati, protoze naptiklad pro 7,=(1)=R[x],
I,=(1+x") je prinik piislusnych variet prazdnou mnoZzinou, V(I,)NV(I,)=@ . Véta také
odpovida na otazku konzistence mnoziny polynomil generujicich ideal / v C" . Varieta je prazdnou
mnozinou, jestlize polynomy nemaji zadné spole¢né feSeni. Podle vty 2.6 tato situace nastava
pouze v piipad¢, kdy idedl obsahuje jednotkovy element, ktery milize vygenerovat cely okruh.
A tedy mnozina polynomti F' je nekonzistentni tehdy a jen tehdy, pokud GB dana ideadlem [
generovanym mnozinou F obsahuje jednotkovy element

V(F)=8 <G=(1].

VARIETA NULOVE DIMENZE

Jestlize polynomidlni soustava F obsahuje konecny pocet feSeni, potom je varieta konecnou
mnozinou, tzv. varietou nulové dimenze. Dtulezitou souvislosti je, ze pocet prvkl ptislusné
standardni baze je také konec¢ny a faktorovy okruh tvofi vektorovy prostor konec¢né dimenze.

Definice 2.13. Ideal I je idedlem nulové dimenze, jestlize pfislusna varieta V() je kone¢nou
mnozinou.

Rozhodnout, zda ideél 7 je idedlem nulové dimenze, Ize pomoci nasledujici véty, ktera ma piimou
souvislost s faktorovym okruhem.
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Véta 2.7. Necht IcClx,,...,x,| je idedl takovy, Ze kazda proménnd x, tvoii monom ve tvaru
x", kde m,€Z" pro kazdé i. Potom pocet bodii variety je konecnou mnozinou a je dan nejvyse
my-my,--m, body. Pokud navic plati I=I1(V(I)), potom je pocet bodii variety roven
m,-my---m,=dim(C|x,, ..., x|/ T).

Poznamka. Pro n=1 je véta 2.7 fundamentalni vétou algebry.

Nasledujici véta upozornuje na fakt, ze nad algebraicky uzavienym télesem existuje pouze jedna
moznost, kdy rizné idealy definuji jednu a tu samou varietu.

Véta 2.8 (Hilbert's Nullstellensatz). Necht k je algebraicky uzaviené téleso. Jestlize pro
S0 oo [i€klx, . x,] plati, z2e fEIV (), ... f,)), pak existuje prirozené cislo m=1
takové, ze f"e(f,,..., f,), a naopak.

Definice 2.14. Necht' I <k|x,,...,x,| je idedl. Potom radikdl I, oznaceny jako /I je mnoZina

[f: f"el, pro libovolné celé ¢islo m=1}.

Mitzeme tedy charakterizovat idedly / obsahujici vSechny polynomy, které zaniknou na néjaké
variet¢ V. Pokud plati /=1(V(I)), potom fekneme, ze ideal I je radikdlem, neboli pro kazdé
f"el plati, ze také f €1. Dostavame nasledujici vétu a odpoveéd’ na problém rovnosti (2.10).

Véta 2.9 (The Strong Nullstellensatz). Necht' k je algebraicky uzavrené téleso. Jestlize I je idedl
v klx,,...x,].pak [(V(I))=VI.

VARIETA VYSSICH DIMENZI

Nyni se podivejme na ptipad, kdy polynomidlni soustava obsahuje nekone¢né mnoho feseni, varieta
jiz neni kone¢nou mnozinou a objektem naseho zajmu je jeji dimenze.

vvvvvv

je sjednocenim kone¢ného poétu linearnich podprostorti nad k”. Dimenze variety dim (V) je
potom rovna nejveétsi dimenzi dil¢ich podprostorti. Naptiiklad dimenze sjednoceni dvou rovin
a piimky je 2. Pro dany ideal, jehoZ generatory definuji dil¢i podprostory, hleddme tedy nejvétsi
dimenzi praniku dil¢ich podprostor. Ackoli je mozno postupovat vice sméry pii hledani dimenze
variety [29], soustfed'me se pouze na zajimavou souvislost dimenze variety s faktorovym okruhem.
Z ptedeslého textu vime, ze jista zavislost mezi pocCtem bodl variety a poctem standardnich
monomil existuje. Jak ale urcit dimenzi variety ze vzajemného vztahu nekonecného poctu bodh
variety s nekone¢nym poctem standardnich monoma? Tento vzajemny vztah poprvé objevil David
a pro detailnéjsi studium odkazme na [29].

Protoze se dale budeme pohybovat ve faktorovém okruhu jehoz pocet prvki je nekonec¢ny, budeme
pouzivat pouze urcity pocet téchto prvka, jejichz celkovy stupeni je mensi nebo roven s.

Lemma. Pocet monomii celkového stupné <s v okruhu k|x,,..,x,| je dan binomickym

. n+s
koeficientem ( p )



46 2 Grobnerova baze - Pfipravna kapitola

Omezime se tedy pouze na mnoZzinu polynomt s celkovym stupném <s . Potom podle pfedchoziho

lemmatu plati, Zze vektorovy prostor k|x,,...,x,]., bude dimenze n-:s) . Ideal

I_=INnklx,,...,x,|,

necht’ oznacuje mnozinu polynomd v /ck[x,,...,x,| s celkovym stupném <.

Definice 2.15. Necht I je idedl v k|x,, ..., x,|. Afinni Hilbertovo funkci idedlu I nazveme funkci
nezapornych celych cisel s, definovanou jako dimenzi vektorového prostoru standardni baze <s

“HF ,(s)=dimk|x,,...,x,]|< /1,
=dimk|x,,...,x,| . ,—dimI_,.

Véta 2.10. Necht' 1#(0) je monomicky idedl v k|x,, ..., x,].

Pro vsechna s=0, “HF,(s) uddva pocet standardnich monomii celkového stupné <s .
Pro vsechna s dostatecne velka, afinni Hilbertova funkce idealu I je dana polynomem

d
HE )= e 1=k
i=0 d—i

kde b,eZ a b, je kladné.

Stuper polynomu “HP ,(s) je roven nejvétsi dimenzi podprostoru variety V(I).

Véta 2.11. Necht' I je idedl v k|x,,...,x,|. Uvazujme usporadani > podle celkového stupné.
Potom monomicky idedl in_(1) ma stejnou afinni Hilbertovu funkci jako 1.

Véta 2.12 (O dimenzi). Necht V(I) je afinni varietou idedlu I<k|x,,...,x,|. Jestlize k je
algebraicky uzavrené téleso, potom
dimV (I)="HP,(s).

Jestlize navic uvazujeme usporadani ,, > podle celkového stupné, potom plati

tdeg
dimV (I)="HP,, ;(s).
Tato rovnost plati nad kazdym télesem k pokud I je radikalem.

PRrikLADY
Podivejme se nyni na nékolik ptiklada shrnujicich poznatky této podkapitoly.

Priklad. Uvazujme idedl /=(x’y+)*, y’+y)cClx,y|. Pro zvolené usporddani X ,>y
spocteme Grobnerovu bazi

G(I)=[x"y=y.y+y}.
Potom in.(I)={(x"y,y’) a varieta je nekone&nym objektem. Dostavame nekone&né mnoho feseni.
Dimenzi variety je v tomto pifipadé snadné urcit, protoze nekonecny objekt (nevypliujici cely
prostor) v dvou-dimenzionalnim prostoru mize byt pouze rovinna kiivka. Potvrdime nasi hypotézu
vyse uvedenou teorii. Uré¢ime pocet standardnich polynomii <s . Z obrazku 2.4 (vlevo) vidime, Ze

v prvnim fadku je s+1 monomu spliiujicich podminku. V druhém fadku jsou dalsi tfi standardni
monomy. Podle véty 2.10 dostavame pro s dostatené velké (s=3) afinni Hilbertiiv polynom

“HP,, ;)(s)=s+4,
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jehoZ stupeti je podle véty 2.12 roven dimenzi variety V (1), atedy dim(V)=1.

Priklad. Uvazujme idedl /=(x’+y° x y+y)cC[x, y]. Opét pro zvolené uspoiadani x>,y
spo¢teme Grobnerovu bazi

G()={x"+y,xy+y,y -y
Potom in.(I)={(x’,xy,y’) a podle véty 2.7 zjistujeme, e varieta je nulové dimenze,
dim(V')=0. PoCet standardnim monomi (1, x,x”, y,y’), viz obrazek 2.4 (vpravo), je v&tsi nez
podet feseni [x, y],[x+1,y+1],[x+1,y—1]. Totozna fedeni generuje podle predeslych vét 2.8
a 2.9 radikal idedlu 1. Radikal ideélu / a pfisluSnd GB by vypadaly nasledovné

[=(x+y",xy+y)cClx,y]

G(I)={x+y", ¥’ -yl
Pocet standardnich monomi (1, y, y*) je v tomto piipadé pfimo roven po&tu fesent.

Poznamka. Pro idedl nulové dimenze plati, Ze prvky standardni baze jsou zéavislé na pouzitém
zpusobu uspoiadani, nicméné pocet prvki je stale stejny [29].

PFiklad. Uvazujme ideal /=(y—x’,z—x’)cR[x,y,z] jehoZ varietou je (2.4). Zvolme dvé rizna
uspofadani Z >, ¥V >1e X, Z > gonier V> grevier X @ spoctéme piisluSné Grobnerovy baze

G (I)={y—x", z=x"}, {in(G))=in(I)=(y, z)

G (N=(x—y, Y —xz,xy—z), (in.(G)=(x",xy, ¥
Piipometime, Ze ideal I je radikalem, I=1I1(V(I)), coz jsme dokazali v kap. 2.1 pomoci
parametrizace. Z bazi je zfejmé, ze pocet standardnich monomu je v obou piipadech nekonecny.
Dimenze variety musi byt rovna stupni Hilbertova polynomu. V piipadé baze G' dostavame
Hilbertiv polynom (viz obrazek 2.5)

aHPinJl)(S):S_{_l
V ptipadé G dostivame
aHPm{(I)(S):?) s+1

Stupeint Hilbertovych polynomii je pro ob¢ usporadani shodny a tedy dimenze variety (2.4) je rovna
jedné, coz jsme jiz diive ukézali.

Vidime, Ze slozitost GB se vyrazné méni vzhledem k uspotadani ¢lend. V pfedchozim piikladu jsme
si pii vhodné zvoleném uspofddani usetiili vypocet GB, nebot’ ideal byl ptimo GB. Pro druh¢
uspotfadani uz byl vypocet nevyhnutelny. Nabizi se tedy otazka, jak volit typ uspofadani vzhledem
ke slozitosti nalezeni Grobnerovy baze. Tomuto problému je vénovano velké Usili a do dneSniho
dne bylo nalezeno mnoho postupti, jak redukovat ¢as vypoétu hledani GB. Ctenaie odkaZzeme na
apendix A a odkazy v ném uvedené.
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Obrazek 2.4: Naznaceni monomickych exponentii v k[x,y]. Svétlé body definuji exponenty
standardnich monomii. Tmavé body se souradnicemi jsou exponenty vedoucich monomii
idealu I, generujici vSechny ostatni tmavé body (exponenty).

(m,n,p) <> x"y"z"

Obrdzek 2.5: Naznaceni monomickych exponentii v k[x,y,z] pro bdze G' (vievo) a G*
(vpravo). Svetlé body definuji exponenty standardnich monomu. Tmavé body
se souradnicemi jsou exponenty vedoucich monomu idedlu I, generujici vSechny ostatni
tmavé body (z divodu prehlednosti vypusteno).

2.5.2 HLAVNi PROBLEM TEORIE IDEALU (IDEAL MEMBERSHIP PROBLEM)

Zda polynom f je prvkem dan¢ho idedlu I(F) je znamy problém, v literatufe nazyvan jako Main
problem of polynomial ideal theory, nebo také jako Ideal membership problem. Pro obecnou
soustavu F je tento problém jen tézko fesitelny, ale pro Grobnerovu bazi dostdvame jednoduchy
a elegantni rozhodovaci proces, ktery vyplyva z nasledujici véty.

Véta 2.13 (Buchberger). Necht' F je soustava polynomidlnich rovnic a f je polynom ve vice
proménnych. Pokud F je soucasné Grébnerovou bazi, potom fel(F )@?F =0.
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Tuto skutecnost jsme si jiz diive ovéfili na naSem piikladu prvni GB. Podivejme se na dalsi ptiklad.

Priklad. Uvazujme ideal I=(f,, f,)=(xz—y’, X’ —z°) apolynom f=—4x>)* 22+ y°+3z°.
Pokud zavedeme lexikografické uspotfadani ve tvaru y>,, z>,, X, potom generatory idedlu / jsou
podle véty 2.2 ptimo generatory Grobnerovy baze

G([):{fl’fz}; YV Zlex Z Tl X

Pokud nyni spoéteme zbytek po déleni f¢, zjistime, Ze je roven 0 a tedy f €. Alternativnim
testem miize byt pfidani dané funkce f do generatort ideédlu

I'=(f,, [y, [)=(xz—y*, x’—2*,—4x* Yy’ 2+ y°+37°)
a urceni jeho Grobnerovy baze G* . Pokud plati G=G", coz je v tomto piipadé splnéno, oba idealy
generuji stejnou mnozinu feseni a tedy f €1.

Jako protipiiklad uvazujme ptivodni ideél 7 a novou funkci p=xy—35 Z2+x .V tomto ptipadé¢ jiz
zbytek po déleni 5 neni roven 0, ale p°=yx—5x"+x, coZ je v rozporu s teorii a tedy p&I.
Miizeme také vyuzit vétu 2.2 a vyhnout se déleni. Podle této véty by muselo platit, ze in_(p)=xy

je prvkem idealu (in.(G))=(y’,z’) atedy délitelny jeho generatory, coZ zjevné neplati.

Piiklad. Ptame se, zda polynom f =x’+x5—x;x; miize byt vyjadien jako polynom v proménnych
pl::x?_i_x; a pPr-=X Xy,
Zaved'me tedy polynomialni soustavu F v k[x,, x,, p,, p,| ve tvaru
_ 2, .2
F—[_P1+x1 +x2,—p2+x1x2]
a ur¢eme jeji Grobnerovu bazi
2 2 4 3 2 2
G={pr=Xo p1+X5, X Pr— Xy it Xa,— PabX X0, = PrHXTH X0, X >0 X0 >0 Pi > P2
Vyéislenim zbytku /:= /¢ dostaneme
e— .3 2 2

h:=p\=3p,p>—p;

Protoze vysledek je funkci pouze proménnych p;, je polynom f plné¢ redukovan generatory

Grobnerovy baze a je tedy mozné ho vyjadfit jako

f3:(x%+ x§)3—3 (x?+ xi)(xl xz)z_(xl x2)2

2.5.3 RovNOST IDEALU

Redukovana GB je dana jednoznacné idealem [ a zptisobem uspotadani ¢lent. Mzeme tedy snadno
rozlisit zda jsou dané idealy shodné porovnanim jejich redukovanych GB.

2.5.4 HLEDANI PRONIKU IDEALU

Uvazujme ideél I generovany mnozinou { /..., f,| aideal J generovany mnozinou (g, . &, .
Potom prinik idedla [/NJ je dan  Grobnerovou bazi ziskanou z mnoziny
{(tfy,tf, . (1=t)g,,....(1-1)g,]. Tato vlastnost nam umoziuje nalézt nejmensi spoleny

nasobek a nejveétsi spolecny délitel dvou polynomt f'a g, protoze ten je generatorem pruniku téchto
polynomi.
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2.5.5 PROBLEM ELIMINACE

Uvazujme idedl /ck|[x,,..,x,]. Chceme nalézt vSechny polynomy idealu 7, které nezavisi
na proménné x,, neboli /Nk[x,,..,x, ,|. Geometricky je eliminace proménnych projekci
variety V(1) do podprostoru k[x,,...,x, |-

Véta 2.14. Necht F je soustava polynomialnich rovnic v k|x,,...,x,| a i<n. Pokud F je soucasné

Grobnerovou bazi s respektovanim usporadani x,<x,<...<Xx,, potom
I(F)Nklx,,..,x,]=I(FNk[x,..,x]).

Z véty vyplyva, ze pokud F je Grobnerovou bazi, potom vybranim polynomi obsahujicich pouze
proménné k|x,,...,x,| dostdvame podprostor variety V(7). To pro obecny ideal neplati a je to
dalsi z velkych probléml polynomialni algebry. Nicméné pro jeho Grobnerovu bazi ano.
Dusledkem této véty je, ze v GB s respektovanim lexikografického uspotadani mizeme postupnou
substituci nalézt vSechna feSeni piivodni soustavy F.

2.5.6 ImpLICITIZACE

Implicitizaci, neboli pfevedeni parametrického vyjadieni variety na implicitni, je mozné provést
pomoci GB's lexikografickym uspofaddnim. Z piedchozi podkapitoly vime, Zze za téchto
predpokladii dochazi k eliminaci proménnych. Implicitizaci se rozumi pievod popisu idealu variety
z prostoru k[t ...t,,x,..,x,] do prostoru k[x,,..,x,]. Spottenim GB svhodnym
lexikografickym uspotfadanim Ize dosdhnout vylouceni parametrti ¢, ..., ¢, .
Priklad. Vratme se k variet¢ (2.4) a podivejme se na parametricky popis te¢ného prostoru (2.6) této
variety. Ideal tecného prostoru je
I={t+u—x,042tu—y,0+317u—z).

Vime, Ze v procesu vypoctu GB s lexikografickym uspotfaddanim se postupné eliminuji neznamé od
lexikograficky nejvétsi k nejmens$i. Proto zavedeme uspotfddani ¢>u>z>y>x aspolteme
prislusnou bazi
2 —6zyx+4zx’+4y°=3y"x’,
G={z=2ux’+2yu—3yx+2x,2uz—2ux"+3xz—4y" —yx +2x°,
y+u2—x2, ttu—x

Prvni rovnice, neobsahujici Zadny parametr, je hledanym implicitnim popisem te¢né¢ho prostoru
variety, totoznym s (2.7).

Pokud by varieta byla popsana racionalnim parametrickym popisem

_filtet,)
Copi(t ety
:fn(tl,...,tm)
"op(t,t,)’

potom idedl 7 je tvofen nejen genertory (p,x,—fy,..,p,%,—f,), ale do generatorti idedlu

musime piidat jest€ jednu rovnici 1—pw, p=p p,...p,, wER | kterd zajisti nenulovost
jmenovatelii. Nasledn€ volime uspofadani pro vypocet GB ve tvaru w>¢,..¢, > x,...x, . Vice lze

nalézt v [29].
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Priklad. Hledani vdzaného extréemu [69] je ptikladem spojeni metody Lagrangeovych
multiplikatorti a Grobnerovy baze s lexikografickym usporadanim.
Uvazujme problém nalezeni extrému funkce f (x,y) vazaného omezujici podminkou c(x,y)=0

flx,y)=h: f(x,y)=2y—(x+1)")’ (2.32)
c(x,y)=0:  c(x,y)=x"+y"—9. '
Vyuzijeme vlastnost Lagrangeovych multiplikdtori a budeme hledat véazany extrém funkce

vetvaru f—Ac — extrém, kde A€R muize byt libovolna konstanta. Hledame tedy extrém
variety V(f—h,c).Pro extrém funkce musi platit

0f 0Ac _
0q 0Oq

0, g€(x,y,Al.

Dostavame ideél
1:<—2y2x—2y2—22\x, 2-2yx'—4yx—2y-2Ay, x2+y2—9>.

Nyni se pfimo nabizi vyuziti vlastnosti Grobnerovy béaze generované idedlem / s vhodnym
lexikografickym uspofadanim A>, x>, y. VyuZitim Buchbergerovo algoritmu dostaneme

lex

4y°—56y +180 y—575 y*—9+352 y* +4)°—67)°,
G={—1357y’+69x+2142 y—16 y'+264 y°—102 y*+362 y*+8y° 342, .
207 A+4y —48 1°—43 1°+520 y*+46 ' 1091 y*+373 y—18
Prvni rovnice GB obsahuje pouze proménnou ), tak’e muizeme pouZzit metody numerické

matematiky a najit vSechny kofeny této rovnice. Poté dosadit do druhé a tfeti a ziskat feSeni
promé&nnych x a .. Omezime se pouze na realna feSeni a vysledkem je bod

(x=—0.958,y=2.843), A=0.350.

Funkce f v tomto bodé nabyvd svého maxima } =56716, viz obrazek 2.6. Parametrizaci

max

omezujici podminky ve tvaru x=3cos(¢),y=3sin(¢),; p€[0,2 1] dostaneme parametrizaci

x=3cos(¢), y=3sin(¢p)

h=6sin(cp)—81sin ()’ cos(cp)’—54sin ()’ cos ()—9sin (). (2.33)

Obrdazek 2.6: Vizany extrém a GB. Cervend kiivka je varietou V(f-h,c), ddna rovnicemi (2.33).
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2.6 APrLIKACE GROBNEROVY BAZE V TEORII RiZENi

Tato kapitola je vénovana vyuziti GB v teorii fizeni. Sife vyuziti byla jiz nastinéna v uvodu. Zde se
soustiedime na nejdillezitéjsi oblasti. V oblasti robotiky provedeme rozbor vyuziti GB pii navrhu
robotickych manipuléatort z hlediska kinematickych uloh. Zamétime se také na problém singularit
a moznosti konfigurace vzhledem k poloze efektoru robota [87]. V automatickém fizeni a teorii
systétmli se zaméfime na problém piifazeni spektralnich vlastnosti matice dynamiky pomoci
vystupni zpétné vazby [88] a ukdZeme vyuziti GB pii parametrizaci vSech zpétnych vazeb
minimalnim poctem parametri [90]. Zajimavé vyuziti GB pii feSeni diofantické rovnice v okruhu
polynomi vice proménnych, se kterymi se setkdvame u vice rozmérnych systémd, je mozné nalézt
v [16]. Vyuziti GB v optimalnim fizeni lze nalézt v [106], a bude podrobné predstaveno v kapitole 3
pro ulohy s omezenimi na stav systému. Dal$i moznosti vyuziti 1ze nalézt naptiklad v [7],[104],
[109],[110].

2.6.1 GROBNEROVA BAZE A KINEMATICKA ULOHA

Nedilnou soucésti robotiky je navrh samotného mechanizmu dle pozadavki na pohyb v jeho
konfigura¢nim a pracovnim prostoru. V téchto ndvrzich je obvykle klicovym poZzadavkem rozmér
stroje, pracovni rozsah, omezeni senzorti a aktuatorti, specifické fizeni (pfesnost, rychlost stroje,
robustnost pfi zménach zatiZeni atd.), pficemz dobrd ovladatelnost téchto robotil je siln¢ zavisla
prave na konstruk¢nich vlastnostech a parametrech stroje. S vyuzitim GB lze vysetifovat vliv téchto
parametrii na fizeni [63]. V kinematice feSime problém redundance mechanizmu, problém koliznich
stavll robota a problém singularnich bodd a jejich okoli [5],[87]. Je tedy nutné optimalizovat
parametry robota tak, abychom se témto staviim a okolim vyhnuli, nebo je vytésnili z pracovni
oblasti mechanizmu. Proto je nutné nalézt kompletni popis konfigura¢niho a pracovniho prostoru
mechanizmu, jeho singuldrni body, kolizni polohy mechanizmu a také riizna nastaveni mechanizmu
v konfiguraénim prostoru, kterd budou vykazovat stejné chovani v prostoru pracovnim. Tento
problém je zndm jako problém kinematické ulohy a je rozdélen do dvou podoblasti.

Tustrujme vyuziti Grobnerovy baze v téchto oblastech na nasledujicim ptikladu, prevzatém z [29].

PRIMA KINEMATICKA ULOHA
Uvazujme mechanizmus s danym poctem pohyblivych ¢asti, na jejichZz spojich definujeme
ptipustné pohyby. Vétsinou se bude jednat pouze o translace a rotace a my se v dalSim omezime
pouze na tyto zakladni pohyby. V piimé kinematické uloze hleddme zobrazeni z prostoru posunuti a
natoceni do pracovniho prostoru robota r:Q— X, ktery je nejcastéji popsan v kartézskych
soufadnicich.

Uvazujme sériovy manipuldtor s dvéma rameny.

Konfiguraéni prostor Q je dan @eS'xS'. Pracovni prostor manipulatoru X je definovan
na euklidovské roving R* jako {[x, y]€R’;[x, y]"=r(0)] . Pfimé kinematické zobrazeni je dano
jako r:S'XS'5R?; 0.1 (0)

0)= [cos(0,)+1cos(0,+0,)

| Isin(0,)+sin(0,+6,) | (2.34)

Abychom mohli vyjadfit toto zobrazeni v jazyce idedld a afinnich variet, je tfeba parametrizovat
transcendentni funkce sinus a kosinus na algebraické varieté kruznice V(c*+s*—1). Dostavame
parametrizaci ¢,=cos(0,), s,=sin(0,) s danym omezenim c:+s;—1=0. Dosazenim do (2.34)
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a vyuZitim trigonometrickych tUprav dostaneme polynomidlni soustavu rovnic definujici
kinematické zobrazeni. Omezeni musime samoziejme také zahrnout do generatort idedlu

I=(x—lc,—1(c,cr—5,8,), y—1s,—1(s,catc,8,),ci+si—1,cr+s5—1). (2.35)
Pozndmka. Parametrizace sinus a kosinus na variet¢ kruznice je znamy postup, ktery piinasi
vyhody i nevyhody. Vyhodou je, ze funkce jsou popsdny na celém oboru. Nevyhodou je,
ze dostavame rovnice omezeni, a tedy zvysujeme slozitost vypoctu Grobnerovy baze. Dalsi moznou
parametrizaci je tzn. raciondlni parametrizace pomoci funkce tangens. Zde jiz zaddné omezujici
rovnice nepiibudou, ale tato parametrizace nepopisuje cely obor. Podrobnéji jsou obé parametrizace
popsany v [29].

Pozndamka. Pro otevieny fetézec je problém piimé kinematické ulohy vzdy feSitelny.

ZPi:TNA KINEMATICKA ULOHA

Pokra¢ujme v popisu sériového manipulatoru a uvazujme konkrétni bod P=|x, y| na euklidovské
roviné pracovniho prostoru. Ukolem zpétné kinematické tlohy je odpovédét na otazku, zda je
mozné umistit koncovy bod (efektor) manipuldtoru do bodu P, a pokud ano, kolik konfiguraci
manipulatoru je k dispozici. Hleddme tedy inverzni zobrazeni r~'(s) .

Spo¢teme Grobnerovu bazi idedlu (2.35) v polynomidlnim okruhu R(x,y,/)[s,,c,,s,,c,]
s respektovanim usporadani €,>,, $,>,,, €1 > 51,

_szryz—2l2
207

5 (x2y+y3) (412x2_x4_2x2y2_y4)
S~ ( 2 2) S 4lz(x2+ 2)
G= Y STy . (2.36)
(x"+)7)
21 x
x2+y2 _x2y+y3
[x : 201%x

cﬁ—lsl—
X

S, +

Vyse uvedeny zapis okruhu znamend, ze GB bude pocitana nad t€lesem racionalnich funkei a bude
zaviset na hodnotdch symbolickych parametrti x, y, /. Generatory GB popisuji vSechna feSeni
inverzniho zobrazeni r~'(¢). Substituci konkrétnich hodnot do Grdbnerovy béze hovotime
o takzvané specializaci. Ta mize vyrazn¢ ovlivnit chovani Grébnerovy baze. Proto je vhodné ptat
se, ktera specializace je vhodna a ktera nikoli. Existuje také zvlastni druh tzv. tUplné
(Comprehensive) Grobnerovy baze [29], ktera je Grobnerovou bazi za vsech moznych specializaci.

Podivejme se nyni na problém specializace tohoto manipulatoru a rozdélme problém na dil¢i ulohy,
které mohou ovlivnit feSeni soustavy.

A) Poloha efektoru splituje podminku: x#0, x>+ y*#0 .

Z Grobnerovy baze (2.36) vidime, Ze soustava ma feSeni. Druhd rovnice druhého tadu ukazuje
na skutec¢nost, Ze feSeni jsou dvé, coz odpovida dvéma moZnym nastavenim manipulétoru pro dany
bod P v pracovnim prostoru, viz obrazek 2.8. Velikost pracovniho prostoru manipuladtoru je dana
opét druhou rovnici. Ta nabude redlného feSeni pouze v piipadé kladné¢ho diskriminantu
D=Ix*(x"+y")(4’=x’= "), neboli pouze pokud 0<x’+y’<4/>. Dostdvame vné&jsi hranici
pracovniho prostoru manipulatoru v podob¢ kruznice o poloméru 2/. Na hranici ob¢ feSeni
splyvaji, coz je intuitivné ziejmé.
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B) Poloha efektoru spliiuje podminku: x=0,y=0.

V tomto piipad¢ specializace selhala a nékteré polynomy nejsou definovany. Pokud dosadime
bod P v tomto tvaru do generatorti idealu a prepocteme Grobnerovu bazi

G=|ci+s;—1, s,, l+c, (2.37)

zjistime, Ze soustava ma nekoneéné mnoho feSeni. Uhel 6, mulze byt libovolny, zatimco 0,=T1
coz znamena, ze druhé rameno prekryva prvni a ukazuje na jeho pocatek.

C) Poloha efektoru splnuje podminku: x=0,y#0 .

Posledni moznou specializaci je umisténi bodu P na osu y mimo pocatku. Zde opét specializace
selhava a my musime dosadit bod P v tomto tvaru do generatort idedlu a prepocist Grobnerovu bazi
2 2 2 2
-21 —4] c
G= cz—(yiz), SI—L, Cf'f—w, Sz—& . (2.38)
21 2] 41 [
Zvlastnosti je, ze §; jiz neni druhého tadu, zato ¢; ano. Tuto varietu polohy manipulatoru si
muzeme snadno predstavit. Manipuldtor miize nabyvat dvou vzdjemné symetrickych poloh viici ose
y, obrazek 2.7. Z geometrie tlohy je ziejmé, ze tihel 6, je pro dany bod P na ose y jednoznaéné
definovan thlem 0,. 0, muiZe pro dany bod P nabyvat dvou hodnot & nebo T—«. A protoze
vlastnosti funkce sinus a kosinus splituji nasledujici vztahy
sin a=sin (T —«)
cosx=—cos(m—«),
je zména tadu vysvétlena. Vlastnosti, které nam Grobnerova baze spolu se specializaci odhaluje,

jsou v literatufe nazyvany jako kinematické singularity. Pro tplnost dokonceme studii naSeho
manipulatoru struénym popisem singularit a pro detailné;jsi studii se odkazme na [5].

~ -
R R

Y

l
’

AS
Obrazek 2.7: Dvouramenny sériovy manipulator — specializace.

JAKOBIAN A KINEMATICKA SINGULARITA

Pro popis singularit miizeme kromé Grébnerovy baze vyuzit i Jakobianu kinematického zobrazeni.
Popis singularit timto zptisobem je velmi dobie zndm a v literatufe podrobné popsan [5],[87].
Jakobian miizeme spocitat jak ze samotného zobrazeni r, tak z jeho Grobnerovy baze G, protoze ta
jak vime, generuje stejny idedl. Dimenze Jakobianu je dédna poétem nezavislych stupiiii volnosti
v konfiguracnim prostoru Q a pracovnim prostoru X.
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Jakobian je definovan jako

Vrl(e)
J,0)=| V720,

Vr,e)
Pro (2.34) dostavame

J.(0,,0,)= —Isin(0,)—Isin(0,+0,) —Isin(0,+0,)
T2 —lcos(0,)+1cos(0,+6,) +lcos(6,+6,)|
Definice 2.16. Kinematickou singularitou robota je bod j€Q takovy, zZe
rank (J,(j))<min(dim(Q),dim(X)) .

Snizeni hodnosti J, miZeme otestovat polozenim determinantu Jakobianu rovno nule. V piipadé
manipulatoru dostdvame
0=det J (0, 6,)
0=sin(0,+0,)cos0,—cos(0,+0,)sin0, (2.39)
0=sin6,,
coz je ptipad specializace, kdy koncovy bod (efektor) lezi bud’ v pocatku soustavy soutadnic
P=[0,0], nebo na okraji pracovniho prostoru manipulétoru, tj. kruznice o poloméru 2/ .V piipadé
Grobnerovy baze vyuZijeme generatory idedlu (2.35) a otestujeme piitomnost singularit stejnym
zpisobem. Dostavame Jakobian
I+lc, lc, —ls, —ls,
ls, Is, [+lc, lc,
2¢, 0 2s, 0
0 2c¢, 0 2s,

‘]G(Cl’cz’sl’sz):

a testem pomoci determinantu ziskame stejny vysledek jako v (2.39),

0=det J;(c,,cy,5,,8,)— 0=41s,(ci+s), 0=s,.

Ur¢ili jsme, ze bod [0,0] a kruZznice o poloméru 2/ jsou kinematickou singularitou, viz obrazek 2.8.

-
-
el -

~
~
~m

Obrazek 2.8: Dvouramenny sériovy manipulator — Pocatek souradnic a kruznice o polomeru 21
tvori kinematickou singularitu; Mimo singularnich poloh existuji dve rizné konfigurace robota.



56 2 Grdbnerova baze - Piipravna kapitola

To v praxi napiiklad znamend, Ze pocatek soufadnic nemize systém opustit libovolnym smérem
aniz by nepootocil prvni rameno do sméru kolmého na tento pohyb. Dimenze pracovniho prostoru
v tomto bod¢ je rovna pouze jedné. Grobnerova baze ndm umoziuje algoritmicky popsat chovani
systétmu a nalézt specidlni oblasti v pracovnim prostoru. To vSe je mozné zabudovat piimo
do metod fidiciho algoritmu.

V oblasti fizeni robotickych manipulatori se setkdvame s problémem jak nalézt parametrickou
trajektorii v pracovnim prostoru s(#)€X a k ni korespondujici trajektorii v prostoru konfiguraénim
J(t)EQ tak, aby platilo s(¢)=r(,(¢)). Samoziejmosti jsou v praxi i daldi pozadavky na tyto
trajektorie, jako napiiklad omezeni na rychlost zmény (6,,0,) v konfiguraénim prostoru. Zde je
spojeni s vlastnostmi Jakobiho matice opét ziejmé, protoze plati

s'(t)=J,(j(1))j"(1).

Pro systémy, které opakuji svou ¢&innost a jejichz s(¢) je uzaviend, je zase vhodné hledat
piislusnou j(¢) také uzavienou. Studiem téchto metod se zabyva naptiklad [21],[78].

2.6.2 PRIRAZENI POLU VYSTUPNi ZPETNOU VAZBOU

Rozmisténi poli uzavieného systému je zdkladnim pozadavkem v teorii fizeni. Pii ndvrhu
regulacni smycky se pomoci stavové/vystupni zpétné vazby snazime systému prifadit pozadované
chovéni [71]. Budeme-li se pohybovat v oblasti linearnich systému, miZeme i1 zde vyuzit teorii GB.
V dal$im se omezime pouze na piifazeni spektralnich vlastnosti matici dynamiky uzavieného
systému pomoci vystupni zpétné vazby, kde vyuzitim GB ziskdme zajimavé moznosti parametrizace
vSech ptipustnych zpétnych vazeb pomoci minimélniho poctu parametrii [90],[54]. Podobnych
vysledkl 1ze dosédhnout i u stavové zpétné vazby. Ta byla jiz ale podrobné prozkouména v [88],
a nalezeni minimalni parametrizace bylo dosaZeno i bez pouZiti GB. Poznamenejme, Ze nejveEtsi
ptfednosti tohoto pfistupu je opé&t jeho algoritmizovatelnost.

Jesté nez pfistoupime k samotnému problému pfifazeni polii pomoci vystupni zpétné vazby,
podivejme se na dva motivacni ptiklady, které jednoduse ilustruji dany problém. V dalSim textu,
z divodu strucnosti, piedpokladdme zakladni znalosti z teorie linearnich systémt a teorie fizeni.

Priklad. Uvazujme linearni dynamicky systém popsany trojici matic (C, 4, B) :

-1 0 0 11
a0 —1 o, =i of. e[t )
0o 0 -1 0 0
Ukolem je nalézt a parametrizovat viechny vystupni zpétné vazby
K= ki ki
k2l k22

pfifazujici dané poly s,,s,,s, . Intuitivni postup pro tento konkrétni ptiklad je nasledujici:
Ur¢ime matici uzavieného systému

. ~1.0 0
Au=A+BKC=|0 —1 0

1 1
4 O[k“ kn“l 1 o]
00_100k21k22001
kiutky—1 ky+ky kiptky
A= ki ky—1 ki,
0 0 —1
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a korespondujici charakteristicky polynom
det(S I_ACL):S3+(_2k”_k21+3)S2+(_4k11_2 k21+3)S_2 k“_k21+ 1
:S3+f1<k)52+fz(k)s+f3(k)-

Dale definujeme pozadavek na poly s, ,s,,s, charakteristického polynomu ve tvaru

(5—51)(5—5,)(5—55)=5" = (5,45, 53) 8 (5, 525,53+ 5253) S =5, 55 53

=57+ f1(s,) 8"+ [a(s:) s+ [5(s0), i=1,2,3
neboli, chceme nalézt parametry zpétnovazebni matice tak, aby platilo
A — — —
SH1K)S L2 (k) s+ f3(R)=57+ [1(5) 8"+ Fa(s) s+ f3(s) -

Dostavame polynomialni soustavu

f:l(si)_fl(k)
Jiz(si)_fz(k)
f3(S,-)—f3(k)

(2.40)

[l
oS o o

a k ni korespondujici ideal
I=(—s,—s,—s,+2k,,+hk, =3, 5,5,F5,8;+5,8,+4k,,+2k,,—3,—5,8,8,+ 2k, +k,—1).

Poznamenejme, Ze soustava je v tomto jednoduchém piipad¢ linedrni soustavou vzhledem k £k,
a lze tedy snadno vyteSit bez pouziti GB. Nicméné pro porovnani s dal§im piikladem vyuZijeme
1zde GB. Z teorie fizeni vime, ze Uplné ptifazeni poli nemusi byt pomoci vystupni zpétné vazby
mozné, [88]. ProtoZe ideal I obsahuje z matice K pouze parametry k,,, k,, , spo¢teme GB vzhledem
k usporadani k >k, . Zjistujeme, ze G={1} a soustava nema feSeni. Z toho plyne, Ze neni
mozné zvolit v§echny podly libovolné. Nejméné jeden pdl nebude mozné libovoln€ umistit. Pfidejme
jeden pdl do mnoziny proménnych a spoctéme GB znovu vzhledem k uspofadani k,,>k,>s,.

Grobnerova baze se nezménila, G={1} . To znamena, Ze dal3i p6l neni mozné ovlivnit. Pfidejme
dalsi pol. Pro proménné k,, >k, >s,>s, kone¢né dostavame Grobnerovu bazi obsahujici feSeni

G:[S§+2S2+l,2+S1+S2,_S3+2k11+k21_l}. (241)

Z prvnich dvou rovnic vidime, ze dva poly jsou fixovany na hodnotich s ,=—1. Tieti pol
je mozné umistit pomoci dvou parametrit k, ,k, zp€tnovazebni matice K. Dostavame tedy
parametrizaci vSech piipustnych vystupnich zpétnych vazeb pro s,

K= ki ki,
2k +s;+1 ky
Vykreslenim tfeti rovnice (2.41) dostdvdme parametrickou zéavislost hodnot tfetitho polu s,
na parametrech &, k,, , obrazek 2.9.
Pro kontrolu spo¢téme Jordanovu formu matice A¢;
2 k 11 + k21 - 1 0 O

Ja=0 -1 1
0 0o -1

Zjistujeme, Ze vystupni zpétnou vazbou je opravdu mozné ovlivnit pouze jedno vlastni ¢islo.
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Obrazek 2.9: Zavislost tretiho polu na parametrech zpétnovazebni matice.
Konturové primky definuji ekvipotencialni hladiny velikosti polu ss.

Priklad. Pokud modifikujeme vstupni matici do tvaru

B=

SO =
—_— O

dostaneme matici uzavieného systému, pii zachovani ostatnich pozadavki, ve tvaru
k11+k21_1 k11+k21 k12+k22
Ac={0 -1 0
ks k21 —1+ k22
Opét dostavame idedl prislusejici polynomidlni soustave ve tvaru
—8,—8,—8;+k, +kytk,—3,
I={5 5,45, 5;+5,85,+2(k, +ky+ky)—k, ky+k, k,=3,)
=81 8,8y— Ikt ky kit ky ky—ky ks,
kde rovnice jiZ nejsou linearnimi vzhledem k parametrim £, . V tomto ptipadé ma soustava feSeni
jiz pro proménné k,,,k,;, s, apro uspoifadani k,;>k,>s, dostdvame Grobnerovu bazi
s,+1,
G={ky kit ko kot koy—kyy Sy —kyys3— 2kt 55+ 1+ 5,5,+5,, (- (2.42)
kyt+kytk,,—s,—s,—2
Pél s, je opét fixovan, s,=—1.Pro s,,s; dostivame z (2.42) i1 feSeni
. —(kfﬁrkn (—=2+k,—s,—5;)+s,+1+s,5,+s,)
12—
k21

Jkn=ki ky=ky kp=—ki—kyt+s,+s3+2

ky =0,k =s,+1,kyp=s,+1,k,=k,
k21:0,k11:S2+ 1,k22:S3+17 k12:k12
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pfiCemz druhd dvé jsou vzajemné symetrickd vzhledem k symetrii ulohy. Budeme tedy uvazovat
pouze prvni dvé. Vidime, Ze prvni feSeni je existenéné zavislé na parametru k,, . Dostdvame
zpétnovazebni matici ve tvaru

—(kfl+kll(—2 +k, —5,—5,)+s;+1+5;5,+s,)

— kll
K= ks,
ky #0 —ky —k,y s, ts+2
Druhé¢ feSeni je specializaci prvniho feseni
K,= s;+1 &y, .
0 s,+1

Se specializaci jsme se jiz setkali v kap. 2.6.1. Matice K, K spolu tvoii kompletni parametrizaci
vSech zpétnych vazeb pro s,, s; .

V motivacnich piikladech jsme ukazali, jakym zplisobem aplikovat teorii GB pro jednodussi

vvvvvv

maticovou rovnici s teorii GB. Timto smérem se ubira prace [54] a my v nasledujicim textu pouze
nastinime tento pfistup a ukdzeme jedno z moznych feSeni pro specialni typ parametrické matice.
Uplny popis je uveden v [90].

Uvazujme nasledujici problém. Jsou dany matice 4€R"*", BeR"*", C€R"*" popisujici linearni
dynamicky systém. Bez ztraty obecnosti se omezme na piipad, kdy dvojice (4,B) je Fiditelna,
advojice (C,A4) je pozorovatelnad. Ptdme se, zda je mozné nalézt vystupni zpétnou vazbu
u(¢t)=K y(t), kterd zaru¢i, ze dynamika uzavieného systému bude popsina zvolenou matici
LeR™" v Jordanové formé. Hledame tedy mnozinu

k(A4,B,C,L)=[KeR"™ " :(4+BKC)~L) .

Pievedenim do tvaru rovnosti A+BKC=XLX ' a substituel H=KC X(H), HER""
dostdvame znamou Sylvestrovu rovnici

AX(H)-X(H)L+BH=O0. (2.43)
Véta 2.15. Necht o(A)No(L)=0 a k(A,B,C,L)#0. Potom reSeni Sylvestrovy rovnice (2.43),
X (H) ma plnou hodnost pro skoro kazdé H eR™". Libovolnd matice K€k(A,B,C,L) miize
byt vyjadrena vztahem H|X (H)X (H)|'X"(H)=KC.

Matici H miizeme dale nahradit vhodné zvolenou parametrickou matici O(«x) tak, ze

O(x)Z=KC X (H)
O(x)=KCX(H)Z™' (2.44)
O(x)=K C X (),
kde X (&) je fesenim Sylvestrovy rovnice
AX(x)—X(x)L+BQ(x)=0. (2.45)

Matice Q(«) je vybrana s ohledem na minimalni pocet parametrii, nutny pro zachovani viech
feSeni. Konstrukce této matice je relativné slozitd, a proto Ctendie odkazeme na [88].
Poznamenejme, Ze pro cyklickou matici L, kdy kazdému vlastnimu ¢islu pfislusi pouze jeden
Jordaniiv blok, miiZeme parametrickou matici Q(«) sestavit podle nasledujici predlohy
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1 1 1
* % *
o=\

kde *-ky zna¢i volné parametry Q(«x) a jejich podet je dan vztahem (m—1)n. Prvni fadek
zajist'uje pozorovatelnost dvojice (Q(«), L) pro libovolné xeR” .

Rovnice (2.44) reprezentuje soustavu mn polynomidlnich rovnic o (m—1)n+mp neznamych.
Existence feSeni je podminéna podle Frobeniovy véty nasledujicim vztahem

CX(a)l

rank[CX(a)]zrank[
0 («)
Reseni Ize opét hledat pomoci GB.

Priklad. Uvazujme systém jehoz stavovy popis je

I 10 11
a=lo 1 [ m=n o el 1O,
0 0 1 0 1
kll klz

Hleddme explicitni parametrizaci vSech vystupnich zpétnych vazeb K :[
21 22

] pfifazujicich

cyklickou matici

-1 0 0
L=l0 -2 0
0O 0 -3

b ] a vyfesime Sylvestrovu rovnici (2.45). ReSenim je

Sestrojime matici Q(o)=
X 0y &

—1/4-5/8«;, —2/9-10/27x, —3/16—17/64«,
X(e)=|=1/24+1/40¢, —1/34+1/9«, —1/4+1/16«,
-1/2¢«, —1/3«, —1/4«,

Sestrojime rovnici (2.44) ve tvaru Q(a)—K C X (x)=0 . Dostavame 6 dilgich rovnic, které tvoii
mnoZzinu generatori

1 5 1 1 1
1_kl(_z_go(l)_kl(_§+Zal)+5k2al’
2 10 1.1 ky
1=k ( 9 27 )=k ( 3+90‘2)+30‘2:
3 17 1 1 k
l_kl(_l6_a 3)_k1(_z+ﬁ 3)+ZZO‘3:
F= 15 1.1 . Kk ' (2:46)
0(1—k3(—z—§o(1)—k3(—5+20(1)+?(x1,
2 10 1 1 k
= 3(_9_ﬁ 2)_k3<_§+§‘x2)+?4(x2’
3 17 1,1 k
0‘3_k3(_g_a 3)_k3(_z+ﬁo‘3)+fo‘3
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VyteSenim této soustavy dostavame koeficienty matice K v proménnych parametrech «;

‘ _=2(e+22) , _13a0+600+140  —68a, _450,+106
o320 T 2 o« (3e—=2) 7 3a,—=2" Y 32
102« 68«

T 190" O w456

Zjistujeme, Ze parametry &,,&; jsou funkci parametru «; . Matice vystupni zpétné vazby

—2(0,+22) 1 3x]+60x,+140
30,2 2 o(3c¢,—2)
—68 o, 45 x,+106
30,—2 30¢,—2

K=

je tedy parametrizovana pouze jednim volnym parametrem &, &,#2/3
Miuzeme tedy naptiklad hledat takovou hodnotu parametru «; , kterd zajisti minimalni Frobeniovu
normu min|| K (e¢,)||p=mintr (K(«,)-K («,)) matice K, viz obrazek 2.10.

& &

25
20
1K1l

r15

r10

10 -8 5 4 2 i
&

Obrazek 2.10: Zavislost Frobeniovy normy || K || na parametru «






3 CASOVE OPTIMALNI RiZENi RETEZCE INTEGRATORU JAKO
GENERATORU POHYBU

Tato kapitola se zaméfuje na generovani pohybu s respektovanim vSech pohybovych omezeni
a obsahuje hlavni vysledky disertacni prace. Kritériem kvality je Casova optimalita a problém
generovani trajektorii pohybu je pfeveden na problém casové optimalniho fizeni s omezenim na
stav a vstup systému. V tvodu je definovana standardni uloha t-optimalniho fizeni v€etné nastinéni
standardnich postupil feSeni. Dale je upozornéno na nékteré souvisejici problémy a odkazano na
literaturu s detailn€j$im zpracovanim. DalSi Cast prace se jiz zamétfuje na fizeni konkrétniho
systému, a to na fetézec dvou a tii integratorli, jako vhodného generatoru trajektorie polohy,
rychlosti a zrychleni. Odvozeny jsou tii standardni druhy generovani pohybu, a to z klidu do klidu,
z konstantni do konstantni rychlosti a obecny presun. Generator respektuje ve vSech ptipadech
konstantni pohybova omezeni.

3.1 OBECNY PROBLEM OPTIMALNIHO RiZENi

Cilem optimalniho fizeni je modifikovat dynamiku systému tak, aby né&jaké kvantum, napiiklad
mnozstvi potfebného paliva, bylo minimalizovano. Pfesnéji feceno, aby ucelovy funkciondl,
podléhajici dynamice systému, pocatecnim podminkam a omezenim, byl minimalizovan. Toho je
mozné docilit pouze vhodnym plisobenim vstupti do systému.

Definice 3.1. Necht' je dan dynamicky systéem, popsany diferencialni rovnici
x=f(x,u,t), (3.1)
kde x je n-dimenziondlni vektor stavu systému, u je m-dimenziondlni vektor Fizeni, a f je funkce, pro

kterou plati f:R"XUXR—R" jetiidy C' pro vSechny argumenty. Prechod systému z jednoho
stavu do druhého je nazyvan pohybem. Necht je pocatecni stav a koncovy stav oznacen jako

x(ty)=x, x(t,)=x,

a kritéerium kvality pohybu bude ddano hodnotou funkcionalu
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¥(x,,t)+ ] Lix,u,t)de, (3.2)
0

kde ¥(x,,t;) je dodatecné ohodnoceni koncového stavu, t ; Je konecny Clas presunu
a L - Lagrangian je funkce stejnych vlastnosti jako f-

Problém 3.1 (optimal control). Dan dynamicky systém popsany rovnici (3.1) a funkcional popsany
vztahem (3.2). Problémem optimalniho Fizeni je najit mezi vSemi pripustnymi tvary Fizeni takové,
které prevede systém z pocatecniho stavu X, do stavu koncového X, a minimalizuje dany
funkcional.

3.2 OBECNY PROBLEM T-OPTIMALNIHO RiZENi

Jestlize budeme chtit minimalizovat Cas pfesunu systému mezi pocatecnim stavem x, a koncovym
stavem x ,, potom budeme minimalizovat funkcional (kritérium kvality) (3.2) ve tvaru

t,

min [ 1d. (3.3)

u(.) 0

Uvazujme linearni t-invariantni systém s jednim vstupem, zapsany ve stavové reprezentaci

xX=Ax+bu, (3.4)

kde x zna¢i stav systému, u vstup fizeni a dvojice (4,b) jsou konstantni matice ptislusnych
rozmérd. Vyvoj stavu takového linearniho systému je dan nésledujici rovnici

X

l/»
f:eAl/xO%—J'eA(t/_T)bu(T)dT. (3.5
0

kde x, a x, je poCateni a koncovy stav systému.

Pokud se budeme zajimat o pfesun systému z libovolného pocateéniho stavu do libovolného

koncového stavu za minimalni Cas, mizeme vyuzit vysledki Potryaginova principu maxima [4].

Pro uplnost nastinime obecny postup.

Necht’ je dan systém x = f (x,u), poCatecni a koncovy stav, x, a x,. Hleddme takové fizeni u*,

které prevede systém z x, do x, a pfitom minimalizuje kritérium (3.3). Z Pontryaginova principu

maxima dostaneme, Ze optimalni fizeni musi spliiovat nutnou a postacujici podminku ve tvaru
OH(x,p,u*)

ou
kde Hamiltonian H(x,p) [76] je v ptipad¢ t-optimalniho fizeni definovan jako
H(x,p)=p-f(x,u)-L, L=1
a p je takzvanym kostavem (vektorem lagrangeovych multiplikatorit) vyplyvajicim z hamiltonovych
kanonickych rovnic [1],[76]

=0 (3.6)

oH__ . oH_,
ox P op

Pro systém s omezenym vstupem |u|<u,, bychom dostali, Ze uloha t-optimalniho fizeni vede



3.2 Obecny problém t-optimalniho fizeni 65

na tzv. bang-bang strategii fizeni [4]. Rizeni se bude skokové meénit mezi jeho hrani¢nimi
hodnotami. Timto postupem je mozZné ziskat explicitni zdkon fizeni pro linearni systémy bez
stavovych omezeni, viz kapitola 3.2.1. Bohuzel pro systémy se stavovymi omezenimi, nebo

vvvvv

Problém c¢asové optimalniho fizeni lze formulovat jako dvou-bodovy problém, ktery lze feSit
metodou stielby. Nevyhodou je, ze oblast konvergence metod sttelby je velmi tizké. Je nutné udélat
velmi presny pocate¢ni odhad optimélniho stavu, fizeni a vektoru kostavu, ktery je té¢zké ziskat, ale
je nutny pro stabilitu algoritmu. Navic je velmi tézké odhadnout rychlost algoritmu, nebot ta je
zavisla na presnosti pocatecniho odhadu a na poZzadované piesnosti feseni.

3.2.1 RETEZEC INTEGRATORU A T-OPTIMALNI RIiZEN{

Pokud uvazujeme ulohu z-optimalniho fizeni fetézce integratorii s omezenim pouze na vstup
systému

X 01 0 ol X1 0

X, | |00 1 0l x, | [0

= o s e ulsu, w,, ERT
xn'fl O o0 0 - 1 X,

x [ L0000 o) ]l
I ) y I I =

je mozné nalézt explicitni zpétnou vazbu pomoci klasickych metod optimalniho fizeni uvedenych
vyse. Vime, Ze pro takovy systém z-optimalni fizeni s omezenym vstupem vede na tzv. bang-bang
fizeni [4],[17], kde maximalni pocet Casovych intervald pro které je fizeni konstantni, nebo chcete-li
pocet piepnuti, je dan fadem systému 7.’

Zpétnovazebni explicitni vztahy jsou jiz pro druhy

1 o
u=—sgnl|x|>sgn(x,)+2 * |
a tieti rad
_ 1 3 1 1 > 1 % 1
u——sgn[xl—l—gx3+x2x3sgn(x2+—x3‘x3‘)+[—x3+xzsgn(x2+§x3|x3|)} sgn(x2+§x3‘x3‘)]

2 2

komplikované a mnoho studii bylo provedeno k zjednoduSeni pro pocitacové vypocty, naptiklad
pfevedeni do tvaru, ktery neobsahuje odmocniny [41]. Pro fetézec integratori 2. a 3. fadu
dostaneme

I,

u:—sgn[x1+1/3 X3+ x,x55gn (x,+ 1/2x3‘x3‘)-‘x1+ 1/3 x§+x2x3sgn(x2+1/2x3|x3‘)|
+{x,+1/2x3 sgn(x,+1/2 x3‘x3‘)}3].

u=—sgn[xl+%x2‘x2

Vznikaly 1 dal$i pfistupy zjednoduSujici nelinedrni t-optimdlni zpétnou vazbu pro fetézec
integratorti. Persson [79] zavedl sub-optimalni regulator ve tvaru

3 V literatufe je také uvadeéno, ze pocet prepnuti je rovno n-I, ale my budeme pro konzistenci
uvazovat ze na konci fidicitho procesu nastavime fizeni na nulu a tedy pocet prepnuti je shodny
s poc¢tem ¢asovych intervalil.
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u=sgnv (v#0)
v=£i0x )+ ol )+t f(x,0),
kde

Hi(n+1-i)
filx;, a)= Kilax| sgnx; (x,#0) (i=12,...,n),

0 (x;=0)

¢imz zjednodusil vysledny tvar zp&tnovazebni funkce. Optimalni hodnoty parametri , K, hledal
empiricky pomoci analogového pocitace. Ukézal, ze pro fetézec integrator 1. a 2.fadu
je sub-optimalni regulator roven optimalnimu. Také zavedl jakési méfitkovani, které nazval special
scaling property. Vyuzitim parametru A>0 parametrizoval vSechny pocatecni stavy, které prejdou
podobnym fizenim a tedy po podobnych trajektoriich

x=A"0(At)
do pocatku. Tento pfistup byl posléze zobecnén A. T. Fullerem do tzv. general scaling property,
[39]. Fuller také ukézal, Ze sub-optimalni regulator prodlouzi potiebny cas k prevedeni systému
do pocatku asi 0 30%. Dale se zabyval nestabilitou a jakymsi klouzavym rezimem, zvanym Fullers
phenomenon, ktery nastava pii uvazovani specifickych kritérii kvality [15],[101]. Fuller dale vyuzil
Perssontiv sub-optimalni reguldtor a pro fetézec tii integratorti prevedl stavovy prostor fizeného
systému

=X,
1/3
le‘a xl‘ Sgn X,
1/2
22=|a x2| SgN X,
Zy=ax,

do redukovaného prostoru sférickych soutadnic (©,®)

Zy
tan @ =—
Zy

Z3
2 2)1/2’
172,

tan P =

kde se vSechny body paprsku vedeného z pocatku promitnou na jeden bod sféry, [40]. Tento postup
také pracuje s méfitkovanim, nebot’ vSechny body podobnych trajektorii, napiiklad bod
P(z,,z,,z;)a Q(£,.4,,7;) viz Obrazek 3.1, maji stejné thlové soufadnice (@, %) .

z

|
Obrazek 3.1: Projekce tridimenziondlniho prostoru na povrch sféry.
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Obrdazek 3.2: Trajektorie systému 3 integrdtorii pri us(t) a u.(t) Fizeni v projekcnim prostoru (©,®)
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Obrazek 3.3: Vysledna trajektorie v projekcnim prostoru (©,9P).

Je tedy mozné hledat takové mnoziny pocatecnich stavili, které vedou na podobné sekvence fizeni,
obrazek 3.2 a obrdzek 3.3. Hledame jakési zoomy trajektorii. Tento postup se jevi jako velice
zajimavy, i kdyz autofi se omezuji pouze na nizké fady systému a varuji pied slozitosti. Bohuzel vse
je teSeno pouze pro fetézec bez omezeni a koncovym stavem v pocatku. Zda se ale, Ze urcita
zobecnéni by byla mozna. Vyzaduji ovSem podrobnéjsi zkoumani. E.P.Ryan [83],[84] dale zobecnil
préci Fullera pro tfeti fad a time- fuel-optimal fizeni, minimalizujici funkcional

17
min [ A+(1=2)u(e)dr, A(0,1].
u(.) 0

Zabyval se také vlivem perturbaci na optimalni zpétnou vazbu [85]. Bohuzel vSechny vySe zminéné
pristupy popisuji zpétnou vazbu, kterd nerespektuje omezeni na stavové promeénné.
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3.2.2 PROBLEM OBECNEHO KONCE V T-OPTIMALNIM RiZENi

Mnoho néstrojt, které jsou vyuzivany pro feSeni t-optimalni tlohy, zjednodusuje problém v tom
smyslu, ze koncovy stav x . do ktercho je systém fizen, je jedin¢ pocatek stavoveho prostoru. Pro
planovani a napojovani fidicich trajektorii je ovSem nutné, aby koncovy stav mohl nabyvat
libovolnych hodnot z dané mnoZiny pfipustnych stavli. Nabizi se tedy otazka, zda je mozné
transformovat x, a x, tak, abychom mohli tyto néstroje pouZit. Zavedenim nového pocatecniho
stavu X, a vyjadfenim transformace ze vztahu (3.5) ale vyplyva

l/»
x,—e" t’x‘):f eA(l/'_T)Bu(T) dT,

f

v - _ —At, . EERT < v . v .
Ze tato transformace X,=x,—e "~ 'x, je obecn€ zavisla na Casu potfebném k presunu systeému,
ktery je ale v t-optimalnim fizeni nezndmou. Napftiklad pro fetézec integratort 2. fadu dostaneme

L=t _| X Xp=lpXp|

J
0 1 Xoo X p

Xo=Xo— -
Pokud se tedy koncovy stav x, nachazi ve stavovém prostoru pouze na ose stavu X, , neboli

x, =[x, 0]" a jedna se o fizeni do klidu, potom je transformace mozna. Ze stavového prostoru je
zfejmé, Ze transformaci dojde pouze k horizontalnimu posunu stavové trajektorie, obrazek 3.4.

Obrazek 3.4: Transformace pocatecniho a koncového stavu.

Pro obecny problém generovani trajektorie pohybu je transformace koncového stavu do pocatku
nemozna. Bylo by mozné vyuzit iteracni proces a metodou stfelby nalézt vhodnou polohu X, , ale
vSe se zda byt vice heuristikou nez sofistikovanym a exaktnim nastrojem. Je tedy rozumnéjsi
uvazovat problém v jeho ptivodni podob¢ a nalézt obecné feSeni, viz. dale.

3.3 RETEZEC INTEGRATORU S OMEZENIMI JAKO GENERATOR T-OPTIMALNiHO POHYBU

Retézec integratorti je velmi zajimavym druhem systému z hlediska planovani a fizeni pohybu.
Zabyvame-li se generovanim a fizenim pohybu jakéhokoliv systému, zajima nas jeho poloha,
rychlost a zrychleni, ptipadné dalsi vyssi derivace, jako naptiklad derivace zrychleni — Jerk. Tyto
veli¢iny maji mezi sebou diferencidlni zavislost zrovna tak, jako jednotlivé stavy fetézce
integratort. Timto zplisobem miizeme pievést puvodni ulohu plénovani pohybu zpravidla
nelinedrniho systému na problém pldnovani ve stavovém prostoru fetézce integratorti. Tento ptistup
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je velmi vyuzivan, naptiklad v [13],[87],[93]. Je zalozen na faktu, ze v ptipadé t-optimalniho fizeni
je tvar fizeni apriori specifikovan. Podminky optimality vyzaduji, aby v kazdém casovém okamziku
byla alespon jedna slozka stavu nebo vstupu na hranici omezeni, fidici strategie musi mit tzv.
bang- bang strukturu nebo obsahovat tzv. singularni oblouky [112].

Casové optimalni planovani pohybu robota lze tedy charakterizovat jako problém &asové
optimalniho fizeni pro linearni systém fetézce integratorli (s,v,a) s nelinearnimi omezenimi.
Dynamika systému-generdtoru je ddna fetézcem integratori a z pohledu plénovani pohybu
je chapana jako diferencialni omezeni. Pfeddefinovana cesta v pracovnim prostoru stroje nebo
v prostoru kloubovych soufadnic, podél které se ma stroj pohybovat, mize byt vyjadiena jako
geometrické nelinedrni omezeni. Omezeni na rychlost, zrychleni, pfipadné derivaci zrychleni (Jerk)
vyplyvaji z dynamiky a kinematiky ptvodniho systému a jsou nazyvana kino-dynamickymi
omezenimi. Dal$i pozadavky na pohyb, napiiklad ve form& omezeni na maximélni rychlost
koncového efektoru, jsou nazyvany fdzovymi omezenimi. Vysledkem téchto predpokladi je
optimaliza¢ni uloha s omezenimi typu rovnosti 1 nerovnosti (equality and inequality constraints).

Planovéani pohybu dynamickych systémi, které musi respektovat omezeni typu rovnosti nebo
nerovnosti je velmi obtiznym problémem. Jesté obtiznéjSi mlize byt nalezeni diukazu, ze feSeni
vibec existuje, nebo Ze minimalizuje dané kritérium kvality. Jeden z prvnich vysledkl
t-optimalniho fizeni s omezenim na vstupni proménné a jejich strmost je uvetejnén v [26]. Zde je
zdiraznén vliv tvaru trajektorie zrychleni na fiditelnost mechanického systému. Jako piiklad
je uvadén vliv nespojitosti zrychleni pfi zméné natoceni kiidélek a smérovek letadla na celkovou
fiditelnost a stabilitu stroje. Z tohoto ¢lanku také vyplyva a je dokdzano, Ze pro fetézec tii
integratorti s konstantnimi omezenimi na vstup a zrychleni, musi mit fizeni tzv. bang-zero-bang
strukturu, uvedenou pro jiny druh systému v [17].

V moderni literatufe se setkdvame s dvéma vyraznymi sméry vyuziti t-optimalniho fizeni pro
planovani pohybu.

Prvni z nich je vénovan robotickym manipulatorim. Standardni ulohou v této oblasti je pak
problém planovani pohybu podél specifikované cesty s omezenimi na sily a momenty aktuatort.
Ackoli jsou tato omezeni na strané aktuatorti vétSinou uvazovana za konstantni, v dusledku
nelinearit a slozitych kinematickych transformaci dostaneme problém planovani podél specifické
cesty s nekonstantnimi omezenimi na pohybové veli¢iny, viz motivacni ptiklad v tivodu, kapitola
1.1.2. Prikladem jsou prace [13],[112],[113],[93]. V téchto ¢lancich je predpokladano, ze zrychleni
(sila, moment) je piimo fidici veli¢inou a Ize ho skokoveé ménit. Problém je preveden do stavového
prostoru fetézce dvou integratorii s nelinearnimi omezenimi typu rovnosti 1 nerovnosti. Je zde
aplikovana strategie bang-bang tizeni a pfimou integraci s pomoci metod stielby, nebo podobnych
algoritmi, jsou hledany piepinaci body trajektorie vektoru stavu. Nevyhodou téchto pfistupil je
¢asova narocnost vypoctu, nebot je nutné v kazdém cyklu numericky fesit pohybové rovnice
systému. Pocet iteraci metody stielby je dan presnosti hledaného vysledku a nelze ho spolehlivé
odhadnout.

Dalsi vyrazna skupina praci se vénuje problému planovani pohybu v jedné ose s konstantnimi nebo
po c¢astech konstantnimi omezenimi na dil¢i slozky pohybu. Ptikladem jsou [57],[62], kde je opét
vyuzivano fetézce integratorl a t-optimalni strategie fizeni. Mnoho praci se snazi nalézt algoritmy
pro tfeti fad s omezenim na derivaci zrychleni pro rizné druhy piesunu, jako napiiklad pohyb
zklidu do klidu [43], z/do konstantniho pohybu a dalSich obecnéjSich variant [55],[56],[57].
V pracich je zaveden termin S-profil (S-kiivka), ktery vyplyva ze strategie bang-zero-bang tizeni
systétmu s konstantnimi omezenimi. Poznamenejme, Ze tato strategie je velmi rozSifena
a vyuzivana, prestoze exaktni ditkaz o Gasové optimalit& neni v dostupné literatuie uveden®. Pouze
pro pohyb z klidu do klidu Ize jednoduse ukazat, Ze tato strategie fizeni generuje t-optimalni presun

4 O slozitosti diikazti v optimalnim fizeni a jejich nepfesnostech pojednava clanek [42].
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systému. Autofi se také vénuji problému pieplanovani trajektorii béhem pohybu systému. Zabyvaji
se standardnimi ulohami z normy PLCopen jako je blending, aborting, buffered, [55], a planovanim
viceosych systémul [32]. V soucasnosti se pro feSeni optimalizacnich tloh ¢im dal vice vyuziva
numerickych a heuristickych metod, pfedevsim z ditvodu nartstu vypocetniho vykonu.

Existuji 1 obecné postupy optimalniho fizeni zaloZzené na modifikovaném principu maxima,
do kterého je mozné¢ zahrnout omezeni v implicitnim tvaru [42]. Bohuzel tento piistup neni
pro planovani pohybu vhodny, protoZe standardni omezeni pohybu v praktickych aplikacich nelze
do tohoto tvaru prevést.

Nasledujici podkapitoly tesi problém planovani pohybu z klidu do klidu a jsou pftipravou
pro obecny problém planovani, ktery bude fesen v kapitole 3.4 a dale. Nejprve je ale tfeba zavést
pojem generator pohybu (trajektorie)

n n T

- S . Lo . .
=u, x:[s,s,s,...,—dn] , jehoz jednotlivé sloZky
t

Definice 3.2. Dan dynamicky systéem

stavu je mozné reprezentovat jako polohu, rychlost, zrychleni,... dilcich zobecnénych souradnic.
Necht' je ddle specifikovan pocdtecni x, a koncovy X, (pozadovany) stav systému a mnoZina
pohybovych omezeni. Generatorem pohybu je pak takovy systém, ktery ze vstupnich dat nalezne
trajektorie polohy, rychlosti a zrychleni, které prevedou stav systemu z pocatecniho do koncového
stavu.

Poznamenejme, ze doposud neni v literatuie Zadnd zminka o analytickém algoritmu, ktery by pro
tieti fad fetézce integratorti nalezl feSeni typu bang-zero-bang na libovolné mnozing pocatecnich
a koncovych podminek a s omezenimi na vSechny stavy a vstup systému.

3.3.1 STANDARDNI PLANOVACI ALGORITMUS BAV'S

Retézec dvou integratort je systémem druhého ¥adu, kde vystup miizeme nazyvat polohou s(¢),
prvni derivaci rychlosti v(¢) a druhou derivaci zrychlenim a(¢). U tietiho fadu dostavame jesté
derivaci zrychleni. Tyto jednoduché systémy mohou generovat fidici trajektorie naptiklad
pro kaskadni regulaci a pfitom respektovat stavova omezeni, obrazek 3.5. Strmost fidicich kiivek
musi vyplyvat, nebo byt vhodné uréena z pivodniho fizené¢ho systému tak, aby zpétnovazebni
regulator byl schopen zajistit sledovani téchto trajektorii. Casova optimalita je v piipadé
zpétnovazebniho fizeni nebezpecnou vlastnosti, coz bylo jiz diive zminé€no. V pfipadé generovani
fidicich trajektorii je ale hojné vyuZzivana pravé proto, Ze fidici zdkon je dopfedu znam, ma
jednoduchou strukturu a lze relativné snadno implementovat. Navic mnoho redlnych procest, jako
jsou napiiklad chemické procesy, je pfimo modelovéano jako fetézec integratora.

V této kapitole je provedeno odvozeni zakladni struktury t-optimalniho planovade BAVS’
vyuzivajiciho fetézec integratorti 3.fddu a respektujiciho konstantni stavova omezeni. Tento typ
generatoru je jiz dlouhou dobu velice dobfe zndm, a byl nasazen napiiklad firmou Skoda
na valcovacich lisech. V t¢ dob& doSlo k velkému zlepSeni plynulosti pohybu pravé diky
vlastnostem tietiho fadu. Generator BAVS umi planovat pohyb pouze z klidu do klidu a bude pozdéji
metodou Grobnerovy baze zobecnén.

Pro porovnani s dalsimi vysledky provedeme malé zesloziténi piivodniho algoritmu ve formé
uvazovani nesymetrického omezeni na zrychleni, viz. déle.

5 Jméno generatoru je tvofeno pismeny, ktera se nejcastéji pouzivaji ve vztazich pro vyjadieni polohy-s, rychlosti-v,
zrychleni-a a derivace zrychleni-b (Jerk). Poznamenejme, Ze tento typ generatoru byl pouzivan M. Schlegelem jiz
v roce 1978 ve valcovnach Skoda Plzen.
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Obrazek 3.5: Retézec integratorii jako generdtor t-optimdlnich Fidicich
trajektorii pro systéem s kaskadni regulaci.

3.3.2 ZAKLADNi STRUKTURA A VLASTNOSTI

Uvazujme fetézec tii integratorl ve stavovém popisu

8 0 1 0fs 0

vI=l0 0 1(|v|*+|0|u,

a 0 0 Ofla 1
y B

kde jednotlivé slozky stavu pfirozené pojmenujeme jako

s(t)— poloha

v(t)—rychlost

a(t)—zrychlent

b (t)—Jerk (derivace zrychlent )

Dale uvaZzujme omezeni na stav 1 vstup systému ve tvaru
—VM <v(t)<VM, VM >0
—DM <a(t)<AM , AM ,DM >0
—BM <u(t)<BM, BM>0

71

(3.7)

(3.8)

(3.9)

a pocatecni x,=[0,0,0] akoncovy stav x,=[s,,0,0]. ° Velikost podprostoru vyvoje polohy s (¢)
je déna hrani¢nimi polohami poc¢atecniho a koncového stavu, protoze systém béhem pohybu z klidu
do klidu neméni znaménko rychlosti (neméni smér pohybu). Pro takovou ulohu lze dokazat, ze

minimalni ¢as pfesunu bude zajistén bang-zero-bang tizenim.

6 Protoze planujeme pohyb z klidu do klidu, mtizeme bez ztraty obecnosti uvazovat pocatek v nule a konec na dané

poloze s;.
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Véta 3.1. Casové-optimalni Fizeni systému (3.7) s omezenimi (3.9) vede na bang-zero-bang iizeni

s maximalnim poctem sedmi casovych intervalii. Existuji dve pripustné sekvence rizeni

kde

BM ,t€[0,T,)
O,tE[Tl’Tz)
—BM ,t€[T, T,)

—BM ,t€[ 1, T5)
0,1€[7,T,)
BM ,te[ 14 1,)

O,Z‘E[T3’T4);

u (1)

—BM ,t€[0,1,)
0,7€[T, T,)
BM,Z‘E[TZ’T3)
0,7€[1;1,)

BM ,te[1,75)
0,t€[T55T6)
—BM ,t€[T4T;)

k
'rk:zrl., i=1.7.
i=1

Podle znaménka polohy s, lze jednoznacné wrcit, ktera sekvence Fizeni prevede systém
z pocatecniho klidového stavu do koncového klidového stavu

sf>O=>u+(t) v Sf-<0:>u_(t)

(3.10)

(3.11)

Rizeni za predpokladu pohybu z klidu do klidu existuje vzdy. Navic jednotlivé casové intervaly

mohou zaniknout v pripadeé, kdy systém nedosahne danych stavovych omezeni.

Z véty vyplyva zakladni tvar trajektorie Jerku, zrychleni a rychlosti, viz obrazek 3.6.

BM | | !
I | | | ‘ >Z’
0 | | |
-BM t, t, t t, f
AM [ | | | :
N S S S
0 L ; N e

t, t, t, t, t, | -DM
VM ! | | | ! | 3

— 3 - 3 et
0 t, ot t, t t t

Obrazek 3.6: Zdkladni tvar trajektorie Jerku, zrychleni a rychlosti
pro Fidici sekvenci u(t) s vyznacenim prislusnych casovych intervalii.
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3.3.3 TVARY TRAJEKTORIE

Ze symetrie fizeni a pohybu z klidu do klidu vyplyva, ze nékteré casové intervaly budou totozné.
Je zieymé, Ze musi platit 7,=¢,,¢,=t, , aby integrace zrychleni byla nulovd na maximalni rychlosti
a v koncovém stavu. Ze 7 ¢asovych intervalll tak dostdvame pouze 5 rtiznych
by tyts, L (3.12)

pro které musi platit (nékteré mohou byt nulové, v pripade, Ze systém nedosdhne omezent)

t,>0

t,>0(AM omezeni)

t,=0(VM omezenti) (3.13)

ts>0

t¢=0( DM omezent)

Vidime, ze 3 ¢asy mohou zaniknout a dostavame tak 2° zakladnich tvart trajektorie, pro které nyni
odvodime hodnoty pfislusnych ¢asovych intervalt.’

Protoze zndme piesny tvar fidici strategie, je mozné piimou integraci dostat hodnoty casovych
intervalll pro kazdou trajektorii. Pro nazornost ale vyuzijeme ndasledujiciho obrdzku, kde jsou
vyznaceny kliCové oblasti a velikost integralu téchto oblasti. Ty nasledné pouzijeme pro dalsi
odvozovani. Pokud trajektorie nedosdhne omezeni, potom bude dosazené maximum oznafeno pii
odvozovani jako am,dm nebo vm .V piipadé, Ze tvar trajektorie omezeni nerespektuje, je tieba po
vypoctu jednotlivych ¢asovych intervalll tato omezeni otestovat nasledujicim zptisobem

- test omezeni VM

2\_|=0: 'FeSent spliuje omezeni VM '

M —BM (tlt2+t1)_ <0: 'FeSeni neexistuje’ (3.14)
- test omezeni AM

AM — BM t.= >0: 'resSent splnuje omezeni AM ' (3.15)

! . 'FeSeni neexistuje’ '

- test omezeni DM

DM — BM tSZ[ZOf :iie%emisplﬁu'je qm'ezenl' DM’ (3.16)

<0: 'FeSeni neexistuje

Testy omezeni vyplyvaji z pfimé integrace vyvoje stavu systému podé€l zvolené strategie fizeni, viz
obrazek 3.7. Hledanym fesenim ulohy je pak takové fizeni u (1) , jehoz trajektorie existuje, spliuje
podminky (3.14),(3.15) a (3.16) a minimalizuje kritérium kvality (3.11).

Dale je proveden detailni rozbor vSech osmi typt trajektorii, véetné analytického vypoctu délek
Casovych intervali 7, .

7 Ostatni Casy zaniknout nemohou, jinak by vstupem byla nulova funkce, coz v ptipadé pohybu z klidu do klidu mtze
nastat pouze pokud xo= x;a tuto variantu nepiedpokladame.



3 Casov¢ optimalni fizeni Fetézce integratort jako generatoru pohybu

BMt,=alt))
AM | I I
I I I
M N |
BM 1 ' BM £ !
2 L2
0 | | 1
I I I
| | |
I I I
tl I tz\ t3 I t4
VM BM £+ AM t,=VM

Obrazek 3.7: Zakladni tvar trajektorie zrychleni a rychlosti s vyznacenim klicovych hodnot
v jednotlivych casovych intervalech a s vyznacenim velikosti ploch pod danym usekem krivky.
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TYP1

Tvar trajektorie odpovida situaci, kdy systém dosdhne vSech omezeni. Velikost vysrafovanych
oblasti v obrazku 3.8 musi byt shodna.

Obrazek 3.8: Tvar a zdkladni viastnosti trajektorie zrychleni pro TYPI.

Pokud je feSenim soustavy 7 kladnych realnych casovych intervald, potom feSeni zaroven vyhovuje

omezenim a je hledanym feSenim ulohy. Pfimou integraci (viz obrazek 3.7) lze snadno nalézt
hodnoty ¢asovych intervali

Bude platit

BM t,=AM = t,= AM

BM

DM

—BMt.=—DM = t=—""

3 - 5Ty
BM t;+AM t,=VM — B AM” =VM = t,= YM_ _AM
BM® AM BM
DM’ VM DM

BM t:+DM t,=VM — B =VM = t,=

: ¢ BESYYE ““ DM BM

Pro urCeni Casu 7, je tieba integrovat celou plochu pod kfivkou rychlosti. Sectenim vSech
vyznacenych oblasti, dosazenim ¢asu ¢, f;,¢,,f, a pokracenim dostaneme vysledny vztah

i _AM VM+ VM'* VMt +DMVM+ VM? L2 _ (AM + DM )(AM DM +BM VM )
I 2BM  2AM " 2BM 2DM CTYM 2 AM BM DM

Dostavame vysledny soupis jednotlivych vzorct pro délky intervala

=AM |BM

=VM|AM — AM | BM

t,=t,

Y, _(AM +DM )(AM DM + BM VM) (3.17)
Y vM 2 AM BM DM ‘
t;=DM | BM

te=VM|DM — DM | BM
1=t
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TYP2

Tvar trajektorie nerespektuje omezeni DM a odpovida situaci, kdy systém omezeni DM nedosahne.
Velikost vysrafovanych oblasti v obrazku 3.9 musi byt shodna. Pokud je feSenim soustavy
7 nezapornych realnych Casovych intervalti, potom je nutné otestovat omezeni DM podle (3.16).

Obrazek 3.9: Tvar a zdkladni viastnosti trajektorie zrychleni pro TYP2.
Modifikaci (3.17) bude platit
VM dm

t,=0 —————=0 dm=\VM BM

=T Tam BMm " v

=5 _(AM+dm)(AMdm+BMVM)_—AM+ s, VM |vM
vm 2 AM BM dm " 2BM VM 2AM \ BM

Dostavame vysledny soupis jednotlivych vzorct pro délky interval

,—AM
" BM
VM _AM
2 AM BM
1=t

_—AM s, VM VM
2BM VM 24M \BM
VM
BM

4

5=

t;=0
;=15
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TYP3

Tvar trajektorie nerespektuje omezeni VM a odpovida situaci, kdy systém omezeni VM nedosahne.
Velikost vysrafovanych oblasti v obrazku 3.10 musi byt shodna. Pokud je feSenim soustavy
7 nezapornych realnych casovych intervalii, potom je nutné otestovat omezeni VM podle (3.14).

Dt S e "

Obrazek 3.10: Tvar a zdkladni viastnosti trajektorie zrychleni pro TYP3.
Modifikaci (3.17) bude platit

s, (AM+DM)(AM DM + BM vm)
t,=0 = = =0
vm 2 AM BM DM
. vm:_AMDM+\/(AMDM)2+2AMDMsf

2BM 2BM AM + DM

(Druhé resent kvadratické rovnice neni kladné a je tedy nepripustné).

_vm _AM __ 2AM+DM \/(AMDM)2+2AMDMsf
2 AM BM 2 BM 2 BM AM + DM
L vm _DM:_AM+2DM+\/(AMDM)2+2AMDMSf
S DM BM 2BM 2 BM AM + DM

Dostavame vysledny soupis jednotlivych vzorct pro délky intervala

t:AM
" BM
__24M+DM \/(AMDM * 24M DM s,
2 2BM 2 BM AM + DM
1,=1,
t,=0

DM
t5:—

BM

_ AM+2DM \/(AMDM)2+2AMDMsf
°  2BM 2 BM AM + DM

1=t
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TYP4

Tvar trajektorie nerespektuje omezeni VM a DM a odpovida situaci, kdy systém téchto omezeni
nedosahne. Velikost vySrafovanych oblasti v obrazku 3.11 musi byt shodna. Pokud je feSenim
soustavy 7 nezapornych redlnych Casovych intervalli, potom je nutné otestovat omezeni podle
(3.14) a (3.16).

AM L ‘ ‘
0 _— 1 ‘ >
o | | t
0 ) “‘Ww
t] t2 t] t5 t5

Obrazek 3.11: Tvar a zakladni viastnosti trajektorie zrychleni pro TYPA4.
Modifikaci (3.17) a porovnanim s typem 7 bude podobné platit

Sy (AM +dm)( AM dm+ BM vm)
t,=0 = —— =0
vm 2 AM BM dm

L e AM dm +\/( AM dm 2 AM dm s,
2 BM 2 BM AM +dm
(Druhé reseni kvadratické rovnice neni kladné a je tedy nepripustné).

1,=0 = ;—m—g—’;’lzo = dm’=vmBM
m

Dosazenim za vm a feSenim rovnice

dm*+

AM dm \/(AMdm +2AMdeM2Sf_
2 4 AM +dm
dostaneme dvé feSeni, kterd mohou byt kladna

dm,=—AM [2+1/2\[(AM* 4 BM\[(24M 5 )
dm,=—AM [2+1/2+(AM*+4 BM /(2 AM s ,))

Dostavame vysledny soupis jednotlivych vzorct pro délky interval

_AM

" BM

. a’mi2 _AM

* AM BM BM

1;=1,

t,=0

_dmy,

“TBM

t¢=0

1;=1s

Z
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TYPS

Tvar trajektorie nerespektuje omezeni AM a odpovida situaci, kdy systém omezeni AM nedosahne.
Z pohledu symetrie se jedna o ekvivalentni ptipad s typem 2. Velikost vysrafovanych oblasti
v obrazku 3.12 musi byt shodna. Pokud je feSenim soustavy 7 nezapornych redlnych casovych
intervalli, potom je nutné otestovat omezeni AM podle (3.15).

am ‘

Obrazek 3.12: Tvar a zakladni viastnosti trajektorie zrychleni pro TYPS.
Modifikaci (3.17) a porovnanim s typem 2 bude platit

VM am e
=0 » — 2= =\VM BM
,=0 = o BM 0 = am=\V.
Y _(aerDM)(DMaerBMVM)_—DM+ s, VM |vM
Tvm 2 DM BM am 2BM VM 2DM BM

Dostavame vysledny soupis jednotlivych vzorct pro délky intervala

t :Jm
"\ BM

t,=0

;=1

_—DM s, VM __ VM
2BM VM 2DM \BM
_DM_

" BM

, _YM__DM

S DM BM

t,=ts

1y

s
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TYPG6

Tvar trajektorie nerespektuje AM, DM omezeni a odpovida situaci, kdy systém dosdhne omezeni
VM. Velikost vysrafovanych oblasti v obrazku 3.13 musi byt shodnd. Pokud je feSenim soustavy
7 nezapornych redlnych ¢asovych intervall, potom je nutné otestovat omezeni AM,DM podle (3.15)
a(3.16).

Obrazek 3.13: Tvar a zakladni viastnosti trajektorie zrychleni pro TYP6.
Modifikaci (3.17) bude platit
VM am

1,=0 = ————=0 = am’=VM BM
am BM
_VNVM BM _ |VYM
! BM BM

S .
fy=—t — am__ VM 0 = t4=i—2 478
VM BM  am VM BM
Dostavame vysledny soupis jednotlivych vzorct pro délky intervala

t:/VM
Y\ BM

1,=0
1;=1,
t :Sf__sz
4

VM BM
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TYP7

Tvar trajektorie nerespektuje omezeni VM a AM a odpovida situaci, kdy systém téchto omezeni
nedosahne. Z pohledu symetrie se jedna o ekvivalentni pfipad s typem 4. Velikost vySrafovanych
oblasti v obrazku 3.14 musi byt shodna. Pokud je feSenim soustavy 7 nezapornych realnych
¢asovych intervalll, potom je nutné otestovat omezeni podle (3.14) a (3.15).

Obrazek 3.14: Tvar a zakladni viastnosti trajektorie zrychleni pro TYP7.
Modifikaci (3.17) a porovnanim s typem 4 bude podobné platit
Sy (am+DM )(am DM + BM vm)

t :0 —_—— :O
ST 2am BM DM
oy —_amDM +\/(amDM)2+2amDMsf
2 BM 2BM am+ DM

(Druhé resent kvadratické rovnice neni kladné a je tedy nepripustné).

t,=0 = ﬂ—%:o = am’=vmBM
am

Dosazenim za vm a feSenim rovnice

2am DM BM*s
amz+DMam_\/(DMam)+ [

P 4 DM +am

dostaneme dv¢ feseni, z nichz kladné mtze byt pouze druhé
am,=—DM [2+1/2:[(DM’—4 BM (2 DM s,)
am,=—DM 12+1/2\/(DM*+4 BM (2 DM s))

Dostavame vysledny soupis jednotlivych vzorct pro délky interval

am,2
t=——"

BM
t,=0
1,=t,
t,=0
_DM
" BM
__am, DM
DM BM BM
t,=ts

Ls

ls
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TYPS8

Tvar trajektorie nerespektuje Zadné omezeni a odpovida situaci, kdy systém zaddného omezeni
nedosahne. Velikost vysSrafovanych oblasti v obrazku 3.15 musi byt shodna. Pokud je feSenim
soustavy 7 nezapornych redlnych ¢asovych intervald, potom je nutné otestovat omezeni AM,DM
a VM podle (3.14),(3.15) a (3.16). Poznamenejme, Ze tato soustava odpovida obecnému feSeni
pomoci principu maxima pro systém 3 integratorii bez stavovych omezeni, tj. bang-bang tizeni.

Obrazek 3.15: Tvar a zakladni viastnosti trajektorie zrychleni pro TYPS.

Modifikaci (3.17) bude platit

t,=0 = Y _ A = =
am BM BM

f=0 = Sy, am vm 0 = S BM  2am
=

am _3 Sy

t=——={
""" BM \2BM

Dostavame vysledny soupis jednotlivych vzorct pro délky intervali
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3.4 GROBNEROVA BAZE A T-OPTIMALNI RiZENi

Hledani ptepinacich variet v t-optimalnim fizeni je Siroce studovanou oblasti. Jiz v 60. letech byla
ukdzana jejich rozmanitost vzhledem k poloze pdll systému 2. fadu, [25]. Pfepinaci variety jsou ve
velké mife definovany nebo aproximovany polynomialnimi funkcemi, a jsou tedy vhodnymi adepty
na vyuziti Grébnerovy baze. Uli Walther a Tryphon T. Georgiou ptedstavili aplikaci Grobnerovy
baze na fetézec tfi integratori. Pfevedli problém z hledani pfepinacich variet na kombinatoricky
problém [106], pfi¢emz neuvazovali stavova omezeni ani libovolny koncovy stav. Nicmén¢ jejich
prace byla hlavnim impulzem pro budouci vysledky této prace. V nasledujicim textu se omezime
pouze na linedrni systémy, a to na fetézec integratorti s omezenimi. S vyuzitim GB odvodime
obecny postup pro nalezeni pfepinacich variet fetézce dvou a tii integratori s konstantnimi
omezenimi na vstup a vSechny stavy systému.

3.4.1 SYSTEM DRUHEHO RADU (2 INTEGRATORY S OMEZENIMI)

UvaZzujme stavovy popis fetézce dvou integratorii

110 1]|s " 0 "
v lo ollv] |1 (3.18)
T4~ B
s konstantnimi omezenimi na jejich stavy
Syin<S(t)<s,,
" o 3.19
—VM <v(t)<VM (3-19)
ana vstup systému u(7)=a(t) ve tvaru
—DM < <AM , jestliz >
al(t) , jestlize v(t)=0 (3.20)

—AM <a(t)<DM , jestlize v(t)<O0

Predpokladejme, ze pocatecni stav X, vyhovuje omezenim, respektive, ze je mozné ho pifipustnym
fizenim opustit bez poruseni omezeni. Dale pfedpokladejme, Ze koncovy stav X, je z pohledu
fizeni a omezeni dosazitelny.

Problém 3.2. Naleznéte rizeni u, které prevede systéem (3.18) z pocatecniho stavu X, do koncového
stavu X ; za minimdlni cas, p¥i respektovani omezeni (3.19) a (3.20).

Z jiz zminéného ¢lanku [26] vime, Ze pro linedrni systém 2.fadu s konstantnimi omezenimi na vstup
a jeho strmost bude vstupem strategie fizeni typu bang-zero-bang. Ta zajisti, ze v kazdém okamziku
je alespon jedna ze slozek stavu nebo vstup systému na maximalni nebo minimélni hodnotég, a tedy
fizeni spliiuje podminku ¢asové optimality. Pocet Casovych intervalil # je dan podle tvaru omezeni
nasledujici vétou.
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Véta 3.2. Casové-optimalni izeni pro systém (3.18) s omezenimi (3.19) a (3.20) vede na tzv.
bang-zero-bang 7izeni s maximdlnim poctem péti casovych intervalii. Existuji dvé pripustné

sekvence rizeni

DM, t€[0, 1))
AM, tE€[tyy, ty,+t)
u,(t)= 0, €[t +t,, t,+Tt,+t,) (3.21)
—DM , teft, +t,+t,, t11+t12+t2+t31)
—AM ,  t€[t tt ), 1yttt )
—DM, t€[0, 1,))
—AM, t€[tyy, 1yt+e)
u (0)={ 0, (€[t +t,, 1, ,t1) (3.22)
DM , tE[l11+112+t2, t11+l‘12+l‘2+l‘31)
AM, (€[t +t gy, bttty Tsy)

kde vyznam t,,,t,,t,,t5,t;, je patrny z obrazku 3.16. Ze znalosti pocatecniho a koncového stavu
Ize jednoznacné urcit, ktera vidici sekvence prevede systéem do koncového stavu, nebo zda takové
Fizeni vzhledem k danym omezenim neexistuje. Navic jednotlivé casové intervaly mohou zaniknout v
pripade, kdy systém nedosahne danych stavovych omezeni.

Konstrukci dikazu této véty je mozné nalézt v ¢lanku [26], kde je proveden obecny dikaz pro
systém druhého fadu s obecnym tvarem vSech omezeni.

ProtoZe uvazujeme nesymetrické mezni hodnoty fizeni (3.20), museli jsme pfidat, oproti standardni
uloze, dva intervaly, které budou aktivni v ptipad¢€, kdy systém bude ptechdzet ze stavu brzdéni do
stavu zrychleni a naopak, viz obrazek 3.16. Ty ovSem nepfinesou do ulohy zadné zesloziténi,
protoze jsou piimo vy¢islitelné ze vstupnich dat, viz dale. Rizeni pfi pfechodu v(7)=0 nebude
ménit znaménko, pouze se bude ménit amplituda ( DM — AM nebo —DM ——AM). Toto
zobecnéni neporusuje podminku ¢asové optimality a splituje vlastnosti bang-zero-bang tizeni.

AV

Obrazek 3.16: Priklady trajektorii v omezeném stavovém prostoru retézce 2-int.
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Ze znalosti pocatecniho stavu xOZ[so,vo]T, koncového stavu x,=[s f,vf]T a sekvence fizeni
u,(t) jiz mizeme vy¢islit vztah (3.5) a ziskat algebraické rovnice pro nezndmé t,,,¢,,,t,,t;,,ts,.
Bez ztraty obecnosti provedeme vycisleni pouze pro fidici sekvenci (3.21). Pro (3.22) je tiloha
ekvivalentni. To vyplyva ze symetrie stavového prostoru a omezeni vzhledem k pocatku, viz déle.

Z (3.5),(3.18) a (3.21) tedy dostavame algebraické rovnice stavového piechodu
eq,: V;=vy+AM t,—AM t;,+ DM t,,—DM t,,

2 2

I I3
eq,: Sf:So+Vo(t11+t12+t2+t31+t32)+(t11t31+2__t31t32+t11t2_2_+t11t32+t11t12)DM (3.23)
t, 6
2 In
+(2——2—+l‘121‘31+t12t2+t121‘32)AM

Z omezeni (3.19) a (3.20) vyplyvaji dalsi rovnice, které nam ulohu rozd¢€li na ptipad, kdy systém
dosdhne maximalni rychlosti

eqy,: VM —vy—DM t,,—AM t,=0

€qy,: V= VM +DM t,+AM t5,=0 (3.24)
a na piipad, kdy k tomu nedojde
eqs,: t,=0. (3.25)
Dostavame tedy dvé soustavy rovnic pro sekvenci fizeni u, (¢)
Fli{e%)e%:e%bll:e%bz} (3.26)
F,=leq,, eq,, €qs, -
kde soustava F| respektuje omezeni na rychlost, soustava £, nikoli.
Spoéteme-li Grobnerovu bazi pro soustavu £, , dostaneme
G,=|v,—VM+DM t,,+AM ts,,
—2(vyDM’t,;+ AM?v ,t3,)+ AM DM (AM t;,+ DM t},)+VM*(AM + DM ) (3.27)
2AM DM (SO_S/+V0t11+ V/t32+t2 VM)_AM Vi_DM V(Z)_tngM:S_DM?)t?] s .
—VM +v0+DM ¢t ,+AM t ,},
kde 7, a 73, jsou podle polohy X, a X, dany nasledujicimi podminkami
0, jestlize v,=0 0, jestlize v,=0
. .= Vv , 1= V. (328)
- 0, Jjestlize v,<0 32 ——f, jestlize v <0
DM AM !

Ty vyplyvaji z geometrie stavového prostoru a sekvence fizeni (3.21). Plati naptiklad, Zze pokud je
pocatecni rychlost v, kladna, potom neni omezeni DM aktivni a prvni Casovy interval je nulovy.
V opacném piipade lze spocitat ¢as prechodu systému z pocatecni do nulové rychlosti integraci
druhé pohybové rovnice. Dostaneme rovnici

0=v,+DM¢,, v,<O0, (3.29)

z které vyplyva prvni podminka (3.28). Podobné lze interpretovat druhou podminku (3.28).
Dosazenim téchto podminek do prvni a tieti rovnice (3.27) dostdvame
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VM_VO . " VM —Vf
W’ ]estllze t11:0 W
12 v, > Y317 v v
, Jjestlize tllz—W DM jestliZe ty,=—

, Jestlize t,,=0

M _f
AM AM
a posledni neznama 7, je dana fesenim druhé rovnice (3.27)

1
=
> 2AM DM VM
(=15 AM (=2 50— 2yt +25 =2V 1 13,) AM +vo—VM*) DM
O, AMP+2 AM? v 1, + (v — VM) AM

(DM’ +(2vyt,,—15, AM ) DM’

Soustava F; ma tedy z4dné nebo jedno kladné redlné feSeni. ProtoZe tato soustava respektuje
omezeni na rychlost, je jasné, Ze pokud ma kladné redlné feSeni, potom je to hledané t-optimalni
feSeni. To vyplyva z mozného pohybu systému po usecich parabol ve stavovém prostoru. Neni tedy
nutné hledat feSeni soustavy £, . Pokud ho nema, musime prohledat druhou soustavu. Pro tu musi
byt splnéna podminka, Ze maximalni dosazena rychlost bude pod hodnotou omezeni VM, neboli

VM —vo— DM t,,— AM t,,= >0: 'reSeni spliujeomezeni VM

<0: 'reSeni neexistuje' (3.30)

Pro vypocet délek ¢asovych intervald soustavy £, postupujeme podobné:

G,={ AM DM (£],+15,+ 2 13, t3,)+2 AM (53— 5, + AM t55+13, v 1+ AM 3 typ+ vt +213,v )
+ DM (213, v ;= 2voty +H3—11))—Vo+V5, 1, Vo=V p+ AM (ti,— ty,)+ DM (t,,— 1) ) (331)
kde 7, a t3, jsou podle polohy X, a X, dany podminkami (3.28).

Substituci (3.28) do (3.31) dostaneme soustavu bazovych rovnic o tfech nezndmych. Prvni rovnice
(3.31) obsahuje pouze jednu neznamou #;; v kvadratickém tvaru

(DM*+AM DM )t5,+(2 AM DM t,+2 AM v ,+2 DM v 42 AM > t3,)t5,
+2 AM? t3,+2 AM 59—2 AM 5 1+ AM DM t1,+2 AM v,t,,— DM’ t;,— v,
+4 AM t,v,—2v,DM t,,+v.=0

druha také, ¢#,=0 a z tieti rovnice vyjadiime posledni neznamou ve tvaru

v, =vo+AM ty,+DM (t, —t,,)
t12: l AM .
Celkem tedy maze mit soustava F, zadné az dvé redlna feSeni. Z toho kladné realné feSeni bude
pouze jedno. To je ddno pohybem systému po parabolach, které jsou symetrické podle osy s.

(3.32)

SYMETRIE ULOHY A JEJi VYUZITi PRO VYPOCET

Protoze problém je symetricky podle pocatku, l1ze pomoci nasledujici transformace prevézt feseni
v mnoziné ¥izeni u,(¢) na ekvivalentni problém v mnoZiné fizeni u_(¢). Pokud vzijemnd poloha
X, a X, vede na u_(t) Fizeni, potom pouZitim nésledujici transformace

X, ==X,
_ (PROBLEM JE SYMETRICKY PODLE POCATKU) (3.33)
X ==X,
pievedeme problém na u, (z) fizeni a vypoéteme piislusné délky casovych intervali
ty,th. .ty ty,. Ty potom pouZijeme zpét do u_(¢) tizeni.
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RozHopovACi ALGORITMUS

Pro fetézec dvou integratorli lze z geometrie stavového prostoru a polohy X, a X, apriori
rozhodnout, kterd sekvence fizeni pfevede systém do koncového stavu. Zname explicitni popis
rozdé€lujici variety, ktery lze ziskat ptimo z integralnich kiivek systému, viz. obrazek 3.17. Vime, Ze
pro dané sekvence fizeni je fdzové pole generatoru tvoteno parabolickymi Uiseky se stejnou strmosti.
To zajisti, ze se integralni kiivky nemohou kiizit a souvisle vypliluji cely stavovy prostor.
Rozd¢€lujici varieta tak déli stavovy prostor na dv€ souvislé oblasti, ve kterych je jednoznaéné
definovano, jakéd sekvence fizeni pfevede systém ze stavu X, do X,. Neni tedy tfeba vycislit

feSeni soustav pro ob¢ sekvence fizeni.

Nize uvedeny rozhodovaci algoritmus je odvozen piimou integraci systému a umoziuje podle
vzajemné polohy X, a X, jednozna¢né rozhodnout, ve které sekvenci fizeni je hledané t-optimalni
feSeni ulohy. Algoritmus nalezne hodnotu polohy s, na rozd€lujici kiivce, kterou by systém dosahl
piisluSnym fizenim aZ do okamzZiku ziskani totoZné rychlosti s v .. Potom porovnanim poloh s,
a s, urci, na které stran¢ rozdélujici kiivky se nachazi koncovy stav a definuje sekvenci fizeni.

Véta 3.3 (Algoritmus). Necht jsou dana vstupni data pro spusténi algoritmu. Jestlize pocatecni
a koncovy stav spliuje podminky resitelnosti, potom lze jednoznacné urcit, ktera sekvence rizeni
obsahuje t-optimalni Feseni. Rozhodovaci proces je definovan nasledujicim algoritmem:
vstup: X,, X,
vystup: sekvence Fizeni (1)
parametry. AM , DM , VM

IFy,—v,>0

THEN

i v
IFsign(vo)isign(Vf) THEN s,=s,+ Lt

22
Vi~V

2AM

ELSEIF vy>0 THEN s,=s,+

22
Vf Vo

2DM
ELSE x,=—x,, X=X,
RETURN TO BEGIN
ENDIF

ELSE s ,=s,+

;0 u (1)

u.(t)=sign(s,—s,)= —1: u(t)
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rAVM

Min !

u(t)

Obrazek 3.17: Geometrie stavového prostoru. Varieta (tucné) rozdéluje stavovy prostor na dvé
souvislé oblasti, ve kterych je jednoznacné dano jaké vizeni povede systém ke koncovému stavu.
Srafované oblasti jsou tzn. zakdzané oblasti pro X, a Xy, ze kterych neni mozné prejit do jiného
pripustného stavu bez prekroceni omezeni.

\

VYPOCETNI ALGORITMUS

Vysledkem popsaného postupu je jednoduchy algoritmus, ktery ze vstupnich dat rozhodne, zda
uloha ma feSeni a pokud ano, vypocte ho. Zdrojovy kod je uveden v ptiloze B. Jestlize x, ax, lezi
ve stavovém prostoru v piipustné oblasti #.(?) , viz obrazek 3.17, feSeni musi existovat. SloZitost
algoritmu je mald a proto ho miZzeme vyuZit i jako zpétnovazebni nebo korekéni regulator. To
samoziejm¢ piinasi dalS§i komplikace jako problémy s perturbacemi kolem koncového stavu,
diskretizaci a dal$i. OSetfeni téchto problému je dalsi z Siroce zkoumanych kapitol teorie fizeni.

Jako ukazku uvazujme naptiklad tyto vstupni hodnoty:

maximdalni zrychleni : AM =1/6ml s’
maximalni brzdéni - DM =2mls’
maximalni rychlost : VM|=2mls

omezeni pracovniho prostoru: S,;,=—10, §,,=10
poé. , konc. stav: x,=[1.5 8], x,=[1 0]

Vystupem algoritmu je posloupnost (2,1, 12,1y, b5, Ey] v sekvenci u.(f) Fizeni

Ul MINUS.SOL = 0.7500 12.0000 -0.7188 1.0000 6.0000
0.7500 11.3171 0 0.9431 6.0000
0.7500 -11.3171 0 -0.9431 6.0000

Zajimame se pouze o kladna redlna feSeni. Pro systém dvou integratorti existuje vzdy pouze jedno
takové, které zaroven splituje podminku casové optimality (3.6) a minimalizuje funkcional (3.3).
V nasem ptipad¢ je hledanym feSenim

SOLUTION = [0.7500 11.3171 0 0.9431 6]
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Obrazek 3.19: Vstup systému a t-optimalni trajektorie jednotlivych stavii v zavislosti na case t.

Poznamka. Grobnerova baze nam neposkytne odpoveéd’, zda systém piekro¢i omezeni na stavovy
podprostor [, 5. ). To lze oviem velmi snadno otestovat, protoZe zndme x,a.x , a piesny
matematicky popis trajektorii. Lze tedy snadno najit maximalni a minimalni hodnotu s(#) a porovnat
ji s hrani¢nimi hodnotami. Vypocetni procedura je uvedena v ptiloze B.
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3.4.2 SYSTEM TRETiHO RADU (3 INTEGRATORY S OMEZENIMI)

Uvazujme systém tii integratorti

s{ 10 1T Of|s| |0
v|=I0 0 1(|v|*+|0|u (3.34)
a 0 0 Of|la 1
A x B
s omezenimi na stav i vstup systému
Syin<8(1)<s,,..
VM =<v(t)<V
—DMSa<( ))sA (3.35)
—BM <u(t)<BM

a obecnym pocatkem x,=|[s,,v,, a,] a koncem x = =[s HVya f] Ptedpokladejme, Ze pocatecni
stav X, vyhovuje omezenim, respektive, Ze je mozné ho pfipustnym fizenim opustit bez poruSeni
omezeni. Dale pfedpokladejme, Ze koncovy stav X, je z pohledu fizeni a omezeni dosaZitelny.

Problém 3.3. Naleznéte rizeni u, které prevede systém (3.34) z pocatecniho stavu X, do koncového
stavu Xy za minimalni Cas pri respektovani omezeni (3.35).

Pro tetézec tii integratori dochazi k velikému zesloziténi. BohuZel se pro obecny piesun zatim
nepodafilo najit rozdélujici varietu, podobnou jako v ptipadé druhého tadu, viz obrazek 3.17. Nelze
jiz tedy apriori rozhodnout, kterou sekvenci fizeni pouzit. Je nutné prohledavat vSechny soustavy,
jak pro u,(t), tak pro u_(t). Tento fakt je zptisobem tim, Ze rozd&lujici varieta neni pro obecny
pocatek a konec souvislou mnozinou. Obecné tedy miize nastat situace, Ze existuje kladné realné
feSeni pro ob€ sekvence fizeni. T-optimalnim je samoziejmé to, které minimalizuje funkcional (3.3).
Béhem vypocti Grobnerovych bazi dochazi u nekterych soustav k problémtim se specializaci. Pocet
soustav vzroste na 16 a jejich slozitost také. Nicméné vSechny soustavy lze vyfeSit obecné
a vysledné vzorce pro vycisleni casovych intervall je mozné algoritmizovat, viz dale.

AAM

%
N

Obrazek 3.20: Stavovy podprostor v-a pro Fetézec 3 integratoru s omezenimi,
s vyznacenim zakazanych oblasti pro pocatecni a koncovy stav.
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Vyznaceni vSech omezeni ve stavovém podprostoru v-a je zobrazeno na obrazku 3.20, podobné¢ jako
v ptipad€ podprostoru s-v u systému druhého tadu. V tomto ptipadé je podprostor v-a symetricky
1 vic¢i vstupu u(), ktery ma symetrické omezeni. Poznamenejme, ze maximalni rychlost je v tomto
podprostoru reprezentovana pouze bodem [=VM ,0]|, kde systém mulize setrvat. Z pohledu této
projekce se stav systému v tomto bod¢ mize jevit jako nehybny. Z téchto predpokladii a geometrie
stavového prostoru dostdvame nésledujici hypotézu.

Hypotéza 3.4. Casové-optimalni Fizeni pro systéem (3.34) s omezenimi (3.35) vede na
bang-zero-bang vizeni s maximalnim poctem sedmi casovych intervali. Existuji dvé pripustné
sekvence Fizeni

BM ,t€[0,T)) —BM ,t€[0,T,)
0,1€[1, 7,) 0,r€[7, T,)
—BM ,te[T, 1,) BM ,te[T, T5)

u, (t)= 0,t€[Ty1,) , ult)= 0,t€[1y1,) (3.36)
—BM ,t€[T, T5) BM ,t€[T, T5)
0,1€[747() 0,2€[15T4)
BM ,te[14T;) —BM ,te[Tt4T;)

k
kde Tk:z t;, i=1..7 je casové déleni sekvence fizeni a t;,, i=1.7T je doba, po kterou je Fizeni
i=1
konstantni. Vyznam téchto proménnych je patrny z obrazku 3.21.
Ze znalosti pocatecniho a koncového stavu lze prohledanim reseni v obou sekvencich jednoznacné
urcit, ktera rvidici sekvence prevede systém do koncového stavu, nebo zda Fizeni vzhledem k danym
omezenim neexistuje. Navic jednotlivé casové intervaly mohou zaniknout v pripade, kdy systém
nedosdhne danych stavovych omezeni. T-optimalni resent je takové, které minimalizuje funkcional
7
minT7=minZti (3.37)

i=1

Obrazek 3.21: Priklady trajektorii v omezeném stavovém podprostoru v-a
systemu 3 integratorii s vyznacenim casovych intervalii.
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Dostavame tedy zobecnéni problému BAVS, ktery uvazoval pocatecni a koncovou rychlost
1 zrychleni nulové. Pocet Casovych intervala je v obou piipadech shodny. Obrdzek 3.21 naznacuje
mozné trajektorie systému s rozloZenim €asovych intervalii. Ze znalosti fidicich sekvenci (3.36),
X, a X, miZeme nalézt algebraické rovnice stavového prechodu. Postup vypoctu bude obdobny
jako u generatoru 2. fadu. Budeme opét uvazovat pouze kladnou sekvenci fizeni u, (¢) . Pro druhou
sekvenci u_(¢) vyuZijeme transformaci (3.42) do u, (¢) , obdobné jako v piedchozi kapitole.

Pro u,(¢) dostavame
eq,: a,=a,+BM(t,—t;+t,—1;)
eqy: v, =votaglt iyttt ttsttgtts)

6o oot (3.38)
+BM tl(t2+t3+t4+t5+t6+t7)—t3(t4+t5+t6+t7)—t5(t6+t7)—2——2—+2—+2_

eqs: sf:s0+(t1+t2+t3+t4+t5+t6+t7)v0+1/2ao(t1+t2+t3+t4+t5+t6+t7)2
+1/6BM[tf—t§—1§—3t§t6—3tSt§—3t§t7—6t5t6t7—3t5t§+t§
=305 (t e+t ) =3t (t o+t )
+3t?(t2+t3+t4+t5+t6+t7)+3tl(t2+t3+t4+t5+t6+t7)2]
Z omezeni (3.35) dostdvame dalsi rovnice, které nam tlohu rozdéli na ptipad, kdy systém doséhne
své absolutni maximalni rychlosti nebo zrychleni
Gy VM =vota,(t,+t,+1)+BM (t t,+t t,—15312+1112)
G VM =votay(t +t,Hty+t,)+BM (t t,+t t+t t,—tt,—1312+17/2)

eq: t _AM ~a, (3.39)
Sa 1 BM
DM +af
eqc,: t7:—BM -
a na pripad, kdy k tomu nedojde
e L=l 11s
Gt 1,=0
3.40
eqs,:  1,=0 (3.40)
eqq:  16=0
Celkem tedy dostavame 8 soustav pro u,(¢)
Flz{eql’eq2’6q3’eq4a1’eq4a2’eq5a’eQ6a}
F,=leq,,eq,,eq;, €qu  €qsp > €45, € )
F3:{eq1,eqz,eq3,eq4bl,eq4b2,eq53,eqéa}
F4:{e‘]1:e(12:e‘]3)e‘]4b1’€Q4b2’e%a)€Q6b}
Fsz{e%:eQ2:eQ3:eQ4a1:e‘haz:e%b:e‘ha} (3.41)
F6:{eq1’eqz’eg3’eq4a1’eq4a2’eq5b’qub}
F7:{e‘h16‘12’6%:694131:e‘]4b2:e‘]5b’€‘16a}
F

8:{6‘]1: €4,,€q3,€q 4,15 €q 4175 €45y eq6b}

Pro u.(f) bychom dostali dalsich 8 soustav. V disledku symetrie Glohy mtZeme ale vyuzit
transformace (3.42) a hledat feeni v sekvenci u_(#) pomoci rovnic sekvence u,(t), podobné jako
v ptipadé 2.fadu
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Xy =—X,
X . =—X , , o
/ /' (PROBLEM JE SYMETRICKY PODLE POCATKU)  (3.42)
AM =DM
DM : =AM

Hledané feSeni se nachazi v nékteré z 16-ti soustav nebo, v ptipad€ kdy X,,X, lezi v zakazanych
oblastech (obrdzek 3.20), neexistuje. Dalsi postup je obecné shodny s postupem pro 2.tad s tou
vyjimkou, ze nyni musime prohleddvat vSechny soustavy. Popis a feSeni soustav (3.41) bude
detailné€ rozebrano v kapitole 3.5. Dodejme, ze piekroceni meznich poloh s, ,s,,. je opét nutné

testovat zvlast’. Tento test je moZné provést az po nalezeni feSeni, ale je uz trivialni.

Poznamka. Porovnanim omezeni (3.20) a (3.35) zjistime, ze tvar stavovych omezeni neni
u 2. a 3.fadu zcela ekvivalentni. U 2.fddu se méni velikost zrychleni/zpomaleni pfi zméné znaménka
rychlosti. Na tuto zménu miizeme z praktického hlediska nahlizet jako na zrychlovani a brzdéni
systému (napiiklad automobilu s rozdilnymi parametry akcelerace a brzdéni). U tfetiho fadu ma
omezeni jiny charakter. Jednd se o meze integratoru zrychleni, které jsou zavislé pouze na sméru
zrychleni, nikoli na zméné znaménka rychlosti (napiiklad fizeni vytahu). Ackoli omezeni na
zrychleni a zpomaleni je u 2.fddu ddno mezemi vstupni funkce u(?), u 3.fadu je to jiz vnitini
omezeni na prvnim integratoru a odtud plyne zesloZiténi tlohy.

Pokud bychom chtéli nastavit ekvivalentni omezeni jako u 2.fadu, musel by stavovy prostor
vypadat nasledovné. Podle vzijemné velikosti AM a DM bychom vybrali jednu z variant
vyznacenych na obrazku 3.22. Touto zménou by doSlo k dalSimu naristu ¢asovych intervald
aipocCtu feSenych soustav. Nastésti je mozné detekovat prichod feSeni ,,novymi omezenimi*
a rozdélit cely pohyb do dil¢ich pohybti tak, aby je bylo mozné spocist ptivodnim postupem.

DM A

e

VM

DM

-AM

Obrazek 3.22: Projekce variant stavového prostoru do roviny v-a.



94 3 Casové optimélni fizeni fetézce integratord jako generatoru pohybu

3.5 AvLcoritmMus GBAVS

Tato kapitola je vénovana algoritmu, ktery feSi problém t-optimalniho fizeni tfi integratort
s konstantnimi omezenimi na vSechny stavy a vstup systému, definovaného v piedchozi kapitole.
Pro srovnani slozitosti budou uvedeny vypocty ¢asovych intervala pro tii standardni typy piesuna
systému: obecny pohyb, pohyb z/do konstantni rychlosti, pohyb z klidu do klidu. Postup a funkce
algoritmu je obdobn4 jako pro systém 2.fadu. Algoritmus byl ziskan rigoréznim postupem. Jedna se
o analyticky postup, bez vyuziti heuristickych metod. Pouze, z diivodu jednoduchosti, je vyuZito
numerické hledani kofeni polynomu maximalné 4.stupné. Pro tento stupen polynomu jsou ale
znamy analytické vztahy pro vypocet kofent, takZe neni poruseno pfedchozi tvrzeni.

Jadro algoritmu je zaloZeno na hypotéze 3.4. Ta tika, ze tfizeni bude typu bang-zero-bang a bude
nabyvat maximalné sedmi ¢asovych intervall, jejichz délku chceme urcit. Pocet intervald a jejich
délka je pln& specifikovana podate¢nim x,=[s,,v,,a,] a koncovym stavem x f:[s [Vya f]
a omezenimi (3.35). Plati-li tato hypotéza, potom nasledujici algoritmus GBAVS poskytuje ¢asove
optimalni feSeni uvazované ulohy. V pfipadé, ze hypotéza 3.4 neplati, obdrzime sub-optimalni
feSeni. Ackoliv exaktni ditkaz hypotézy neni podle naSich znalosti k dispozici, je velmi mnoho
dobrych divodl (plynoucich naptiklad z principu maxima) piedpokladat, ze hypotéza plati.

Z téchto predpokladli vyplyva sestrojeni osmi soustav polynomialnich rovnic (3.41), kazdou pro
jiny prub¢h fizeni, obdobné jako v kapitole 3.3.1. Provedeme rozbor jednotlivych soustav (3.41).
Pro kazdou soustavu budeme ilustraéné¢ vykreslovat profil kifivky zrychleni, ktery je pro danou
soustavu specificky. Nize uvedeny popis bude proveden bez ztraty obecnosti pouze pro fidici
sekvenci u,(t), viz kapitola 3.4. Fraze vyhovuje omezenim, bude znamenat, ze omezeni

AM ,DM , VM , BM nejsou porusena. Omezeni na pracovni prostor S,..,S,. nebude v dalsim

brano v Uvahu. Je nutné ho testovat zvlast, viz komentar diive. V piipadé€, Ze tvar trajektorie
omezeni nerespektuje, je tteba po vypoctu jednotlivych ¢asovych intervalll tato omezeni otestovat
nasledujicim zplisobem

— test omezeni VM

2 2
>0: 'rFeSeni spliuje omezeni VM’
VM —vy—a,(t,+t,+t)—BM |t t,+t t,—=+=|= 3.43
o= aoltiH+t) 2B 2 <0: 'FeSeni neexistuje’ (3:43)
- test omezeni AM
>0: 'rFesSeni spliuje omezeni AM '
AM—ao—BMh:[ resent Spentye om (3.44)
. 'FeSeni neexistuje
- test omezeni DM
> . [AS A4 7 Voo 7 ’
DM +a,—BM t,= >0: ’l:efem, Splnu.]e o.m'ezem DM (3.45)
<0: 'FesSeni neexistuje

kde jednotlivé vztahy jsou ziskany pfimou integraci systému. Hledanym feSenim ulohy je pak
takové fizeni u"(z), jehoz trajektorie existuje, spliiuje podminky (3.43),(3.44) a (3.45)
a minimalizuje kritérium (3.11).

Poznamka. Jak jiz bylo teCeno v Uvodu, Grobnerova baze ndm neposkytne piimo feSeni
polynomidlni soustavy, ale miZe vyrazné¢ usnadnit jeho nalezeni. To je i1 pfipad soustav této
optimalni ulohy. Kazda soustava odpovida pfislusnému tvaru trajektorie. V nékterych ptipadech
je mozné vycislit urcité Casové intervaly piimo ze vstupnich dat a dosadit je do zbyvajicich rovnic.



3.5 Algoritmus GBAVS 95

Volba typu usporadani byla proto specifikovana tak, aby vypocet GB vyuzival téchto informaci.
Upozornéme jesté¢ na posledni soustavu Fs, u které dochéazi ke specializaci feSeni, o které byla
zminka v kapitole 2.6.1. Ta zamezi vyuziti rovnic v tomto tvaru. Je tfeba se pokusit nalézt jinou
soustavu bazovych rovnic, kterd by generovala feSeni bez specializace. Jedin¢ tak jsme schopni
zajistit, ze vypocetni algoritmus bude pracovat na celém rozsahu vstupnich dat, bez singularit.
Takové feSeni 1ze skutecné nalézt a bude podrobné predstaveno dale.

3.5.1 ZAKLADNi STRUKTURA ALGORITMU GBAV'S

Reseni problému 3.3 je mozné nalézt nasledujicim postupem, ktery obsahuje nékolik dilezitych
vypocetnich a rozhodovacich krokt. Hlavni krok vypoctu vyuziva soustav (3.41), které byly obecné
vyfeSeny pomoci GB. ReSeni viech soustav je nalezeno analytickym postupem a vyjadieno
v explicitnim tvaru. Krok 3 algoritmu je tedy redukovan na pouhé dosazeni do dil¢ich vztaht pro
délky casovych intervall, viz dale. Timto zplisobem je snadné piimo vycislit feseni soustav, kromé
nekolika hledani kofenti polynoma maximalné ¢tvrtého stupné.

AvLcoritMUs GBAV'S

vstup:  x,, X, BM , AM , VM
vystup: t,,...,t; Fidici strategie u, nebo u _

krok 1: Test feSitelnosti xy = [ao,vo,S0] @ X = [a;V;;S/] (zakdzané oblasti).
Testovanim vrcholll rozjezdovych a dojezdovych parabol s hrani¢nimi parabolami

2 2
a a .,

— 0 _ — f
F—, V.. =tV F
0" 2BM S lim I 2BM

=+
Yolim ™~

>

dostaneme podminku pro rychlosti VM 2({[voyu| |V rim)- Testovani podminek zrychleni
a poloh je trividlni. Jestlize je xy, x; v piipustné oblasti, potom feSeni musi existovat.

krok 2: Vytvoieni osmi soustav polynomialnich rovnic §;, i = 1,2,..,8 pro vSechny mozné
kombinace aktivnich omezeni, jak pro sekvenci u. tak pro sekvenci u..

krok 3: Vyc¢isleni délek casovych intervalti #,,...,4; vSech soustav s vynechanim zapornych
a komplexnich feseni.

krok 4: Test respektovani omezeni pomoci (3.43),(3.44) a (3.45).

krok 5: Pokud stale existuje vic nez jedno pozitivné¢ definitni feSeni, potom je vybrano to, které
minimalizuje (3.37). Podle feseni je vybrana i pfislusna sekvence Fizeni u, () .

3.5.2 OBECNY POCATEK A KONEC

V této kapitole je uvefejnén analyticky popis feSeni vSech osmi soustav polynomialnich rovnic®
(3.41) pro délky casovych intervall ?,, .., ¢, . Explicitni zapis feseni je ziskan pomoci GB s riznym
typem uspofddani pro kazdou soustavu. Zménou uspofadani bylo mozné redukovat slozitost
vystupnich rovnic. Protoze je zndma trajektorie pohybu pro kazdou dil¢i soustavu, je mozné nékteré
délky ¢asovych intervall apriori ur€it a neni nutné vzdy vyuzit lexikografické uspotfadani za ticelem
eliminace proménnych. To neni v nékterych ptfipadech, vzhledem ke slozitosti rovnic, ani mozné
vycislit.

8 Nize uvedené rovnice jsou z duvodu jejich délky ziskané pouze exportem z pouzitych softwari Maple
a Mathematica. Proto n¢kdy zcela nesplituji spravnost matematického zapisu, ani velikost pouzitého pisma. Timto
prosim o shovivavost.



Pro obecny pocatecni a koncovy stav je nutné najit vSechna pozitivné definitni feSeni pro ob€ sekvence fizeni a vybrat Casové optimalni, pro které plati (3.37).

RESENi sousTavy F)

Soustava F' 1={eq1,eqz,e%,eq4a1,eq4az,eq5a,eqﬁa} odpovida situaci, kdy systém dosdhne vSech omezeni. Pokud je feSenim soustavy 7 redlnych casovych
intervalll, potom feSeni zaroveil vyhovuje omezenim a je hledanym feSenim tlohy.
Pomoci GB s uspoiadanim tdeg (t[1],t[2],t[3],t[4],t[5],t[6],t[7])lze vyjadrtit explicitni vzorce délek jednotlivych Casovych intervali.
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Obrazek 3.23: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu F.

Vystupni rovnice FeSeni soustavy F, pouZzité v algoritmu GBAV'S:

AM — &g
z1tl ==
M
c1eg o AME +af +2 BM (VM- wq)
2 AM EM
M
213 = —
EM
[ aE |
12 AMZ DM aa?°+131w {(-VM-wvo) | +DM (3 af - 12 BM af vo + 12 BME [-VP2 ++§)) +AM (3 af + DM (6 2% + 12 BM (-VM-v¢)) - 12 BMaf ve + 12 B [-VM® +v%) +DM (8 [-af +af) +24 BME (-0 +3¢) +24 BM (ag vo - 2z ve) )
sltd == - :
24 AM EBM® DM VI
oM
s1th == —
EM
c1eg o 2 DM +a% + 2 BM (VM - ve)
2 EM DM
IM+a
S1E7 == £

EM



RESENI sousTavy F>

Soustava £ 2={eq1 ,eqy,eqy,equ €y, €eqs,, €q6b} nerespektuje DM omezeni. Pokud je feSenim soustavy 7 nezdpornych realnych ¢asovych intervalii, potom je
nutné otestovat omezeni DM podle (3.45).
Pomoci GB s uspofadanim tdeg (t[1],t[2],t[3],t[4],t[5],t[6],t[7])lze vyjadrtit explicitni vzorce délek jednotlivych Casovych intervali.

AM A : : |
o | | " ”
|  T~w
6, t, I t, t t,

Obrazek 3.24: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu F,.

Vystupni rovnice FeSeni soustavy F, pouZzité v algoritmu GBAV'S:

=22t1 = =11
22tZ = =21t2
=22t3 = =1t3

Jea 3ad+6aME (2 +2 BM (-VM-wvo) ) - 12 BMaf vo + 12 BMZ [-vIZ 4+vE) + 6 AM (a2 +2 BM (-VM-ve) ) +/2 o + 4 BM (VM-ve) +8 2M (-a +a2 +3 BMZ (—sg +5¢) +3 BM (ap vo - af ve) )
s2td ==

Z4 AM BM® VM

es 2 aZ + 4 BM (VM- vy

Z BM

=2t6 =

af
2Z4t7T = 325 + —
EM



RESENI sousTavy F3

Soustava F 3={eq1 ,eq,,eqs,equ, €q 4y €45, €q6a} nerespektuje VM omezeni. Pokud je feSenim soustavy 7 nezapornych redlnych ¢asovych intervald, potom je
nutné otestovat omezeni VM podle (3.43)
Pomoci GB s uspofadanim tdeg (t[1],t[2],t[3],t[4],t[5],t[6],t[7])lze vyjadrtit explicitni vzorce délek jednotlivych Casovych intervali.

AM ‘; : | I
“/i \ 3 i R
o2 0 — : : : A >
DM \ / a(t)
6,1, 1 2 s 2

Obrazek 3.25: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu F.

Vystupni rovnice FeSeni soustavy F; pouzité v algoritmu GBAV'S:

p0 = 1ZDM* -3 a5 - 12DM° a2 +3as + 6AM° (2DM° -af -aZ) + BAM (3DM° +a) -3DMaZ -a}) + 12BM° [2AM (50 -52) - V5 + vs) + 12 BM (8% vo + 2 DM° vg - a2 ve + AM® (Vo + V) +2 AM (-80 vo + Z DM Vs + &g vs) )

[ BM DM , al
pl == 24 BM (AM + DM) |T + DM -

+ BM Vf‘
p2 == 12 BM® DM (&M + DM)
53tH == roots [p0 +53t6 (pl + pZ 53ta) =0, s3tA]
s3tl ==s51tl

- 2 [-2M* +DM?) +al -af + 2 BM (DMs3L6 - vg + ve)
5 ==

Z AM BM
53L3 =s51t3
s53td =10
s3t5 =s51th

53tH == roots [p0 +53t6 (pl + pZ 53ta) =0, s3tA]

s3t7T =31t7



RESENI sousTavy Fy

Soustava £ 4={eq 1,€45,eqy,eq ., eq g, ean,eqéb} nerespektuje DM a VM omezeni. Pokud je feSenim soustavy 7 nezapornych redlnych Casovych intervald,
potom je nutné otestovat omezeni DM a VM omezeni stejn€ jako v soustavach F, a F';.

Pomoci GB s uspofddanim plex (t[1],t[2],t[3],t[4],t[5],t[6],t[7])lze vyjadrit explicitni vzorce délek jednotlivych ¢asovych intervali.

Obrazek 3.26: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu F,.
Vystupni rovnice feSeni soustavy F, pouZzité v algoritmu GBAV'S:
pl=-3 ag +3 a% +12 BM (ag Vi +a%vf) +12 BM® (—VS +v%) + 6 AM7 (—ag +a% + 2 BM (vg +vf)) + 8 AM (ag - a% + 3 BM? (3g - 9¢) +3BM (-ag vg - afvf))

EMa; al
i
2 2

pl == -48 BM (-AM + as) [— +BMVfI‘
\ !
pZ =12 BM? (AMZ -62AMag+ 5 a?f +2Bva)

p3 == 24 BM® (-AM + 2 ag)

pd = 12 BM*
s4tl == 51tl
ro ~2aM2 + Z2BM? 24t 78 +af +af + 2BM (-2 54t7T ag - Vo + Vi)
= -
2 M BEM
At
54t3 == 51E3 + 347 - —
BM
sdtd == 0
sd4th =0
s4t6 =

rdt7 == roots [pO +plsdtT +p2 s4t78 +p3 s4t7? +pd s4t7* == 0, s4t7]



RESENI sousTavy Fj

Soustava F 5=[eq1,eq2,eq3, eq 4215 €49 400> €95 » e%a} nerespektuje AM omezeni. Pokud je feSenim soustavy 7 nezapornych redlnych casovych intervalt, potom je
nutné otestovat omezeni AM podle (3.44).

Pomoci GB s usporddanim tdeg (t[7],t[6],t[5],t[4],t[3],t[2],t[1])Ize vyjadiit explicitni vzorce délek jednotlivych Casovych intervala.
Soustava F'5 je vypocetné ekvivalentni se soustavou F, .

.
*
\/

Obrazek 3.27: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu Fs.

Vystupni rovnice FeSeni soustavy Fs pouZzité v algoritmu GBAV'S:

a0
25tl = 25t3 - —
EM

325t =0

2 af +4 BM (VM- o)

35t3 =
2 BM
cia 3 a‘é + 6 DM I:ag +2 BM I:—V'M—Vg):l \\.-'IE a% +4 BM (VM-wg) +6 DM? I:a% +2 BM (—VIM]—Vf)] - 12 BM a% vi 412 BME (—VMZ +v%) +2 DM (—ag +a% +3 EM? (-30 +3¢) +3 BM (ap vp - ar Vf)]
3 ==
24 EM® DM VM
=5t5 = =1t5
=5t6 == =1lt6

a5t7T == 31t7



RESENI sousTavy Fj

Soustava [ 62{66]1,€q2,eq3,€q4al,€q4az,€q5b, €q6b} nerespektuje AM a DM omezeni. Pokud je feSenim soustavy 7 nezapornych redlnych Casovych intervald,
potom je nutné otestovat omezeni AM a DM omezeni stejné jako v soustavach £, a F's.

Pomoci GB s uspofddanim tdeg (t[1],t[2],t[3],t[4],t[5],t[6],t[7])lze vyjadrit explicitni vzorce délek jednotlivych ¢asovych intervali.

Obrazek 3.28: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu Fe.

Vystupni rovnice FeSeni soustavy Fg pouZzité v algoritmu GBAV'S:

3htl == =251
sbte ==
g3ht3d == 25t3

~4af +4af-12 BM® (sg-s5¢) +12 EMag vo +2Z EMt3 (3 af - 6 BM (VM+vo) ) - 12 BMag ve +2 EMt5 (3 af - 6 BM (VM +vs) |

shtd ==

12 EM® VM
36t5 == =2t3
set6 ==0

sEtT == s2t7



RESENI sousTavy F5

Soustava £ 7=[eq1,eq2,eq3,eq4b1, eq 45, €q5b,eq6a} nerespektuje AM a VM omezeni. Pokud je feSenim soustavy 7 nezdpornych realnych casovych intervald,
potom je nutné otestovat omezeni AM a VM omezeni stejn¢ jako v soustavach F's a F'5. Soustava F'; je vypocetné ekvivalentni se soustavou £, .
Pomoci GB s uspofddanim plex (t[7] ,t[6],t[5],t[4],t[3],t[2],t[1]) lze vyjadrit explicitni vzorce délek jednotlivych ¢asovych intervali.

Obrazek 3.29: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu F.

Vystupni rovnice reSeni soustavy F; pouzité v algoritmu GBAV'S:

po ::3a§—3a§+12BM (ang+aﬁvf) +12 BM? (v%—v%) + 6 DM° (a%—a%+2BM (VU+Vf)) + 3 DM (aS—a?+3BM2 (g - 2¢) +3BM (ag vg +afvf))

DMap a2 )
+ — +BMw
2 2 o)

pl==48 BM (DM + ag) [

pz=12BM° (DIM® + 6 DM ag + 5 aj + 2 BM vy

p3 == 24 BM® (DM + 2 ag)

pd = 12 BM*
57tl == roots [pD +plsTtl +p2 s7t1® +p3 s7t1% + pd s7t1? =0, 571:1]
57t2 ==

oM ap
2Tt3 == — +37t]l + —
BM

BM
s57td =
575 =
ST -2 DM% + 2BM? 57t1% + 2% + 22 + 2 BM (2 s57t] ag +vo - ve)

2 BM DM

s7t7 = 51t7



RESENI sousTavy Fjy

Soustava F 8={eq1, eq,,eqs, equ,€eqa,,€qsy, eqéb} nerespektuje zddné omezeni a odpovida situaci, kdy systém Zadného omezeni nedosahne. Pokud je feSenim
soustavy 7 nezapornych realnych ¢asovych intervalii, potom je nutné otestovat omezeni AM,DM a VM stejné€ jako v soustavach Fg, ', a F,. Poznamenejme, Ze
tato soustava odpovida obecnému feSeni systému tii integratorii bez stavovych omezeni, bang-bang tizeni.

““/\ | ot a (t )

t] ZL35 t7

Obrazek 3.30: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu Fy.

Pomoci Grobnerovy baze s usporadanim plex (t[1] ,t[2],t[6],t[7],t[3],t[5], t[4]) mizeme nalézt explicitni vzorce délek jednotlivych ¢asovych
intervalll. GB vyjde v nasledujicim tvaru.

GB == {t4, ts, ta, te, ~3af+6afa’-3al+16BMa) tss - 16 BM a} tas + 46 BM® 5q tas - 48 BM® 5¢ t3g - 24 BM” a2 t2; - 24 BM® af t5; + 12 BM® t3, + 12 BM aZ vq -
12 BM aZ vy - 48 BM® ap tas v + 48 BM® £5: v - 12 BM® v§ - 12 BM a3 ve + 12 BM &% ve + 48 BM® ar tas ve + 48 BM® t5c ve + 24 BM® vy ve - 12 BM v2,
Baf-6atar-2a; +24BM° 5p-24BM? 9- + 6 BMas t7 - 6 BMaZ t7 - 15BMaZ tas - 9BM a tas + 6 BM® t3 - 24 EM ag vy + 12 BM ar vg -
12 BM® t7 v + 30BM® t3s vo + 12 BMar ve + 12 BM® t7 ve + 18 BMZ tasve, -2 ap -6apa-+8 a; - 24BM° 59+ 24 BM® g¢ + 6 BMal £, - 6 BMaZ £y +
9 BM aZ tas + 15 BM af tss - 6 BM” t35 + 12 BM ag vp - 12 BM® £1 vg - 18 BM® t3s vg + 12 BM ag ve - 24 BM ag ve + 12 BM? t1 ve - 30 BM® t3s v

Podrobnéjsim zkoumdnim bychom zjistili, Ze rovnice pro délky Casovych intervali ¢, a ¢, jsou si velmi ,podobné“, coz se da ocekavat ze symetrie fizeni,
viz také obrazek trajektorie zrychleni 3.30. MUzeme zkusit pfimo feSit ziskané bazové rovnice. Bohuzel ale v feSeni pro #, a ¢, dochdzi k dé€leni vstupnimi
parametry, které mohou nabyvat nulovych hodnot, viz (3.46). Dochézi k jiz difive zminéné specializaci feSeni. Mohli bychom pfidat jmenovatel do generatort
idedlu a spocist GB znovu. Ziskané feSeni by platilo ve specidlnich ptipadech. Jednalo by se o singuldrni feseni, které je z vypocetniho hlediska nevhodné.
V priibéhu testovani algoritmu se ukdzalo, ze toto feSeni nelze v praxi pouzit v disledku numerické nestability.



Zaj+bapat-8al+24BMe 5p - 24 BME 55— 9BM al tag - 15 BM a2 tag + 6 BM £3. - 12 BM ag v + 18 BM® tsg vp— 12 BM ag ve + 24 BM ag ve + 30 BM? tag ve
6 BM (-aZ + al + 2 BMvo - 2 BM ve)

8Ll =

26t2 = 0

58t35 = roots[-3aj + 6af af - 3af + 12 BM* ti; + 12 BM af vo - 12 BM af v - 12 BM® v§ - 12 BM af ve + 12 BM af ve + 24 BM® vo ve - 12 BM® v +
ti; (24 BM? aZ - 24 BM? af + 48 BM® v + 48 BM” ve) + tzs (16 BMaj - 16 BM aj + 48 BM® s5q - 48 BM” 5¢ - 48 BM? ag v + 48 BM” ag ve), 5 t3]

(3.46)
s26td =0
26t5 =0
28t6 = 0

Gai-6¢afar-2ai+24BM° 5q-24BM° 5 - 15 BM a3 tas - 9 BMaf tis + 6 BMS £3c - 24 EMap vg + 12 BM ar vp + 30 BM® t3s vp + 12 BM af v + 18 EM® t35 ve
6 BM (-aZ + a2 +2BMvg - 2 BM ve)

s6t7 =

Proto je vhodné zavést nové parametry maximalniho/minimalniho dosazeného zrychleni am,dm , viz kapitola 3.3.3, a specifikovat délky ¢asovych intervali ve
tvaru
am - ap am + dm dm+af}

{tlzz—’tz ::D! t35::—‘,t‘1::|j‘r tSZZD; tSZZD; t-?::

BM BM BM (3'47)

Tyto vztahy dosadit zpét do GB, a hledat feSeni tentokrat pro proménné am, dm. Timto postupem dostaneme explicitni vztahy pro parametry am,dm , bez
specializace, a tyto vztahy spolu s (3.47) tvofi Uplné feSeni osmé soustavy, viz dale. Testovani omezeni AM a DM lze v tomto ptipad¢ provést pfimo porovnanim
s dosazenymi hodnotami am , dm .



Vystupni rovnice feSeni soustavy Fs pouZzité v algoritmu GBAV'S:

pl = —ag—QaSai—lﬁaga§+9aga§+l7a§+48BM2 agsg—ilEBMZ a%SD+TZBMQSS—4EBM2 agsf+4BBM2 aiSf—144BMqSDSf+TZBMQS§+6BM33UD+
36BMaS a% Vg + 48 BM ag a% vg - 18 BMag Vg _ 144 M’ 2g S0 Vo + 144 BM° ag =S¢ UD—3EBM2 a% vé _ 26 BM? a%vg + 72 BMY vg + 18 BMag v + 48 BMagaf vf—3ﬁBMaé ai Vg —

10z BMag ve + 144 BM® af Sp Ve - 144 BM® af Sg Vg - 12 BM* ag Vg Ve - 144 BM? ag Af Vg Ve + 72 BM” aJZ;_ Vg Ve + 72 BM® vé Vi + 36 BM” a% vJZ;_ + 180 BM® a% Ui 7z BM Vg vJZ;_ _ 72 BM® Uf;_
pl = -48alaZ +40al - 144BM° a2 55 + 144 BM° aZ 53¢ + 144 BMag a2 vg + 96 BMa] vz - 240 BM a2 ve + 200 BM® 5q vz - 200 BM® s ve - 200 BM® ag vg ve + 200 BME ag v
p2=18aj -36ajai+18af - T2 BMag vg + T2 BMas vg + 72 BM® w5 + T2 BMaj v - T2 BMas vy - 144 BM® vg ve + T2 BIC w5
p3 =48ag - 48 a2 + 144 8M° 50 - 144 BM® 5£ - 144 BMag vo + 144 BM ag ve
pd=36ai -36a2 - 72BMvg + 72 BM v
dm == roots [pD +dmpl +dm? p2 +dm® p3 +dm? pd==0, dm}

am = [dmah -17dnaf -12af -12aj [-dn® +af -2 BMve) +12a3 (dn® -2 EMvy + TEMve] +3dmag (6dn® -9 a2 -2 BMvy + 18BMve) +6as [3dn’ + 6 BM® (Sg-S¢) +BMdn (-9 vy +17ve) ] +
TZEM ag ve (dn® (-vg +Ve) -ZBM (din (Sp -Sg) + (Vo -Vs) Ve) ) - TZEM (EMdm (dn (Sq -S¢) + (vo -vg)?) (Vo -vg) —dn® (vg-ve)® +BM® (=g -35¢) (din (Sp-Sg) +2 (¥p - ve) ¥e) ] +
1zBMa] (dn® (Zvp-5ve) +2ZBM (Zdnsg -Zdmes +5vg Ve -8 vE) ] +36BMas (ZBM (3g-5z) (Vo-2ve) +2dm° (vg-ve) +BMdn (-dmsg +dmsy -3vg+6vgve -5vE)] -
12BMag vy (4dmal +3af - 12BMdnag vy -3 a% [dn® - 2BMvg + 4BMv:) - 6BM [dn® (vp - ve) +2 BM (dn (Sg -57) + (vo-ve) ve) )] +
4a) (4dmal +3af -12EMdmnas ve -3af (dn® -SBMvy + 4BMve) -3 EM [dn® (5vp-2ve) +2EM (2dmsg -2dmsy +5vpve -2 ve] )] +3ad
(9dmaf +4af +12BMae ve (dn® +2BMve) —4a3 [dn® + 5BMve) - 12 af (dn” +BM® (3¢ -5¢) +3BMdn (-vg +ve) ) + 12 BM (2 BM® (5p -5¢) ve +2dn’ (-vg +ve) +BMdn (dnsg -dnse +vh - 6vove +3v5) )] )/
(af +ag +48BM° a (sg-s5¢) -3ap (325 +2BM (vo-3ve)) +6BMag (3vg -ve) - 144BM ag (5g -5g) ve +16ag (a3 +3BMC (-5g +5¢) -3 BMag ve) -

48 BM ag vg [ag+3BM2 [-=g +3¢) —3BMafvf] _ 326 BME a% {VS"-ZUDVf—UJZ;_] _ 72 BMY [BM (SD—Sf)Z + (VD—Uf)Z (vg +vf)] —Qaé [a§—4BMa% (Vg +ve) + 4 BME [—vé+2vaf +v§]]]

am - a
shtl = — 0
s58t2 =
am + dm
58L35 = ———
BM
58t =
sETS =
S8th =
dm + as
S8t7 =
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3.5.3 PoHYB Z KONSTANTNi RYCHLOSTI DO KONSTANTNi RYCHLOSTI

Tento druh pfesunu muize byt nejcastéji vyuzivanym pohybem pfi pldnovani a napojovani
jednotlivych pohybi pfedev§im u rotacnich strojii nebo naptiklad pasovych dopravniki, kde je
kladen diiraz na rychlost pohybu. Z pohledu dynamiky je konstantni rychlost systému takzvanym
relativnim rovnovaznym stavem a jednd se o specidlni pfipad obecného pohybu, kdy pocate¢ni x,
a koncovy stav X, lezi ve stavovém podprostoru s-v, x,, 3cf€IR2CIR3 . Projekei stavového prostoru
do roviny v-a se X, a X, zobrazi pouze na horizontalni ose, obrazek 3.31. V tomto piipadé¢ lze
1pro generator 3.fadu s omezenimi nalézt rozdélujici varietu, kterd d€li stavovy podprostor
pocateCnich a koncovych stavii na dvé souvislé oblasti tak, ze lze apriori rozhodnout, kterd
sekvence fizeni generuje t-optimalni pfesun systému. To umozni hledat feSeni pouze v osmi
soustavach z pivodnich Sestnacti, a tedy dvojnasobné zkratit cas vypoctu.

Dale je uveden plivodni explicitni popis rozd€lujici variety a ptislusny rozhodovaci algoritmus.

AAM

-VM, VM

/// 2 \\\
3 -DM
Obrazek 3.31: Stavovy podprostor v-a pro fetézec tri integratorii s omezenimi,

s vyznacenymi rozjezdovymi a dojezdovymi kiivkami. Pri pohybu z/do konstantni
rychlosti lezi pocatecni a koncovy stav na horizontalni ose.

A
VM
N e
R
£
Mo’
© Yor
vo L__ ,)E.Q
| oblast sekvence

I 4 14
Sy 5, Fizeni u () S
! la:

O'/
4
oblast sekvence o Yo
Fizeni u (t) & @,
- A f
o, '
N,
Q .
."
-VM

Obrazek 3.32: Geometrie stavového podprostoru s-v. Varieta 'y, (tucné) rozdeéluje

stavovy podprostor na dvé souvislé oblasti, ve kterych je jednoznacné dano, jaké
Fizeni povede systém ke koncovému stavu.
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EXISTENCE A NALEZENi ROZDELUJICI VARIETY

Predpokladame pohyb z konstantni rychlosti do konstantni rychlosti. Dale ptedpokladame, ze plati
hypotéza 3.4, a piipustné t-optimalni ¥izeni je obsaZeno v jedné ze sekvenci u,(¢) nebo u_(¢).
Potom lze najit rozd€lujici kiivky a sestavit nasledujici souhrn vlastnosti. Naznaceni dikazu
je provedeno dale.

v .« 2 3
1. x=[50,v,.0]. x,=[s,,v,,0] lezi v roving s-y, X,,x,ER<R",

2. Ze strategie fizeni vyplyva, ze trajektorie systému muize protnout rovinu s-v pouze jednou
v ¢ase T3, pfipadné na této roviné setrvat po dobu délky ¢asového intervalu #. Dale musi
platit rovnosti ¢;=f,,¢,=f;. To zajisti navrat stavu systému do roviny s-v. Ze sedmi
casovych intervali dostdvame tedy pouze pét riznych. Hledadme posloupnost délek intervali

[tl,t2(AM omezent)’ tl ’ Z‘4(VM omezeni)’ tS’ t6(DMomezem’)’ 15] (348)

3. Lze najit vSechny body protnuti roviny s-v, které by bylo mozné dosahnout piipustnym

fizenim wu,(¢) a u_(¢), t€[0,7,], a2 do maximalni (minimalni) rychlosti VM (-VM).
‘ ‘ Yo., prosekvenci u,(t)

Tyto body tvoti rozd€lujici kiivku yo: Yo=Y YYo. Yo, prosekvenci u.(t) ° tel0, 1],

ktera lezi v rovin€ s-v a vychazi z pocatecniho stavu, viz obrazek 3.32.

4. Podobné¢ lze sestrojit rozdélujici kiivku y; pro koncovy stav s uvazovanim zaporného casu
Ye , pro strategii u_ ()

Vit Vi=YeWYes o sirategii u (1) 0 1€10 207

5. Pro sekvenci fizeni u,(f) mohou mit Yy, ay, Zzadny, jeden nebo dva priseciky
I,,i=0,1,2,nebo x, lezi pfimo na y,, . Totéz plati pro sekvenci fizeni u () a y,ay;
. Prsecik znamena existenci feSeni pro danou sekvenci fizeni.

6. Ze strategie ftizeni také vyplyva, ze kiivky Y., ¥e Yo Y jsou jednoznaéné funkce
vzhledem k v(#) . Projekce kiivky stavu I'(¢z) do roviny s-v, musi byt z pohledu rychlosti
v(t), t€[0,T;] monoténni funkei vzhledem k parametru ¢, nebot’ systém pro . (¢) stale
zrychluje (pro u_(¢) stale zpomaluje).

7. Protoze kiivky y lezi v rovin€ s-v, prisecik také lezi v roviné s-v a je to zaroven bod
nejvyssi dosazené rychlosti pro strategii u,(¢) (nejniZsi pro strategii u_(z)). Jestlize je
prisecik nad (pod) hodnotou VM (-VM), potom je pruseCikem chdpidna mezni piimka
omezeni VM (-VM).

. c v . .. . 2 153

8. Z rovnic popisujici sekvence fizeni Vyplyv_a, ze podle vzajemné polohy x,,x,€RcR
mohou existovat maximalné tii praseciky I';,i=0,1,2,3, a to tak, ze jestlize existuji dva
v jedné strategii fizeni, potom v druhé uz mize existovat maximaln¢ jeden. Uloha miize mit
tedy maximalné tri reseni I';(t),i=0,1,2,3 | viz naznadeni diikkazu déle.

9. ProtoZe tvar fizeni je aZ na délku Casovych intervalll specifikovan, a plati (3.48), potom
v diisledku symetrie fidici sekvence musi platit, Ze projektivni trajektorie I';(7), piislusné
danému priiseéiku I',, se vzajemné nekiizi. Potom lze z téchto trajektorii vybrat t-optimalni
trajektorii systému, pro kterou v roviné s-v plati

u u(

t, Sy
minfldt = mavads (3.49)
0% )
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10. ProtoZe strategie fizeni je sestavena tak, Ze maximalizuje rychlost maximalnim moznym
zrychlenim, je zfejme, Ze t-optimalni trajektorie systému je takova kiivka, ktera prochazi
prusecikem I'; s nejvyssi absolutni hodnotou rychlosti.

11. VyuZzitim vySe uvedenych vlastnosti rozdélujicich kiivek lze ukézat, ze y,, ay; se mohou
kiizit pouze pokud je stav x, napravo od kiivky y,. V opatném pfipad€ ke kiiZeni
nedojde a feSeni ve strategii u, (¢) neexistuje. Také plati, Ze pokud dojde pouze k jednomu
kiizeni, potom je trajektorie systému prochazejici timto bodem t-optimalni trajektorii

vV

(rozd€lujici kiivky s jednim priiseikem jsou vzdy na nejvyssi hlading rychlosti).

1.5 1.5

Stav x ; je vlevo od rozdélujici variety =u_(t)

FeSent u_(t)nent casové optimdlni.

Obrazek 3.33: Rozdelujici krivky a jejich mozZnosti kiiZeni pro ruzné polohy xy a x;. Modré krivky
Jsou projektivni trajektorie systému T (t). V pripadé, Ze dojde ke kiizeni obou rozdélujicich krivek,
potom existuji tri Feseni.

\\\ g ﬁ\
Yot \\\ /{0 " y%?g\y £+
N

S~

Yo i ]
0.5 J 0.5 ” f
/
\/ ’
/
1 © 1 Vd ©
p N e y\
i/ - yd P
e / i
1.5 1 1.5 . —
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
S N
Stav x ; je vlevo od rozdélujici variety=u_(t) Stav x ; jevpravo od rozdélujici variety =u., (1)

Obrazek 3.34: Rozdelujici krivky a jejich mozZnosti kiizeni pro nékteré polohy x, a x. Modré kiivky
Jsou projekce t-optimalni trajektorie systému do roviny s-v.
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RozHopovACi ALGORITMUS

Algoritmus definuje t-optimalni fidici sekvenci na zéklad¢ vzdjemné polohy rozdélujici variety y,
a bodu x,. Jestlize je bod x, vpravo od y,, potom t-optimalni fidici sekvence je u (7)),
v opacném pripadé je to sekvence u_(f). Nalezeni rozdélujici variety y, vyplyva explicitng
z vy$e uvedenych piedpokladll a vlastnosti. Rozd&lujici kiivka y,, pro sekvenci u,(#) zalina
vbodé x, a kon¢i na hranici omezeni VM. Rozdélujici kiivka y, pro sekvenci u_(t) za¢ina
v bod¢ x, akoncina hranici omezeni -VM. Vysledna rozdé€lujici varieta y, je pak sloZzena z obou
rozdélujicich kiivek, viz obrazek 3.32. Odvozeni provedeme pro jeji ¢ast y,. . Pro y, je odvozeni
ekvivalentni. Zavedeme dva parametry t,€[0,t,],1,€0,t,] , které budou parametrizovat
rozd€lujici kiivku y,. . Prvni parametr f, parametrizuje rozdé€lujici kiivku pied dosazenim
omezeni AM, druhy pak parametrizuje druhou ¢ast kiivky v piipadé, Ze bylo omezeni AM dosazeno.

Podle bodu 3 vlastnosti plati, Ze vSechny body protnuti, tvofici kiivku y,. , dostaneme fizenim
BM , t€[0,T1,)
u, (t)= 0, te[T1,,T,) (3.50)
—BM, t€[T1,,Ty)
kde T,=t,, T,=t +t,, T,=2¢,+1,, t,€[0,¢,], 1,€[0,1,], a t, a t, jsou urCeny tak, e musi platit
v(Ty)=VM ,T,=2¢,+t, .

Vztahy definujici Yy, ziskdme z rovnic systému (3.34) a pfislusné sekvence fizeni (3.50).
UvaZzujme jeji prvni ¢ast (obrdzek 3.32, plny usek kiivky y,. ), kde nebylo dosazeno AM omezeni.
Potom plati 7,=7, a dosazenim (3.50) do (3.34) dostaneme

a(t,)=BM ¢, v(T1)=v0+%ti, S(T1)=s0+v0ta+%t2
a tedy
a(t;)=a(t,)—-BM t,=0
BM 2
vit,)=v(T,)talT, )t ——t=v,+BM¢
( 3) ( 1) ( 1) a 2 a 0 a (351)

aZ(T’> ti—lﬂtizso+2vota+ BMt.

S(T3):S(T1)+V(T1)ta+ 6

Vyloucenim parametru ¢, dostaneme implicitni popis prvni ¢asti rozdélujici kiivky y,.

S:so+\/‘l;;/[v0 (vo+v), veElv,, VM | (3.52)

Ze vztahu (3.51) lze dosazenim VM za v(t,) ziskat vztah pro velikost 7,

VM —v,
"E\TEr

definujici rozsah parametrizace pomoci 7, .

Jestlize plati ¢, <AM /BM , potom omezeni AM nebude dosazeno a y,, je parametrizovéna pouze
parametrem f,, dana vztahy (3.51), nebo implicitnim popisem (3.52). V opacném piipad¢ je tieba
po dosazeni rovnosti ¢,=AM /BM parametrizovat rozd&lujici kiivku parametrem ¢,. Odvozeni
opét vyplyva z (3.50) a (3.34) . Pro tento ptipad plati



110 3 Casové optimélni fizeni fetézce integratord jako generatoru pohybu

a(t,)=BM t,=AM

)
I e ko
S(Tl):So"'Votu"'lzﬁfz:So"‘Vo%-i'% S<T2):S<T1)+V<T1)tb+142£ti
a(ty)=a(t,)—BMt,=0

o )=vlmalr ty= 28 oy a1+ 40 .
S(Ts>=S<Tz)+V(Tz>ta+a(2TZ) fﬁ—%ff,:sof—ﬁzwo(mz;ﬁ >+3‘§%2%+A§4 f

Vylouc¢enim parametru ¢, dostaneme implicitni popis druhé ¢asti rozd€lujici kiivky (viz obrazek
3.32, ¢arkovany usek kiivky y,, )
AM?* (v +v)+BM (v =)

2
TRV . vE[v,+AM*2BM , VM | (3.54)

S=5,+

Ze vztahu (3.53) lze dosazenim VM za v(T,) ziskat vztah pro velikost ¢,

VM —v,— AM?*| BM
a AM

t, =AM IBM , t, (3.55)

definujici rozsah parametrizace pomoci ¢, .
Rozhodovaci algoritmus pak vyuzivd vztahy (3.52) a (3.54) pro urceni, zda koncovy stav lezi
vpravo nebo vlevo od rozdé€lujici kiivky.

Véta 3.5. (Algoritmus). Necht jsou dana vstupni data pro spusteni algoritmu GBAVS. Jestlize
pocatecni a koncovy stav lezi v podprostoru s-v, potom lze apriori jednoznacné urcit, ktera sekvence
Fizeni obsahuje t-optimalni Feseni. Rozhodovaci proces je definovan nasledujicim algoritmem:

vstup: Xy, X
wstup: sekvence rizeni . (t)
parametry: BM , AM , DM ,VM
IFv,—vy>0
THEN B,,=BM ,A,, =AM
ELSEB,=—BM ,A,,=—DM

END
t :\/B
a BM

THEN Sv:S0+ Zf_vo (V0+Vf)

M
ELSE s =5 A Vot v )+ By (vi=vi)
C 24, By,

END

u,(t)=sign(s,—s,)=
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NAZNACENi DUKAZU EXISTENCE ROZDELUJICI VARIETY

Uplny ditkaz existence rozdélujici variety vyzaduje vySetfit vSechny kombinace vzhledem
k uvazovanym omezenim, kterd systém mize dosdhnout ¢i nikoli. Zapis dikazu by byl velmi
dlouhy a proto pouze nazna¢ime, jakym zpiisobem je mozné ho provést, véetné klicovych krokd,
které¢ dokazuji vySe zminéna tvrzeni v bodech vlastnosti. Vyuzijeme implicitni vztahy (3.52)
a (3.54).

Nejprve uvazujme pohyb, pfi kterém nebudou dosazeny limity zrychleni. Potom pro Yy, kiivku
plati implicitni popis

S:SO+\/VVO(V0+V): y= BM  pro vi;<v=<VM (3.56)
—BM  pro vy=v=—VM
Pro y; kfivku bychom dostali implicitni popis ve tvaru
v—v BM ro v, <v=<VM
SZSf_\/ Ly +v), u= pro Yy (3.57)
u —BM pro v,zv=—VM

Vysetiime nejprve pribéh kiivky y,, . Ulohu rozdélime na piipady podle znaménka rychlosti v, .
Pro v,>0 muzeme rovnici (3.56) zapsat a vySetfovat ve tvaru

S:fjg(v), v>v,>0, u=BM

. 3v=y,

fi=

= extrem funkcev bode v=v,/3 (3.58)
v=v,

BM

2BM\/

Tato funkce je rostouci na celém svém rozsahu, protoZze extrém nastava v bod& v,/3 coZ je pro
v,>0 pod hodnotou v, .

Pro v,<0 dostaneme funkci s=f"(v), v>v,<0, u=BM, opét s extrémem v bodé¢ v,/3.

Vysetienim prubehu dostaneme

f+ v):{klesajl'ci pro vy<v<v,/3

rostouci pro v /3<v<VM (3.59)
Pro y; bude situace podobna. Ulohu rozdélime na p¥ipady podle znaménka rychlosti v,
Pro v,>0 dostaneme
S:f:;(v), v>v,>0, u=BM
N 3v—v, 5
[, '=————F—— = extrem funkcevbodé v=v,/3
! 5 BM V=V, ' (3.60)
BM
f:;(v)Z{rostoucz' pro v, <v<VM
Pro v, <0 dostaneme S:f:.,(v), v>v,<0, u=BM,opéts extrémem v bod¢ v, I3,
£ (v)= rostouct pro v, <v<v /3
i klesajici pro v 13<v<VM (3.61)

Vysledkem analyzy prabéht kiivek y, a y; je, Ze pokud je pocatecni i koncova rychlost
zaporna, potom miize dojit k zddnému az dvéma prisecikim téchto kiivek. V ostatnich piipadech
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miize dojit maximalng k jednomu prisediku. Pro sekvenci fizeni #_(f) bychom dostali podobné
vlastnosti kiivek y, a Y., viz obrazek 3.35. VySetfenim jejich pribéhli bychom zjistili, Ze pro
kladnou pocate¢ni a koncovou rychlost mohou nastat maximalné¢ dva priseciky. V ostatnich
ptipadech maximaln¢ jeden.

A

Obrazek 3.35: Moznosti poloh stavu x, a X; a prislusnych krivek y pro pripad,
Ze omezeni na zrychleni neni dosazeno.

Jestlize je béhem pohybu dosaZeno omezeni na zrychleni, potom je tieba také vysetfit vliv omezeni
natvar y, a y;.Pro y,. kfivku bude platit

’ . - AM>
_ fv:(v): fvol(V):So"‘\/lWO(Vo"‘V); pro veE Vo’Vo"'m] .
. +2 AM (vo+v)+BM (v’ —vy) AM? '
: = S —
fu): fLl(v)=s,+ I BM , pro v VO+ZBM VM

Opét je tfeba vySetfit vliv znaménka v, na tvar funkce. VySetfenim prib¢hu (3.62) pro v,>0

dostaneme
, AM®
f:: (v)Z[rostoucz pro v,<v <vo+m
5 (3.63)
f:oz (V)Z[rostouci pro vots o <vs VM
2 , - , ST . AM®
Funkce f ), (v) je na svém rozsahu také stale rostouci, protoze jeji extrém lezi v bodé¢ — S BM
2 2
f :Oz ’:% = extrem funkcev bode v=— ;IJ;/IM . (3.64)
Vysettenim prabéhu (3.62) pro v,<0 dostaneme
! klesajici pro v,<v<vy/3
[ (v)=| TG PTO Vo= V=Y (3.65)
0 rostouci pro v,<v,/3<v
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2 2
klesajici pro V(ﬁﬁﬂi <_124];{M
)= ) (3.66)
' , AM
rostouct pro — <y
2BM

nicmén¢ vyslednd kiivka y,, ma pouze jeden extrém v bod¢

2

vol3, pro v0/3<v0+2BM

V= 3.67
—M pro vyl3>v AM” e
2BM’ e

=
2BM

Dva extrémy funkce nikdy nema, protoze pak by musely soucasné platit ob&é nerovnosti

AM? AM®
V0/3 <_2BM /\ V0+W>V0/3 (3_68)
coz zjevné neplati.
Pro y; kiivku bude podobné¢ platit
_ 2
B f;l(v) f:/l(v)zsf—\/;wvf(vf+v), pro ve vf,vf+%]
. DM?*(v +v)+ BM (v’ —v%) DM’ (3-69)
+2 X +2 _ / S
fo) frv)=s,— > DV B , pro ve vf+m,VM]
apro v,>0 jekfivka (3.69) klesajici na celém rozsahu. Pro v, <0 ma4 kiivka jeden extrém v bod¢
DM’
vf/3, pro v/-/3<v»/,+m
V= 2 2 (3.70)
DM DM

YR pro Vf/3>vf+m
I v tomto ptipadé je vysledkem analyzy prabéht kiivek y, a yg , Ze pro pocatecni i koncovou
zapornou rychlost mlize dojit k Zddnému az dvéma prisecikiim. V ostatnich pfipadech maximalné
k jednomu. Pro strategii fizeni u_(f) bychom dostali podobné vlastnosti kfivek y, a y;,
viz obrazek 3.36. VySetfenim jejich prabéht bychom zjistili, Ze pro kladnou pocatec¢ni a koncovou
rychlost mohou nastat maximaln¢ dva priiseciky. V ostatnich pfipadech maximalné jeden.
Sestrojenim tabulky vlastnosti

v | Vv, pocet fes. v u (¢) pocet fes. v u (t)
>0 [ >0 0,1 0,1,2

>() | <0 0,1 0,1

<0 (>0 0,1 0,1

<0 [ <0 0,1,2 0,1

zjistime, Ze maximdlni pocet feseni je v kazdém piipade 3.

Zbyva dokazat, ze k ureni t-optimalni strategie fizeni staci zjistit vzajemnou polohu y, a x .
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Obrazek 3.36: Moznosti poloh stavu x, a x; a prislusnych krivek Yy pro pripad,
Ze omezeni na zrychleni miize byt dosazeno.

Diikaz. Dikaz provedeme pro v,>0 a rozd¢lime ho na ptipad, kdy v,=v, a na piipad kdy
v, <v,. Opét vyuzijeme implicitnich popisii kiivek y, a y;. Pro zapornou hodnotu v, je dikaz
obdobny a mizeme ho snadno provést stejnym zptiisobem pomoci transformace (3.42).

Ptedpokladejme, ze bod x , lezi vpravo od kiivky y, . Potom s vyuzitim (3.53) a (3.62) dostaneme
vztah mezi X, a x, ve tvaru

2
N VOSvamin[v0+—2Z VM |
S0 M
s+ Z (votv,), pro )
" v0>vf2max{v0+2g ,—VM |
M
S > ) (3.71)
M
v+ <v.<VM
S +Ai4(v0+vf)+BM(v§c—v(2]) ro 0 v
0 24, B, ’ A, -
v0+2BM >V,=Z—
kde
_| BM  pro vy=v, A = AM  pro v,<v,
M |=BM  pro v0>vf’ M |=DM  pro Vo>V, (3.72)

Dokazme, Ze v tomto piipadé¢ existuje prisecik kiivek y,. a Y. , coZ znamena existenci feSeni
v sekvenci u, (7).

- v,2v,: Z piedchoziho vime, ze pro tento pfipad je y,. rostouci na celém svem rozsahu
a Yy klesajici na celém svém rozsahu. Aby existoval priisecik staci aby platila nerovnost
§ ;>5, . Ta pro libovolnou hodnotu v,:v,=v, a (3.71) plati vzdy.
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- v,<v,: Aby existoval prasecik kiivek y,. a Y musi platit, ze kiivka y. bude pro
rychlost v, nabyvat vys$s§i hodnoty nez s,. Z (3.69) dostdvame nerovnici

Vo—V; DM?
S B()A/[—f(vf+v0), pro vy<v o

8,< 3.73
‘ DM*(v ,+v,)+BM (vo—v7) DM?> (3.73)

S 2DM BM SRR ATy Y

Z (3.71) za predpokladu v,:v,<v, dostaneme
vo—v DM*
o s, + _.fBMO(v0+vf), pro v, € max{vo—zBM ,—VM},VO) .
! | DM (votv )= BM (v;—v;) | g DM '
: : , pro v,.€|=VM , vi————
% 2 DM BM pro vy " 2BM

Zbyva dokazat, ze kdyz plati (3.74), potom plati (3.73) a prusecik existuje.

Jestlize plati prvni nerovnost (3.74), potom miize, vzhledem k uvedenym podminkam, nastat
pouze prvni nerovnost (3.73). Navic ob& nerovnosti predstavuji stejny vztah. Dale pokud
plati druh& nerovnost (3.74), potom miiZe nastat pouze druhd nerovnost (3.73) a také tyto
nerovnosti jsou ekvivalentni.

Dokézali jsme existenci feseni v sekvenci u., (¢) za piedpokladu, Ze bod X, lezi vpravo od kiivky
Y, - ProtoZe pfisluSné nerovnosti jsou vzdy ekvivalentni, znamena to, ze rozdil mezi hodnotou s,
a kfivkou y, v bod& v, je totozny s rozdilem hodnot y(v,) a s,. dostdvame vztah

S Yo (v )=y (ve)=s,. (3.75)

Nakonec nazna¢me postup ditkazu, Ze toto fesSeni je zaroven t-optimalnim feSenim ulohy:.

Diikaz. Ptedpokladejme, ze bod x, je vpravo od y, (obé& strany rovnice (3.75) jsou kladn¢)
a feSeni v sekvenci u,(f) existuje. Potom, s vyuzitim vztahu (3.75) a postupti uvedenych vyse, lze
dokézat, ze priseCik kiivek y, a y, mize existovat pouze pokud je v,>0 a v, >0,
obrazek 3.33 (vpravo). V tomto pfipad¢ mize dojit ke kiiZeni pod hodnotami v, a v, a pfislusné
feseni v sekvenci #_(f) bude vzdy protinat rovinu s-v na niz§i hlading rychlosti nez existujici
feSeni v sekvenci u, (). V ostatnich pfipadech, v disledku tvart kiivek y a vztahu (3.75), ke
kiizeni y, a y, dojit nemize, a feSeni v sekvenci u, () jejedinnym a zaroven t-optimalnim
feSenim. Tyto vlastnosti jsou shrnuty v nasledujici tabulce.

57 %(v) >0
v, | v, | pocetteS.vu () | poCeties.vu(t)
>0 [ >0 1 0,1,2
>0 | <0 1 0
<0 [>0 1 0
<0 | <0 1 0
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Pro fizeni systému z konstantni rychlosti do konstantni rychlosti, tedy z x,=|s,,v,.0]

do x,=[s,,v,,0] dostaneme nasledujici feSeni soustav (3.41). ReSeni jsou specialnim typem
za piedpokladu dosazeni a,=0, a,=0 do obecnych feSeni v pfedchozi kapitole.

RESENI sousTAvY Fi PRO PRiPAD @,=0,a,=0.

51tl == 21
EM
21t7 o =2 AMZ 42 BM (VH-vp)
o z LM BN
51t3 == 2
BN
a1tg o 12 AMZ BMDH (-¥H—vg) +12 BN® DM [-VH® +wd) +4M (24 BMZ DM (-sg+5¢) +12 BMDH® (-VM-ve) +12 BHC [-vIZ +vi] ]
24 AMEM® DHVH
51t5 == 2
EM
a1tf o =2 DMZ +2 BY (VH-vg)
o 2 BN DN
51t7 == 2
BN
0o ‘ ‘ | ; >
-DM B | \ | a(t)
Z] IZ f3 t4 Z5 Z6 l7

Obrazek 3.37: Typicky tvar trajektorie zrychlent pro soustavu F |a0:0,a/:0 .

RESENI sousTavY F; PRO PRiPAD @,=0,a,=0.

gZ2tl ===21tl
gZ2td == zlt2
3Z2t3 ===z1t3

24 AMEMZ (-sg+sg) +12 AN BN (-VM-vg) +12 BM2 [-VHZ +vd] +24 AM BN (-VH-vg) ./ BH (VH-vg)

s2td == >
24 LM BEM® VM
aotg o BM (VH-vg)
EM
s2th =0
s2t7T = s52th
AM A I I I
0o : | | g
o | | | a(t)
t, ot ot t, t t,

Obrdazek 3.38: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu F 2|a0:0,a/:() .



pD ==

AM DM
pl == 24 BM (AM + DM) (

p2 ==
33t

=3tl
=3tZ2

s3t3
=3t4d
=3t5
=3tH
=3t

p0 =
pl =
p2 =
p3 =
pd =
rdt7

sS4l

sS4ty ==

s4L3
s4t4
=45
sdta

r4t’
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RESENI sousTAvY F3 PRO PRiPAD @,=0,a,=0.

12 2M° DM + Z4 AMDM® + 12 DM® + 12 BM® (2 AM [Sg - S¢) - Vg + ve) + 12 BM [4AMDM vy + 2 DM° ve + AM® (vg +ve) |

+DM? + Bva]

12 BMZ DM (AM + DM)

= roots [pl +s33L6 (pl + pZ 33ta) =0, 33ta]
=zsltl
2 (-an®+pM?) 42 BN (DMs3te-vgeve)
2 AMEM
=s1t3
=10
=zs1th
= roots [pl +s33L6 (pl + pZ 33ta) =0, 33ta]
=zs1t7

Obrazek 3.39: Typicky tvar trajektorie zrychlent pro soustavu F 3|a0:0,a/:0 .

RESENI sousTAvY Fy PRO PRiPAD @,=0,a,=0.
2A4AMEBM® (Sg - S¢) + 12 AM® BM (vg + ve) + 12 BM® [—wd + w3
40 AM BM? v

1z BM® [AM® + Z BM ve)

24 AM BM°
12 M
= roots [p0 + pls4t7 + p2 54t7% +p3 34t77 + pds4t7? == 0, 54t7]
=sltl
—2 AMZ 42 BMZ 5472 42 B (—vp +ve)

2 AMEHN
==lt3 +=s4dL7

= roots [pl + pls4t? + p2 54t7° + p3 54t7° +pds4t7? =0, =417]

Obrazek 3.40: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu F 4|a0:0,a,:0 .
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RESENi sousTAVY F5 PRO PRiPAD a(,=0,a,=0.

s5tl = =5t3
55tz =100

| BN (VM-
55¢3 = Mo YEVEL

EM
cig 24 BN DM (—=g+s£) +24 BHDH (~VH_vq) ./ BH [(VM-wp) +12 BN DM (-VM-ve) +12 B [-vnZ v
s - 24 ENZ DM VN
s5t5 ==1th
55th =3lth
s5tT ==1t7
0 | | \ | >
| | | | | a(t
DM 1 | L U
Z] Z3 t4 Z5 t6 Z7

Obrazek 3.41: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu F 5|a0:0,a/:0 .

RESENI sousTAvY Fg PRO PRiPAD a(,=0,a,=0.
satl == 353tl
shtZ =10
SAL3 == 35t3
spra o o12 EM® (sg-=3¢) -12 BN £3 gﬂ:wm-iz BH® £5 (VM4ve)

1z BN vH

s6tS = 52t5
SALA ==
SAtT = 32t7

0 ‘ >
i a(t)
t] t3 t4 t5 Z‘7

Obrazek 3.42: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu F 6|a0:0,a/:0 .
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REeSENi soustavy F. 7 PRO PRiPAD a,=0,a,=0.
p0 = 24 BM° DM (5q - 5¢) + 12 BMDM® (vg +ve) + 12 BMC (w5 - w4
pl = 48 BM® DM vg
p2 = 12 BM* [DM" + 2 BM g
p3 = 24 BM" DM
pd = 12 pu*
87tl == roots [p0 + pls7tl +pz 571 +p357tl’ +pasTtl® = 0, 57t1]

57tl =roots [p0+pls7tl +p25761% + p357t1® +pd=s7tl? = 0, 57¢1]

57t2 =0

57t3 =2 5711
EN

57t4 =0

57t5 = 0

—2 DMZ +2 BUE 57612 42 BU (vp-ve)
2 BMDN

57th =

s7tT =51t

Obrdazek 3.43: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu F 7|u0:0,u/:0 .

RESENi sOUSTAVY Fg PRO PRIPAD = 0,a,=0.
pll == TZEM° (BMS§ - 2 EMsg sg + BMsE + (vg - ve) (vg +ve)®)
pl == 2BBEM® (8q - S¢) Ve
p2 == 72 BU® (wq - vg)®
p3? == 144EM® (sg - 5¢)
pd == T2BM (-vg + ¥¢)
dm == roots [p0 +dm (pl +dm (p2 +dm (p3 +dnp4))) =0, du]

BIM din (deD—dmstr (VD—vsz] (vg - ve) ~ dm® (VD—vf)z + BMZ (sg-5¢) (dosg-dmse +2 (vg -ve) Ve

am ==
BM [BM (sg-52)% + (vg - ve)® (vg +ve) )
=811 = &
BI
s8tZ =
58135 = Sdm
z8td =10
S8t =
s8th =
s8t7 = =
BI

o
N
I
\

tl t35 t7

Obrazek 3.44: Typicky tvar trajektorie zrychleni pro soustavu F g|a0:0,a/:0 .



120 3 Casové optimélni fizeni fetézce integratord jako generatoru pohybu

3.5.4 PoHYB Z KLIDU DO KLIDU

Rizeni systému z klidu x,=[5,,0,0] do klidu x /:[sf,O ,0] je specialnim pifipadem piedchozich
obecnéjSich pohybii za pfedpokladu, ze plati a,=0, a,=0, v,=0, v ,=0. Nasledujici feSeni
soustav (3.41) musi byt az na volnost pocate¢ni polohy s, totoZzné s odvozenim téhoz v kapitole
3.3.3. Miizeme ho tedy povazovat za pifimou kontrolu spravnosti fesent.

RESENI sousTavy Fi PRO PRiPAD a(,=0, a ,=0, v,=0, v ,=0.

sltl=AM |BM

s1t2=VM | AM — AM | BM

s1t3=AM |BM

1pgeSi =50 (AM +DM)(AM DM +BM VM)

VM 2 AM BM DM

s1t5=DM | BM

s1t6=VM|DM — DM | BM

s1t7=DM |BM

RESENI soustavy F; PrO PRiPAD @,=0, a ,=0, v,=0, v ,=0.

s2t1=AM | BM

s2t2=VM | AM — AM | BM

s2t3= AM | BM

524=—\VMTBM — AM /(2 BM )~ VM (2 AM )+(s, —s, )| VM
s2t5=\VMIBM

s2t6=0

s2t7=NVM | BM

RESENI sousTavy F3 PRO PRiPAD (=0, a ,=0, v,=0, v ,=0.

s3t1=AM | BM

(3y7e 2AM+DM \/(AMDM ? 24M DM (s, —s,)
- 2BM 2 BM AM + DM

s3t3=AM | BM

s3t4=0

s3t5=DM | BM

s AM+2DM \/(AMDM > 24M DM (s,-s,)
~ 2BM 2 BM AM + DM

s3t7=DM | BM

RESENI sousTavy Fy PRO PRiPAD (=0, a ,=0, v,=0, v ,=0.

dm, ;=—AM 12+112\/(AM? + 4 BM (2 AM (s ,—s,)))
sdt]=AM | BM
d 2

sd2=—2 _ qnr) gy

AM BM
s4t3= AM | BM
s4t4=0
s4t5=dm, | BM
s4t6=0
s4t7=dm, ,/ BM
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RESENI sousTavy Fis PRO PRiPAD (=0, a ,=0, v,=0, v ,=0.

s5t1=NVM | BM

55t2=0

s5t3=\VM I BM

s5t4=—VM|BM —DM /(2 BM )~ VM (2 DM )+ (s ,—s,)| VM
s5t5=DM | BM

s5t6=VM | DM — DM | BM

s5t7=DM|BM

RESENI sousTavy Fg PRO PRiPAD a(,=0, a =0, v;=0,v,=0.
s6t1=\VM | BM
56t2=0
s613=\/VM | BM
s6t4=(s,— s,)/ VM —2NVM | BM

62t5=+VM | BM
62t6=0
62t7=VVM | BM

RESENI sousTavy F7 PRO PRiPAD (=0, a ,=0, v,=0, v ,=0.

am, ;=—DM 12+1/2+/(DM* +4 BM\(2 DM (s, —s,)))
s7t1=am1’2/BM

s712=0

s7t3=am, / BM

s7t4=0

s7t5=DM | BM

2

s7t6=—2"2__ puripym
DM BM
s7t7=DM |BM

RESENI sousTavy Fg PRO PRiPAD @,=0, a ,=0, v,=0, v =0.

38, =S,
BM

s8t1=

\9)

s8t2=0

38—
s8t3=4 L2

=

s8t4=0

3|8 1= 8,
B

s8t5=
s8t6=0

38y
BM

<

o

s8t7=

[\
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V této oblasti ujetd X V této oblasti ujeta

drdha ubyva, draha pribyva,
pohybujeme se v pohybujeme se v
zapornych rychlostech Xy kladnych rychlostech

-DM

Obrdzek 3.45: Stavovy podprostor v-a pro Fetézec 3 integratoru s omezenimi,
s vyznacenim zakazanych oblasti pro pocatecni a koncovy stav v pripadé

pohybu 7 klidu do klidu.

Poznamka: Pro tento typ ulohy muizeme samoziejmé také apriori rozhodnout, kterou sekvenci
fizeni pouzit. Pokud je s,>s, , potom bude pouzito u,(t) fizeni. V opaéném piipadé fizeni u (7).
Rozdélujici varieta d¢li stavovy podprostor s-v jednoznacné na dvé souvislé oblasti. Pokud bychom
déle zjednodusili Glohu a nastavili AM =DM, s,=0, s ,=SM, dostali bychom pivodni feSeni
algoritmu BAVS.

3.5.5 STANDARDNI APLIKACE ALGORITMU GBAV'S v PLANOVANI POHYBU

VétSina planovacich algoritma pracuje s klidovym pocateCnim a koncovym stavem, piicemz
umoziiuje napojovani dilc¢ich pohybli pomoci tzv. blendingu. Jde o zavedeny zpiisob piechodu-
napojeni na dal$i planovanou trajektorii pohybu podle normy PLCopen motion control [81], ktery
je vyuzivan pro piepldnovani trajektorie béhem pohybu. Omezeni mohou byt béhem pfesunu
do jisté miry poruSena. Algoritmy zpravidla neumi pracovat s nenulovymi hodnotami zrychleni,
a tak je mozné vyuzit blendingu pouze béhem konstantniho pohybu.

Algoritmus GBAVS umoziuje libovolné planovani pohybu, pifeplanovani béhem vykonavani
v piipad¢ viceosych strojii. Pro nazornost demonstrujeme dvé zdkladni moznosti vyuziti tohoto
algoritmu.

PLANOVANI POHYBU V JEDNE OSE (SINGLE-AXIS MOTION PLANNING)
Moznost planovani trajektorii pohybu a jejich hladké napojovani v poloze i rychlosti je hlavni
prednosti tietiho fadu, zrovna tak jako v pifipadé vyuziti spline kiivek. Nastiime v nasledujicim
ptikladu jakym zptisobem mizeme postupovat pii planovani.
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Priklad. Uvazujme robotickou ruku, kterd se pohybuje po kolejové draze. Na zacatku pohybu se
robot nachdzi v poloze Om. Cilem robotické ruky je piemistit pfedmét z jednoho mista
ve vzdalenosti 30m do jiného mista ve vzdalenosti 40m, a poté se vratit zpét. Vlastnosti ruky je,
ze predmét je mozné uchopit pii konstantni rychlosti pohybu po kolejich do 1m/s, pficemz
maximalni rychlost v kladném sméru je napfiklad omezena stoupanim, tzn. na 4 m/s , v zdporném
pak klesanim na 5m/s . Pohyb tedy rozdélime do tiech dil¢ich pohybi, ve kterych budou nastaveny
specifickd omezeni, ale pozadujeme, aby jednotlivé pohyby na sebe navzajem navazovaly.

Obrazek 3.46: Naznaceni klicovych parametrit podél presunu systému.

Prvnim dil¢im pohybem je pfesun robota k pfedmétu a jeho uchopeni. Robot je v pocatku v klidu
a konec toho pohybu je okamzik uchopeni na poloze 30m pfi rychlosti 1m/s a nulovém zrychleni.
Piedpokladejme, Ze robot mliZze v nezatizeném stavu zrychlovat a zpomalovat podle néasledujicich
omezeni.

POCATEK — UCHOPENI:

x=[0 0 0]">x,=[30 1 0], AM=1,VM=4,DM =2,BM =1

Druhym dil¢im pohybem je pfesun pfedmétu do okamziku reverzace polohy k navratu. Robot je v

cvwr

omezeni je omezena i strmost vstupu BM . Pocatecni stav je dan koncovym stavem ptedchoziho
pohybu. Koncovy pak faktem, Ze systém se bude vracet zpét (nulova rychlost), ale s co nejrychlejsi
reverzaci (minimum z omezeni na zrychleni v druhém a tfetim pohybu).

UCHOPENI — POLOZENI:

x;=[30 1 0]'>x,=[40 0 —1]"; AM=0.5,VM =4,DM =1.5, BM =[0.5|

Tietim dil¢im pohybem je jiz navrat zpét do pocatku v nezatizeném stavu. Systém muze opét
zrychlovat a zpomalovat s hodnotami jako v prvnim pohybu. Protoze systém bude couvat, je nutné
zaménit omezeni na zrychleni a zpomaleni v algoritmu. Podrobné vysvétleni v pozndmce na konci
kapitoly.

POLOZENI — POCATEK:

xp=[40 0 —1]">x,=[0 0 0], AM=2,VM=5DM=1,BM=|].

Nezavislymi vypocty jednotlivych sekvenci fizeni pomoci algoritmu GBAVS a jejich zietézenim
dostaneme vyslednou fidici sekvenci

u |_|{I 0 -1 0 —1 0 1 05 0 -05 O
t o 1 3 1 28349 1.7321 0 1.7321 1 1.4481 3.5393 0
—-05 0 0.5 -1 0 1 0 1 0 -1

0 0 05393 0 45 1 27583 2 05 2
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ktera prichodem generatoru 3. fadu generuje trajektorie pohybu, obrazek 3.47. Protoze kazdé ze tii
dil¢ich casti je t-optimdlni trajektorii vzhledem ke svym omezenim, potom plati, Ze 1 vysledna
trajektorie je t-optimalni trajektorii [4]. Celkovy ptfesun je tedy vzhledem k danym omezenim
t-optimalnim pfesunem a trva T, =30.5840932...s .

Pro zajimavost se podivejme na stejny problém generovani trajektorie, tentokrat ale pomoci
generatoru 2. fddu. Strmost ndbchu na omezeni zrychleni a zpomaleni je jiZ nekonecnd, ostatni
omezeni ziistdvaji zachovana.

POCATEK — UCHOPENI:

x=[0 0 0">x,=[30 1 0], AM=1,VM=4,DM=2
UCHOPEN{ — POLOZENT:

x;=[30 1 0'>x,=[40 0 —1]"; AM=0.5,VM =4,DM =1.5
POLOZENI — POCATEK:

xp=[40 0 —1]'>x,=[0 0 0], AM=1,VM=5,DM =2

Nezavislymi vypocty jednotlivych sekvenci fizeni a jejich zietézenim dostaneme vyslednou fidici
sekvenci

u (2 10 -2 -1 15 05 0 -1.5 =05
ts| 10 4 45625 15 0 0 37446 0 19149 0

-2 -1 0 2 1
0 5 425 25 0of

ktera prichodem generatoru 2. fadu generuje nasledujici trajektorie s celkovou dobou piesunu
T,s=274719...s .

Z grafi 3.47,3.48 je vidét, Ze systém v obou piipadech minimalizuje ¢asovou naro¢nost pohybu.
V kazdém okamziku se snazi najizdét na maximalni rychlost maximalni moznym zrychlenim.
V misté uchopeni objektu X, zpomaluje na ,,zachytavaci* rychlost, poté zpét zrychluje. V misté
polozeni pifedmétu X, systtm méni svij smér s maximdlnim zrychlenim. Poté najizdi
na maximalni rychlost a na té setrvavd do posledni chvile, z které je jeSté schopen zpomalit
a zastavit zpét v pocatku. Srovnanim dob trvani pohybl a tvaru trajektorii v rovin¢ s-v vidime
klicové rozdily, obrazek 3.49.
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Obrdzek 3.48: Casové pritbéhy vstupu a jednotlivych stavii systému 2. fadu.
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A

Obrazek 3.50: Trajektorie systemu 2. (carkované) a 3. Fadu v podprostoru v-a.
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PoHYB Z BODU DO BODU SE SYNCHRONIZACI (MULTI-AXIS MOTION PLANNING)

V tulohéch, kde nezalezi na tvaru trajektorie pfesunu, je problém planovani velmi Casto pfeveden na
planovani kazdé dil¢i osy zvlast, ale tak, aby vSechny osy ukon¢ili sviij pohyb soucasné. Typickym
ptikladem jsou obrabéci stroje, osazovaci stroje, nebo roboty pro ptesun materidlu typu pick and
place. Naplanovany pohyb kazdé osy musi byt pfizpiisoben nejpomalejsi ose. Pro pohyb z klidu do
klidu Ize vyuzit méritkovani faktorem k a nalézt prevodni vztahy pro omezeni
k=L,
iy (3.76)
BM=BM Ik, AM=AM k> , VM =VM k,

kde 7, je pivodni Cas presunu, 7, je vysledny Cas piesunu a fidici strategie je totoZna s pouzitim
modifikovanych omezeni BM , AM , VM . BohuZel tato strategie pracuje pouze pro Ulohy
s pohybem z klidu do klidu. NasleduJ1c1 dedukce stru¢né vysvétluje pro¢ tomu tak je.

Predpokladejme, Ze aktudlni stav generatoru pohybu musi splilovat rovnici

(¢)), (3.77)

x(7
kde 7 je modifikovany ¢as, dany substituci 7=¢/k. Vypoctem prvni derivace

L x()=x(T)lk (3.78)

zjistime, ze rychlost stavu je zavislad na faktoru k. To znamena, Ze jediny spole¢ny pocatecni
a koncovy stav rychlosti pro x(¢#) a x(7), ktery nebude porusen faktorizaci, je stav nulovy.
Omezeni na rychlost VM musi byt ovlivnéno faktorem £.

Vypoctem druhé derivace (3.77)

0x(7)d7
ot dt

zjistime funkéni zdvislost i druhé derivace na faktoru k. Opét dostaneme omezeni na x,,x, ve

tvaru nulovych stavii zrychleni. Omezeni na zrychleni AM je ovlivnéno faktorem A*. Podobné
bychom dostali zavislost derivace zrychleni a omezeni BM na faktoru £°, jak tomu je v (3.76).

%(t)= - x(t)=x(7)Ik’ (3.79)

V ptipad¢ pohybu z obecného stavu do obecného stavu jiz neni mozné tyto vztahy pouzit. Navic by
mohl nastat pfipad, kdy napiiklad transformované omezeni na rychlost VM by vyslo nizsi nezZ je
pocatecni nebo koncové rychlost, coz je z hlediska feSitelnosti ulohy nepfipustné. Mtizeme ale
modifikovat velikost Jerku (BM). To je navic z praktického hlediska nejvyhodnéjsi, protoze tim
snizime strmost ndb&éhu zrychleni a zvys$ime plynulost pohybu. Ostatni omezeni neni tfeba
modifikovat, ale je to samoziejmé& moZzné. Snizeni hodnoty BM za G€elem prodlouzeni ¢asu pohybu
neni trividlni ulohou a lze nalézt pomoci itera¢niho algoritmu vyuzivajiciho planova¢ GBAVS.
To umozniuje napldnovat pohyb kazdé dil¢i osy viceosého stroje, jehoz podminky na pohyb se
v ¢ase meéni a jehoz nezavislé osy chceme z néjakého diivodu synchronizovat. Poptipadé v prubéhu
pohybu pieplanovat a synchronizovat napiiklad plynulé zastaveni vSech os. Vyhodou obecné
funk¢nosti je také stala znalost ,, hranic*“ pohybu, kterou je mozné za béhu vycislovat a urcit, zda
stroj za danych podminek pohybu dokaze zastavit ve svém pracovnim prostoru, nebo kolik prostoru
bude potiebovat pro zménu sméru apod.

Poznamenejme, Ze tento postup obecné nezachovava tvar fidici funkce a feSeni nemusi existovat.
To nastane v piipadé, kdy sniZeni Jerku nebo i jinych omezeni ,,zpomali“ systém natolik, Ze neni
naptiklad mozné dobrzdit do poZadovaného koncového stavu bez piekroeni omezeni. Je mozné
umgéle snizit jiné omezeni a zkusit najit vy$si hodnotu Jerku, ale ani to se nemusi povést.
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Pozndamka. Pti nezavislém planovani kazdé osy je tieba brat v potaz, Ze se jednd o nekoordinovany
pohyb. Neni pfedem jasné, jakym zplisobem se bude koncova ¢ast mezi body pohybovat a hrozi
pfipadna kolize.

Priklad. Uvazujme planarni obrabéci frézku s tfemi nezavislymi stupni volnosti, tj. dva posuvy
a natoCeni frézy. Chceme, aby ndstroj najel na poZzadovanou polohu s pozadovanou rychlosti v ose
x, v = 0.1 m/s a pfitom se jiz otacel predepsanou rychlosti pro ubér frézovaného materidlu,
napiiklad 12000 ot/min.

Obrazek 3.51: Zakladni struktura ulohy s vyznacenim klicovych
dat a predpokladané trajektorie systému v pracovni rovine.

Vstupni data pro generator pohybu mohou vypadat nasledovné:

osax: BM=5AM=1,DM =AM ,VM =02,x,=[0,0,0], x,=[0.3,0.1,0]

osay: BM=5AM=1,DM =AM ,VM =0.2, x,=[0,0,0], x,=[0.1,0,0]

osadp: BM=200,4AM =1000, DM = AM , VM =1500,x,=[0,0,0], x ,=[~, 1256 (12000 ot/min), 0|
ProtoZe nas nezajima natoceni frézy, pouze jeji aktualni rychlost, pouzijeme pro planovani jejiho
pohybu generator 2.fadu GAVS. Dostavame Cas presunu ¢f ,=5.01s. Pro osu x a y pouZijeme
generator 3.fadu GBAVS a dostavame Casy pfesunu ¢ =1.77s a ff ,=09s. Vidime, Ze je nutné

pro synchronizaci os prodlouzit ¢as pohybu posuvii vzhledem k pohybu frézy. Iteraénim algoritmem
vyuzivajicim bisekei a algoritmus GBAVS/GAVS dostavame nasledujici modifikované hodnoty
BM ,=0.0235, BM ,=0.0253 . Nasledujici grafy ukazuji prab¢h planovanych trajektorii pfed a po
synchronizaci.
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Obrazek 3.52. Trajektorie pohybu obrabéci frézy.
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Obrazek 3.54. Trajektorie pohybu x-posuvu pred  Obrdazek 3.53. Trajektorie pohybu x-posuvu
casovou synchronizaci. po casové synchronizaci.
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Obrazek 3.57. Trajektorie pohybu y-posuvu pred Obrazek 3.58. Trajektorie pohybu y-posuvu
casovou synchronizaci. po casové synchronizaci.
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Obrazek 3.56. Vyvoj parametru BM pro x-posuv
pomoci metody bisekce. Presnost koncovéeho casu
byla nastavena na 107,

Obrazek 3.55. Vysledna trajektorie pohybu
obrabéci frézy v roviné x-y.






4 PLANOVANI POHYBU PODEL SPECIFIKOVANE CESTY

Mnoho uloh v robotice pozaduje, aby robot nebo jeho pohyblivé casti sledovali zadanou kiivku
v pracovnim prostoru robota, nebo v jeho kloubovych soufadnicich. Typickym piikladem je CNC
obrabéni nebo pohyb mobilniho robota v prostoru s piekdzkami nebo dal$imi roboty. Cesta, kterou
ma robot vykonat, je koordinovanym pohybem, definovana posloupnosti bodl nebo tieba
analytickou funkci v pracovnim prostoru. Profil rychlosti nemusi byt pfedem definovan, pouze jsou
znamé limity jednotlivych aktuatorti, ptipadné dal$i omezeni na pohyb v prostoru robota. Moznosti
pohybu robota jsou zcela ur¢eny pohybovymi rovnicemi popisujici dynamiku a kinematickymi
vazbami vzhledem k specifikované cesté. Matematicky popis 1 jednoduchych roboti je témét vzdy
nelinearni. Geometrie cesty (kfivost) se projevi na dynamice stroje naptiklad ve formé setrvacnosti,
odstredivych sil, koriolisovych sil apod. Na kinematice pak formou nelinearnich transformaci
pohybovych (fazovych) omezeni, moznosti vyskytu kinematickych a dynamickych singularit.
Planovaci algoritmus musi proto respektovat komplexni chovani systému podél specifikované cesty.

V 1tvodu bylo na motiva¢nim piikladu planarniho robota naznaceno, ze i pro tak jednoduché
systémy dostavame v dusledku kinematickych nelinearnich transformaci, kino-dynamickych
a fazovych omezeni nelinearni a nespojité omezujici kiivky. V kapitole 3.3 byly nastinény
standardni postupy vyuzivajici numerické integrace pohybovych rovnic v prostoru generatoru
trajektorie [13],[46],[93],[113]. Tyto postupy se vyuzivaji z pravidla pro offline planovani stroji
s mnoha pracovnimi cykly.

Dalsim moznym postupem je diskretizace kiivek omezeni a pfevedeni na po Castech konstantni
omezujici funkce. Pro kazdy jeji konstantni usek bychom pak mohli pouzit algoritmy typu GBAVS,
nebo podobné techniky [55],[56]. Jednoduché zietézeni dil¢ich vypocth algoritmu GBAVS vyzaduje
doptedu sestavit mnozinu pocatecnich a koncovych stavii pro kazdy usek, podobné jako v piikladu
z kapitoly 3.5.5. Ty jsou nastaveny podle diskretizovanych omezeni na hranicich kazdého useku tak,
aby vzijemn¢ navazovaly a tvorfily uzlové body pohybu, obrazek 4.1a). Bohuzel diskretizaci neni
mozné provést libovolné. Obecné miize nastat piipad, ze diskretizovana omezeni spolecné
s uzlovymi body nevedou na feSeni v dané sekvenci fizeni, viz obrazek 4.1b) nebo feseni neexistuje
vibec.” Mohlo by dochéazet k piekrodeni omezeni jako v [44] i piesto, Ze je ziejmé, Ze feSeni
existuje. Zpravidla je nutné zvétsit krok diskretizace.

Nicméné pro generator 2.fadu je mozné nalézt obecny algoritmus, ktery vyuziva tento postup, ale
neni zatizen vyse zminénymi problémy, viz dale.

9 Pfipomenime, ze omezeni mohou nabyvat libovolné strmosti, a nelze tedy vyuzit Zadné apriorni informace k volbé
délky kroku diskretizace.



132 4  Planovani pohybu podél specifikované cesty

[ S ——

S ——

—_—
|

- =)
0.1 ] 0.1 :
. i \ - __ \
[ ]-_ N D;c,_ l
- | l——
0.1 o _I l ' 0.1 b —
B 0.2 I l |
0.2 } | i
S - I
: | .__L_J 0.3 -
b i i IL__ i
Ly 1 04 |
0.4 l | o 10 15 20 75 70
0 5 10 5 20 75 30 s
N
5 5
s b N
I R
cpl) Iy A\ A
1 1 I‘\ I'\ | \ I\ l\
ssl )] Al I I\ I\ ,’ 1
[ | 1 sy [ o
[ ! \ /A ! H [ Iy
3 | | [ ! \ [ ~ I
;o oy Il PR N B W ~ ==\
o 15 Hed ,' \ ,/\\ ,,' ‘| o ! :‘i ! \l s ”T -
e | \ i I I ~ Py
| ] - | \ — | VAN
2 [ll | \‘ | A ,f 1 |’ \ Il ‘f 'i‘\ Ill /J \ /0 _ \‘
15 h l' \ l' Ir_—li \\ /1 l I l\ ! l\l H- gL — A \
H i R |
n il vl (V74 ‘—\
1 Ly 1| ,6—-\-J
R |
1\

a) funkcnost GBAVS algoritmu s vhodnou diskretizact b) kolaps algoritmu pri spatné diskretizaci

Obrazek 4.1: Planovani pohybu pro diskretizovand omezeni GBAVS algoritmem.

Kapitola 4 stru¢né nastifluje zminény problém planovani s obecnym tvarem kino-dynamickych
omezeni. V prvni Casti bude ukazan vliv kinematiky a dynamiky na kino-dynamickd omezeni. Dale
budou navrZzeny tfi analytické techniky pro generovani trajektorie s riznou strukturou omezeni.
V uvedenych technikach se bude jednat pouze o generator 2.radu, ktery vyuziva analytickych
postupll a jehoz vypocetni naroc¢nost je velmi nizkd. Vypocetni algoritmus neobsahuje zadné
vypocetni smycky ani cykly. Délka vypoctu je zdvisla pouze na hustoté diskretizace omezujicich
funkci. Vysledky jsou v zavéru nasazeny na jednoduchy piiklad planarniho manipulétoru.

Pro 3.tad je prozatim nutné vyuzit vhodné diskretizace zminéné vySe nebo numerickych metod
pfimé integrace, kterd vyraznym zptisobem zvysi ¢asovou naro¢nost vypoctu.

4.1 KINEMATIKA A DYNAMIKA SYSTEMU PODEL SPECIFIKOVANE CESTY

V této kapitole uvedeme zakladni vztahy nutné pro pochopeni dalSich kapitol. Soustfedime se na
mechanické systémy se sériovym spojenim jednotlivych pohyblivych ¢asti.

Predpokladejme sériovy manipulator s n stupni volnosti. Konfiguraéni prostor systému je nX1,
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vektor kloubovych soufadnic ozna¢ime ¢. Pohybové rovnice pro netlumeny systém lze naptiklad
pomoci Lagrangeovy metody [76] vyjadfit obecné ve tvaru

M(q)g+q' Clq)q+g(q)=T, (4.1)

kde M(q) je pozitivné definitni symetricka matice nXn, kde C (q) je tenzor nXnXn
odstfedivych a koriolisovych koeficienti, g(q) je nX1 vektor gravitaénich koeficientli a T je
nX1 vektor vstupnich sil a momentt ptisobicich na systém. Piedpokladame tedy, Ze pocet stupiti
volnosti je roven poctu akénich ¢lent.

Uvazujme vektorovou funkci p(s), ktera piedepisuje cestu v pracovnim prostoru stroje. Skalarni
parametr s je pfirozenou parametrizaci délky kiivky. V nasledujicim textu pro jednoduchost
predpokladame, ze pfirozend parametrizace existuje. Momentovy a silovy rozsah aktuatort je dan
jeho konstantnimi limitnimi hodnotami

min —

T <t,<T' ., i=l.n. (4.2)
Déle ptedpokladejme, ze existuji konstantni omezeni na maximalni rychlost a zrychleni
jednotlivych aktuatorti

<vVi . i=l.n (4.3)

|4

i
Amin

<G,<A4,,., i=l.n (4.4)
ktera mohou vyplyvat z dalSich poZzadavkl a omezenich na konstrukei stroje, pracovni prostor apod.

Problém nalezeni trajektorie pohybu po dané cesté 1ze formulovat nésledujicim zptisobem.

Problém 4.1. Naleznéte iidici sekvenci vstupnich sil a momentii T(s), kterda presune efektor
systemu (4.1) podél cesty a bude respektovat jeho kino-dynamické viastnosti a omezeni (4.2), (4.3)
a(4.4).

4.1.1 KINEMATIKA PODEL SPECIFIKOVANE CESTY V PRACOVNIM PROSTORU

Uvazujme ptimou kinematiku robota r(q) , ktera vztahuje prostor kloubovych soufadnic a pracovni
prostor robota. Obecné miizeme piimou kinematickou ulohu zapsat ve tvaru

p=r(q): 0—X, (4.5)
kde ¢ jsou zobecnéné kloubové souradnice stroje, p jsou soufadnice koncového efektoru nebo
kliCové ¢asti stroje v souradnicich pracovniho prostoru.

Pomoci Jakobianu vektorové funkce or dostavame rychlostni zévislost

oq
. _or.
p= oq (4.6)
2
Vyuzitim Hessidnu vektorové funkce 8—1; dostavame zavislost zrychleni ve tvaru
oq
rO°F or
st Or . Or . 47
P4 57 oq! (4.7)

Jestlize je cesta v konfiguratnim nebo pracovnim prostoru stroje piirozené¢ parametrizovatelna,
potom muzeme vyjadfit zavislosti rychlosti a zrychleni na pfirozené parametrizaci cesty s.
Kinematika podél cesty je tedy parametrizovana skaldrnim parametrem s, jez definuje pohyb po
kiivce.



134 4  Planovani pohybu podél specifikované cesty

Parametrizaci pfimé kinematické tlohy v pracovnim prostoru X dostaneme
pls)=r(q). (4.8)

Postupnym derivovanim dostaneme zavislosti rychlosti a zrychlenich

op . _Or,
555341 4.9)
0P 0Py nOr, Or, (4.10)
o5 os. 1ot ogt '
2
kde % je Hessian vektorové funkce.
q
Vyjadienim rychlosti kloubovych soufadnic z (4.9) dostaneme zobrazeni (s,5)—¢(s,5)
-1
—(Or| 9p;
"_(aq) Ly 4.11)

Podobné pro zrychleni kloubovych soufadnic dostaneme z (4.10), s vyuzitim (4.11), zobrazeni

_ _ _ T _
—(or) (ap); (arY | 2p_|(2r) (2p)| r|(2r) (2n)|2 @12
=\5q) \as)""\aq) |5 |\oq) \as)| a4 |\oq) a5 '
Pro lepsi orientaci oznac¢ime nékteré ¢leny
-1 2 2
or op o' p or
— =1Ir, —+\=p,, —LH=p,, —=
(aq) E (a) P ™ o
Potom vztahy (4.11) a (4.12) ptejdou na tvar
q=Ir,ps (4.13)
G=Ir,p.5+1ry| pu—lir .l vy lir,p.1]3%, (4.14)
ktery dale pfeznaCenim G (s)=1Ir,p,, K (s)=1Ir, [pss—[qups]rrqq[qups]} zjednodusime na
4=G(s)5, (4.15)
G=G(s)5+K(s)5. (4.16)

Dostavame zavislosti zobecnénych soufadnic na skaldrnim parametru s podél specifikované cesty
definované v pracovnim prostoru X.

4.1.2 KINEMATIKA PODEL SPECIFIKOVANE CESTY V KONFIGURACNIM PROSTORU

Podobn¢ bude vypadat i parametrizace v konfiguraénim prostoru kloubovych soufadnic Q.
Uvazujme, Ze existuje parametrizace ¢=f (s). Potom existuji vztahy pro rychlostni zavislost a
zavislost zrychleni ve tvaru

._Oo0f .
O’f 2, 0f.
=L ¢4+ -L
q 54 s E § (4.18)
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Dostavame zavislosti zobecnénych soufadnic na skalarnim parametru s podél specifikované cesty
definované v konfiguracnim prostoru Q. Miizeme samoziejmé dosadit zpét do (4.6) a (4.7) a ziskat
pfimou kinematiku v pracovnim prostoru

p=r(f(s)), (4.19)

_orof

p—aq P s, (4.20)
. |lof\' & rof ordf|.. orof.
= +2r +2L 8 5 :
P (Gs) oq° 0s 0q 85’ s 0q Os g (4.21)

4.1.3 DYNAMIKA SYSTEMU PODEL SPECIFIKOVANE CESTY

Pomoci (4.17),(4.18) lze vyjadtit pohybové rovnice systému parametrizované podél specifikované
cesty v konfiguracnim prostoru. Dosazenim do (4.1) dostaneme

of
0s
| preznacenim ziskame
. .2
M,(s5)5+Cy(s)s +gols)=T.

c(fis)eL

mr(s) 2L o

0s

M(sis)SL s g (f(s)=T

(4.22)

Pomoci (4.15),(4.16) lze vyjadtit pohybové rovnice systému parametrizované podél specifikované
cesty v pracovnim prostoru. Opét dosazenim do (4.1)

MIr,ps+(MIr [ p ~l1r,p r [ Ir, p )|+ Ir, p,) Clr,p )+ (r (p(s))=T (4.23)

a substituci

1(s)=M K (s)+G(s) CG(s) (4.24)
(s)

dostaneme pohybové rovnice systému parametrizované podél specifikované cesty v pracovnim
prostoru skalarnim parametrem s

M ((5)§+Cy(s)5" +gy(s)=T. (4.25)
Obecny zéapis pohybovych rovnic systému podél specifikované cesty budeme uvazovat ve tvaru
M (s)§+C(s)i*+g(s)=T. (4.26)

Poznamka. Vsimnéme si, ze pro netlumeny systém, popsany pohybovymi rovnicemi (4.26),
dostavame linearni rovnice vzhledem k (3,5”) , parametrizované podél cesty parametrem s. Je tedy
mozné, pro danou polohu s, kreslit kiivky momentovych omezeni ve tvaru piimek

M5+C,$°+g=T,,., M5+Cs+g=T" . i=1.n. (4.27)

Ty budou v roving (5,5°) definovat mnohouhelnik, ve kterém se musi pohybovat stav systému,
aby nedoslo k poruseni omezeni.
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4.1.4 OMEZENI A JEJICH VLIV NA PROBLEM PLANOVANi

V piedchozi kapitole byl odvozen vztah pro kinematiku a dynamiku systému parametrizovanou
podél specifikované cesty. Vyuzitim vztaht (4.15),(4.16) a (4.26) zjistime, jaky vliv ma pohyb podél
cesty na tvar omezeni (4.2),(4.3) a (4.4). V disledku kinematickych a dynamickych transformaci
omezeni neziistanou konstantni, coz bylo naznaceno na motiva¢nim piikladu v uvodu.
Pro jednoduchost bude ve vzorcich vypusténa explicitni zavislost na s.

DYNAMICKA ZAVISLOST OMEZENI
Z (4.26) a (4.2) dostaneme
T .,<M3+Cs*+g<T ., i=l.n

min —

a mizeme omezeni na zrychleni ptfeformulovat do tvaru

L(s,5)<3<U,(s,5), (4.28)
kde
T —C s —g)IM,, if M>0
Ls,5)=| L= C8 )M, i M, (4.29)
(Tmax_CiS _gi)/Mi’ if M,<0
a
7' —Cs*—g)IM., if M>0
U (s, 5)=|{ D™ CS =g )IM, i M, (4.30)
(Tmm_CiS _gi)/Mi’ if M,<0

Jestlize existuji na cest€ body pro které plati M =0 pro n&jaké i, potom omezujici rovnice piejdou
na tvar

T..,<C/s)s*+g,(s)<T,,, (4.31)
a tvoti kritické body omezujici rychlost
§$°<V7(s), (4.32)
kde
(Thu=8)IC, if C>0

T, —gic, if €,<0 (4.33)

KINEMATICKA ZAVISLOST OMEZEN{
Z kinematiky 1ze podobné¢ ziskat dalsi nerovnice pro omezujici kiivky. Z (4.16) a (4.4) dostaneme

A <G is+K,5°<d,.. i=l.n, (4.34)

D.(s,5)<§<H,(s.5), (4.35)
kde
(Ai _Kisz)/Gi’ if G,>0

D,(s,§)={ "mn 4.
(s.9) (4 —K.$)IG,, if G,<0 (4.36)

max
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(4 —K )G, if G>0
H(s,5)= ( ; .2) f (4.37)
(4., —K5°)G,, if G,<0

min

Podobné, jestlize existuji na cest€ body pro ktere plati G,=0 pro n&jakeé i, potom omezujici rovnice

(4.34) ptejdou na tvar
A <K,5’<d.,., i=l.n (4.38)
a tvoti kritické body omezujici rychlost
$7<Vi(s), (4.39)
kde
. 4. 1K,, if K>0
Vils)= 4K, ;Ki<0 (4.40)
Posledni rovnice omezeni na rychlost podél cesty plynou piimo z (4.3) a (4.15)
$*<V(s), (4.41)
kde
Vis)=(VyulG). if G#0. (4.42)

KINO-DYNAMICKE OMEZENI
Limitni krfivky zrychleni jsou potom dédny minimem/maximem omezujicich kiivek (4.29),(4.30)
a(4.36), (4.37)
DM (s,5)=max{L,(s,5), D,(s,5)}

AM (s,5)=min{U (s,s), H,(s,$)} (4.43)

Ze vztahu (4.28),(3.35) a (4.43) vyplyva jesté jedno dilezité omezeni na rychlost. Musi platit,
7e DM (s,5)<AM (s,5), a tedy bude existovat limitni kiivka v prostoru (s,5), pro kterou bude
platit

Vi®(s):DM (s,35)=AM (s, 5). (4.44)

Vyslednd limitni kirivka rychlosti je potom minimem omezujicich kiivek (4.33),(4.40),(4.44),
a(4.42)

VM (s)=\[min (V[ (s), V(5),Vi(s),V(s)}]. (4.45)
Pozndamka. Jestlize se stav systému nachazi na VM (s) a strmost této kiivky je niz§i neZ strmost
AM (s,5), DM (s,5), potom neni mozné pouzit mezni hodnoty zrychleni jako vstup systému.
Takovy bod je praveé singuldrnim bodem, ktery byl jiz popsan v kapitole 3. Omezeni na zrychleni
je zcela specifikovano strmosti limitni kiivky rychlosti VM (s) .
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4.2 PARAMETRICKE PLANOVANI S VYLOUCENIM CASU

V kapitole 3 jsme se zabyvali ¢asové optimalnim planovanim piesunu systému s konstantnimi
omezenimi. Jednalo se o planovani takovych tloh, které lze na tento problém pievést, jako
naptiklad pohyb kolejovych vozidel s po castech konstantnimi omezenimi, fizeni vytaht,
dopravniki apod. Planovaci algoritmus hledal feSeni v casové oblasti. V piipadé obecnych
robotickych systémi je mozné ur€itym zpusobem pieformulovat tlohu pldnovani a ziskat vstupni
parametry pro jiz diive zminéné techniky.

Standardni formulaci t-optimalni tlohy v robotice je pozadavek nalezeni minima funkcionalu (3.3)
podél cesty systému, definované napiiklad sekvenci poloh efektoru systému v pracovnim prostoru
stroje a ¢asovych znacek, p (). Mnohdy je ale cesta vyjadfena bez Gasovych znacek a Ize ji pouze
parametrizovat skaldrnim parametrem s, p(s). Casové znalky jsou nezndmou a vyplynou az
z feSeni Ulohy planovani pohybu podél této cesty. Potom je uzite¢né pieformulovat kritérium (3.3)
nasledujicim zptisobem.

Predpokladejme, Ze s je pfirozenou parametrizaci délky cesty. Potom mizeme vyjadiit casovou
zménu jako dt=1/5ds a integraci obou stran rovnice dostaneme zavislost ¢asu na rychlosti podél
cesty

t—t,=

Y | =

ds. (4.46)

& ey 0

24

V t-optimalnim fizeni hledame tedy takovou kiivku 1/5(s), jejiz integral nabude nejniz$i mozné
hodnoty. Aby toto kritérium Slo vycislit i pro hodnotu §=0, je uzitecné pireformulovat kritérium
t-optimality a hledat maximum ptevracené hodnoty kritéria

t, N
min f ldt = max_[ sds. (4.47)
u() ul)

Znamena to, ze hledame takové fizeni, které ve fazové roviné (s,§) bude maximalizovat plochu
pod kiivkou stavu. Problém 4.1 pak mizeme preformulovat do tvaru

Problém 4.2. Minimalizujte cas, ktery potiebuje systém

$=u(t) (4.48)

k presunu z pocatecniho do koncového stavu podléhajiciho omezenim
DM (s,5)<§<AM (s,5), (4.49)
§<VM(s), (4.50)

definovanym v kapitole 4.1.4.

Moznost pievedeni problému 4.1 na problém 4.2 je kliCova pro vyuziti generatord pohybu
zalozenych na fetézci integratort a t-optimalni strategii planovani. To umoznuje pro diskretizovana
omezeni planovat pohyb bez nutnosti numerického feseni pohybovych rovnic systému, a tim tento
proces planovani mnohonésobn¢ urychlit, mnohdy az k vypocetni hranici readlné¢ho Casu.
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4.3 PLANOVANi PODEL SPECIFIKOVANE CESTY SYSTEMEM DRUHEHO RADU

Jestlize ndm uloha dovoluje skokoveé ménit zrychleni systému, potom je mozné pouzit fetézec dvou
integratorti jako generatoru trajektorii pro polohu a rychlost systému podél specifikované cesty.
Naptiklad pro nejrychlejsi piesun systému mezi poZzadovanymi stavy je nutné vyuzit plny vykon
aktuatort. Zrychleni je pfimo umérné vstupujicimu proudu do akéniho ¢lenu, proto je v piipadé
t-optimality nutné ho skokové ménit mezi meznimi hodnotami. Retdzec dvou integratori
2.fddu miZe nastat usystému, které obsahuji suché tfeni. Zde nastava naptiklad problém
s rozjezdem, kde v ptipad¢ pomalého nab&hu vstupni sily dochazi k nespecifikovanému rozjezdu az
po piekonani tfeni. I pfes hladké pribehy zadanych veli¢in dochazi ke skokovym zméndm
v nespecifikovanych intervalech. Proto je spiSe vhodné piisobit pfimo skokovym zrychlenim
a alespon specifikovat kdy a za jakych podminek k rozjezdu a zastaveni dojde.

4.3.1 Z.AKLADNi POPIS A DEFINICE ULOHY

Dana struktura robota nebo stroje, pifima 1 zpétnad kinematicka uloha a dynamicky popis. Necht je
dana i cesta pohybu stroje nebo koncového efektoru robota, a tato cesta je dostate¢né¢ hladkou
kiivkou, aby ji bylo mozZné projet bez zastaveni'®. Pfedpokladejme, Ze trajektorie pfesunu systému
po dané cesté existuje. Neboli, ze omezeni jsou takova, zZe je mozné nalézt kiivky polohy, rychlosti
a zrychleni, které prevadi pocatecni stav do koncového stavu a respektuji dand omezeni na celém
rozsahu pohybu. Déle bez ztraty obecnosti pfedpokladame takové pocatecni a koncové podminky,
které zajisti, Ze vyvoj stavu generatoru bude v kladnych hodnotach rychlosti. Ukolem generatoru
pohybu je naplanovat prijjezd po dané cesté tak, aby pohyb respektoval vSechna omezeni, ptipadné
minimalizoval dané kritérium kvality. Dostavame tak formulaci problému 4.2.

Nasledujici text fesi vyse zminény problém pro tfi zékladni zavislosti omezeni na parametru s a § .

4.3.2 PLANOVACi ALGORITMUS — TRIANGLE ALGORITHM

Piedpoklddejme, ze uloha vede na planovani s konstantnimi omezenimi na zrychleni
a s proménnym omezenim na rychlost podél cesty (VM(s), AM, DM). Uvazujme ftetézec dvou
integratorti jako generator kiivek polohy, rychlosti a zrychleni. Ve zjednoduseném zapisu dostaneme
popis generatoru

S=V
v=u, (4.51)
s omezenimi na stavy ve tvaru
SMinSSSSMax
—VM (s)<v(s)<VM (s) (4.52)
—DM <u<AM

kde vstup u budeme podle potieby také znaCit pismenem a a nazyvat ho zrychlenim. Dale
predpokladame, ze omezeni VM(s) je definovano posloupnosti bodi podél cesty, ziskanych
naptiklad vhodnou diskretizaci. Dostavame stejné zadani tlohy jako v kapitole 3.4 s tim rozdilem,
ze omezeni na rychlost podél cesty neni konstantni.

10 V opacném piipadé by bylo nutné cestu rozdé€lit na spojité tiseky a naplanovat je odd€lené s pozadavkem shodnych
navazujicich pocatecnich a koncovych stavii.
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TRANSFORMACE STAVOVEHO PROSTORU GENERATORU

Protoze budeme planovéani pohybu provadét ve fazovém prostoru, je tfeba zjistit, jak se zméni
vztahy pro popis pohybu systému (4.51), jestlize ptejdeme z prostoru Casového do prostoru
fazového. Integraci prvni a druhé diferencidlni rovnice (4.51)

v=v,tut 453
s=s,+tvot+ul2t’, u=konst. (4.53)

a vylou¢enim ¢asu dostaneme popis integralnich kfivek v prostoru (s, v)
VvV —vi=2u(s—s,), u=konst., smérnice=". (4.54)

v

Z popisu je ziejmé, ze systém se bude pro konstantni hodnotu vstupu pohybovat ve fazovém
prostoru po parabole a tedy stdle ménit svlj smér se smérnici u/v. Abychom usnadnili vypocet
a predevsim dalsi ndhled na problém planovani ve fazovém prostoru, zavedeme transformaci

v=T(v)=v, (4.55)

kde piedpokladame, e plati v(s)=0 . Potom se v prostoru (s,¥%) zméni tvar integralnich kiivek
(4.54) na ptimky se sklonem 2.

v—v,=2u(s—s,), u=konst., smérnice=2u, V,=v, (4.56)
Muzeme tak preformulovat problém 4.2 do tvaru

Problém 4.3. Predpokladejme, Ze po celou dobu pohybu systému plati v(s)=0 . Potom v prostoru
(s,V) naplanujte takovou kiivku rychlosti V(s), kterd bude pod hranicni kiivkou
VM (s)=VM*(s) s pocdtkem v bodé Xo=[s,, Vol, Vo=Ve a koncem v bodé X =[s,,v,], \7,«:\/?,

Jejiz strmost bude v rozsahu —2 DM <2 u(s)<2AM a tato kiivka spliiuje kriterium (4.47).

Transformace (4.55) je klicova pro dalS$i moznosti planovani. Jeji vyhodou je, Zze pro konstantni
hodnotu u dostdvame konstantni smér pohybu stavu systému v prostoru (s,v) . Je tedy jednoduché
a na pohled zieymé, kterym smérem se bude systém pohybovat po celou dobu plsobeni
konstantniho vstupu u. Pokud tedy bude naptiklad hrani¢ni kiivka rychlosti zaddna posloupnosti
bodli, potom piimkové spojeni téchto bodli v prostoru (s,V) miZe byt pro uréitou konstantni
hodnotu vstupu pfimo trajektorii systému.
Shriime zédkladni vlastnosti transformace, vhodné pro geometricky pfistup k pldnovani pohybu.
Uvazujme transformovany pocatecni stav Xo=[5,, 7| . Pro konstantni hodnoty vstupu u dostavame
nasledujici trajektorie systému:

- u=0: Trajektorie systému je pfimka rovnobézna s osou s, vychazejici z bodu X, .

- u>0: Trajektorie systému je piimka s konstantnim sklonem 2u, vychazejici z bodu

Xo- Nejbliz§im bodem s nulovou rychlosti, ze kterého je mozné dosdhnou stav X,
je pro maximalni zrychleni AM bod

v, Vo

minus 70] ’ dxminus: 2 AM P}A EZAde (457)

[s,—dx

S s

minus

- u<0: Trajektorie systému je pfimka s konstantnim sklonem 2u, vychéazejici z bodu X, .
Nejbliz§im bodem s nulovou rychlosti, kterého je mozné dosahnout ze stavu X, je pro
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maximalni zpomaleni DM bod

|s,+dx,, 0], dx

plus >

(4.58)

Z téchto vlastnosti vyplyva nize uvedeny obrazek 4.2 1 nazev algoritmu. Stav systému v prostoru
(s,v) musi lezet v kazdém okamziku na nebo pod omezujici kiivkou VM (s) a maximalni
rozbéhoveé a dobéhové pfimky musi taktéz leZzet pod nebo na dotyku omezujici kiivky. Pokud
budeme v kazdém okamziku maximalizovat rychlost maximalnim moZnym zrychlenim, potom
dostaneme t-optimalni prabéh pro transformovany systém, a tedy i pro systém ptivodni.

[
. . -
el LoT VM (s)
1 e -
.’ N Rozsah dosazitelnych . \¢ - PR IRt
P o s 04 - . ) -
- [ stavui z daného bodu . « - -
Le=" H .~ ‘3; .
. w Mezni Y og,w() /7/(3;2/, A
g 2 . .
7« A bod pro zastaveni®'s R - e, 4, K’»,)»}?( .
o . = 3
bez poruseni omezeni. ~ = = = . gy .
9% ~
>

Ry T,

Obrazek 4.2: Zakladni idea moznosti planovani pohybu v transformovaném prostoru
(s,7), véetné naznaceni nékterych viastnosti pohybu.

Z.AKLADNI STRUKTURA ALGORITMU

Predpokladejme, Ze omezujici kiivka VM (s) je dana posloupnosti dvojic boda (s,,7,), i=1..n.
Na intervalu poloh podél cesty (s,, sf) vytvofime s pomoci vztaht (4.57) a (4.58) dva vektory

DXminuS:[SO_dx(‘_}O)mlnus’Sj_dx(vj)mlnus’Sf_dx<‘_)f)mlnus]’ J:1 -m (459)

DXplus:[SO_'_dx(‘_}O)plus’ Sj+dx(‘7j)plus’ Sf+dx(‘_}f)plus]’ (460)

kde s,=s,<s,a v, jepiislusny prvek k s;.

Z prvniho vektoru odstranime vSechny prvky, které by porusovaly vlastnost rostouci posloupnosti,
Takové ptislusné body na omezujici kiivce jsou nedosazitelné z pohledu predchoziho stavu, viz.

r

obrazek 4.2. Ziskany redukovany vektor DX .. definuje Cervené body pro vzorovou kiivku
VM (s) na obrazku 4.3. Podobng, ale tentokrat odzadu, odstranime vSechny prvky druhého
vektoru, které by porusovaly vlastnost klesajici posloupnosti. Takové ptislusné body na omezujici
kiivee jsou nedosaZitelné z pohledu nasledujiciho stavu. Pro vzorovou kiivku VM (s) bychom
ziskali redukovany vektor DX, ktery definuje zelené body na obrazku 4.4. Prinikem
redukovanych vektora DX'=DX,;.. DX ,, dostaneme piislusné body na omezujici kiivce

minus plus
X={X,,X,,..] ,kdei-tybod X, je tvofen dvojici DX’ (i) a piislusnou rychlosti v(DX"(i)). Tyto
body jsou dosazitelné ptipustnym fizenim u, obrazek 4.5.

Nyni mame poc¢atecni a koncovy stav a sekvenci ptipustnych bodi na omezujici kiivce rychlosti,
{X,,®,%,] . Protoze pracujeme v transformovaném prostoru (s,¥), vime, Ze t-optimalni
trajektorie bude tvofena vhodnym piimkovym spojenim téchto bodii. Uvazujme dva body (s, V)
a (s",v(s")) ze sekvence ptipustnych bodi, kde index “+” znamena, Ze bod je podle ujeté drahy
déle vpravo vzhledem k bodu (s,7V). Pro index “-” bude situace opacna. Jestlize jsou body na
omezujici kiivce pfimo sousednimi, potom je vysledna trajektorie mezi témito body piimo
pfimkovym spojenim.
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Smérnice

2= VS (4.61)

s —s
a tedy 1 velikost zrychleni je zaru€ena piredchozim vybérem piipustnych bodii na omezujici kiivce.
Jestlize body sousedni nejsou, potom je mezi nimi nutné postupovat podle kritéria optimality
asnazit se maximalizovat rychlost. Pro bod (s,v(s’)) uréime smémici u" podle pravého
sousedniho bodu z plivodni omezujici kiivky VM (s), maximalng& vSak 2 AM. Pro bod
(s",v(s")) ur¢ime smémici u  podle levého sousedniho bodu z pivodni omezujici kfivky
VM (s) , minimalné v8ak -2 DM. Vyfe$ime soustavu pro nalezeni priise¢iku piimek
— + — _ (ot
(v(s )=7ls))=2u (s =s) (4.62)
(v(s)=v(s7))=2u (s—s),
kde (s,V) je hledany prisecik. Ziskame tak novy bod trajektorie (s, V).

Postupr RESENI

e ow s

Rozd€lime problém na tfi ¢asti a vyfeSime pohyb v t€chto ¢astech

— Na4jezd na omezujici kiivku VM (s).
Najdeme priseCik rozjezdové ptimky (se smérnici 24M) s piimkou, ktera ptichazi na prvni
dosazitelny bod omezujici kiivky se smérnici danou timto dosazitelnym bodem a bodem
pfedchozim, minimalné vSak -2DM.

— Pohyb po omezujici kiivee VM (s).
Postupujeme po omezujici kiivce podle kritéria optimality, podle vztahti (4.61) nebo (4.62))

— Dojezd do koncového stavu.
Najdeme prisecik dojezdové pifimky (se smérnici -2DM) s piimkou, kterd vychazi

z posledniho dostupného bodu omezujici kiivky se smérnici danou timto bodem a bodem
nasledujicim, maximalné vSak 24AM.

VyteSenim pohybu ve vSech Castech a jejich zietézenim dostavame vyslednou trajektorii stavu
systému dvou integratorii v prostoru (s,V), obrazek 4.6. Zpétnou transformaci dostaneme mnozinu
trajektorii pro rychlost a zrychleni vzhledem k poloze na specifikované cests, {v(s),u(s)].

Véta 4.1. Vyse zmineny postup vypoctu resi problem 4.3, pro danda omezeni spliiuje podminky
casove optimality a kritérium (4.47).
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Obrdzek 4.3: Priklad nalezeni dosazitelnych  Obrdzek 4.4: Priklad nalezeni dosazitelnych
bodu na omezujici kiivce rychlosti vzhledem — bodii na omezujici krivce rychlosti vzhledem
k predchozimu stavu. k nasledujicimu stavu.
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Obrazek 4.5: Prinik dosazitelnych bodii z obrazku 4.3 a 4.4. Tyto body je
mozné pripustnym rizenim dosdahnout a také opustit bez poruseni omezeni.
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Obrdzek 4.6: Priklad vysledné trajektorie systému v prostoru (s, V).
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4.3.3 PLANOVACi ALGORITMUS GAVS(s)

V pftipadé, Ze uloha vede na planovani s omezenimi, jejichz velikost je zavisla na aktualni poloze
systému (VM(s), AM(s), DM(s)), potom problém 4.3 piejde do tvaru

Problém 4.4. Predpokladejme, ze po celou dobu pohybu systému plati v(s)=0. Potom v prostoru
(s,v) napldnujte takovou kiivku rychlosti V(s), kterd bude pod hranicni kiivkou
VM (s)=VM*(s) s pocatkem v bodé Xo=[s,, Vol Vo=Ve a koncem v bodé X, =[s,, \7/-],\7/:\/?,

Jejiz strmost bude v povoleném rozsahu —2DM (s)<2u(s)<2AM (s) a tato kiivka spliuje

kriterium (4.47).

Redeni problému jiz nelze nalézt pomoci predchoziho algoritmu, protoZe strmost rozjezdovych
a dojezdovych kiivek se podél cesty méni. Obecné feSeni by bylo moZné nalézt pfimou integraci
pohybovych rovnic spole¢né s metodou stielby, jako napiiklad v [13],[93]. Pfesnost tohoto vypoctu
bude nepfimo umérnd vypocetnimu casu. MluZzeme ale provést diskretizaci omezeni metodou
nejhorsiho pripadu a vyuzit predchozi postupy planovani.

DISKRETIZACE OMEZEN]

Diskretizaci metodou nejhorSiho pfipadu se rozumi takova aproximace obecné funkce funkci po
castech konstantni, kterd lezi pod nebo na hranici plivodni funkce. To v pfipadé diskretizace
limitnich kfivek omezeni zajisti, Ze pohyb po aproximované kiivce neporusi dand omezeni. Prvnim
krokem algoritmu planovani je tedy sestrojeni posloupnosti poloh mezi pocatecnim a koncovym
stavem, mezi kterymi jsou dana omezeni konstantni

so_,sl,sz_,...,si] )

VM |, VM 5, VM, .., VM ;] e
AM |, AM , AM. ..., AM ;] (4.63)
DM,,DM,, DM, .., DM ,, ,].

[
[
[
[

Postupr RESENI

krok 1: Diskretizace kiivek omezeni a rozdéleni problému na dil¢i Gseky, ve kterych jsou
omezeni konstantni.

krok 2: Nalezeni spodni mnoziny bodd na diskretizované limitni kiivce rychlosti.
(Sl'; ‘7,'); ZZO, 1) 2) ceey f, Obrézek 47

krok 3: Prochézeni mnoziny z s, do s, a maximalizace rychlosti podle t-optimalni strategie:

Jestlize je mozné zrychlovat na daném tuseku i z ptedeslého dosazeného stavu, potom
lze nalézt novy dosazitelny stav. Jestlize je tento stav na hranici Gseku vysSSi nez

(8,.,,7,.1) , potom prejde vypocet na tento bod, jinak je vytvofen novy mezni bod
(8, Vi) , ze kterého se postupuje dale, obrazek 4.8.

krok 4: Prochazeni mnoZiny z s, do §, a maximalizace rychlosti s uvazovanim zéporného
Casu podle t-optimalni strategie: Jestlize je mozné zrychlovat z piedeslého dosazeného
stavu na daném useku i, potom lze nalézt novy dosazitelny stav. Jestlize je tento stav na
hranici useku vy3si nez (s,_,,v,_,), potom prejde vypocet na tento bod, jinak je

vytvofen novy mezni bod (s,,,V,;) , ze kterého se postupuje dale, obrazek 4.9.

krok 5: Vysledkem je sekvence bodii (zluté body na obrazku 4.9) na hranicich jednotlivych
usekd, jejichz slozka rychlosti je maximalni moznd, kterou lze pfisluSnym fizenim
dosdhnout. Vypoctem t-optimalniho ptechodu kazdého useku mezi témito body
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s respektovanim pfisluSnych omezeni (4.63) a jejich zfetézenim dostaneme vyslednou
trajektorii zrychleni a rychlosti, které pfesunou systém podél specifikované cesty, viz
obrazek 4.10. Po zpétné transformaci muize byt tento vypocet proveden GAVS
algoritmem z kapitoly 3.4.1.

Véta 4.2. Vyse zminény postup vypoctu resi problém 4.4. Pro diskretizovana omezeni splituje
podminky casové optimality a kritérium (4.47).
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Obrazek 4.8: Maximalizace rychlosti podle Obrazek 4.9: Minimalizace rychlosti podle

prislusnych omezeni na zrychleni. prislusnych omezeni na zrychleni.
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Obrazek 4.10: Vysledna trajektorie zrychleni a rychlosti podél specifikované cesty respektujici
prislusna diskretizovana omezeni.

4.3.4 PLANOVACI ALGORITMUS GAVS(s,v)

Obecné vede uloha fizeni pohybu mechatronickych systémii na problém planovani s omezenimi,
jejichz velikost je zavisla na aktudlni poloze systému a rychlosti (VM(s), AM(s,v), DM(s,v)),
viz kapitola 4.1. Potom je tieba zobecnit problém 4.3 do tvaru

Problém 4.5. Predpokladejme, Ze po celou dobu pohybu systému plati v(s)=0. Potom v prostoru
(s,9)  naplanujte takovou kiivku rychlosti V(s), kterd bude pod hranicni kiivkou
VM (s)=VM?*(s) s pocdtkem v bodé Xo=|s,, Vol, Vo=Vo a koncem v bodé X=[s,,9,], \7/-:\/?,

Jejiz strmost bude v povoleném rozsahu —2DM (s,8)<2u(s,5)<2AM(s,3) a tato kiivka

spliuje kriterium (4.47).

Problém 4.5 je opét mozné fesit piimou integraci pohybovych rovnic spolecné s metodou stielby.
Pokud ale chceme najit rychlé aproximativni feSeni, je vhodné vyuzit diskretizace kiivek a variet
omezeni metodou nejhorsiho pripadu a vyuzit predchozi postupy planovani.
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DISKRETIZACE OMEZENi

Diskretizaci v tomto piipad¢ dostaneme vektor poloh a pomocny vektor rychlosti

(50,81, 85, 00s 8 /]
[0.ds,, ds,.ds,, ....ds,], (4.64)

kde k je pocet vzork diskretizace a ds, musi byt vy$si nez max (VM ).

Vektoru poloh potom piislusi diskretizovana limitni k¥ivka rychlosti

[so_,sl,sz_,...,si] ) »
(VM |, VM, VM, ... VM. (4.65)

Diskretizaci limitnich variet zrychleni na mnozin¢ danou vektory (4.64) dostaneme matice

AM |, AM,, AM , .. AM,
AM,, AM,, AM,, .. AM,_,
AM,, AM,, AM,, .. AM, (4.66)

.AMk,l AMk,Z AMk,3 AMk,Sf*].

DM,, DM,, DM, .. DM,
DM,, DM,, DM,, .. DM,
DM,, DM,, DM,, .. DM, (4.67)

DM, DM,, DM, .. DM, |

Nyni je tieba jesté otestovat platnost vztahu (4.44), piipadné sniZit pfislusnou hodnotu VM, tak,

vvvvvv

nové uzlové body budou vzdy na hranici zmény VM,, ale mohou byt i na hranicich zmény

omezeni zrychleni. To do znacné miry zkomplikuje vypocetni algoritmus, protoZe pocet uzlovych
bod jiz neni dan délkou vektoru poloh. Princip vypoctu je ale stale stejny.

Postur RESENi

krok 1:

krok 2:

krok 3:

krok 4:

Diskretizace kiivek omezeni a rozdeleni problému na dil¢i Gseky, ve kterych jsou
omezeni konstantni.

Nalezeni spodni mnoziny bodi na diskretizované limitni kiivee rychlosti.
(s,7v,), i=0,1,2,..., /' obrazek 4.11.

Prochazeni mnoziny z s, do s, a maximalizace rychlosti podle t-optimalni strategie:
Jestlize je mozné zrychlovat na daném tuseku ij z predeslého dosazeného stavu, potom
l1ze nalézt novy dosazitelny stav na hranici zmény omezeni rychlosti nebo zrychleni.
Jestlize je tento stav na hranici Gseku vy$si nez (s,,,,7,,,), potom piejde vypodet na
tento bod, jinak je vytvofen novy mezni bod (s,,,V,;), ze kterého se postupuje dale,
obrazek 4.12.

Prochazeni mnoZziny z s, do S, a maximalizace rychlosti s uvazovanim zaporného
casu podle t-optimalni strategie: Jestlize je mozné zrychlovat z predeslého dosazeného
stavu na daném tuseku ij, potom lze nalézt novy dosazitelny stav na hranici zmény
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omezeni rychlosti nebo zrychleni. Jestlize je tento stav na hranici useku vyS$$i nez
(s,_,,v,_,), potom piejde vypocet na tento bod, jinak je vytvofen novy mezni bod
(s, v, ,ze kterého se postupuje déle, obrazek 4.13.

krok 5: Vysledkem je sekvence bodu (zluté body na obrazku 4.13) na hranicich jednotlivych
usekt, jejichz slozka rychlosti je maximalni mozna, kterou lze pfisluSnym fizenim
dosédhnout. Vypoctem t-optimalniho pfechodu mezi témito body na kazdém useku
s respektovanim piislusnych omezeni (4.65),(4.66),(4.67) a jejich zietézenim dostaneme
vyslednou trajektorii zrychleni a rychlosti, které presunou systém podél specifikované
cesty, viz obrazek 4.14. Po zpétné transformaci muze byt tento vypocet opet proveden
GAVS algoritmem z kapitoly 3.4.1.

Véta 4.3. Vyse zminény postup vypoctu resi problem 4.5. Pro diskretizovana omezeni spliuje
podminky casové optimality a kritérium (4.47).

Poznamka. Zavérem je vhodné upozornit, Ze algoritmus GAVS pro vypocet piesunu systému na
kazdém dil¢im useku lze vyrazné zjednodusit. Protoze se pohybujeme stile v kladnych hodnotach
rychlosti a vzhledem k systematickému umisténi uzlovych (meznich) bodl, bude feSeni existovat
vzdy ve strategii u,(¢). Navic je mozné jednotlivy pfesun systému v daném useku spocitat
v transformovaném prostoru (s—V) a jesté tak zjednodusit a zrychlit vypodet.
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Obrazek 4.11: Diskretizace limitni krivky rychlosti a variet
zrychleni (nazanaceno smerovymi vektory), nalezeni bodii (s:, 7)) |
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Obrazek 4.12: Maximalizace rychlosti podle Obrazek 4.13: Minimalizace rychlosti podle

prislusnych omezeni na zrychleni. prislusnych omezeni na zrychleni.
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Obrazek 4.14: Vysledna trajektorie zrychleni a rychlosti podél specifikované
cesty respektujici prislusna diskretizovana omezeni.
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4.4 PLANARNi MANIPULATOR - ILUSTRACNI PRIKLAD

Nasledujici ptiklad shrnuje poznatky ¢tvrté kapitoly. Jeho cilem je ukazat planovani pohybu podél
specifikované cesty pro konkrétni problém s vyuzitim piedstavenych metod. Jednoduchost
vybraného mechanického systému neubird nic na obecnosti zvolenych postupli feSeni. Pouze
umoziuje snaze ilustrovat dané metody a porovnat ziskané vysledky s pfirozenou intuici.

4.4.1 ZADANIi ULOHY

Uvazujme planarni mechanizmus s dvéma stupni volnosti. K pevné inercialni soustavé je piipevnén
rotacni kloub, na ném je pak ptfipevnén prizmaticky kloub, zajist'ujici posuv koncového efektoru ve
sméru natodeni rotaéniho kloubu. Konfiguratni prostor Q je definovan jako [/, ¢|eS'XIR'.
Pracovni prostor manipuldtoru X je definovan na euklidovské roving RR® jako [x,y]eR’;

[x, yI'=r(l, ).

Obrazek 4.15: Zakladni geometrie a parametry manipulatoru.

KINEMATIKA MANIPULATORU

P¥imé kinematické zobrazeni je dano jako r:S'xR'=2R*; (/,¢)—r(l,¢),

(g)=| L cos(e)
(q) [lsin(cl))]’ (4.68)

kde g=[/,¢]|" je vektor zobecnénych soufadnic. Vektor rychlosti koncového efektoru lze vyjadrit
pomoci jednotkovych smérovych vektort jako v=1/e,+[ ¢ e,. Dale uvazujme, Ze existuji omezeni
aktuator ve formé¢ kinematickych omezeni na maximalni pfipustné rychlosti a zrychleni ak&nich
¢lent

|¢|Sd)max’ l‘|Simax (469)
|(Z)|S(i)max’ Z|Szmax' (470)
DYNAMIKA MANIPULATORU
Dynamické chovani mechanizmu ziskame naptiklad pomoci lagrangeovych rovnic ve tvaru
0L(q, 0L(q,
d0oLlg.q) 0Llg.9)_. @71)

dt 04 oq

kde T je vektor vnéjSiho silového a momentového plisobeni a L je Lagrangian definovany jako
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rozdil kinetické a potencialni energie
L(¢.9)=T(q.9)-V (q). (4.72)

UvaZujeme rovinny manipuldtor, proto vyjadiime pouze kinetické energie jednotlivych prvka
mechanizmu. Pro rota¢ni kloub dostavame

1 .
T\=5J,¢" (4.73)
Pro prizmaticky kloub dostadvame
1 2, 1 1 21 201
T2:5J2¢2+5mv2:§J2¢)2+5m12¢2+5m12. (4.74)

Celkova energie je dana souctem dil¢ich energii jednotlivych prvkli mechanizmu. Derivovanim

a dosazenim do (4.71) dostaneme pohybové rovnice mechanizmu
ml—ml ¢’ =T,
ml N (4.75)
(J,+J,+ml°)p+2mllPp=1,

které prepiSeme do standardniho maticového zépisu (4.1)

ool
ml 0

m 0
0 J,+J,+ml’

m :H (4.76)

. v ;. . v - T .
zjednoduseny zdpis tenzorového soucinu ¢ Cq

Piedpokladejme, Ze silovy a momentovy rozsah aktudtorti je dan jeho konstantnimi meznimi
hodnotami ve tvaru
1

- 4.77)

max

T, <t,<T

min —

T2 <1,<T

min —

PROBLEM PLANOVANI

Predpokladejme, Ze manipuldtor se ma pohybovat po cesté tvaru kruznice se stfedem v bodé
[xy, ¥o] a poloméru . Ukolem je naplanovat pohyb po této cestd tak, aby nebylo poruseno zadné
omezeni (4.69),(4.70),(4.77) a ptitom byl minimalizovan ¢as pfesunu. Druhym tkolem bude nalézt
maximalni moznou konstantni rychlost pod limitni kiivkou rychlosti a porovnat ¢asy jednotlivych
pfesunii. Grafy budou vykresleny pro nasledujici parametry, definované ve standardnich
jednotkach SI.

_Trlnzn:Trlnaleo; Zmaxzsy lmax:2
parametry omezeni: 7 =7 —10 b =5 b =11
kinematické parametry: r=1.1,x,=0.5,y,=1.5,s5,=0, VOZO,Sf=2Trr, vaO.S

dynamické parametry: m=3,J,=0.1,J,=0.1
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4.4.2 KINEMATIKA MANIPULATORU PODEL SPECIFIKOVANE CESTY

PoLOHOVE ZAVISLOSTI

Protoze specifikovand cesta je tvaru kruznice, existuje prirozend parametrizace skaldrnim

parametrem s, ktery definuje posuv po dané trajektorii. Dostavdme zobrazeni
s— p(s)=[x(s), y(s)]" ve tvaru

x(s)=x,+rcoss/r

) , slr=«
y(s)=y,+rsins/r

a ptimou kinematickou zavislost podle vztahu (4.8) ve tvaru

lcos(p)=x,+rcoss/r

Isin(¢p)=y,+rsins/r. (4.78)

Vyjadienim zéavislosti zobecnénych soufadnic ¢(s)=[I(s), ¢(s)]" na parametru s dostaneme
zobrazeni s ¢q(s) avztahy

l(s)=\/x§+y(2)+2rx0cos(s/r)+r2+2ry0sin(s/r)

_ yytrsin(s/r) (4.79)
tg¢(s)_x0+rcos(s/r)

Obrazek 4.16: Kinematika manipulatoru a specifikovana cesta v pracovnim prostoru.

Z.AVISLOSTI RYCHLOSTI

Tecna rychlost podél trajektorie je dana vztahem

ﬁ—s S=r&
dt

Z (4.15) vyjadiime rychlostni zavislost na parametrizaci s.

=G5=| cos(s/r—¢) |5 (4.80)
/

(Z) —sin(s/r—¢)
¢
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Obrazek 4.18: Pribéeh zobecnénych souradnic Obrazek 4.17: Diferencidl zobecnénych
podél specifikované cesty pro dané parametry. souradnic podél specifikované cesty.

Z.AVISLOSTI ZRYCHLENI

Podobné vyjadiime i zavislost zrychleni na parametrizaci podle vztahu (4.16),

§=Gi+Ks’
kde
—sin(s/r—¢)
G=| cos(s/r—¢)
/
21cos(2¢)+(1—1)cos(zr—s)+2(2—l+(2+l)cos(2q§—2r—s))—(1+Z)cos(4¢—%) cos(cj)—%)
K= 8/ 1 oy
sin(¢—§) —1+(1+z)rcos(¢>)3cos(§)+§r(1+31+(1+z)cos(z¢))sin(¢)sin(§)

I*r

4.4.3 DYNAMIKA MANIPULATORU PODEL SPECIFIKOVANE CESTY

Protoze je cesta specifikovana v pracovnim prostoru, vyuzijeme rovnici (4.25) a substituci (4.24),
M =MG

C=MK+G'CG (4.81)
k ziskani parametrizovanych pohybovych rovnic
M, 5+C, §=T, (4.82)

kde M a C jsou objekty specifikované v (4.76) a vektory G, K jsou specifikovany vyse.
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4.4.4 SESTROJENi LIMITNICH KRIVEK OMEZENI

Podle navrzenych postupti planovani popsanych vysSe sestrojime limitni kiivky v prostoru
generatoru, pod kterymi budeme déle planovat pohyb podél cesty.

Z omezeni (4.77) vyplyva nasledujici pozadavek

1

Toin <M\ 5+C, 5<T
T2 <M>35+C25<T> .. (4.83)
Resenim podle (4.28) dostaneme funkce L,(s,5),U,(s,$).
Z omezeni (4.70) vyplyva nasledujici pozadavek
1 <G, 5+K, 5 <,
(4.84)

_¢maxSG2 S+K2 N qumax

Resenim podle (4.36),(4.37) dostaneme funkce D,(s,s), H,(s,s). Z (4.43) potom pro konkrétni
parametry dostaneme mezni kiivky AM (s,s), DM (s,s) a oblast piipustného zrychlen,
obrézek 4.25. Priisetik téchto kfivek pak definuje limitni kéivku V" (s):DM (s,3)=AM (s,5)
obrazek 3.22. Z praktického hlediska je rozumné, aby planovani pohybu probihalo v kladnych
hodnotach  zrychleni a zapornych hodnotach  brzdéni. Proto je limitni kiivka

ViP(s):DM (s,5)=AM (s,5) modifikovana tak, aby prostor pod ni spliioval nasledujici, tvrdsi
podminku

ViIP(s):min|DM (s, 5)=AM (s,5), DM (s,5)=0, AM (s,5)=0} (4.85)
Z omezeni (4.69) vyplyva nasledujici pozadavek
$’<i. 1G,
3’ <Pl G (4.80)

Resenim podle (4.42) dostaneme funkce V}(s). Vy&islenim pro dané parametry dostaneme kiivky
na obrazku 4.19. Z (4.33) a (4.39) dostaneme jests funkce V;(s),Vi(s) pro singularni body
M' (s)=0,G,(s)=0. Obrazek 4.21 ukazuje kvadrat vysledné limitni kiivky rychlosti VM (s).
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Obrdzek 4.19: Zobrazeni limitnich hodnot Obrdzek 4.20: Limitni kiivka V" (s).
rychlosti jednotlivych zobecnénych souradnic
podél cesty tvaru kruznice pro dané parametry.
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4.4.5 VYPOCET PRESUNU SYSTEMU PODEL CESTY GENERATOREM 2.RADU

Z limitni kiivky rychlosti vyplyva, Ze maximalni mozna konstantni rychlost je 0.4m/s. Mzeme
tedy nastavit podminky tak, aby manipuldtor objel prvni kruznici co nejrychleji a pak pokracoval
maximalni moznou konstantni rychlosti. Dostaneme nésledujici podminky pro poc¢atecni a koncovy
stav generdtoru x,=[0 0 0]'>x,=[2mr 0.5 0], AM(s,35), DM (s,s), VM(s).

Diskretizaci omezeni dostaneme planovaci prostor generatoru, obrazek 4.22. Barevné vektory
definuji maximalni a minimalni strmost zrychleni pro kazdou diskretizovanou oblast. Pomoci vyse
uvedenych metod planovani dostaneme vystupni data, kterd generuji nasledujici obrazky. Ty ukazuji
klicové vystupy vypoctu obou pfistupt. Pro srovnani je levy sloupec tvoten vystupy z algoritmu
GAVS(s), pravy vystupy z algoritmu GAVS(s,v). Celkovy cas presunu systému je pro GAVS(s,v)
roven piiblizné 7,~6,14s. U algoritmu GAVS(s) kde byly limitni kiivky zrychleni ziskany
minimem hodnot zrychleni pod diskretizovanou kiivkou rychlosti, dostaneme pomalejsi pfesun,
piiblizné 7 ,~6,7s .

NartGst Casu je velmi zavisly na diskretizaci limitnich kiivek. Pokud bychom chtéli projet danou
cestu maximalni konstantni rychlosti, potom bychom dostali celkovy cas pfesunu ¢ ,~1835s.
Z obrazku 4.21 je ziejmé, Ze tento narist ¢asu je silné zavisly na tvaru limitni k¥ivky rychlosti. Cim
vice se bude systém pohybovat blizko singularit, tim niz8i bude minimum VM ().
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Obrazek 4.21: Minimem omezujicich krivek Obrazek 4.22: Diskretizace limitni krivky

rychlosti je limitni kifivka rychlosti VM (s). rychlosti a kiivek zrychleni pro algoritmus
GAVS(s,v) nalezeni bodii (s,,V,).
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Obrazek 4.23: Grafické vystupy klicovych kroku 3, 4 a 5 vypoctu Algoritmu GAVS(s) (vlevo)

a GAVS(s,v) (vpravo).
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Obrazek 4.24: Vysledné trajektorie zrychleni a rychlosti algoritmu GAVS(s) (vlevo)
a GAVS(s,v) (vpravo) v prostoru (s—V) .

dds

de? 3
Obrazek 4.25: GAVS(s), pohyb stavu pod kiivkami omezeni podél specifikované cesty, t,~6,7s.
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dds

7
ds?

Obrazek 4.26: GAVS(s,v),; pohyb stavu pod kiivkami omezeni podél specifikované cesty, t,~6,14s.

Obrdzek 4.27: Presun maximadlni moznou konstantni rychlosti podél specifikované cesty, t;~18.3s.



ZAVER

Rizeni pohybu lze obecné rozdélit do tii wdrovni, na planovani geometrické cesty stroje
v konfiguratnim nebo pracovnim prostoru, generovani trajektorii pohybu podél cesty a na
zpétnovazebni fizeni/sledovani generovanych trajektorii pohybu. Tato prace se vénuje druhé trovni
fizeni pohybu. Zabyvéa se vyvojem novych metod generovani pohybu mechatronickych systému
a technologickych procesii. Hlavnim kritériem pfi planovani pohybu je respektovani pohybovych
omezeni.

V uvodu je proveden zékladni rozbor uloh fizeni pohybu. Nastinény jsou standardni problémy
generovani trajektorii pohybu v jedné a vice osach. Motivacni piiklad ukazuje vliv omezeni na
problém planovani pohybu. Déle je predstavena moznost vyuziti teorie ¢asoveé optimalniho (t-opt.)
fizeni pro navrh generatorii trajektorii. Tato strategie umoziuje redukovat problém planovani
pohybu systému s 7 stupni volnosti na problém fizeni stavu generatoru pohybu s jednim stupném
volnosti. To umoznuje fesit i jinak zdanlivé nefeSitelné problémy. Pro navrh optimalniho fizeni
generatoru pohybu je vyuzito hypotézy vyplyvajici z Pontryaginova principu maxima. T-optimalni
strategie fizeni umoziuje dale transformovat problém planovani pohybu na problém hledani feseni
soustav polynomialnich rovnic. Samotny vypocetni algoritmus pak vyuziva matemtického nastroje
z oblasti algebraické¢ geometrie, ktery umoziuje obecné fesit polynomidlni soustavy. Jednad se
o techniku Grobnerovy baze, jejiz koteny, zakladni mySlenky a vlastnosti jsou v uvodu také
predstaveny. Posledni ¢ast ivodu je vénovana vytyceni cilii prace.

Teorie Grobnerovy baze a jeji metody jsou hlavni néplni pfipravné kapitoly. Kromé zékladnich
pojmli polynomidlni algebry je zde zaveden pojem GrObnerova bdze jako specidlni mnozina
generatort feSeni ptivodni soustavy polynomidlnich rovnic. Pro nalezeni této mnoziny je predstaven
puvodni Buchbergertiv algoritmus a jeho mozné modifikace. Dale jsou ukdzany nékteré moznosti
vyuziti Grobnerovy baze v polynomialni algebfe. Posledni ¢ast ptipravné kapitoly je vénovana
aplikacni pisobnosti této teorie v automatickém fizeni. Z literatury vyplyva, Ze je mozné tuto teorii
vyuzit naptiklad pii vySetfovani fiditelnosti a pozorovatelnosti systémii, pii ndvrhu a parametrizaci
vystupni zpétné vazby metodou pfifazeni pold, pii popisu kinematiky robotti, pro feseni diofantické
rovnice u 2-D systémt, pro obecné&jsi popis vicerozmérnych systému a samoziejme pro generovani

roMr

a planovani fidicich trajektorii.

Kapitola 3 se vénuje t-optimalnimu fizeni systému fetézce integratori jako vhodného generatoru
trajektorii pohybu. Uvodem je naznateno né&kolik standardnich pfistupi k feSeni. Dale
je predstavena zakladni struktura generatoru a uvedeno feseni Ulohy generovani presunu z klidu
do klidu. Generovani obecného piesunu je mozné pomoci GB pievést na problém feSeni soustav
polynomidlnich rovnic. Ukézalo se, Ze timto zplisobem je mozné zcela obecné vyftesit t-optimalni
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problém fizeni fetézce integratori s konstantnimi omezenimi na vSechny stavy. Tato strategie
generovani pohybu je hlavnim vysledkem prace. S jeji pomoci je vytvoien obecny algoritmus
GBAVS/GAVS pro generovani trajektorii pohybu z libovolného pocatecniho stavu do libovolného
koncového stavu. Struktura a zakladni kroky vypoctu jsou naznaeny. Prednosti algoritmu je,
Ze nevyuziva zadné vypocetni smycky ani cykly a obsahuje pouze explicitni vyc¢isleni vzorci.

Déle je ukézana moznost urychleni vypoc¢tu pro plénovani pohybu z konstantni rychlosti
do konstantni rychlosti. Vlastnosti vyplyvajici z téchto pfedpokladi umoznuji redukovat vyc¢isleni
kotfenli polynomidlnich soustav na polovinu a dvojnasobné tak urychlit vypocet. Toto urychleni
je dal$im vysledkem prace. Zavér této kapitoly je vénovan piikladim, které ukazuji mozZnosti
vyuziti algoritmu GBAVS pro fizeni pohybu v jedné ose a pro fizeni nekoordinovaného pohybu
viceosych strojti.

Kapitola 4 se zabyva poslednim vytyCenym cilem a to problémem planovéani podél specifikované
cesty. Tento problém lze opét prevést na problém fizeni fetézce integratorii, tentokrat ale
s proménnymi omezenimi. Z literatury vime, ze tento pfistup je vyuzivan pro pfimé numerické
feSeni pohybovych rovnic a navrhu t-optimalniho feSeni. Bohuzel tento pfistup je velmi vypocetné
naro¢ny. Proto byl navrzen postup, ktery vyuziva navrzenych generatortt GBAVS/GAVS a umoziuje
pro diskretizovand omezeni generovat trajektorie pohybu s velmi nizkou vypocetni narocnosti. Opét
neni vyuzito zadného cyklu ani vypocetni smycky. Délka vypoctu je zavisla pouze na mnozstvi
diskretizovanych vzorkli omezeni. Tento ptistup je dal§im pivodnim vysledkem této prace.

Problémem do budoucna je nalezeni podobné strategie pro generatory vySSich fada, které
by zajistily spojitost generovanych trajektorii az do urovné¢ zrychleni, ptipadné Jerku. Pro planovani
pohybu s proménnymi omezenimi je velmi obtizné nalézt jakékoli vypocetné nendrocné feSeni,
které bude pIné respektovat pohybova omezeni a zaroven bude generovat spojité trajektorie pohybu.
Podle dostupné literatury takové feSeni neni v soucasnosti znamo, nebo plné nerespektuje pohybova
omezeni.
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SHRNUTI

Tato prace pfinasi zakladni poznatky z teorie fizeni pohybu mechatronickych systémi. Vénuje
se druhé¢ urovni planovani pohybu, tedy generovani fidicich trajektorii pohybu. Pro systémy
s konstantnimi omezenimi na pohybové veli¢iny pak navrhuje nové pfistupy, zaloZené na metodach
algebraické geometrie, které umoznuji analyticky feSit standardni problémy planovani pohybu
vjedné ose. Také je ukdzano, jak tyto piistupy aplikovat pro napojovani jednotlivych pohybil
a jakym zplsobem planovat nekoordinovany pohyb vice os s ¢asovou synchronizaci. Pro systémy
s proménnymi omezenimi ukazuje moznost vyuziti pfedeslych technik a pro niz$i fad generatoru
pohybu fesi obecny problém planovani podél specifikované cesty. Ziskané algoritmy jsou zcela
obecné, nezdvislé na tvaru omezeni a slozitosti systému, a jejich vypocetni ndrocnost zavisi pouze
na mnozstvi diskretizovanych vzorki omezeni. Jejich hlavni pfednosti je velmi nizkd vypocetni
naroc¢nost a absence iteracnich a dalSich vypocetnich cykla.






RESUME

This thesis provides a basic knowledge of motion control theory of mechatronic systems. It deals
with the second level of motion planning, i.e. generating the motion control trajectories. It proposes
a new approaches for trajectory generation in single axis, based on the methods of algebraic
geometry. This enables to solve motion planning problems for systems with constant constraints
on motion variables and arbitrary initial and final state. It is also shown how to apply these
techniques to linking individual movements to more complex motions and how to plan
uncoordinated movement of multi-axis systems.

For systems with varying constraints it shows the possibility of using previous techniques and lower
order generator to solve the general motion planning problem along the given path. Resulting
algorithms are general, independent of the profile of constraints and the computational complexity
depends only on the number of samples of limit curves. The main advantage is very low
computational cost, analytical background and lack of iterative computational cycles.



Logic will get you from A to B.
Imagination will take you everywhere.
Albert Einstein
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Nejvétsi pokrok, od doby kdy byl Buchbergertiv algoritmus prvné publikovan, nastal v oblasti
efektivity vypoctu dané vybérem zpiisobu usporddani ¢lenli, a snizenim poctu S-polynomii které
musi byt uvazovany. V literatufe nalezneme naésledujici ideje, které piispély k dramatickému
zrychleni paivodniho algoritmu.

— Vyuziti kriteria pro vybér pouze urcitych S-polynomd, [23];
— Grobner walk, [38];
— Pfistup na zaklad¢ linearni algebry, [34];

Vsechny tyto pfistupy neméni zékladni ideu algoritmické konstrukce a nepostradatelnou roli
S-polynomti. Podivejme se stru¢né na nejzajimavéjsi vysledky posledni doby.

ZRYCHLENI BUCHBERGEROVO ALGORITMU

Dramatické zrychleni algoritmu miize byt dosazeno vhodnym vybérem S-polynomt, které je mozné
z redukce modulo S(f, f j)G' vynechat. Tento pfistup byl nazvan fetézovym kritériem a popsan
a dokazan v [20]. Kritérium #ika, ze redukce S-polynomu S(f;, f;) miize byt vynechéna, pokud
existuje f; takové, Ze hlavni monom déli nejmensi spole¢ny nasobek hlavnich monomii [, f
a soudasné S-polynom S(f, f;) azaroven S(f;,f ;) byljizv algoritmu uvazovan.

AvLcoritmus F4, F5

Buchbergerav algoritmus byl prvnim algoritmem pro vypocet Grobnerovy béaze. Bohuzel
v nékterych piipadech, i pro soustavy nizkého fadu, je vypocet velmi ¢asové naro¢ny a nékdy se
feSeni v rozumném case nedockdme. Jean-Charles Faugere nalezl postup, jakym lze urychlit
vypocet redukce f¢. Napfiklad tzv. problematicky cyklus 9 byl prolomem pravé prvnim
z Faugerovych algoritmt, F4 [34].

Jadrem tohoto algoritmu je mySlenka pfevést redukci polynomu na pievod jakési vhodné
uspofadané matice do redukované formy a nasledné odtud vy¢€ist redukovanou formu polynomu. To

v z4jmu co nejrychlejsiho vypoctu neni zajisténo Gaussovou eliminaci, ale my se v nésledujicim
ptikladu podivejme, jak cely proces s vyuzitim Gaussovy eliminace probiha.

Uvazujme polynom f=2x"+xy-2y, ktery chceme redukovat mnozinou
g1, g )={x—=1,y+2} . Pomoci dé&liciho algoritmu (kap. 2.2) s resp. uspofadani x ,,>y
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2xX°+xy—2y:{x—1,y+2}

dostaneme, ze f,=(2x+y+2)g,—g,+4 byl redukovan mnoZinou na hodnotu 4.
Nyni provedeme stejny vypocet Faugeérovym postupem pomoci Gaussovy eliminace. Usporadame
polynomy f,g,,g, do matice

1 0 —1 0 0
0 1 0 -1 0
1
00 1 0 —1|=4, 1)
0 0 0 1 2
fil2 1 0o -2 0
Gaussovou eliminaci dostaneme
x’ xy x y 1 _
1 0 —1 0 0
0 1 0 —1 o _
0 0 1 0 —1|=4,
00 0 1 2
00 0 0 4

kde v poslednim fadku je vyjadieni redukovaného polynomu f;. Klicovou otdzkou je, jak vytvorit
matici 4, .

Vime, Ze v kazdém kroku déliciho algoritmu se snazime eliminovat nejvyS$i monom v dil¢im
vysledku 4. Chceme, aby tento vypocet byl obsazen v matici. Tedy jestlize 4 je dil¢i vysledek
redukce a jeho hlavni monom muze byt dale redukovan #—tg,, potom matice 4, musi obsahovat

fadek popisujici 7g;. Poget sloupctl je dan poStem monomd, které lze z dané mnoziny f.&,. g,
vygenerovat.

Dostavame nésledujici algoritmus, jehoz pruichodem dostaneme matici (1).
1)
2)
3)
4)
5)
6)

Uvazujme, Ze chceme redukovat polynomy [, ..., f,. V piikladu jsme tvofili matici pro redukci
jednoho polynomu f;. Museli bychom tedy vytvofit matice pro vSechny polynomy. Timto
zpisobem postupuje i Buchbergertiv algoritmus. Nicméné F4 vyuziva toho, Ze je mozné tvofit

Necht’ M je mnozina monomt z f.

Jestlize M je prazdna, ptidej do A4 jeste fa ukonci algoritmus.

Vyjmi m-hlavni monom z M.

Pokud m nelze redukovat pomoci g; jdi na krok 2.

Vyber monom ta g; tak, ze m=LT(tg,)

Ptidej 7g, do A4, ptidej monomy ?g,; kromé¢ m do M a jdi na krok 2.
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matici 4, ktera obsahuje viechny fadky matic 4; (vyjma duplikat(), abychom nasledné redukovali
nekolik polynomil najednou. Samoziejmosti F4 algoritmu je, Ze vyuziva nastroje na praci s fidkymi
maticemi, které jsou polynomy generovany. Detailni popis algoritmu 1ze nalézt napt. v [34].

Faugere F5 algoritmus je vylepSenim F4 algoritmu. Algoritmus nejprve spocte GB prvni dvojice
generatort. Poté ptidava dalSi generatory a tuto bazi vyuzije k redukci velikosti matice A. Tato
strategie umozituje pouzit dvé nova kriteria, Faugérem nazyvana jako signatures of polynomials.
Podrobny popis tohoto ptistupu lze nalézt v [35].

GROBNER WALK ALGORITMUS

Jak jsme jiz uvedli, slozitost a rychlost vypoctu Grdobnerovy baze je silné podminéna vybérem
uspotadani ¢lent. Proto je v nékterych piipadech vhodné nalézt GB s takovym typem uspotadani
(<greviex), jehoz vypocletni ndro¢nost je nizkd, a potom néjakym zpiisobem piejit k pozadovanému
uspotadani, napt. <.,. Jednim z prvnich algoritmi, pracujicim na tomto principu, je tzv. FGLM
algoritmus, vymysleny jiz zminénym Faugeérem a jeho spolupracovniky Gianni, Lazard, Mora
vroce 1993, viz [36]. FGLM algoritmus umi pracovat pouze s idedlem nulové dimenze. Tento
deficit byl v roce 1997 odstranén vyvojem nového tzv. Grobner Walk algoritmu [28]. Ten nejprve
spoCte GB s respektovanim g....> uspofadani, protoze se ukézalo, Ze tento vypocet je nejméné
Casové naro¢ny. Potom piejde pomoci inkrementalnich krokdi danych topologii poZadovaného
uspotradani ke Grobneroveé bazi s timto usporadanim. V nékterych piipadech musi vyuzit perturbaci
a aritmetiku velkych c¢isel. Tento problém byl vyfeSen v roce 2007 a doslo k vylepsSeni pivodniho
Grébner Walk algoritmu do nové podoby, tzv. Generic Grobner Walk algoritmus [38]. Podivejme
sena zakladni princip této metody, kterd je zajimavd nejen z hlediska vypoctu GB,
ale 1 z geometrického pohledu na strukturu GB.

Zékladni myslenka vyplyva z vyznamného faktu, ze ackoli existuje nekonecné mnoho moznosti
usporadani clenil, pocet vyslednych redukovanych Grobnerovych bazi ptislusnych idealu 7 je
kone¢ny [97]. Druhym vyznamnym faktem je, ze dvé ,,sousedni® baze se setkdvaji na spolecné
stén¢ takzvaného Grobnerova kuzelu. Dostavame tedy konecny pocet kuzelii piisluSejicich
kone¢nému poctu redukovanych Grobnerovych bazi. Tyto kuzely tvoii tzv. restricted Grébner fan
v R’ . Tfetim vyznamnym faktem, ktery ptispiva k rychlosti vypoétu je, Ze pfechod do sousedniho
kuzelu, neboli ziskani GB v sousednim kuzelu, 1ze vypocist pomoci tzv. piekroku, s pouzitim pouze
déliciho algoritmu a tzv. toric degeneration {I,) ptvodniho idealu /. Abychom mohli dané kuzely
nalézt a pfechdzet mezi nimi, je nutné nejprve zavést specialni typ uspotradani.

Vazené usporadani (wdeg)

Definice 1. Necht w=(w,,..,w,)ER",a=(a,,....,a,) a b=(b,,...,b,)EZ",. Rekneme, ze
a.,>b pokud w-a>w-b, nebo w-a=w-b a a,>b, kde o reprezentuje néjaké lexikografické
usporadani (<jexs < greviex s ...). Potom zapiSeme vztah mezi monomy takto x*,,> x".

Véta 1. Kazde lexikografické usporadani <., .rqer [ze nahradit prislusnym vazenym uspordadanim
<o pro dany idedl I, neboli in_(1)Sin,(I), kde in_(I) oznacuje monomicky idedl vybrany
z pivodniho idedlu I vzhledem k usporddini < a in,(I) oznacuje idedl vybrany vzhledem
k usporadani <, .

Poznamenejme, 7e in,(I) nemusi byt obecné pouze monomicky idedl, nicméné pro libovolné
uspotadani < a ideal / existuje welR" takové, ze in,(1)=in_(1).

Definujme jesté zminény Grobnertiv kuzel, objekt dilezity pro popis Gréobner Walk Algoritmu.
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Definice 2. Necht G={g1, v 8, Jje redukovana Grobnerova bdze idedalu 1<k|x| pri daném
zpuisobu usporadani < . Grobneriv kuzel C_(I)SR’ je tvoren vSemi weR takovymi, Ze

w-u>w-v, neboli w-(u—v)=0, (2)

kde x"=LM (g,), i=1,....,r, a x"#x" jsou vSechny ostatni monomy vyskytujici se v ;-
Lemma. w je uvniti Grobnerova kuzelu C_(I)=in,(g,)=in_(g,),V g.€G.

Definice 3 (piekrok). Necht [<k je idedl a <,,<, jsou lexikograficka usporddani na k|x]|.
Predpokladejme, Ze G je redukovana Grébnerova badze s respektovanim <. Jestlize
weC_(I)NC_(I), potom

1) redukovand Grébnerova baze pro in, (1) s respektovanim <, je G,=in,(g;).V g.€G.

II) Jestlize H je redukovand Grobnerova bdaze pro in,(I) s respektovinim <,, potom
(/7% | ren)
Jje minimalni Grébnerova bdze pro I vzhledem k <,,,, kde f° je jednoznacny zbytek po
déleni.
111) Redukovana Grobnerova baze pro I vzhledem k <,,, je totozna s redukovanou Grébnerovou
bazi pro I s respektovanim <, .

Definice vychazi z faktu, ze
in,(f)=in,(f = 1),
nebot’ viechny monomy £ budou mit striktn& niz$i véhu nez f.
Potom miizeme spocist vzorec prekroku
in_, (I)=in_(in,(I))
=(in. (f1),nine (f)
=(in_(in (1)), ....in_(in,(f,))
=(in_(in,(f,= 1)) werin_(in, (f = 1))
=(in_, (f\=F\)ering, (f= 1)

2w

kde { f,— .7, ... fi—f.°1S] je miniméalni GB idedlu I vzhledem k uspofadani <., .

Priklad (Grobner Walk)

Nyni jiz mizeme pfistoupit k samotnému postupu vypoctu, ktery algoritmus Grobner walk sleduje,
1 kdyZ jsou nutnd néktera dalsi opatfeni. Na jednoduchém piikladu nastinime konkrétni postup
vypoctu, ktery obrazek 1 ilustruje. Ptiklad je ptevzat z ¢lanku [38].

Uvazujme ideal 7=(x’—)’, x’— )y’ —x)cQ|x, y]|. Chceme ziskat jeho GB vzhledem k usporadéani
Y <iex ¥ . Prvnim krokem je spocteni GB vzhledem k uspofadani V <y X

G =lri=x' K=y —x], (3)
kde vedouci monomy jsou podtrzeny.

Grobnertiv kuzel je dan prinikem oblasti ohrani¢enych hrani€nimi pfimkami, které ziskame
. L o vr . v v ) 1
z jednotlivych monomii GB. Pro lepsi srozumitelnost piepiSme bazi G- do tvaru
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1 (0.3 2.0 3.0 0.2 1.0
G<m':>vlm_{u_x y ’u_x y _x y }.

Ur¢ime hrani¢ni ptimky Grobnerova kuzelu
g: Ow+3w,22w,+0w,

—2w,+3w,20 = w(-2,3)=0
g 3w-2w,20 = w(3,-2)=0
g, 2w,-0w,>0 = w:(2,0)=0.

Dostavame
C. (N=C({(=2,3)]n{(3,-2)})=R:.
Uvnitt kuzelu plati, ze vSechny pfipustné vahy w vedou na Gl<[ . Na hranicich kuzelu dostdvame
idedly ptislusejici hrani€nim pfimkam ve tvaru
. 1 3 3 2
<lnw(72,3):0(G )>:<y , XY >
. 1 3 2 3
<lnw(3,—2):0(G )=y’ —x",x7),
kde vedouci monomy jsou stale stejné jako v (3). Nachazime se na hranici kuzelu a z (4) vidime,
které monomy se pii pfechodu hranice stanou vedoucimi v sousednich kuzelech. Smér, kterym

budeme postupovat, je ddn prdvé moznostmi zmény vedoucich monoml a nas$im kone¢nym
pozadavkem na uspofadani ve tvaru ¥ <, X .

“4)

Redukovana Grobnerova bdze respektujici zadané uspotddani <, pro druhy toricky ideal
(iNy-i3-2)(G')) je H<M:{2L2—y3,xy3, y°’} a pomoci prekroku L. (f)=f—f¢ dostavame
Grdbnerovu bazi v sousednim kuzelu

(Lo(x*=»"), Lo(xy), La(V)|={x2 =y xp’ =y —x, 2 ~x y* =X},
kterou prevedeme do redukovaného tvaru (pro korektnost algoritmu neni nutnosti)

G={x’=y’ x ¥’ =y —x, 0= x =y

Dostali jsme redukovanou GB v sousednim kuzelu vzhledem k uspofadéni w , které jiz neni jednim
z typickych lexikografickych uspofadani. Znovu nalezneme hrani¢ni pfimky

8- w-(2,—-3)=0

g5 w-(1,1)=0
@-(0.3)=0
g5 w-(—1,4)=0
w-(0,3)>0

a uréime Grobnertv kuzel pro G
C_ (N=C({(2,-3)In{(-1,4))=R:.
V tomto jednoduchém piikladu, kdy mame pouze dvé vysledné hrani¢ni ptimky, je zfejmé kterym
smérem budeme postupovat. Opakujeme predchozi postup a dostavame
(i 14=0(G*))=(x*,x)*,2°—x»*) a z n§ HiMZ{x2 ,xy'—y°,y’} . Pomoci piekroku
dostavame bazi
(Lo(x"), Le(xy" = 5), Le (W)= =y xp’ =)' +y" 20—y =y =x],

kterou ptevedeme do redukovaného tvaru

G'={=y" xy’ =y 4y’ =yt -y ] (%)
Z vedoucich monomil vidime, ze i1 baze (5) jest¢ neni hledanou GB s pozadovanym uspofadanim.
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Proto znovu nalezneme hrani¢ni piimky

g1 w-(2,—-3)=0
g0 w(l,-4)=0
w(1,—1)>0

g5 w-(0,3)=0
w-(0,5)>0
w-(—1,7)=0

Grobneriv kuzel pro G° je dan
C. (H=C({(1,-4)|n{(-1,7)))=RY,
apomoci {ing,_;7-o(G’))=(x*,xy*, 2 —x), Hil(q:[y9, x—y'] apiekroku
(Lo(¥), Le(x=))}=(2=2) =y 45" x=y "+ '+ )
dostavame dal$i bazi
G'=()=2)"=y'+y x=y Ty (6)
Pomoci pfedchazejiciho Lemmatu zjistime, ze in(U(G4)=in<M(G4) . Algoritmus se zastavi a G* je

hledanou bazi G® idealu I.

Hled4nim hrani¢nich piimek pro G*

g, w-(0,3)=0
w-(0,5)=0
©0-(0,6)=0

g, w-(1,-7)=0

w-(1,-4)=0
w-(1,-2)>0

dospéjeme k faktu, Ze ,,spodni sténa* splyva s hranici restricted Grébner fan, a tedy neni kam
pokracovat.

Grobner walk se pouziva vSude tam, kde jiz tradicni metody hleddni GB vzhledem
k lexikografickému uspofadani <,, selhavaji. Dal$i néstroje, jako je tento algoritmus, jsou neustéle
rozvijeny. Jsou ptfevadény do dalSich oblasti, napt. konvexnich polytopu, kde jsou hledany dalsi
zajimavé vlastnosti a podobnosti. Zavadi se i nové pojmy jako naptiklad phylogenetické stromy a
dalsi objekty torické algebry. Poznamenejme, ze FGLM algoritmus byl s vyuzitim Hilbertovych
funkci taktéZ zobecnén pro obecné pouziti. Pro hlubsi prostudovani téchto metod odkazuji ¢tenare
na [97]. Knihovny pro nalezeni a praci s Grobnerovou bazi 1ze nalézt v komercnich softwarech jako
napi: Maple, Macsyma, Mathematica, Macaulay 2, CoCoA, GAP, Magma, Singular, atd.
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<inw(—2,3):o(Gl)>:<y3,X—S_y2>

<inw(3’_2):0(Gl)>:<;£—x2, X3>

(ing14=0(G*)=(x", x 3", 20~ x)")
(ing(17)=0(G))=(x", x y*, ¥~ x)

Obrazek 1: Grobner fan.

VOLBA TYPU USPORADANI

Otédzkou zlstava, jak vybrat nejvhodnéjsi uspotadani ¢lenli (monomil) pro danou soustavu rovnic
vzhledem k nejsnazS§imu nalezeni Grébnerovy baze. Timto a dalSimi problémy spojenymi s typy
usporddani se podrobné zabyvd Bernd Sturmfels ve své publikaci [97]. Podivejme se pouze na
jeden z jeho motivacnich ptikladi a nastiime moznosti vazeného uspofddani v této oblasti.
Heuristicky algoritmus pro nalezeni optimalniho uspotadani je popsan v [14] a je implementovan
v softwaru REDUCE Grobner basis package.

Priklad. Pfedpokladejme, ze hledame pocet komplexnich feseni polynomialni soustavy
F={x"+y’+2°—1, X+ y’+z—1,x+y’+ 2~ 1]cQ]x, y, 2]

MiuiZzeme zkusit vyuzit Cisté lexikografické uspotadani. Pro tento ptipad existuje 6 GB pro 6 riiznych

lexikografickych uspofadani. Bohuzel kazda z téchto bazi obsahuje polynomy vysokého stupné.

Naptiklad pro uspofadani x<y<z dostdvame nejvysSi polynom 21. stupné s nejvétSim

koeficientem 1553067597584776499. Vypocet je samoziejmé pomaly. Celkovy pocet feSeni

bychom museli urcit pomoci ostatnich bazovych polynomt.
Pokud ovSem zvolime vaZené uspoiadani w=(3,4,7), hlavni ¢leny soustavy F budou

in(F)=(x",y", 2"} .
Tyto monomy jsou nesoudélné a F je tedy pro tento typ uspofddani piimo Grdobnerovou bazi.

Vidime, ze ideal (F) je idedlem nulové dimenze a soustava ma tedy podle véty 2.7 nanejvys
30 feSeniv C’.
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VYPOCETNi PROCEDURY ALGORITMU GAV'S

function y = Ul (AM,DM,VM,s0,v0,a0,sf,vf,af,tll,t32)
sol = zeros(1l,5);
solution = zeros(1,5);

$setl

t31 = - (vE-VM+AM*t32) /DM;

tl2 = - (-VM+v0+DM*t1ll) /AM;

t2 = 1/2*(2*v0*DM"2*t11+2*AM"2*vE*t32-AM"2*t32"2*DM-AM*VM" 2+2*AM*DM*sf-2*AM*DM* 50—
AM*DM"2*t117"2+AM*vEN2+4DM*v0"2+t32"2*AM*3+DM"3* £ 117" 2-DM*VM"2-2*AM*v0*DM*t11-2*AM*DM*v£*t32) /AM/DM/VM;
sol(l,:) = [tll,tl2,t2,t31,t32];

$set?2
t2 = 0;

p0 = 2*AM"2*t32"2+2*AM*s0-2*AM*sf+AM*DM*t11"2+2*AM*v0*t11-DM"2*t11"2-v0"2+4*AM*t32*vf-
2*v0*DM*t11+vEn2;

pl = 2*AM*DM*t32+2*AM*vE+2*DM*vE+2*AM 2*t32;

p2 = DM"2+AM*DM;

p = [p2 pl pO];

p = facelift(p); %oSetfuje podminénost koeficientd polynomu
$t31

t = roots(p);

for i = l:length(t)

tl2 = - (vO-vf-AM*t32+DM*t11-DM*t (i)) /AM;
sol (i+1,:)=[t11l,tl12,t2,t(1),t32];

end;
%end;
for i = l:length(sol)

if sol (i, :)>=0 & isreal(sol(i,:))

y.solution = sol(i,:);

return

end;
end;
y.sol = sol;

function y = s minmax values_avs(sol,u,s0,v0,sf,vf)
$urceni minimalnich a maximalnich hodnot t-opt reseni;
s 1 = s0 + v0*sol(1l) + u(l)*(sol(1)"2)/2;

s 4 = sf - vE*sol(5) + u(5)*(sol(5)"2)/2;

ss = sort([s_1,s_4])
y.smax = ss(2);
y.smin = ss(1);

srtrtrtrtrtrtitittl end of v values
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function[solution,u]=AVS MAIN(c_acc,c_dec,c _vel,c pos m,c_pos_p,s init,v init,a init,s fin,v fin,a f
in)

%) urceni prvniho rizeni

if v_init >=0

vrch(l)=(s_init-v_init"2/(2*c_acc)); %VB+

vrch(2)=(s_init+v_init"2/(2*c_dec)); %VB-
else

vrch(l)=(s_init-v_init"2/(2*c_dec)); %VB+

vrch(2)=(s_init+v_init"2/(2*c_acc)); $VB-

end;

if v_fin >=0

vrch(3)=(s_fin-v_fin"2/(2*c_acc)); SVE+

vrch (4)=(s_fin+v fin"2/(2*c dec)); SVE-
else

vrch(3)=(sifin—v7finA2/(2*c7dec)); SVE+

vrch(4)=(s_fintv_fin*2/(2*c_acc)); %VE-

end;

$3)urcime prvni rizeni (+BM nebo -BM)
%$zalezi na sign(v0)
$pro v0>=0: urcime kde lezi End, pokud je pod B-esickem zaciname ridit+,jinak -
if v _init >= 0
if (vrch(4) <= vrch(2))

ul = '-BM';
elseif (vrch(3) < vrch(l)) && (v_fin > 0)
ul = '-BM';
else
ul = '"BM';
end;
else

$pro vO < 0: urcime kde lezi End, pokud je pod B-esickem zaciname ridit+,jinak -
if (vrch(3) >= vrch(l))

ul = '"BM';
elseif (vrch(4) > vrch(2)) && (v_fin < 0)
ul = 'BM';
else
ul = '-BM';
end;
end;
switch ul
case 'BM'
if v_init >= 0
tll = 0;
else
tll = -v_init/c dec;
end;
if v_fin >= 0;
t32 = 0;
else
t32 = -v_fin/c_acc;
end;
$2) solve Ul+
Ul plus = Ul(c_acc,c_dec,c_vel,s_init,v_init,a_init,s_fin,v_fin,a fin,tll,t32);
solution = Ul _plus.solution;
u = [c_dec,c_acc,0,-c_dec,-c_acc,a_fin];

case '-BM'
if v _init >= 0
tll = v_init/c dec;

else
tll = 0;
end;
if v_fin >= 0;
t32 = v_fin/c_acc;
else
t32 = 0;
end;

%$2) solve Ul+
Ul minus = Ul(c_acc,c_dec,c_vel,-s_init,-v_init,-a init,-s_fin,-v_fin,-a_ fin,tl1,t32);
solution = Ul minus.solution;
u = [-c_dec,-c_acc,0,c_dec,c_acc,a_fin];
end;
return
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VYPOCETNi PROCEDURY ALGORITMU GBAV'S

function [u,tau] = GBAVS(jerk, c_acc, c_dec, c vel, c pos p, c pos m, s init, v init, a init,
s fin,v_fin,a fin)

%$1) test of inputs = zda je x0 a xf v pripustne oblasti
errorl =
admissible codomain(jerk,c_acc,c_dec,c_vel,c pos m,c _pos p,s_init,v_init,a init,s fin,v_fin,a fin);
if errorl ==
'errorl’
return
end;

%$2) solve Ul+

Ul plus = Ul(jerk,c_acc,c _dec,c vel,s_init,v_init,a init,s_fin,v_fin,a fin)
if Ul _plus.numsol > 0 $pokud existuje real kladne res
for i = 1:U1 plus.numsol $projdi je
tau7 (i) = sum(Ul plus.sol(i,:));%a urci tau7 = t final
end;
[t minUlp,indexUlp] = min(tau7); $vyber minimalni (uloz cas a index reseni)
solUlp = Ul _plus.sol (indexUlp, :); $uloz minimalni reseni vypoctene z Ul+
Ulp mares = true; %nejake reseni zde bylo nalezeno
else
Ulp mares = false; $reseni v Ul+ neni
end;
grorrrrrrrerrrrrrrrrrrrriititend of 2)

%$3) change of input variables + solve Ul-
%pozor jsou zde zamenena znaminka a poradi nekterych vstupnich parametru, porovnej s Ul+

Ul minus = Ul(jerk,c_dec,c _acc,c vel,-s_init,-v_init,-a init,-s fin,-v fin,-a fin);
if Ul minus.numsol > 0 $stejne jako u Ul+
for i = 1:Ul_minus.numsol
tau’/m = sum (Ul minus.sol (i, :));
end;
[t minUlm, indexUlm] = min(tau7m);
solUlm = Ul minus.sol (indexUlm, :);
Ulm mares = true;
else
Ulm mares = false;
end;
grrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrittitend of 3)
g4y trrrrrrrrrrrrrrttiichoose t-opt sol
if Ulp mares && Ulm mares $kdyz je v Ul+ i Ul- reseni
rrrrrrritt i texistuji dve reseni - wvypis!!iiitrrrrrrne
solUlp
solUlm
if £ minUlm < t minUlp $vyberu rychlejsi
solution = solUlm;
u = [-jerk,0,jerk,0,Jerk,0,-jerk,0];%priradim prislusnou posloupnost rizeni
else
solution = solUlp;
u = [Jjerk,0,-jerk,0,-jerk,0,jerk,0];
end;
elseif Ulp _mares $kdyz je reseni jen v Ul+
solution = solUlp; Svyberu ho
u = [Jjerk,0,-jerk,0,-jerk,0,jerk,0];
elseif Ulm mares %naopak pro Ul-
solution = solUlm;
u = [-jerk,0,jerk,0,jerk,0,-jerk,0];
else %$reseni neni nikde, CHYBA ALGORITMU, protoze z teorie -
'error6 - unexpected' $reseni musi existovat pro pripustne vstupy
return
end;
grrrrrrrrrrrrrrrtrit end of t oopt
g5y rrrrrrrrrrrrrrtll min-max values
a minmax = a minmax values(solution,u(l),a_init,a fin); $urci a_min,a max
v_minmax = v_minmax values(solution,u(l),v_init,a init,v_fin,a fin); Surci v_min,v max

surci s min,s max,a matici koeficientu polynomu (vice ve zprave)

$POZOR prvni parametr solution je prodlouzen

s _minmax = s _minmax values ([solution 0],u(l),s_init,v_init,a init,s fin,v_fin,a fin);
grrrrrrrrrrttl end of min-max values
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%6) kontrola zda reseni opravdu vede do cile (do xf)

tol = 10"-7; %$tolerance pro numer chyby
kontrola = s minmax.coeff (8,:);
if (abs(kontrola(2) - a fin) < tol) && (abs(kontrola(3) - v_fin) < tol) && (abs(kontrola(4) - s fin)
< tol)
else
'error 7 - chyba malych cisel'
return
end;
L IR I T A B B O B O N
g7) !t znovu kontrola omezeni VM,AM,DM pro vysledne reseni

$melo by to vzdy platit, ale...
if (a_minmax.amax <= c_acc+tol) && (a_minmax.amin >= -c _dec-tol) && (v_minmax.vmax <= c_vel+tol) &&
(v_minmax.vmin >= -c vel-tol)

else $kontrola omezeni AM,VM,DM neprosla
'error 6 - unexpected' $CHYBA ALGORITMU
return

end;

gg)yrrrrrrrrrrrrll test ¢ pos

%$kontrola zda se reseni "vejde" do pracovniho prostoru S
if (s_minmax.smin >= c pos m) && (s_minmax.smax <= c_pos_p)

solution Svypis reseni
for i = 1:7 Svypocet vektoru tau (taul...tau7)
tau (i) = sum(solution(l:1));
end;
tau Svypis tau
u %vypis prislusneho rizeni
finaltime = tau(7)
$vypis vysledneho casu
a minmax $vypis min-max hodnot
v_minmax
S _minmax
else %nalezene reseni vede do cile ale nevejde se do S
'error 5 - poruseni c_pos'
S_minmax
return
end;
grorrrerrrrrrriiilll end test c pos

--- RESENI NALEZO A ZKONTROLOVANO ---

grrrrrrrrrrrrritithledani koeficientu polynomu
pom [0,tau];
for i = 1:7 sprepocteni koeficientu s minmax.coeff do pocatku casu viz zprava

a z = polyval ([
v z = polyval ([

polyval ([
coeff(i,:) = [u
end;

u(i) s minmax.coeff(i,2)],-pom(i)):;

u(i)/2 s _minmax.coeff (i, 2) s minmax.coeff (i, 3)],-pom(i));
u

(

%)
N
Il

(i) /6 s _minmax.coeff (i,2)/2 s minmax.coeff(i,3) s minmax.coeff (i,4)],-pom(i));
i) a z v z s _z];

function y = a minmax values(sol,ul,a0,af)

%urceni minimalnich a maximalnich hodnot t-opt reseni;
al p = a0;

a2 p = af;

a3 p = a0 + ul*sol(1l);

ad p = af - ul*sol(7);

y.amin = min([al p,a2 p,a3 _p,a4 pl);

y.amax = max([al p,a2 p,a3 p,ad pl);
grrrrrrrrrrrrrrittl end of a-values
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function y = v _minmax values(sol,ul,v0,a0,vf,af)
%urceni minimalnich a maximalnich hodnot t-opt reseni;

a 2 = a0 + ul*sol(1l); %=a2_p urceni a(t) v case t2

a 3 =a2 - ul*sol(3); %=a3 p urceni a(t) v case t3

v 2 =v0 + a0*(sol(l)+s0l(2)) + ul*(sol(l)"2/2 + sol(l)*sol(2));%urceni v(t) v case t2
S

sirrrrrrrrrrrirritl v—values

if sign(a0)~=sign(a_2)

v2 p = v0 - a0”2/(2*ul);
else

v2_ p = v0;
end;

if sign(a_2) ~= sign(a_3)

v3 p=v 2+ a2"2/(2%ul);
else

v3_p = v0;
end;

ittt v4 p: obdobne jako u vO0
if sign(af)~=sign(a_3)
vd p = vE - af*2/(2*ul);
else
vd p = vE;
end;

y.vmax = max([v0,v2 p,v3 p,vd _p,vE]);
y.vmin = min([v0,v2 p,v3 p,v4 p,vE]);
grrrrrrrrrrrrrriitl end of v values

function y = s minmax values(sol,ul,s0,v0,a0,sf,vf,af)

sl p = s0;

s2 p = sf;

s3 p = s0; %zatim dame neutralni hodnotu
m = 0; %rika kolik mame novych s3 p

b = [ul,0,-ul,0,-ul,0,ul,0];

a 0 = a0;

v_0 = v0;

s 0 = s0;

coeff = zeros(8,4); $matice koeficientu viz. zprava
% hledame extremy funkce s(t) => musime najit takove casy, kde v(t) = 0

$projizdime vsechny intervaly tl..t7 + jeden krok abych pozdeji mohl zkontrolovat jestli reseni vede
do xf.
for k = 1:8
ti = roots([b(k)/2 a 0 v _0]); Surcim koreny polynomu v (t) v danem casovem intervalu ti
for i = l:length(ti) $pro kazdy REALNY KLADNY koren-
if (isreal(ti(i))) && (ti(i)>=0) && (ti(i) <= sol(k))%a mensi nez dany casovy interval =z
reseni 'sol'-

m=m+ 1;
s3 p(m) = s 0+ v 0*ti(i) + a 0/2*ti(i)"2 + b(k)/6*ti(i)"3; %urcim novy mozny extrem
end;
end;
coeff(k,:) = [b(k) a 0 v.0 s 0]; $ulozim pocatecni hodnoty stavu jako koeff polynomu
s 0 = s 0 + v 0*sol(k) + a 0/2*so0l(k)"2 + b(k)/6*s0l(k)"3;%spoctu nove poc hodnoty pro dalsi
krok
v.0=v 0+ a 0*sol(k) + b(k)/2*sol (k) "2;
a 0 =a0 + b(k)*sol(k);

end;

y.smax = max([sl p,s2 p,s3 pl);
y.smin = min([sl_p,s2 p,s3 pl);
y.coeff = coeff;
grerrrrrrrrtrill end of s-values

Stest AM
function y = testAM(bm,am,al,tl,e)
am_prouzek = a0 + bm*tl;
if am_prouzek <= am + e;
y = 1;
else
y =0;
end;
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%test DM
function y = testDM(bm,dm,af,t7,e)
dm _prouzek = af - bm*t7;
if dm _prouzek >= -dm - e;
y = 1;
else
y = 0;
end;

function y = admissible codomain (BM,AM,DM, VM, Smin, Smax,s0,v0,a0,sf,vf,af)
$test pripustnosti x0 a xf

%$1) otestujem AM a DM
y = 0;
if (a0 <= AM) && (a0 >= -DM) && (af <= AM) && (af >= -DM)
else
'spatne vstupni hodnoty a0 nebo af'
y = 1;
end;

%2) otestujem VM

if y ==
poml = a0"2/(2*BM) ;
pom2 = af”2/(2*BM) ;

vrchl = vO-poml; SVB+
vrch2 = vO+poml; SVB-
vrch3 = vi-pom2; SVE+
vrchd4 = vf+pom2; SVE-

if (abs(vrchl)<=VM) && (abs(vrch2)<=VM) && (abs(vrch3)<=VM) && (abs (vrchd)<=VM)

else
'spatne vstupni hodnoty v0 nebo vf'
y = 1;
end;
end;

%otestujem Smin, Smax (krome codomain v-a otestujem zda jsou vstupni polohy
% v rozsahu smin, Smax)
if yv == 0;

if (sO0 <= Smax) && (sO0 >= Smin) && (sf <= Smax) && (sf >= Smin)

else
'spatne vstupni hodnoty s0 nebo sf'
y = 1;
end;
end;
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func
e =
A =
Apos
solu
inde
poce
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tion y = Ul (BM,AM,DM,VM,s0,v0,a0,sf,vE,af)

107~-13; %$tolerance pro chyby malych cisel
zeros(1,7);

itiv = zeros(1,7);

tion = zeros(1,7);

x = 0;

t = 0;

num_of sol = 0;

Sset

sltl =

slt2
s1t3
slt4

s1lth
slt6
s1lt7
inde
A(in

1

(AM - a0) /BM;

= (2*BM* (VM-v0)+a0"2-2*AM"2) /2/BM/AM;

= AM/BM;

= 1/24*(12* ((-v0-VM) *BM+1/2*a0"2) *DM*AM"2+ ( ( (-v£-VM) *12*BM+6*af~2) *DM"2+ ( (sf-s0) *24*BM" 2+
(vO*al0-vf*af) *24*BM+8* (af*3-a0"3) ) *DM+ (vE"2-VM"2) *12*BM"2-12*af"2*BM*vf+3*af~4) *AM+ ( (vO"2-
VM"2) *12*BM"2-12*a0"2*BM*v0+3*a0”4) *DM) /DM/AM/BM"2/VM;

= DM/BM;

= (2*BM* (VM-vf)+af~2-2*DM"2) /2/BM/DM;

= (af+DM) /BM;

x = index+1;

dex,:) = [sltl sl1t2 s1t3 sltd4d slt5 slt6 slt7];

if A(index,:) >= 0

end;

$set
s2tl
s2t2
s2t3
s2t4

s2t5
s2t6
s2t7

inde
A(in

pocet = pocet+l;

Apositiv(pocet,:) = A(index, :);
num of sol = num of sol+l;
solution (num of sol,:) = A(index,:);
trrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrn
2
= sltl;
= slt2;
= slt3;
= 1/24*% (6% (2* (-vE-VM) *BM+af"2) *AM* (2*af 2+4*BM* (VM-vf) )" (1/2)+6* (2* (-VM-
v0) *BM+a0"2) *AM"2+8* (3* (sf-s0) *BM"2+3* (-maf*vf+a0*v0) *BM+af"3-a0"3) *AM+12* (v0"2-VM"2) *BM"2~—
12*BM*v0*a0”2+3*a0"4) /AM/BM"2/VM;
= (2*af”2+4*BM* (VM-vf) )~ (1/2)/BM/2;
= 0;
= af/BM + s2t5;
x = index+1;
dex,:) = [s2tl s2t2 s2t3 s2t4 s2t5 s2t6 s2t7];

if A(index,:) >= 0

end;

Sset
s3tl
s3t3
s3t4
s3t5

s3t7 =

PO =

pl
p2 =
p =
p =
r3y

for

pocet = pocet+l;
Apositiv(pocet,:) = A(index,:);
ok = testDM(BM, DM, af,s2t7,e);
if ok ==

num of sol = num of sol+l;

solution (num of sol,:) = A(index,:);
else

'set2 1 je kladny ale necti DM'

end;
trrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrn
3
= sltl;
= slt3;
= 0;
= slt5;

s1lt7;

12*%(2* (s0-sf) *AM-v0"2+v£E£"2) *BM"2+12* ( (vO+vE) *AM"2+42* (-a0*vO0+vE*af+2*vE*DM) *AM+a0"2*v0-
af"2*vE+2*DM"2*vE) *BM+6* (-a0"2+2*DM"2-af"2) *AM"2+8* (-af"3+3*DM"3+a0"3-
3*af"2*DM) *AM+3*af"4+12*DM"4-12*DM"2*af"2-3*a0"4;
24%* (DM"2+1/2*AM*DM+vf*BM-1/2*af"2) * (AM+DM) *BM;
12*DM*BM”~2* (AM+DM) ;
[p2 pl pO0];
facelift(p);
= roots(p);

i = l:length(r3y)

s3t6 = r3y(i);

s3t2 = (2*BM* (s3t6*DM-v0+vEf)+a0~2-af~2+2* (DM"2-AM"2)) /2/BM/AM;
A(index+i, :) = [s3tl s3t2 s3t3 s3t4 s3t5 s3t6 s3t7];
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if A(index+i,:) >= 0 & isreal (A(index+i,:))
pocet = pocet+l;
Apositiv (pocet,:) = A(index+i, :);

ok = v_minmax values (A (index+i,:),BM,v0,a0,vf,af);
if ok.vmax <= VMte && ok.vmin >= -VM-e
num_of sol = num_of sol+1;
solution (num of sol,:) = A(index+i,:);
else
% 'set3 i1 je kladny ale necti VM'
end;
end;
end;
index = index+length(r3y);
AR

$setd

s4tl = sltl;

s4td = 0;

s4t5 = 0;

s4t6 = 0;

p0 = ((vO+vi) *2*BM+af"2-a072) *6*AM"2+ ( (s0-sf) *3*BM"2+ (-~af*vf-a0*v0) *3*BM-af"3+a0"3) *8*AM+ (-

v0r2+vEN2) *12*BM 2+ (af " 2*vE+a072*v0) *12*BM+3*af~4-3*a0"4;
pl = -48*BM* (1/2*af"2-1/2*AM*af+BM*vf) * (af-AM) ;
12*BM"2* (-6*AM*af+AM"2+5*af"2+2*BM*vf) ;
-24*BM"3* (-AM+2*af) ;
p4 = 12*BM 4
p = [p4 p3 p2 pl p0];
p = facelift(p);
r4y = roots(p);

'O O
w N
I

for i = l:length(rdy)
s4t7 = rdy(i);
s4t3 = slt3 + s4t7 - af/BM;
s4t2 = (2*BM"2*s4t7"242*BM* (vE-v0-2*s4t7*af)+a0"2+af"2-2*AM"2) /2 /BM/AM;
A(index+1i,:) = [sd4tl s4t2 s4t3 sd4td s4t5 sd4t6 sdt7];

if A(index+i,:) >= 0 & isreal (A(index+i,:))
pocet = pocet+l;
Apositiv(pocet,:) = A(index+i,:);
okl = v _minmax values (A (index+i, :),BM,v0,a0,vf,af);
ok2 = testDM(BM,DM, af,s4dt7,e);
if okl.vmax <= VM+te && okl.vmin >= -VM-e && ok2 ==
num_of sol = num_of sol+1;
solution (num of sol,:) = A(index+i,:);
else
% 'set4 i1 je kladny ale necti VM nebo DM'
end;
end;
end;
index = index+length (rdy);
RN R R RN R RN R R R R

%seth

s5t3 = ((2*a0”2+4*BM* (VM-v0) )" (1/2))/2/BM;
s5tl = -a0/BM + sb5t3;

s5t2 = 0;

s5td = (6* (2* (-v0-VM) *BM+a0"2) *DM* (2*a0"2+4*BM* (VM-v0) )~ (1/2) +6* (2* (-vE-VM) *BM+af”~2) *DM"2+8* (3* (-

s0+sf) *BM"2+3* (vO0*al0-vif*af) *BM+af"3-a073) *DM+12* (vE~2-VM"2) *BM" 2~
12*BM*vE*af~2+3*af~4) /DM/BM"2/VM/24;

s5t5 = slt5;

s5t6 = slt6;

sbt7 = slt7;

index = index+l;

A(index, :) = [s5tl s5t2 s5t3 s5t4 s5t5 s5t6 s5t7];

if A(index,:) >= 0
pocet = pocet+l;
Apositiv(pocet,:) = A(index, :);
ok = testAM(BM,AM,al,s5tl,e);
if ok ==
num_of sol = num_of sol+1;
solution (num of sol,:) = A(index,:);
else
% 'set5 je sice kladny ale necti AM'
end;
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end;

R O O O O O O AN
%setb6

tl = sbtl;

t2 = 0;

t3 = s5t3;

t5 = s2t5;

t6 = 0;

t7 = s2t7;

td = (2% (3*af"2-6*BM* (VE+VM) ) *t5*BM+2* (3*a0"2-6*BM* (vO+VM) ) *t3*BM+4*af~3-12*BM*vE*af-
4*%a0"3+12*a0*BM*v0-12*BM"2* (s0-sf) ) /BM"2/VM/12;
A(index+i,:) = [tl t2 t3 t4 t5 t6 t7];

if A(index+i,:) >= 0
pocet = pocet+l;
Apositiv(pocet,:) = A(index+i,:);
okl = v _minmax values (A (index+i, :),BM,v0,a0,vf,af);
ok2 = testDM(BM,DM,af,t7,e);
ok3 = testAM(BM,AM,al,tl,e);

if okl.vmax <= VM+e && okl.vmin >= -VM-e && ok2 == 1 && ok3 == 1
num of sol = num of sol+l;
solution (num of sol,:) = A(index+i,:);
else
% 'set6 1 je kladny ale necti VM nebo DM nebo AM'
end;
end;
index = index+4;

%$set7 zkontrolovat AM,VM

s7t2 = 0;
s7td = 0;
s7t5 = 0;

s7t7 = slt7;

p0 = ((vO+vi) *2*BM+a0"2-af"2) *6*DM"2+ ( (s0-sf) *3*BM"2+ (a0*v0+vE*af) *3*BM+a0"3-af"3) *8*DM+ (v0"2-
vir2) *12*BM"2+ (vE*af 2+v0*a072) *12*BM-3*af~4+3*%a0"4;

pl = 48* (DM+a0) * (1/2*DM*a0+BM*v0+1/2*a0"2) *BM;

p2 = 12*BM"2* (DM"2+6*DM*a0+5*a0"2+2*BM*v0) ;

p3 = 24*BM"3* (2*a0+DM) ;

p4 = 12*BM"™4;

p = [p4 p3 p2 pl pO0];

p = facelift (p);

r7y = roots(p);

for i = l:length(xr7y)
s7tl = r7y(i);
s7t3 = DM/BM + a0/BM + s7tl;
s7Tt6 = (2*BM"2*s7tl1"24+2*BM* (vO-vE+2*a0*s7tl)+a0"2+af*2-2*DM"2) /2/BM/DM;
A(index+i,:) = [s7tl s7t2 s7t3 s7t4 s7t5 s7t6 s7t7];

if A(index+i,:) >= 0 & isreal (A(index+i,:))
pocet = pocet+l;
Apositiv(pocet,:) = A(index+i,:);
okl = v_minmax values (A (index+i, :),BM,v0,a0,vf,af);
ok2 = testAM(BM,AM,al,s7tl,e);
if okl.vmax <= VMte && okl.vmin >= -VM-e && ok2 == 1
num_of sol = num_of sol+1;
solution (num of sol,:) = A(index+i,:);
else
% 'set7 i je kladny ale necti VM nebo AM'
end;
end;
end;
index = index+length(r7y);

R s yyyy

%set8
s8t2
s8t4
s8t5
s8t6

’

0
0;
0;
0

’

p0 = 36*af"2*a0"2*BM*v0+48*af"3*BM*v0*a0-144*BM"3*v0*a0*s0-72*BM"2*vEf*a0"2*v0-36*a0"2*af "2*BM*vf-
144*BM"3*viraf*sf+144*BM " 3*vE*af*s0+48*BM*vi*af*a0"3-
a0”6+17*af"6+9*a0"2*af"4+48*af"3*BM"2*sf-



pl =

p2

p3 =
pé =
p=I
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18*BM*v0*af~4+72*BM"2*v0*af"2*vEf+72*BM"4*s0"2+72*BM"3*v0"3-72*BM"3*vEf~3+72*BM"4*sf"2~
9*af"2*a0"4+6*BM*v0*a074-144*BM"4*s0*sf-72*BM"3*v0*vEr2+72*BM"3*vE*v0"2+180*BM " 2*vEr2*af 2-

48*a0"3*BM"2*sf-48*af"3*BM"2*s0-102*BM*vE*af~4-
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36*BM"2*v072*a0"2+48*a0"3*BM"2*s0+36*a0"2*BM"2*vE"2-36*af"2*BM"2*v0"2-144*BM"2*vi*af*v0*al-

16*af”~3*a073+144*BM"3*v0*a0*sf+18*BM*vi*a0"4;
(288*BM"3*vE*s0+288*BM"2*vE~2*af-48*af"2*a0"3-288*BM"3*vE*sf-

288*BM"2*vE*v0*a0+144*af"2*BM*v0*a0-240*af"3*BM*vE+48*af~5+144*af"2*BM"2*sf—-

144*af"2*BM"2*s0+96*BM*vE*a0"3) ;

(72*BM"2*v0"2+72*BM"2*vE~r2-36*af"2*a0"2+18*a0"4+72*a0"2*BM*vE+72*af " 2*BM*v0-72*a0"2*BM*v0-

144*BM 2*v0*vE-T72*%af 2*BM*vE+18*af 4) ;

(-144*BM 2*sf-144*BM*v0*a0-48*af~3+48*a0"3+144*BM"2*s0+144*BM*vE*raf) ;
(72*BM*vE-T2*BM*v0-36*af"2+36*a0"2) ;

p4 p3 p2 pl p0];

p = facelift(p);

r8dm

for i

= roots(p);

= l:length (r8dm)

dm = r8dm(i);
am = - ((144*s0*sf*dm-72*s0"2*dm-72*s£"2*dm+144*vE*2*s0-144*vE*v0*s0+144*vE*vO*sf-
144*vfr2*sf) *BMN4+ (144*vEraf*sfrdm-72*vir*dm"2*sf-144*sf*v0*a0*dm+72*vE~3*dm+72*v0*af "2*s0-

72*v0

*dm~2*s0+72*vErdm 2+ s0+144*vEr3*af-144*vEr2*v0*af-72*vE*a0"2*sf-

216*vEr2*dm*v0+144*s0*v0*a0*dm+216*vE*dm*v0"2+72*vE*a0"2*s0-72*v0*af 2*sf+144*vE*af " 2*sf-72*v0"3*dm-
144*vEr2*v0*a0+144*vE*v0r2*a0+72*v0*dm~2*sf-144*vE*af"2*s0-144*vE*af*s0*dm) *BM" 3+ (-

48*a0

36*%a072*dm"2*sf+36*a0"2*dm"2*s0+36*sf*a0"2*af"2-180*vE 2*dm*af"2+108*vE~2*dm*a0"2-144*vE*dm"3*v0—-

~3*s0*dm+48*a0"3*sf*dm-36*a0"2*af"2*s0+36*v0"2*dm*a072-108*v0"2*dm*af"2-

72*v072*a0*af”2-120*v0*a0"3*vEf+72*vEr2*dm"2*af-216*vE*xdm*v0*a0"2+216*vE*dm*v0*af"2-72*v0*dm~2*vf*af-
72*vEr*dm”2*v0*a0+72*v0"2*dm~2*a0+144*v0*a0*vE*af 2+144*vEf*af*v0*a0*dm-192*vE~2*af"3-
36*sf*afr4+36*af " 4*s0+72*vEN2*dm"3+72*v0"2*dm”3+48*a0"3*vEr2+T72*vEr2*af*a0"2+120*vE*af 3*v0+36*afr2*
dm~2*sf-36*af"2*dm"2*s0+48*af"3*s0*dm-48*af"3*sf*dm) *BM" 2+ (72*vE*dm"3*a0"2-72*vE*dm"3*af"2-
36*af"4*v0*a0-6*v0*dm*a0"4-54*v0*dm*af"4+24*v0*dm"2*af"3-60*v0*dm*2*a0"3-72*v0*dm"~3*a0"2-

108*vE*dm*a072*af"2+108*v0*dm*a0"2*af"2+36*a0"2*dm " 2*vE*af+36*af"2*dm"2*v0*a0-48*vE*af*a0"3*dm-

48*af"3*v0*a0*dm+t24*vE*a075+72*v0*dm"3*af"2+54*vE*dm*a0"4+102*vE*dm*af"4-60*vE* a0 2*af"3-
48*vE*af"2*a0"3+60*v0*af*2*a0"3+24*vE*dm~2*a0"3-60*vE*dm~2*af*3+84*vEf*af"5-
24*v0*af”5) *BM+18*a074*dm”"3+12*a0"5*dm"2-36*a0"2*dm"3*af"2+12*a0"2*af"5+12*af"5*dm"2~-

17*af”6*dmta0”6*dm+t18*af 4*dm"3-12*a0"2*dm"2*af"3+27*a0"2*dm*af"4+12*af~4*a0"3-

12*af~2*dm”"2*a0"3+16*af"3*a0"3*dm-27*a0"4*dm*af"2-12*a0"5*af"2-12*af"7) / ( (-

144*s0*sf+72*s072+72*s£72) *BM"~4+ (144*vE*af*s0-144*s0*v0*a0+72*v0"3-72*v0*vEr2-

144*vE*af*sf+144*sf*v0*a0-72*v0"2*vE+T72*vEN3) *BM"3+ (-48*a0"3*sf-36*vEr2*af 2~
36*v072*a072+48*a0"3*s0+36*vEr2*a072-144*vE*af*v0*a0+36*af"2*v0"2+72*vE*v0*a0"2-

48*%af"3*s0+48*af "3*sf+72*vi*v0*af"2) *BM" "2+ (48*vi*af*a0"3+6*vi*afr4-
36*af"2*v0*a072+6*v0*a074+48*af"3*v0*al0-18*af"4*v0-18*vf*a0"4-
36*vE*a0”2*af"2) *BM+9*a0"2*af"4+9*a0"4*af"2-16*af"3*a0"3-af"6-a0"6) ;
s8tl = (am - a0)/BM;
s8t3 = (am + dm) /BM;
s8t7 = (dm + af)/BM;
A(index + 1i,:) = [s8tl s8t2 s8t3 s8t4 s8t5 s8t6 s8t7];
if A(index + i,:) >= 0 & isreal (A(index+i,:))
pocet = pocet+l;
Apositiv(pocet,:) = A(index+i,:);
ok = v_minmax values (A (index+i,:),BM,v0,a0,vf,af);
if (ok.vmax <= VM+e) && (ok.vmin >= -VM-e) && (dm > 0) && (dm <= DM+e)
num_of sol = num of sol+1l;
solution (num of sol,:) = A(index+i,:);
else
'set8 i1 je kladny ale necti VM nebo AM nebo DM'
end;
end;
end;
index = index+length (r8dm) ;
glrirrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrnd
v.A = A;
y.pos = Apositiv;
y.sol solution;
y.numsol = num of sol;
test = roots([3*BM"3,0, 24*BM"2*v0-12*BM*a0"2, -12*BM*v0*al-
6*a0”2*af+2*af*3+12*BM*v0*af+4*a0"3+12*BM"2*s0-12*BM"2*sf]) ;
y.test =test;
return

&&

(am <= AM+e)



Nakonec je vSechno dobré a pokud ne,
tak jeste neni konec.
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