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prostřed́ı.
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1.1 Typy řešeńı hyperbolických parciálńıch diferenciálńıch rovnic . . . . . . . . . . . 11
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1.3 Nelineárńı schémata vyšš́ıho řádu přesnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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2.4.3 Implicitńı schémata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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3 Prostorová diskretizace Navierových-Stokesových rovnic pomoćı nespojité Ga-
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4.1 Prostorová diskretizace Navierových-Stokesových rovnic
v ALE popisu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.1.1 Algoritmy pro výpočet deformované śıtě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
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Abstrakt

Předložená disertačńı práce se zabývá numerickým modelováńım prouděńı stlačitelných nevazkých
a vazkých tekutin. Pro prostorovou diskretizaci rovnic matematického modelu je použita moderńı
nespojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u. V disertačńı práci je provedeno odvozeńı této
metody jak pro př́ıpad systému Eulerových rovnic popisuj́ıćıho prouděńı stlačitelné, nevazké a
tepelně nevodivé tekutiny, tak pro př́ıpad systému Navierových-Stokesových rovnic popisuj́ıćıho
laminárńıho prouděńı stlačitelné, vazké tekutiny. Jsou zde diskutovány r̊uzné systémy bázových
funkćı, okrajové podmı́nky a zp̊usoby tlumeńı nefyzikálńıch oscilaćı vznikaj́ıćıch v řešeńı. Dále
jsou zde uvedeny možnosti explicitńı a implicitńı časové integrace včetně návodu na efektivńı se-
staveńı Jacobiovy matice. Hlavńım ćılem této disertačńı práce je vzájemné porovnáńı výpočetńı
efektivity explicitńı a implicitńı metody časové integrace. Z d̊uvod̊u úspory výpočetńıho času
je explicitńı metoda vylepšena metodou lokálńıho času. Vzájemné porovnáńı implicitńı metody
a explicitńı metody s lokálńım časem je provedeno na dvou testovaćıch př́ıkladech, na superso-
nickém prouděńı nevazké tekutiny v geometrii se schodem a na transonickém prouděńı nevazké
tekutiny v GAMM kanálu.

Daľśım ćılem této disertačńı práce je aplikace nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u
na řešeńı problémů technické praxe. V jedné z aplikačńıch úloh je řešeno turbulentńı prouděńı
v mezeře s výstupem do otevřené oblasti. Turbulence je zde modelována pomoćı Wilcoxova
k-ω modelu turbulence připojeného k časově středovanému nelineárńımu systému Navierových-
Stokesových rovnic. Źıskané numerické výsledky ukazuj́ı velice dobrou shodu s experimentem.
Daľśı aplikačńı úlohou uvažovanou v této práci je prouděńı tekutiny v časově proměnné ob-
lasti. Jsou zde diskutovány dva rozd́ılné př́ıstupy. Prvńı př́ıstup je založený na ALE (Arbitrary
Lagrangian Eulerian) formulaci nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u, která uvažuje
časově proměnné výpočetńı śıtě. Druhým př́ıstupem je IBM (Immersed Boundary Method), který
využ́ıvá klasickou formulaci metody na pevné śıti a pohyb oblasti modeluje pomoćı zdrojového
členu. Źıskané numerické výsledky potvrzuj́ı poměrně dobrou shodu obou př́ıstup̊u, nicméně IBM
metoda má d́ıky své jednoduchosti obecněǰśı použit́ı. V disertačńı práci je dále uvedena možnost
adaptivńıho zjemňováńı výpočetńı śıtě, kterého je možné poměrně jednoduše dosáhnout d́ıky
lokálnosti nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u. Adaptivńı śıt’ováńı je testováno na
př́ıkladech transonického obtékáńı NACA 0012 leteckého profilu a na supersonickém prouděńı
náporovým motorem. Na konci disertačńı práce je uvedena možnost zefektivněńı vyvinutých
algoritmů pomoćı paralelńıho výpočtu s využit́ım vláken.

Kĺıčová slova:
nespojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u, explicitńı metoda lokálńıho času, implicitńı me-
toda, turbulentńı model, ALE metoda, metoda vnořené hranice, adaptivńı śıt’ováńı
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Abstract

The Ph.D. thesis is aimed at the numerical modelling of compressible inviscid and viscous fluid
flows. The spatial discretisation of the governing equations is carried out using the modern
discontinuous Galerkin finite element method. The application of this method is performed for the
system of Euler equations governing the flow of a compressible inviscid fluid and for the system
of Navier-Stokes equations describing the laminar flow of a compressible viscous fluid. The work
addresses different systems of basis functions, boundary conditions and artificial damping of non-
physical oscillations and discusses explicit and implicit time integration approaches including
the way how to efficiently assembly the Jacobian matrix. The main objective of this Ph.D.
thesis lies in the comparison of explicit and implicit time integration methods in terms of their
computational efficiency. To improve the computational performance of the explicit method, the
local time-stepping technique is introduced. The comparison of implicit and local time-stepping
explicit method is performed for two flow problems: a supersonic inviscid fluid flow in a wind
tunnel with a step and a transonic inviscid fluid flow in the GAMM channel.

The next objective of this Ph.D. thesis includes the application of the discontinuous Galerkin
finite element method for the solution of various flow problems. First, the method is used for the
numerical simulation of turbulent flow in a gap with open space outflow. The turbulent flow is
described by the Wilcox k-ω turbulence model, coupled to the time-averaged system of Navier-
Stokes equations. The obtained numerical results are in very good agreement with experimental
data. Second, the computational ability of the discontinuous Galerkin finite element method is
demonstrated by solving compressible laminar flow in time-varying domains. For this purpose, two
different approaches are chosen: The first approach is based on the arbitrary Lagrangian Eulerian
(ALE) formulation of the discontinuous Galerkin finite element method, which considers time-
varying computational meshes. The second approach employs the immersed boundary method
(IBM), principle of which is based on the classic formulation of the numerical method on a fixed
mesh and the motion modelling using a source term. The obtained numerical results show a
relatively good agreement of both approaches in terms of results quality, nevertheless it should
be noted that IBM has wider application possibilities due to its simplicity. To accurately capture
complex flow features, the Ph.D. thesis also describes possible use of adaptive mesh refinement,
which can be easily achieved due to the local character of the discontinuous Galerkin finite
element method. The mesh adaptation is tested by simulating transonic NACA 0012 airfoil and
supersonic scramjet flows. The work is concluded with the possibility of parallel computing using
threads.

Keywords:
discontinuous Galerkin finite element method, local time stepping explicit method, implicit me-
thod, turbulence modelling, ALE method, immersed boundary method, adaptive mesh refine-
ment
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Úvod

Výpočtová mechanika tekutin (Computation Fluid Mechanics - CFD) je v současné době velice
rychle se rozv́ıjej́ıćı multioborová discipĺına, jej́ıž prudký rozvoj je umožněn zejména d́ıky velkému
nár̊ustu výpočetńıho výkonu dnešńıch poč́ıtač̊u. Modelováńı prouděńı tekutin má veliký praktický
význam zejména v leteckém, automobilovém a energetickém pr̊umyslu. Numerický výpočet prou-
dového pole tekutiny výrazně šetř́ı čas a finančńı prostředky, které by jinak bylo nutné vynaložit
pro provedeńı experimentu na modelu. V některých př́ıpadech je dokonce prakticky nemožné re-
alizovat vhodné experimentálńı měřeńı. Z těchto d̊uvod̊u jsou kladeny vysoké nároky na přesnost
a výpočetńı efektivitu numerického algoritmu. Daľśı výhodou numerických výpočt̊u je možnost
realizovat automatickou optimalizaci parametr̊u úlohy, např. návrh optimálńıho tvaru lopatky
oběžného kola turb́ıny.

Aby bylo možné řešit komplexńı problémy výpočtové mechaniky tekutin, je potřeba nejprve
zvolit vhodný matematický popis prouděńı tekutiny. V dnešńı době se použ́ıvaj́ı zejména tyto tři
základńı př́ıstupy. Prvńım je mikroskopický popis tekutiny, kdy modelujeme pohyb jednotlivých
atomů, popř. molekul. Jedná se o tzv. molekulárńı dynamiku. Pro popis dynamiky takového
systému se použ́ıvaj́ı klasické pohybové rovnice představuj́ıćı 2. Newton̊uv pohybový zákon

d

dt
(mivi) = F i,

kde mi, vi jsou hmotnost a vektor rychlosti i-té částice a F i =
∑

j F i,j je výslednice sil
p̊usob́ıćıch na i-tou částici od sousedńıch částic. Śıly mezi jednotlivými atomy se modeluj́ı pomoćı
Lennardova-Jonesova potenciálu popisuj́ıćıho meziatomovou vazbu

VLJ(ri,j) = 4ε

[(
σ

|ri,j |

)12

−
(

σ

|ri,j |

)6
]
, F i,j = ∇VLJ(ri,j),

kde ε a σ jsou parametry konkrétńı tekutiny a ri,j je polohový vektor mezi částićı i a j.
I když tento zp̊usob simulace dává nejlepš́ı možné výsledky, stále neńı v možnostech dnešńıch
superpoč́ıtač̊u poč́ıtat větš́ı úlohy, než prouděńı na oblastech o mikrometrických rozměrech.

Daľśım př́ıstupem je mezoskopický popis tekutiny. Tento př́ıstup je podobný mikroskopickému,
avšak pomoćı princip̊u statistiské mechaniky odstraňuje problém s velkým počtem modelovaných
částic. Matematickým vyjádřeńım tohoto př́ıstupu je tzv. Boltzmannova rovnice

∂f

∂t
+ v∇xf = Ω(f),

kde f = f(x,v, t) je distribučńı funkce popisuj́ıćı statistické rozložeńı částic ve fázovém prostoru
[x,v] tak, že hodnota f(x,v, t)∆x∆v je počet částic obsažených v čase t ve fázovém objemu
∆x∆v. Na řešeńı Boltzmannovy rovnice je založena moderńı mř́ıžková Boltzmannova metoda
(lattice Boltzmann method - LBM) [50], která simuluje molekulárńı dynamiku pomoćı virtuálńıch
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částic statisticky v sobě zahrnuj́ıćıch pohyb velkého množstv́ı skutečných částic. Dı́ky tomu je
tato metoda výpočetně velice efektivńı a je schopna modelovat velmi složité a komplexńı úlohy
z mechaniky tekutin.

Naprosto opačným př́ıstupem je makroskopický popis tekutiny, kde předpokládáme, že volná
dráha jednotlivých částic tekutiny (pr̊uměrná vzdálenost, kterou uraźı částice tekutiny bez inter-
akce s jinou částićı) je zanedbatelná vzhledem k rozměr̊um modelované oblasti a na tekutinu lze
tedy nahĺıžet jako na kontinuum. Matematickým vyjádřeńım tohoto př́ıstupu je nelineárńı systém
Navierových-Stokesových (NS) rovnic, který je odvozen ze zákon̊u zachováńı hmotnosti, hybnosti
a celkové energie systému. Na modelováńı prouděńı tekutin pomoćı nelineárńıho systému Na-
vierových-Stokesových rovnic je založena celá tato práce. Nevýhodou tohoto popisu jsou však
poměrně složité nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice, které je nutné vhodným zp̊usobem nu-
mericky řešit.

Prvńı metodou použ́ıvanou pro numerické řešeńı nelineárńıho systému Navierových-Stokesových
rovnic byla metoda konečných diferenćı (finite difference method - FDM) [26, 33, 34]. Tato me-
toda je založena na diskretizaci diferenciálńıho tvaru rovnic, kde se za př́ıslušné derivace dosad́ı
diferenčńı pod́ıly. Nevýhodou této metody je, že jej́ı použit́ı je omezeno pouze na oblasti které
je možné pokrýt ortogonálńı výpočetńı śıt́ı. Při použit́ı na obecněǰśıch výpočtových oblastech
je třeba implementovat složité transformačńı vztahy, které transformuj́ıćı složitý tvar výpočtové
oblasti na referenčńı ortogonálńı oblast. Daľśı metodou použ́ıvanou k prostorové diskretizaci ne-
lineárńıho systému Navierových-Stokesových rovnic je metoda konečných prvk̊u (finite element
method - FEM). Tato metoda vycháźı z diskretizace slabé formulace NS rovnic a lze ji jednoduše
formulovat i pro nestrukturovanou výpočetńı śıt’. Výhodou této metody je možnost źıskat řešeńı
libovolného řádu prostorové přesnosti. Nevýhodou je však nestabilita řešeńı, která se projevuje
nar̊ustaj́ıćımi oscilacemi řešeńı. Z tohoto d̊uvodu je nutné metodu opatřit umělými tlumı́ćımi
členy, které zajist́ı stabilitu [35, 51, 52]. Daľśı metodou vyvinutou speciálně pro numerické řešeńı
prouděńı tekutin je metoda konečných objemů (finite volume method - FVM) [34, 37, 53]. Tato
metoda vycháźı př́ımo z diskretizace zákony zachováńı v integrálńım tvaru a je velice robustńı.
Nevýhodou této metody je složitost implementace vyšš́ıho řádu prostorové přesnosti a veliká
vnitřńı umělá vazkost. Oba nedostatky posledńıch dvou zde uvedených metod odstraňuje ne-
spojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u (discontinuous Galerkin finite element method -
DGFEM) [24, 11], kterou lze chápat jako společné zobecněńı metody konečných objemů a me-
tody konečných prvk̊u. Nevýhodou této metody je však vyšš́ı výpočetńı náročnost. Jednotlivé
výhody a nevýhody všech zde zmı́něných metod jsou přehledně znázorněny v tab. 1.

požadovaná vlastnost FDM FEM FVM DGFEM

robustnost − −− + +

aproximace difuzńıho členu ++ ++ + +

ńızká umělá viskozita ++ ++ − ++

ALE formulace − + + ++

formulace na nestrukturovaných śıt́ıch −− ++ + ++

kompaktnost schématu − + −− ++

jednoduchá adaptace śıtě − + + ++

vliv kvality śıtě −− ++ − ++

pamět’ové nároky ++ + ++ −
výpočtová náročnost ++ − + −−

Tab. 1: Mı́ra vhodnosti pro splněńı požadované vlastnosti při použit́ı prostorové diskretizace
pomoćı dané metody (++ velice vhodná, + vhodná, − nevhodná, −− velice nevhodná).
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Historie nespojité Galerkinovy metody

Nespojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u byla poprvé publikována v roce 1973 autory
Reedem a Hillem v práci [45], zabývaj́ıćı se řešeńım rovnice transportu neutron̊u. Rok na to
autoři Le Saint a Raviart [47] analyzovali nespojitou Galerkinovu metodu pro řešeńı lineárńıch
hyperbolických PDR, provedli odhad chyby a dokázali konvergenci metody. Rozš́ı̌reńı nespojité
Galerkinovy metody pro nelineárńı hyperbolické rovnice a systémy nelineárńıch hyperbolických
rovnic, včetně systému Eulerových rovnic, provedl Cockburn a kol. [16]. Jejich metoda byla
založena na prostorové diskretizaci rovnic pomoćı nespojité Galerkinovy metody a pro časovou
diskretizaci byla zvolena Rungeova-Kuttova metoda. Výsledné schéma nese označeńı RKDG. Vı́ce
detail̊u o aplikaci nespojité Galerkinovy metody na ryze hyperbolické problémy lze nalézt v práci
[15].

V posledńıch letech je pozornost soustředěna předevš́ım na numerické řešeńı rovnic typu
konvekce-difuze. Důvodem je poněkud obt́ıžněǰśı aproximace derivaćı řádu vyšš́ıho než druhého.
Prvńı rozš́ı̌reńı nespojité Galerkinovy metody pro rovnice typu konvekce-difuze provedl Cockburn
a Shu [18]. Následovala práce Bassiho a Rebaye [7], ve které byla nespojitá Galerkinova metoda
poprvé aplikována na nelineárńı systém Navierových-Stokesových rovnic. Následně Cockburn a
Shu [17] vytvořily LDG schéma a dokázali stabilitu a konvergenci metody. Jiným zp̊usobem
aproximace vyšš́ıch derivaćı je metoda vnitřńı penalty (interior penalty method) publikovaná
v praćıch [21, 58, 4] mezi lety 1970 a 1980, která byla p̊uvodně určená pro řešeńı eliptických
rovnic. Aplikace metody vnitřńı penalty pro řešeńı systému Navierových-Stokesových rovnic byla
publikována v praćıch Hartmana a Houstona [31, 32], Baumanna a Odena [9] a Doleǰśıho a
Feistauera [20, 24].

Daľśı oblast́ı intezivńıho vývoje je volba stabilizačńıho členu, který zabraňuje oscilaćım v řešeńı.
V dnešńı době převládaj́ı následuj́ıćı dva př́ıstupy. Prvńım je volba př́ıdavné umělé viskozity
publikované např́ıklad v práci [44]. Druhým zp̊usobem je pak volba vhodného limiteru, který
zajǐst’uje omezenost totálńı variace řešeńı. Tento zp̊usob je popsán např́ıklad v praćıch [14, 36].

Velikým problémem spojeným s prostorovou diskretizaćı rovnic pomoćı nespojité Galerkinovy
metody konečných prvk̊u je vyšš́ı počet rovnic a neznámých, v porovnáńı s ostatńımi metodami
uvedenými výše, což podstatně zvyšuje výpočetńı nároky. Aby mohla být tato metoda použitelná
v technické praxi, je třeba hledat zp̊usoby efektivńı časové integrace. Např́ıklad v práci [10] jsou
mezi sebou porovnávány r̊uzné zp̊usoby časové diskretizace systému Navierových-Stokesových
rovnic, pro nestacionárńı úlohy. Jsou zde uvažovány jednak

”
matrix free“ implicitńı metody a dále

pak explicitńı metoda lokálńıho času. Odlǐsným př́ıstupem k zefektivněńı nespojité Galerkinovy
metody je redukce neznámých pomoćı zavedeńı nových proměnných na hranićıch kontrolńıch
element̊u. Tento př́ıstup je popsaný např. v práci [41].

Motivace a ćıle práce

Nespojitá Galerkinova metoda představuje velice moderńı nástroj pro řešeńı hyperbolických
parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Nab́ıźı velice mnoho nových výpočetńıch možnost́ı, které by ne-
bylo možné uvažovat při výpočtech pomoćı metody konečných objemů, popř. metody konečných
prvk̊u. Př́ıkladem může být např́ıklad široká možnost volby bázových funkćı, snadná hp adaptace
atd. Jak již ale bylo zmı́něno výše, cenou za tyto nové možnosti jsou vysoké výpočetńı nároky.

Hlavńım ćılem této disertačńı práce je tedy hledáńı vhodné metody pro časovou integraci rovnic
takové, aby byla nespojitá Galerkinova metoda použitelná pro řešeńı běžných úloh z technické
praxe. V této práci jsou mezi sebou porovnány dvě metody časové integrace. Prvńı je široce
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použ́ıvaná implicitńı metoda s neomezeným intervalem stability. Jako alternativa je zvolena ex-
plicitńı metoda vylepšená metodou lokálńıho času.

Druhým ćılem této disertačńı práce je využit́ı nespojité Galerkinovy metody pro prostorovou
diskretizaci Eulerových a Navierových-Stokesových rovnic a jej́ı aplikace na řešeńı r̊uzných ty-
pových úloh jako např́ıklad modelováńı prouděńı s pohyblivou hranićı, modelováńı turbulentńıho
prouděńı apod. Źıskané poznatky a vytvořené softwarové nástroje jsou v současné době využ́ıvány
pro řešeńı grantových projekt̊u a smluvńıho výzkumu zejména pro společnost DOOSAN ŠKODA
POWER s.r.o.

Členěńı práce

Práce je členěna celkem do čtyř kapitol. V prvńı kapitole jsou uvedeny základńı pojmy a věty
popisuj́ıćı vlastnosti diferenčńıch schémat v 1D. Jsou zde udány postačuj́ıćı podmı́nky pro to,
aby řešeńı źıskané pomoćı diferenčńıho schématu konvergovalo ke slabému řešeńı. Dále je zde
uvedena formulace nespojité Galerkinovy metody pro diskretizaci nelineárńı skalárńı hyperbolické
PDR, včetně jej́ıch matematických vlastnost́ı. Druhá kapitola se zabývá prostorovou diskretizaćı
nelineárńıho systému Eulerových rovnic ve dvou prostorových dimenźıch. Jsou zde uvedeny možné
zp̊usoby časové integrace. Je zde diskutována explicitńı metoda lokálńıho času, jej́ıž efektivita je
porovnávána s implicitńı metodou. Ve třet́ı kapitole je nespojitá Galerkinova metoda rozš́ı̌rena pro
prostorovou diskretizaci nelineárńıho systému Navierových-Stokesových rovnic. Pro diskretizaci
vazkého členu je použito několik schémat, která jsou mezi sebou porovnána. Posledńı kapitola je
věnována speciálněǰśım aplikaćım nespojité Galerkinovy metody. Nespojitá Galerkinova metoda
je zde formulována v ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) popisu, což umožňuje řešit úlohy
s časově proměnnou hranićı. Také jsou zde uvedeny algoritmy pro vypoč́ıtáváńı bod̊u śıtě při
deformaci. Dále je zde uveden speciálńı př́ıstup pro úlohy s časově závislou hranićı, který je
ale založen na metodě vnořené hranice (Immersed Boundary Method - IBM). V daľśım odd́ılu je
stručně popsána úloha interakce tekutiny s tuhým tělesem. Je zde proveden jednoduchý numerický
experiment s kmitaj́ıćım válcem. Následuje odd́ıl věnovaný nekonformńı h-adaptaci výpočtové
śıtě. V daľśım odd́ılu je k systému Navierových-Stokesových rovnic přidán k−ω model turbulence
a jsou provedeny numerické simulace a porovnáńı s experimentem. Poté je uvedeno rozš́ı̌reńı
nespojité Galerkinovy metody do 3D a nakonec jsou zde stručně uvedeny možnosti paralelńıho
programováńı.
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Kapitola 1

Matematický úvod

Z matematického hlediska spadaj́ı rovnice popisuj́ıćı prouděńı tekutin do tř́ıdy tzv. hyperbo-
lických parciálńıch diferenciálńıch rovnic (PDR). Abychom se mohli korektně zabývat nume-
rickým řešeńım těchto rovnic, je nejprve potřeba vhodně zadefinovat řešenou úlohu a ujasnit si,
co budeme považovat za řešeńı dané úlohy [12]. Dále je třeba určit požadavky na danou nume-
rickou metodu, které zaruč́ı že źıskané numerické řešeńı nějakým zp̊usobem dobře aproximuje
přesné řešeńı dané úlohy. Ćılem této kapitoly je shrnut́ı poznatk̊u z teorie hyperbolických PDR
v 1D, které vyjasńı principy numerických metod a polož́ı teoretický základ této práce.

1.1 Typy řešeńı hyperbolických parciálńıch diferenciálńıch rov-
nic

Uvažujme skalárńı nelineárńı hyperbolickou PDR v 1D

∂u

∂t
+
∂f(u)

∂x
= 0, u = u(x, t), x ∈ R, t ∈ [0, T ], (1.1)

kde předpokládáme, že funkce f : R→ R je spojitě diferencovatelná, tj. f ∈ C1(R;R).

s počátečńı podmı́nkou
u(x, 0) = u0(x) , x ∈ R. (1.2)

Definice 1. Neznámou funkci u nazveme klasickým řešeńım počátečńı úlohy (1.1), (1.2), pokud
je spojitě diferencovatelná podle všech svých proměnných, tj. u ∈ C1(R× [0, T ];R), rovnici (1.1)
splňuje v každém bodě uvažovaného definičńıho oboru a na hranici splňuje počátečńı podmı́nku
(1.2), na kterou klademe požadavek u0 ∈ C1(R;R).

Dá se ukázat [12], že pro spojitou počátečńı podmı́nku existuje konstanta T taková, že ∀t < T
existuje jednoznačné klasické řešeńı počátečńı úlohy (1.1), (1.2). Pro konstantu T často dostaneme
odhad T <∞, tzn. neexistuje globálńı klasické řešeńı. Tyto problémy nastávaj́ı v př́ıpadě vzniku
nespojitost́ı v řešeńı, což je charakteristické právě pro hyperbolické rovnice. Abychom tedy mohli
naj́ıt obecné globálńı řešeńı, jsme nuceni zavést pojem řešeńı ve slabš́ım smyslu.

Definice 2. Neznámou funkci u nazveme slabým řešeńım počátečńı úlohy (1.1), (1.2), pokud
u ∈ L∞loc(R× [0, T ];R) ∩ L∞(R× [0, T ];R) a následuj́ıćı identita∫ T

0

∫ ∞
−∞

(
u
∂φ

∂t
+ f(u)

∂φ

∂x

)
dxdt+

∫ ∞
−∞

u0 φ(x, 0)dx = 0, (1.3)
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plat́ı ∀φ ∈ C1(R× [0, T ];R), s kompaktńım nosičem v oblasti R× (−∞, T ). O počátečńı podmı́nce
předpokládáme, že u0 ∈ L1

loc(R;R).

Dá se snadno ukázat, že každé klasické řešeńı je slabé, nav́ıc v oblastech kde je řešeńı dostatečně
hladké je slabé řešeńı klasické. Z definice slabého řešeńı dále plynou omezuj́ıćı podmı́nky na ne-
spojitosti, tzv. Rankinovy-Hugonitovy podmı́nky. Nevýhodou slabého řešeńı je však skutečnost,
že neńı jednoznačné [12]. Abychom dostali jednoznačné řešeńı, je třeba z množiny slabých řešeńı
určit právě jediné. K tomuto účelu se použ́ıvaj́ı daľśı př́ıdavné podmı́nky často vycházej́ıćı z fy-
zikálńıch úvah. Uved’me si např́ıklad definici entropického řešeńı, která vycháźı z myšlenky, že
entropie systému se může v čase pouze zvyšovat.

Definice 3. Neznámou funkci u nazveme entropickým řešeńım počátečńı úlohy (1.1), (1.2), po-
kud u ∈ L∞loc(R× [0, T ];R) ∩ L∞(R× [0, T ];R) a následuj́ıćı identita∫ T

0

∫ ∞
−∞

(
η(u)

∂φ

∂t
+ q(u)

∂φ

∂x

)
dxdt+

∫ ∞
−∞

η(u0) φ(x, 0)dx = 0, (1.4)

plat́ı ∀φ ∈ C1(R× [0, T ];R), s kompaktńım nosičem v oblasti R× (−∞, T ), a ∀ konvexńı funkce
η(u) ∈ C1(R;R), kde q(u) ∈ C1(R;R) je odpov́ıdaj́ıćı entropický tok definovaný vztahem q′(u) =
f ′(u)η′(u). O počátečńı podmı́nce předpokládáme, že u0 ∈ L1

loc(R;R).

Speciálńı volbou konvexńı funkce η(u) = |u − k|, k ∈ R dostaneme Kružkovovo entropické
řešeńı.

Definice 4. Neznámou funkci u nazveme Kružkovovým entropickým řešeńım počátečńı úlohy
(1.1), (1.2), pokud u ∈ L∞loc(R× [0, T ];R) ∩ L∞(R× [0, T ];R) a následuj́ıćı nerovnost∫ T

0

∫ ∞
−∞

(
|u− k|∂φ

∂t
+ sign(u− k)(f(u)− f(k))

∂φ

∂x

)
dxdt+

∫ ∞
−∞
|u0 − k|φ(x, 0) ≥ 0, (1.5)

je splněna ∀k ∈ R a pro všechny nezáporné testovaćı funkce φ ∈ C1
c (R× [0, T ];R), s kompaktńım

nosičem uvnitř oblasti R× (−∞, T ). O počátečńı podmı́nce předpokládáme, že u0 ∈ L1
loc(R;R).

Dá se ukázat, že pokud je f lokálně Lipschitzovsky spojitá a počátečńı podmı́nka u0 ∈ L1(R;R)
má omezenou totálńı variaci, pak existuje právě jedno entropické řešeńı počátečńı úlohy (1.1),
(1.2). Bohužel tento výsledek je známý pouze pro skalárńı rovnice. Otázka existence a jedno-
značnosti řešeńı pro systémy hyperbolických rovnic je stále předmětem usilovného matematického
bádáńı.

Jako posledńı speciálńı př́ıpad si zde uved’me ještě pojem formálńıho řešeńı.

Definice 5. Neznámou funkci u nazveme formálńım řešeńım počátečńı úlohy (1.1), (1.2), pokud
jsme toto řešeńı odvodili z rovnice (1.1) pomoćı formálńıch úprav a toto řešeńı vyhovuje počátečńı
podmı́nce (1.2).

Formálńı řešeńı je možné obecně konstruovat pouze pro jednoduché rovnice. Výhodou formálńıho
řešeńı je, že jeho konstrukce dobře vystihuje podstatu chováńı hyperbolických PDR.
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1.2 Teorie numerických schémat pro nelineárńı hyperbolické parciálńı
diferenciálńı rovnice

V tomto odstavci se budeme zabývat teoríı diferenčńıch schémat určených pro numerické řešeńı
skalárńı nelineárńı PDR

∂u

∂t
+
∂f(u)

∂x
= 0, u = u(x, t), x ∈ R, t ∈ [0, T ], (1.6)

s počátečńı podmı́nkou
u(x, 0) = u0(x) , x ∈ R. (1.7)

Uvedeme si zde základńı věty, ve kterých budou uvedeny postačuj́ıćı podmı́nky pro to, aby
aproximativńı řešeńı, vypočtené daným diferenčńım schématem, konvergovalo ke slabému, popř.
entropickému řešeńı.

Obecné numerické schéma odvod́ıme pomoćı metody konečných diferenćı. Tato metoda zahr-
nuje následuj́ıćı kroky. Nejprve výpočtovou oblast Ω = R× [0, T ] pokryjeme výpočetńı śıt́ı

S∆x,∆t = {[xi, tn]; xi = i∆x, tn = n∆t, i ∈ Z, n ∈ N0, ∆x,∆t > 0} .

Symbolem uni = u(xi, t
n) označ́ıme hodnoty přesného řešeńı u v bodech [xi, t

n]. Dále přesné řešeńı
u aproximujeme pomoćı neznámých hodnot Uni v śıt’ových bodech a př́ıslušné derivace vystupuj́ıćı
v rovnici (1.6) nahrad́ıme diferenčńımi pod́ıly zvoleného řádu přesnosti. Tyto diferenčńı pod́ıly
opět uvažujeme v bodech śıtě.

Aproximujeme-li např́ıklad časovou i prostorovou derivaci pomoćı zpětné diferenčńı formule
prvńıho řádu přesnosti, dostaneme explicitńı diferenčńı schéma

Un+1
i − Uni

∆t
+
f(Uni )− f(Uni−1)

∆x
= 0, → Un+1

i = Uni −
∆t

∆x
(f(Uni )− f(Uni−1)). (1.8)

T́ımto zp̊usobem můžeme konstruovat r̊uzná diferenčńı schémata. Obecné explicitńı diferenčńı
schéma pak zaṕı̌seme výrazem

Un+1
i = H(Uni−1−p, . . . , U

n
i+q). (1.9)

Definice 6. Diferenčńı schéma (1.9) nazveme konzervativńı, pokud lze zapsat ve tvaru

Un+1
i = H(Uni−1−p, . . . , U

n
i+q) = Uni −

∆t

∆x

(
F (Uni−p, . . . , U

n
i+q)− F (Uni−1−p, . . . , U

n
i−1+q)

)
. (1.10)

V daľśım textu budeme použ́ıvat zkrácenou notaci

F (Un; i) = F (Uni−p, . . . , U
n
i+q), F (Un; i− 1) = F (Uni−1−p, . . . , U

n
i−1+q). (1.11)

Veličinám F (U ; i), F (U ; i − 1) se ř́ıká numerické toky, a to z toho d̊uvodu že jejich fyzikálńı
význam velice často odpov́ıdá skutečným fyzikálńım tok̊um veličiny u přes nějakou hranici.

Název konzervativńı vycháźı z následuj́ıćı vlastnosti schématu. Sečteme-li libovolných 2K + 1
hodnot diskrétńıho řešeńı, dostaneme

K∑
i=−K

Un+1
i =

K∑
i=−K

Uni −
∆t

∆x
(F (Un;K)− F (Un;K − 1)) . (1.12)
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Vid́ıme, že pokud budou toky F (U ;K), F (U ;K − 1) na hranićıch uvažovaného intervalu nulové,
pak

K∑
i=−K

Uni =

K∑
i=−K

U0
i , ∀n ∈ N, (1.13)

neboli že celkové množstv́ı veličiny Uni , v nějakém izolovaném intervalu, z̊ustává v čase konstantńı,
tzn. zachovává se.

Pozn. 1.1. Diferenčńı schéma (1.8) je konzervativńı.

Definice 7. Konzervativńı diferenčńı schéma nazveme konzistentńı, pokud

F (u, . . . , u) = f(u) (1.14)

a tok F je Lipschitzovsky spojitý

|F (v, w, z, . . .)− f(u)| ≤ K max (|u− v|, |u− w|, |u− z|, . . .) (1.15)

Definice 8. Necht’ u : R→ R, pak definujeme totálńı variaci funkce u jako

TV (u) = lim sup
ε→0+

∫
R

|u(x+ ε)− u(x)|
ε

dx (1.16)

V př́ıpadě, kdy je funkce u definována pouze v diskrétńıch bodech xi = i∆x, i ∈ N , si
tuto funkci představ́ıme jako počástech konstantńı funkci, nabývaj́ıćı na každém z interval̊u
(xi+ 1

2
, xi− 1

2
] hodnoty u = ui. Pro totálńı variaci takovéto funkce potom z definice dostaneme

TV (u) = lim sup
ε→0+

∫
R

|u(x+ ε)− u(x)|
ε

dx =
∞∑

i=−∞
|ui+1 − ui|. (1.17)

Nyńı se dostáváme k velice d̊uležité větě v teorii diferenčńıch schémat

Věta 1.1 (Lax-Wendroff). Necht’ Uk(x, t) = {Uni , i ∈ Z, n ∈ N0} je numerická aproximace
řešeńı spočtená pomoćı konzervativńıho a konzistentńıho diferenčńıho schématu pro śıt’ s kroky
∆x, ∆t, kde ∆x,∆t→ 0 pro k →∞. Předpokládejme, že TV (U) je stejnoměrně omezená, tj.

∀T > 0, ∃L > 0 : TV (U) < L, ∀t ∈ [0, T ], ∀k ∈ N. (1.18)

Dále předpokládejme, že posloupnost {Uk(x, t)}∞k=1 konverguje k nějaké funkci u = u(x, t) v následuj́ıćım
smyslu ∫ T

0

∫
R
|Uk(x, t)− u(x, t)| dxdt→ 0. (1.19)

Potom u(x, t) je slabé řešeńı počátečńı úlohy (1.6), (1.7).

D̊ukaz. Nejprve zvoĺıme testovaćı funkci ϕ(x, t) tak, že má kompaktńı nosič v množině (−∞, T )×
R a tedy ϕ(x, T ) = 0, ∀x ∈ R. Konzervativńı diferenčńı schéma (1.10) poté vynásob́ıme hod-
notami testovaćı funkce ϕ(x, t) v śıt’ových bodech a vzniklé rovnice sečteme. Po malé úpravě
dostaneme

N∑
n=0

∞∑
i=−∞

(
Un+1
i − Uni

)
ϕ(xi, t

n) = −∆t

∆x

N∑
n=0

∞∑
i=−∞

ϕ(xi, t
n) (F (Un; i)− F (Un; i− 1)) ,
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kde T = N∆t.

Dále použit́ım následuj́ıćıch identit

m−1∑
i=0

(ai+1 − ai)bi = ambm − a1b0 −
m∑
i=1

(bi − bi−1)ai,

∞∑
i=−∞

(ai − ai−1)bi =
∞∑

i=−∞
(bi+1 − bi)ai

můžeme rovnici přepsat do tvaru

−
∞∑

i=−∞
ϕ(xi, t

0)U0
i −

N∑
n=1

∞∑
i=−∞

(
ϕ(xi, t

n)− ϕ(xi, t
n−1)

)
Uni

− ∆t

∆x

N∑
n=0

∞∑
i=−∞

(ϕ(xi+1, t
n)− ϕ(xi, t

n))F (Un; i) = 0.

Po daľśı úpravě obdrž́ıme

∆t∆x

N∑
n=1

∞∑
i=−∞

[
Uni

ϕ(xi, t
n)− ϕ(xi, t

n−1)

∆t
− F (Un; i)

ϕ(xi+1, t
n)− ϕ(xi, t

n)

∆x

]

−∆x
∞∑

i=−∞
ϕ(xi, t

0)U0
i = 0.

S využit́ım předpokladu o konvergenci funkce Uk(x, t) k funkci u(x, t) a spojitosti funkce ϕ(x, t)
dostaneme

lim
k→∞

∆t∆x
N∑
n=1

∞∑
i=−∞

Uni
ϕ(xi, t

n)− ϕ(xi, t
n−1)

∆t
=

∫ T

0

∫ ∞
−∞

u(x, t)
∂ϕ

∂t
(x, t),

lim
k→∞

∆x

∞∑
i=−∞

ϕ(xi, t
0)U0

i =

∫ ∞
−∞

ϕ(x, 0)u(x, 0).

Zbývá dokázat, že

lim
k→∞

∆t∆x
N∑
n=1

∞∑
i=−∞

F (Un; i)
ϕ(xi+1, t

n)− ϕ(xi, t
n)

∆x
=

∫ T

0

∫ ∞
−∞

f(u)
∂ϕ

∂x
(x, t).

Aby toto platilo, muśı numerický tok F splňovat

lim
k→∞

∆t∆x
N∑
n=1

∞∑
i=−∞

|F (Un; i)− f(Uni )| = 0. (1.20)

S využit́ım konzistence dostaneme

∆t∆x

N∑
n=1

∞∑
i=−∞

|F (Un; i)− f(Uni )| = ∆t∆x
N∑
n=1

∞∑
i=−∞

|F (Un; i)− F (Uni , . . . , U
n
i )| (1.21)
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a dále pak d́ıky Lipschitzovské spojitosti obdrž́ıme odhad

∆t∆x
N∑
n=1

∞∑
i=−∞

|F (Un; i)− F (Uni , . . . , U
n
i )| ≤ ∆t∆xK

N∑
n=1

∞∑
i=−∞

max
−p≤k ≤q

|Uni+k − Uni |

≤ ∆t∆xK (p+ q)
N∑
n=1

∞∑
i=−∞

|Uni+1 − Uni | ≤ ∆x TK (p+ q) TV (Un)→ 0, ∀N ∈ N

Uvedená věta ř́ıká, že pokud dané numerické řešeńı konverguje, pak konverguje k řešeńı
slabému. Neř́ıká však nic o podmı́nkách konvergence. Těmito podmı́nkami se budeme zabývat
v daľśım textu.

Definice 9. Necht’ Uni je numerické řešeńı vypoč́ıtané pomoćı konzervativńıho a konzistentńıho
diferenčńıho schématu. Potom ř́ıkáme, že schéma je

• monotónńı, pokud pro počátečńı data U0
i je V 0

i , splňuj́ıćı podmı́nku U0
i ≥ V 0

i , ∀i ∈ Z plat́ı

Uni ≥ V n
i , ∀i ∈ Z, ∀n ∈ N (1.22)

• L1 kontraktivńı, pokud pro libovolná dvě numerická řešeńı Uni , V n
i plat́ı

∞∑
i=−∞

∣∣Un+1
i − V n+1

i

∣∣ ≤ ∞∑
i=−∞

|Uni − V n
i | , ∀n ∈ N0. (1.23)

• TV stabilńı, pokud je totálńı variace TV (Uni ) stejnoměrně omezená, nezávisle na ∆x a ∆t.

• TVD (total variational dimishing), pokud TV (Un+1
i ) ≤ TV (Uni ), ∀n ∈ N0.

• monotonii zachovávaj́ıćı, pokud pro monotónńı počátečńı podmı́nku U0
i je Uni monotónńı

funkce ∀n ∈ N .

Následuj́ıćı d̊uležitá věta dává do souvislosti pojmy uvedené v předchoźı definici

Věta 1.2. Pro konzervativńı a konzistentńı diferenčńı schéma plat́ı následuj́ıćı implikace.

• Každé monotónńı schéma je L1 kontraktivńı.

• Každé L1 kontraktivńı schéma je TVD.

• Každé TVD schéma je monotonii zachovávaj́ıćı.

neboli
monotónńı schéma ⇒ L1 kontraktivńı ⇒ TVD ⇒ monotonii zachovávaj́ıćı.

D̊ukaz. L1 kontraktivńı ⇒ TVD
Necht’ je diferenčńı schéma L1 kontraktivńı, tj.

∞∑
i=−∞

∣∣Un+1
i − V n+1

i

∣∣ ≤ ∞∑
i=−∞

|Uni − V n
i | , ∀n ∈ N0. (1.24)
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Speciálńı volbou počátečńı podmı́nky V n
i = Uni+1 dostaneme

∞∑
i=−∞

∣∣Un+1
i+1 − U

n+1
i

∣∣ ≤ ∞∑
i=−∞

∣∣Uni+1 − Uni
∣∣ ⇒ TV (Un+1

i ) ≤ TV (Uni ), ∀n ∈ N0. (1.25)

TVD ⇒ monotonii zachovávaj́ıćı
Necht’ je diferenčńı schéma TVD a předpokládejme, že počátečńı podmı́nka U0

i je monotónńı.
Dı́ky konečné totálńı variaci počátečńı podmı́nky TV (U0

i ) existuj́ı limity

lim
i→−∞

U0
i = UL, lim

i→∞
U0
i = UR (1.26)

a
TV (U0

i ) = |UL − UR| . (1.27)

V př́ıpadě, že by Uni nebyla monotónńı, pak by TV (Uni ) > TV (U0
i ) a to je spor s TVD vlastnost́ı.

Důkaz zbylé implikace lze nalézt např́ıklad v [].

Monotonii lze velice snadno ověřit pomoćı následuj́ıćı věty

Věta 1.3. Schéma Un+1
i = H(Uni−1−p, . . . , U

n
i+q) je monotónńı právě tehdy když je funkce H

neklesaj́ıćı funkćı všech svých argument̊u, neboli pokud

∂H

∂ui
(u−1−p, . . . , uq) ≥ 0, (−1− p) ≤ i ≤ q. (1.28)

D̊ukaz. Dokážeme pouze implikaci ⇐.
Necht’ Uni ≥ V n

i , ∀i ∈ Z a necht’ funkce H je neklesaj́ıćı funkćı všech svých argument̊u, potom
plat́ı

Un+1
i − V n+1

i = H(Uni−1−p, . . . , U
n
i+q)−H(V n

i−1−p, . . . , V
n
i+q)

=

q∑
j=−1−p

∂H

∂uj
(ξj)

(
Uni+j − V n

i+j

)
. (1.29)

Protože Uni − V n
i ≥ 0, ∀i ∈ Z a ∂H

∂uj
≥ 0, dostaneme

Uni − V n
i ≥ 0 ⇒ Un+1

i ≥ V n+1
i . (1.30)

Pokud budeme např́ıklad uvažovat schéma (1.8) s tokem f(u) = au, a ∈ R dostaneme

Un+1
i = (1− λ)Uni + λUni−1,

kde λ = a∆t
∆x .

Je vidět, že uvedené schéma bude monotónńı, pokud 0 ≤ λ ≤ 1.

Pro ověřeńı TVD vlastnosti slouž́ı následuj́ıćı věta.

Věta 1.4 (Harten). Tř́ıbodové diferenčńı schéma

Un+1
i = Uni +Di+ 1

2

(
Uni+1 − Uni

)
− Ci− 1

2

(
Uni − Uni−1

)
(1.31)

je TVD jestlǐze koeficienty Ci− 1
2

= Ci− 1
2
(Uni , U

n
i−1) a Di+ 1

2
= Di+ 1

2
(Uni+1, U

n
i ) splňuj́ı ∀ i ∈ Z

nerovnosti
Ci− 1

2
> 0, Di+ 1

2
> 0, 0 ≤ Ci+ 1

2
+Di+ 1

2
≤ 1. (1.32)
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D̊ukaz. Odečteńım schématu (1.31) aplikovaného v bodech i+ 1 a i dostaneme

Un+1
i+1 − U

n+1
i = Uni+1 − Uni +Di+ 3

2

(
Uni+2 − Uni+1

)
−Di+ 1

2

(
Uni+1 − Uni

)
−Ci+ 1

2

(
Uni+1 − Uni

)
+ Ci− 1

2

(
Uni − Uni−1

)
.

Po úpravě

Un+1
i+1 − U

n+1
i = (1−Di+ 1

2
− Ci+ 1

2
)
(
Uni+1 − Uni

)
+Di+ 3

2

(
Uni+2 − Uni+1

)
+ Ci− 1

2

(
Uni − Uni−1

)
.

S využit́ım vztah̊u (1.32) a s použit́ım trojúhelńıkové nerovnosti dostaneme∣∣Un+1
i+1 − U

n+1
i

∣∣ ≤ (1−Di+ 1
2
− Ci+ 1

2
)
∣∣Uni+1 − Uni

∣∣+Di+ 3
2

∣∣Uni+2 − Uni+1

∣∣+ Ci− 1
2

∣∣Uni − Uni−1

∣∣ .
Sumaćı přes všechny uzly i ∈ Z a posunut́ım index̊u u posledńıch dvou sum na pravé straně
máme

∞∑
i=−∞

∣∣Un+1
i+1 − U

n+1
i

∣∣ ≤ ∞∑
i=−∞

(1−Di+ 1
2
− Ci+ 1

2
)
∣∣Uni+1 − Uni

∣∣+

+

∞∑
i=−∞

Di+ 1
2

∣∣Uni+1 − Uni
∣∣+

∞∑
i=−∞

Ci+ 1
2

∣∣Uni+1 − Uni
∣∣ .

S pomoćı vztahu (1.32) je zřejmé, že

∞∑
i=−∞

∣∣Un+1
i+1 − U

n+1
i

∣∣ = TV (Un+1
i ) ≤ TV (Uni ).

Než přejdeme ke dvěma nejd̊uležitěǰśım větám této kapitoly, zavedeme si nejdř́ıve pomocný
pojem konvergence k množině slabých řešeńı.

Definice 10. Necht’ W je množina slabých řešeńı. Potom definujeme konvergenci posloupnosti
{Uk}∞k=1 k množině W jako

lim
k→∞

dist(Uk,W) = 0,

kde dist(Uk,W) je nejmenš́ı vzdálenost Uk od všech prvk̊u z W, ve vhodně zvolené normě.

Daľśı dvě věty udávaj́ı postačuj́ıćı podmı́nky pro to, aby numerické řešeńı konvergovalo k řešeńı
slabému, popř. entropickému.

Věta 1.5. Necht’ W je množina slabých řešeńı počátečńı úlohy (1.6), (1.7). Dále necht’ u0(x) ∈
L1(R) má omezenou totálńı variaci. Předpokládejme, že Uk(x, t) = {Uni , i ∈ Z, n ∈ N0},
∆x,∆t→ 0 pro k →∞ je numerické řešeńı vypočtené pomoćı konzervativńıho, konzistentńıho a
TV-stabilńıho diferenčńıho schématu, a že je stejnoměrně omezené, tj.

‖Uk‖ ≤M,

kde M je konstanta nezávislá na k, tj. na ∆x, ∆t.

Necht’ T > 0. Potom
lim
k→∞

dist(Uk,W) = 0, ∀t ∈ [0, T ].
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D̊ukaz. (sporem)
Bez d̊ukazu uved’me, že množina K = {u(·, t) ∈ L1 : TV (u(·, t)) ≤ R, supp(u(·, t)) ⊂ [−M,M ],
∀t ∈ [0, T ]} je kompaktńı v L1. Necht’ {Uk}∞k=1 je taková posloupnost numerických řešeńı, pro
kterou limk→∞ dist(Uk,W) 6= 0. Pak ale muśı existovat N0 ∈ N takové,
že limk→∞ dist(Uk,W) > ε, ε > 0. Protože ale {Uk}∞k=1 ∈ K je kompaktńı množina, muśı existovat
konvergentńı podposloupnost {Ukp}∞p=1. Z Wendrofovy věty potom pro posloupnost {Ukp}∞p=1

plyne limp→∞ dist(Ukp ,W) = 0, což je spor s limk→∞ dist(Uk,W) > ε.

Tato věta automaticky plat́ı i pro TVD schémata, jelikož plat́ı TV D ⇒ TV − stabilita.

Věta 1.6. Necht’ u0(x) ∈ L1(R) má omezenou totálńı variaci. Dále necht’ Uni je numerické
řešeńı spočtené pomoćı konzervativńıho a konzistentńıho a monotónńıho diferenčńıho schématu.
Pak toto řešeńı konverguje pro ∆x, ∆t → 0 k entropickému řešeńı úlohy (1.6), (1.7).

Dı́ky posledńı větě v́ıme, že můžeme zkonstruovat schéma, které konverguje k entropickému
řešeńı. Bohužel pro takovéto schéma existuje jisté omezeńı známé jako Godunova věta. Před
vlastńı větou si ještě uved’me d̊uležité pojmy konzistence a řádu přesnosti numerického schématu.

Předpokládejme, že u(x, t) je přesné řešeńı lineárńı rovnice (1.6) a uni jsou jeho hodnoty v dis-
kretizačńıch bodech. Dosad́ıme-li toto řešeńı do předpisu diferenčńıho schématu (1.9) dostaneme

un+1
i = H(uni−1−p, . . . , u

n
i+q) + ∆tdni ,

kde dni je lokálńı diskretizačńı chyba. Pokud plat́ı

lim
∆x,∆t→0

dni = 0,

pak ř́ıkáme, že schéma (1.9) je konzistentńı aproximace lineárńı rovnice (1.6).
Pokud je

dni = O(∆tp,∆xq),

pak ř́ıkáme, že schéma je p-tého řádu přesnosti v prostoru a q-tého řádu přesnosti v času.

Věta 1.7 (Godunov). Lineárńı monotónńı numerické schéma určené pro řešeńı počátečńı úlohy
(1.6), (1.7) je maximálně prvńıho řádu přesnosti.

Uvedená věta ř́ıká, že neexistuje lineárńı monotónńı diferenčńı schéma vyšš́ıho řádu přesnosti
než prvńıho (v času i v prostoru). V daľśım textu se tedy budeme zabývat konstrukćı nelineárńıch
schémat. Před t́ım si ale ještě pro úplnost uved’me jaká je situace ve speciálńım př́ıpadě, kdy je
rovnice (1.6) lineárńı, tj. f(u) = au, a ∈ R. V tomto př́ıpadě je situace mnohem jednodušš́ı a
konvergence je zaručena následuj́ıćı Laxovou větou.

Věta 1.8. Něcht’ Uni je numerické řešeńı korektńı lineárńı počátečńı úlohy (1.6), (1.7) spočtené
pomoćı konzistentńıho numerického schématu. Potom je toto řešeńı konvergentńı k přesnému
řešeńı právě tehdy když je stabilńı.

Stabilitou se zde rozumı́, že globálńı diskretizačńı chyba eni definovaná jako

eni = |Uni − uni |

je omezená v čase. To bude v lineárńım př́ıpadě splňeno, pokud

max
i
|en+1
i | ≤ max

i
|H(eni−1−p, . . . , e

n
i+q)| ≤ max

i
|eni |.
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Odečteńım přibližného a přesného řešeńı totiž dostaneme

en+1
i = Un+1

i − un+1
i = H(Uni−1−p, . . . , U

n
i+q)−H(uni−1−p, . . . , u

n
i+q) + ∆tdni

= H(Uni−1−p − uni−1−p, . . . , U
n
i+q − uni+q) + ∆tdni

= H(eni−1−p, . . . , e
n
i+q) + ∆tdni .

Dále obě strany rovnice znormujeme a d́ıky stabilitě obdrž́ıme

max
i

∣∣en+1
i

∣∣ ≤ max
i
|eni |+ max

i
|dni | ≤ max

i

∣∣e0
i

∣∣+ ∆t

n∑
m=1

max
i
|dmi | ≤ n∆t max

1≤m≤n
max
i
|dmi | .

Zde jsme předpokládaly, že chyba v počátečńı podmı́nce e0
i je nulová. Označme T = n∆t Dı́ky

konzistenci nyńı dostaneme

lim
∆x,∆t→0

max
i
|eni | = lim

∆x,∆t→0
T max

1≤m≤n
max
i
|dmi | = lim

∆x,∆t→0
TO(∆tp,∆xq) = 0. (1.33)

Pro větš́ı přehlednost jsou jednotlivé souvislosti mezi uvedenými pojmy znázorněny na obr.
1.1.

Obr. 1.1: Grafické znázorněńı vzájemných souvislost́ı mezi jednotlivými pojmy. Šipky představuj́ı
implikace.
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1.3 Nelineárńı schémata vyšš́ıho řádu přesnosti

Numerické simulace ukazuj́ı, že schémata prvńıho řádu přesnosti v sobě obsahuj́ı př́ılǐs mnoho
umělé vazkosti a jsou tedy pro praktické výpočty nevhodná. V tomto odstavci se tedy budeme
zabyvat konstrukćı nelineárně stabilńıch schémat vyšš́ıho řádu přesnosti. V součastné době exis-
tuj́ı 3 zp̊usoby metody konečných diferenćı jak takovéto schéma zkonstruovat. Prvńı skupinou
jsou TVD schémata zavedená Hartenem [29]. Princip těchto schémat je následuj́ıćı. Uvažujme
konzervativńı a konzistentńı tř́ıbodové diferenčńı schéma

Un+1
i = Uni −

∆t

∆x

(
F (Uni , U

n
i+1)− F (Uni−1, U

n
i )
)
, (1.34)

kde numerický tok je definovan následovně

F (Uni , U
n
i+1) = F 1(Uni , U

n
i+1)− φ(ri)(F

1(Uni , U
n
i+1)− F 2(Uni , U

n
i+1)). (1.35)

F 1(Uni , U
n
i+1) = f(Un

i+ 1
2

) + O(∆x) je tok prvńıho řádu přesnosti a F 2(Uni , U
n
i+1) = f(Un

i+ 1
2

) +

O(∆x2) je tok druhého řádu přesnosti (nebo vyšš́ıho). Pro φ = 0 je schéma monotónńı a pouze
prvńıho řádu přesnosti. Na druhou stranu je však nelineárně stabilńı a konvergentńı. Pro φ = 1
je schéma sice druhého řádu přesnosti, avšak neńı nelineárně stabilńı (nemá ani TVD vlastnost).
Myšlenkou TVD schémat je tedy vhodně zkombinovat toky prvńıho a druhého řádu přesnosti
tak, aby výsledné schéma mělo TVD vlastnost. Vzniklé schéma bude druhého řádu přesnosti
v mı́stech, kde řešeńı bude dostatečně hladké a naopak v mı́stě nespojitost́ı se přesnost redukuje
pouze na prvńı řád. Kĺıčová je funkce tzv. limiteru (flux limiter) φ definovaného jako funkce
pod́ılu po sobě jdoućıch diferenćı

ri =
Uni − Uni−1

Uni+1 − Uni
. (1.36)

Jako př́ıklad uved’me některé limitery

φ(r)mm = max(0,min(1, r)), (minmod)

φ(r)hq =
2(r + |r|)
r + 3

, (HQUICK)

φ(r)va =
r2 + r

r2 + 1
. (vanAlbada)

Druhou možnost́ı je př́ıstup vyvinutý pomoćı metody konečných objemů. Budeme uvažovat pouze
tok prvńıho řádu přesnosti a hodnoty numerického řešeńı spoč́ıtáme podle schématu

Un+1
i = Uni −

∆t

∆x

(
F (UL

i+ 1
2

, UR
i+ 1

2

)− F (UL
i− 1

2

, UR
i− 1

2

)
)
, (1.37)

kde UL
i+ 1

2

, UR
i+ 1

2

, UL
i− 1

2

, UR
i− 1

2

jsou rekonstruované hodnoty řešeńı v bodech xi+ 1
2

= xi+1+xi
2 . K této

rekonstrukci lze přistupovat v́ıce zp̊usoby. Jedńım je ENO (Essentially Non Oscillatory) [30],
popř. WENO rekonstrukce [39], kde hodnoty řešeńı rekonstruujeme pomoćı polynomu daného
řádu. Pro konstrukci takového polynomu vždy existuje v́ıce možných šablon. ENO schéma vždy
vyb́ırá takovou šablonu, která má nejmenš́ı totálńı variaci. Dı́ky tomu je vzniklé schéma TV-
stabilńı.

Daľśı možnost́ı je MUSCL(Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws)
lineárńı rekonstrukce [54]. V tomto př́ıpadě se rekonstruované hodnoty poč́ıtaj́ı podle vztah̊u

UL
i+ 1

2

= Uni +
1

2
φ(ri)(U

n
i+1 − Uni ),

UR
i+ 1

2

= Uni+1 −
1

2
φ(ri+1)(Uni+2 − Uni+1), (1.38)
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kde funkce limiteru φ a hodnota r jsou definované stejně jako v př́ıpadě TVD schémat. MUSCL
rekonstrukci lze zadefinovat ještě jedńım ekvivalentńım zp̊usobem

UL
i+ 1

2

= Uni + minmod(σu, σd)
∆x

2
,

UR
i− 1

2

= Uni −minmod(σu, σd)
∆x

2
,

kde σu =
Uni −Uni−1

∆x , σd =
Uni+1−Uni

∆x jsou diferenčńı pod́ıly aproximuj́ıćı prvńı derivaci. Funkce
minmod je v tomto př́ıpadě definovaná následovně

minmod(a, b) =


a, pokud |a| < |b|, ab > 0
b, pokud |a| > |b|, ab > 0
0, pokud ab < 0.

(1.39)

Je vidět, že tato funkce vraćı menš́ı hodnotu aproximace gradientu v př́ıpadě kdy ab > 0, a
nulu pokud ab < 0. Dı́ky tomu je při rekonstrukci dosaženo toho, že u rekonstruovaného řešeńı
nedocháźı ke zvětšeńı totálńı variace (nemůže doj́ıt ke vzniku nového extrému) a tedy výsledné
schéma bude TVD. Na druhou stranu jsou ale hodnoty numerického toku poč́ıtané ze zrekonstru-
ovaných hodnot druhého řádu přesnosti, a tedy i výsledné schéma bude formálně druhého řádu
přesnosti.

1.4 Metoda konečných objemů

Metoda konečných objemů (finite volume method - FVM) je velice vhodná pro řešeńı nelineárńıch
hyperbolických PDR. Jej́ı princip spoč́ıvá v aproximaci integrálńıch identit rovnice (1.6), které
dostáváme při formulaci základńıch fyzikálńıch zákon̊u v integrálńım tvaru. Odvozeńı MKO je
následuj́ıćı. Nejdř́ıve rozděĺıme výpočtovou oblast Ω = R na K podinterval̊u Ii = [xi+ 1

2
, xi− 1

2
]

(kontrolńıch objemů) tak, aby byly splněny následuj́ıćı podmı́nky

• Ii ∩ Ij = ∅ nebo Ii, Ij maj́ı společný právě jeden bod, i 6= j,

•
⋃
i Ii = Ω.

Rovnici (1.6) poté zintegrujme přes interval Ii a dostaneme∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

∂u

∂t
dx+

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

∂f(u)

∂x
dx = 0. (1.40)

U prvńıho integrálu zaměńıme pořad́ı integrace a derivace, a na druhý integrál pak aplikujeme
integraci per partes, tedy

∂

∂t

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

u(x, t)dx+ f(u(xi+ 1
2
, t)− f(u(xi− 1

2
, t)) = 0. (1.41)

Dále zavedeme integrálńı pr̊uměr funkce u(x, t) na intervalu Ii jako

Ūi =

∫ xi+ 1
2

x
i− 1

2

u(x, t)dx

xi+ 1
2
− xi− 1

2

=
1

∆xi

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

u(x, t)dx, (1.42)
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kde ∆xi = xi+ 1
2
− xi− 1

2
.

Dosazeńım do rovnice (1.40) a provedeńım několika úprav, dostaneme následuj́ıćı rovnici v tzv.
semidiskrétńım tvaru

∂Ūi
∂t

= − 1

∆xi

(
f(u(xi+ 1

2
, t))− f(u(xi− 1

2
, t))
)
. (1.43)

K aproximaci časové derivace je možné použ́ıt libovolnou metodu určenou pro řešeńı soustav
ODR, např. Rungeovu-Kuttovu metodu, atp.

Pro jednoduchost budeme dále časovou derivaci ∂Ūi
∂t v rovnici (1.43) aproximovat dopřednou

diferenčńı formuĺı prvńıho řádu přesnosti v čase, stejně jako v př́ıpadě metody konečných dife-
renćı. Po jednoduchých úpravách dostaneme

Ūn+1
i = Ūni −

∆t

∆xi

(
f(u(xn

i+ 1
2

, n∆t))− f(u(xn
i− 1

2

, n∆t))
)
. (1.44)

U metody konečných objemů je kĺıčový zp̊usob aproximace toku f na hranici intervalu Ii.
Hodnoty u(xn

i+ 1
2

, n∆t) a u(xn
i− 1

2

, n∆t) představuj́ıćı přesné řešeńı v bodech hranice xi+ 1
2

a xi− 1
2
,

v čase n∆t samozřejmě neznáme. Proto muśıme tok f aproximovat pomoćı tzv. numerického
toku F , vypočteného z hodnot Ūni , i ∈ Z. Přesněji

f(u(xn
i+ 1

2

, n∆t)) ≈ F (Ūni+1, Ū
n
i ), (1.45)

f(u(xn
i− 1

2

, n∆t)) ≈ F (Ūni , Ū
n
i−1).

Dosazeńım (1.45) do rovnice (1.44) dostaneme základńı explicitńı schéma metody konečných
objemů

Ūn+1
i = Ūni −

∆t

∆xi

(
F (Ūni+1, Ū

n
i )− F (Ūni , Ū

n
i−1))

)
. (1.46)

Vid́ıme, že toto schéma je formálně stejné jako schéma odvozené pomoćı metody konečných
diferenćı. Všechny věty uvedené v předchoźım textu pro metodu konečných diferenćı lze tedy
aplikovat i na metodu konečných objemů.

Zp̊usob aproximace toku f je i dnes předmětem usilovného matematického bádáńı. Bylo již
publikováno mnoho vědeckých praćı, zabývaj́ıćıch se touto otázkou.

Nejjednodušš́ım zp̊usobem je tok f aproximovat pomoćı numerického toku F vyjadřuj́ıćıho arit-
metický pr̊uměr

f(u(xn
i+ 1

2

, n∆t)) ≈ F (Ūni+1, Ū
n
i ) =

f(Ūni+1) + f(Ūni )

2
. (1.47)

Dosazeńım (1.47) do (1.46) dostaneme schéma

Ūn+1
i = Ūni −

∆t

2∆xi

(
f(Ūni+1)− f(Ūni−1)

)
. (1.48)
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Dá se jednoduše dokázat, že schéma (1.48) je prvńıho řádu přesnosti v čase a druhého řádu
přesnosti v prostoru. Jak již však v́ıme z předchoźıho textu, toto schéma neńı nelineárně sta-
bilńı. Jiný d̊uležitý zp̊usob aproximace numerického toku pocháźı od S. K. Godunova (1957).
Schémat̊um z této tř́ıdy se ř́ıká schémata Godunova typu nebo také flux difference splitting
schémata. Tento typ schémat dnes tvoř́ı základ numerického modelováńı systémů nelineárńıch
hyperbolických PDR pomoćı MKO. Než přistouṕıme k vlastńımu odvozeńı schémat Godunova
typu, zabývejme se nejdř́ıve tzv. Riemannovým problémem.

Riemannovým problémem se v teorii hyperbolických PDR rozumı́ hledáńı slabého řešeńı rov-
nice (1.6) pro skokové počátečńı podmı́nky ve tvaru

u0(x) =

{
uL, x ≤ 0
uR, x > 0

. (1.49)

Pro jednoduchost budeme v následuj́ıćım textu předpokládat, že f : R→ R je konvexńı funkce.

Důležitou vlastnost́ı rovnice (1.6) je jej́ı invariance v̊uči transformaci (x, t) → (εx, εt). Volbou
ε = 1

t dostaneme u(x, t) = u(εx, εt) = u(x/t, 1) = w(x/t) = w(ξ), neboli řešeńı u(x, t) je kon-
stantńı podél paprsk̊u ξ = x/t. Dosazeńım w(ξ) do rovnice (1.6) obdrž́ıme

dw

dξ

∂ξ

∂t
+
df(w)

dw

dw

dξ

∂ξ

∂x
=
dw

dξ

(
− x
t2

)
+
df(w)

dw

dw

dξ

1

t
= 0 ⇒

(
df(w)

dw
− ξ
)
dw

dξ
= 0. (1.50)

Rovnice (1.50) má dvě řešeńı
df(w)

dw
= ξ,

dw

dξ
= 0. (1.51)

Druhý tvar řešeńı představuje konstantńı funkci w(ξ) v souřadnici x při pevném t. Dále se věnujme

prvńımu tvaru řešeńı. Z předpokládu o konvexnosti funkce f v́ıme, že jej́ı derivace f ′
(

= dw
dξ

)
je

monotónńı (rostoućı) a tedy k ńı existuje jej́ı inverze (f ′)−1. Řešeńı rovnice (1.6) s počátečńımi
podmı́nkami (1.49) tedy můžeme podle (1.51) psát jako

u(x, t) = w(x/t) = (f ′)−1(x/t). (1.52)

Rozlǐsme nyńı následuj́ıćı dva př́ıpady

1) uL < uR

V tomto př́ıpadě je f ′(uL) < f ′(uR) (vzhledem k monotonii funkce f ′) a řešeńı má tvar vlny
zředěńı

u(x, t) =


uL, x ≤ f ′(uL)t
(f ′)−1(x/t), f ′(uL)t ≤ x ≤ f ′(uR)t
uR, x ≥ f ′(uR)t

(1.53)

2) uL > uR

V tomto př́ıpadě má řešeńı charakter rázové vlny š́ı̌ŕıćı se rychlost́ı s = f(uR)−f(uL)
uR−uL (Rankinova-

Hugoniotova podmı́nka)
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Obr. 1.2: Řešeńı Riemannova problému ve tvaru vlny zředěńı.

u(x, t) =

{
uL, x ≤ st
uR, x ≥ st (1.54)

Obr. 1.3: Řešeńı Riemannova problému ve tvaru rázové vlny.

Pozn. Uvedené řešeńı Riemannova problému je slabé řešeńı. To znamená, že toto řešeńı řeš́ı rov-
nici (1.6) ve smyslu distribućı.

Nyńı můžeme přistoupit k odvozeńı schématu Godunova typu. Vyjděme opět z rovnice (1.6),
kterou nyńı zintegrujeme přes časovou i prostorovou proměnnou

∫ tn+1

tn

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

∂u

∂t
dxdt+

∫ tn+1

tn

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

∂f(u)

∂x
dxdt = 0. (1.55)

U prvńıho členu zaměńıme pořad́ı integrace a využijeme definice integrálńıho pr̊uměru (1.42).
U druhého členu použijeme integraci per partes. Dostaneme

Ūn+1
i = Ūni −

1

∆xi

(∫ tn+1

tn
f(un

i+ 1
2

)dt−
∫ tn+1

tn
f(un

i− 1
2

)dt

)
. (1.56)

Nyńı je třeba vypoč́ıtat časové integrály z toku f přes hranice intervalu Ii. Godunov přǐsel
s myšlenkou vźıt za hodnoty un

i+ 1
2

, resp. un
i− 1

2

řešeńı Riemannova problému s počátečńı podmı́nkou
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uL = Ūni , uR = Ūni+1, resp. uL = Uni−1, uR = Uni . Vzhledem k tomu, že hodnota řešeńı uRiem
i+ 1

2

,

popř. uRiem
i− 1

2

je konstantńı podél paprsk̊u ξ = x/t dostáváme pro integrály následuj́ıćı vyjádřeńı

∫ tn+1

tn
f(un

i+ 1
2

)dt = ∆tf(uRiem
i+ 1

2

),

∫ tn+1

tn
f(un

i− 1
2

)dt = ∆tf(uRiem
i− 1

2

). (1.57)

Pozn. Při řešeńı Riemannova problému předpokládáme, že nespojitost v počátečńı podmı́nce se
v čase t = 0 nacháźı na souřadnici x = 0. Pokud potřebujeme řešit Riemann̊uv problém v obecném
bodě např. xi+ 1

2
, provedeme následuj́ıćı transformaci x̂ = x−xi+ 1

2
, pomoćı které nespojitost po-

suneme do počátku souřadného systému, určeného nezávisle proměnnou x̂. Neńı těžké ukázat, že
rovnice (1.6) je v̊uči této transformaci invariantńı. U Godunovovy metody se zaj́ımáme předevš́ım
o hodnoty řešeńı na paprsku ξ = 0/t = 0, protože tento paprsek koresponduje s hranicemi inter-
val̊u Ii. Podle (1.51) v́ıme, že řešeńı uRiem(x, t) je na daném paprsku konstantńı a tedy uvedené
rovnosti v (1.57) jsou korektńı.

Dosazeńım do rovnice (1.56) dostaneme základńı schéma Godunova typu

Un+1
i = Uni −

∆t

hi

(
f(uRiem

i+ 1
2

)− f(uRiem
i− 1

2

)
)
. (1.58)

Nyńı si ukážeme, jak vypadá Godunovo schéma na př́ıkladě skalárńı lineárńı hyperbolické PDR

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0, u = u(x, t), [x, t] ∈ R× [0, T ], a > 0, (1.59)

s počátečńı podmı́nkou
u(x, 0) = u0(x).

Poznamenejme, že v tomto př́ıpadě pro funkci toku plat́ı f(u) = au.

Ze základńı teorie hyperbolických PDR v́ıme, že řešeńım této rovnice je

u(x, t) = u0(x− at). (1.60)

Ze vztah̊u (1.53), (1.54) vyplývá že obecné řešeńı Riemannova problému je v tomto jednoduchém
a speciálńım př́ıpadě tvořeno pouze jedeńım typem řešeńı, a to nespojitost́ı š́ı̌ŕıćı se rychlost́ı s

s =
f(uR)− f(uL)

uR − uL
= a. (1.61)

Dostáváme tedy

u(x, t) =

{
uL, x ≤ at
uR, x ≥ at (1.62)

Dosazeńım do (1.58) źıskáme

Ūn+1
i = Ūni −

a∆t

∆xi

(
Ūni − Ūni−1

)
. (1.63)

Toto schéma se nazývá upwind schéma. Můžeme ho odvodit i pomoćı metody konečných di-
ferenćı, aproximujeme-li prostorovou i časovou derivaci pomoćı zpětných diferenčńıch formuĺı
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prvńıho řádu presnosti. O schématech Godunova typu se někdy v této souvislosti ř́ıká, že jsou
zobecněńım upwind schémat.

Při porovnáńı s předchoźım textem zjist́ıme, že uvedené základńı schéma metody konečných
objemů je pouze prvńıho řádu přesnosti. Stejným zp̊usobem jako u diferenčńıch schémat však
můžeme např́ıklad použit́ım MUSCL rekonstrukce zkonstruovat nelineárně stabilńı schéma vyšš́ıho
řádu přesnosti. Obecně však plat́ı, že konstrukce schématu řádu větš́ıho než 2 je technicky velice
komplikované, zejména pro systémy rovnic ve v́ıce dimenźıch. Z tohoto d̊uvodu si zde ještě uve-
deme třet́ı metodu známou jako nespojitá Galerkinova metoda (Discontinuous Galerkin Finite
Element Method - DGFEM), která v sobě vhodně kombinuje tradičńı metodu konečných prvk̊u
s metodou konečných objemů.

1.5 Nespojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u

Nespojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u (discontinuous Galerkin finite element method
- DGFEM) zač́ıná být stále populárněǰśı v oblasti numerického řešeńı hyperbolických PDR. Jej́ı
princip vycháźı stejně jako v př́ıpadě klasické metody konečných prvk̊u (MKP) z aproximace
slabého řešeńı rovnice (1.6). Rozd́ılem oproti klasické MKP je volba nespojitých bázových funkćı.
Uvažujme výpočtovou oblast Ω = [a, b], kterou pokryjeme K ekvidistantńımi kontrolńımi objemy
Ik, k = 1, 2, . . .K, Ik = [xk− 1

2
, xk+ 1

2
], x 1

2
= a, xK+ 1

2
= b. Dále uvažujme následuj́ıćı prostor funkćı

Sh = {v ∈ L2(Ω); v|Ik ∈ P
q(Ik), k = 1, 2 . . .K}, (1.64)

kde P q(Ik), q ≥ 0 je množina všech polynomů stupně nejvýše q nenulových na intervalu Ik a
|Ik| < h.

Nyńı se budeme zabývat vlastńı diskretizaćı. Rovnici (1.6) vynásob́ıme libovolnou testovaćı funkćı
vh ∈ Sh a zintegrujeme přes interval Ik.∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

∂u

∂t
vhdx+

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂f(u)

∂x
vhdx = 0. (1.65)

Aplikaćı integrace perpartes na druhý z integrál̊u dostaneme∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂u

∂t
vhdx+ f(uk+ 1

2
)v−
h k+ 1

2

− f(uk− 1
2
)v+
h k− 1

2

−
∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

f(u)
dvh
dx

dx = 0, (1.66)

kde v−
h k+ 1

2

= limx→x−
k+ 1

2

vh(x), v+
h k− 1

2

= limx→x+

k− 1
2

vh(x) a uk+ 1
2

= uk+ 1
2
(xk+ 1

2
, t), uk− 1

2
=

uk− 1
2
(xk− 1

2
, t).

Řešeńı u(x, t) budeme hledat na prostoru Sh × [0, T ], tedy

uh(x, t) =

K⊕
k=1

(
M∑
i=1

uh,k(t)ϕ
k
i (x)

)
, (1.67)

kde M je zvolený počet bázových funkćı. Kĺıčovou vlastnost́ı nespojité galerkinovy metody
je aproximace hodnoty toku f na stěnách kontrolńıho objemu, kterou provedeme stejně jako
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v př́ıpadě metody konečných objemů, tj.

f(uh,k+ 1
2
) ≈ f∗(u+

h,k+ 1
2

, u−
h,k+ 1

2

), (1.68)

f(uh,k− 1
2
) ≈ f∗(u+

h,k− 1
2

, u−
h,k− 1

2

).

Po dosazeńı (1.68) do (1.90) máme∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂uh
∂t

vhdx+f∗(u+
h,k+ 1

2

, u−
h,k+ 1

2

)v−
h,k+ 1

2

−f∗(u+
h,k− 1

2

, u−
h,k− 1

2

)v+
h,k− 1

2

−
∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

f(uh)
dvh
dx

dx = 0.

(1.69)
Nyńı vzniklé identity sečteme přes všechny kontrolńı objemy

K∑
k=1

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂uh
∂t

vhdx−
K∑
k=1

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

f(uh)
dvh
dx

dx+

+
K∑
k=1

f∗(u+
h,k+ 1

2

, u−
h,k+ 1

2

)
[
vh,k+ 1

2

]
+ f b(uh(b))vh(b)− f b(uh(a))vh(a) = 0, (1.70)

kde
[
vh,k+ 1

2

]
= v−

h,k+ 1
2

− v+
h,k+ 1

2

je skok v testovaćı funkci, f b je tok definovaný na hranici pomoćı

okrajových podmı́nek. Zavedeńım následuj́ıćıch forem

a(uh, vh) =

K∑
k=1

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂uh
∂t

vhdx,

b(uh, vh) = −
K∑
k=1

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

f(uh)
dvh
dx

dx+

K∑
k=1

f∗(u+
h,k+ 1

2

, u−
h,k+ 1

2

)
[
vh,k+ 1

2

]
+

+f b(uh(b))vh(b)− f b(uh(a))vh(a), (1.71)

můžeme definovat řešeńı diskrétńı slabé formulace počátečńı úlohy (1.1), (1.2) jako funkci uh ∈
Sh × [0, T ] splňuj́ıćı integrálńı identitu

a(uh, vh) + b(uh, vh) = 0, ∀vh ∈ Sh, ∀t ∈ [0, T ]. (1.72)

1.5.1 Matematické vlastnosti nespojité galerkinovy metody konečných prvk̊u

Vyjděme z definice slabého řešeńı (1.72), (1.73). Zvoleńım speciálńı testovaćı funkce vh = 1
okamžitě dostaneme

K∑
k=1

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂uh
∂t

dx =

∫ b

a

∂uh
∂t

dx = f b(uh(b))− f b(uh(a)), (1.73)

neboli metoda je konzervativńı.

Pro daľśı úvahy vyjdeme z integrálńı identity (1.69), kde druhý integrál uprav́ıme pomoćı
metody per partes následovně∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

f(uh)
dvh
dx

dx = [f(uh)vh]
k+ 1

2

k− 1
2

−
∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

∂f(uh)

∂x
vhdx. (1.74)
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Po dosazeńı do (1.69) dostaneme∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂uh
∂t

vhdx+

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂f(uh)

∂x
vhdx− [(f(uh)− f∗)vh]

k+ 1
2

k− 1
2

= 0. (1.75)

Této identitě se ř́ıká silná formulace nespojité galerkinovy metody. Nyńı zvoĺıme speciálńı testo-
vaćı funkci vh = uh, dostaneme∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

∂uh
∂t

uhdx+

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂f(uh)

∂x
uhdx− [(f(uh)− f∗)uh]

k+ 1
2

k− 1
2

= 0. (1.76)

Z prvńıho integrálu dostaneme ∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂uh
∂t

uhdx =
1

2

d

dt
‖uh‖2k. (1.77)

Dále uvažujme funkci F = F (u) definovanou jako

dF

du
=
df

du
u. (1.78)

Druhý integrál lze nyńı upravit následuj́ıćım zp̊usobem∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂f(uh)

∂x
uhdx =

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

df(uh)

du

∂u

∂x
uhdx =

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

dF (uh)

du

∂u

∂x
dx = [F (uh)]

k+ 1
2

k− 1
2

. (1.79)

Dosazeńım za oba integrály do rovnice (1.76) dostaneme

1

2

d

dt
‖uh‖2k + [F (uh)]

k+ 1
2

k− 1
2

− [(f(uh)− f∗)uh]
k+ 1

2

k− 1
2

= 0. (1.80)

Předpokládejme, že na hranici výpočtové oblasti jsou periodické okrajové podmı́nky. Sečteńım
jednotlivých integrálńıch identit přes všechny kontrolńı objemy obdrž́ıme

1

2

d

dt
‖uh‖2 +

K+1∑
k=1

(
F (u−h )− F (u+

h )− (f(u−h )− f∗)u−h + (f(u+
h )− f∗)u+

h

)
|x
k+ 1

2

= 0, (1.81)

kde u+
h = limk→x

k+ 1
2

+ uh, u−h = limk→x
k+ 1

2
= uh.

Schéma bude stabilńı pokud 1
2
d
dt‖uh‖

2 ≤ 0. Z toho vyplývá následuj́ıćı podmı́nka

F (u−h )− F (u+
h )− (f(u−h )− f∗)u−h + (f(u+

h )− f∗)u+
h ≥ 0, ∀k = 1, 2, . . . ,K + 1

Malou úpravou źıskáme

F (u−h )− f(u−h )u−h − F (u+
h ) + f(u+

h )u+
h + f∗(u−h − u

+
h ) ≥ 0. (1.82)

Z definice funkce F plat́ı

F (u) =

∫
df(u)

du
u du = f(u)u−

∫
f(u) du = f(u)u− g(u), (1.83)

kde g(u) =
∫
f(u) du. Rovnici (1.82) nyńı můžeme přepsat na

−g(u−h ) + g(u+
h ) + f∗(u−h − u

+
h ) ≥ 0. (1.84)
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Podle věty o středńı hodnotě máme

g(u+
h )− g(u+

h ) = g′(ξ)(u+
h − u

−
h ) = f(ξ)(u+

h − u
−
h ), ξ ∈ [u−h , u

+
h ]. (1.85)

Dosazeńım do rovnice (1.84) źıskáme

(f∗ − f(ξ))(u−h − u
+
h ) ≥ 0. (1.86)

Toto je standardńı podmı́nka na numerický tok, kterou splňuj́ı všechna monotónńı schémata,
např. Lax̊uv tok.

Ukázali jsme tedy, že vhodnou volbou numerického toku lze doćılit stability řešeńı v L2 normě.
Bohužel tato silná vlastnost neńı postačuj́ıćı k zajǐstěńı konvergence ke slabému řešeńı, nebot’

připoušt́ı oscilace řešeńı v bĺızkosti nespojitost́ı. Abychom mohli dokázat, že řešeńı źıskané po-
moćı nespojité Galerinovy metody konverguje ke slabému řešeńı, je třeba ke schématu připojit
nelineárńı limiter, který zajist́ı omezeńı totálńı variace řešeńı.

1.5.2 Nespojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u pro rovnice typu konvekce-
difuze

Uvažujme nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnici obsahuj́ıćı jak konvektivńı, tak difuzńı člen

∂u

∂t
+
∂f(u)

∂x
= ε

∂2u

∂x2
, u = u(x, t), x ∈ R, t ∈ [0, T ], ε ∈ R+, (1.87)

s počátečńı podmı́nkou
u(x, 0) = u0(x) , x ∈ R. (1.88)

Nejprve se pokuśıme provést vlastńı diskretizaci rovnice (1.87) stejně jako v předchoźım odstavci.
Rovnici (1.87) vynásob́ıme libovolnou testovaćı funkćı vh ∈ Sh a zintegrujeme přes interval Ik.∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

∂u

∂t
vhdx+

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂f(u)

∂x
vhdx =

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

ε
∂2u

∂x2
vhdx. (1.89)

Aplikaćı integrace perpartes na druhý a třet́ı integrál dostaneme∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂u

∂t
vhdx+ f(uk+ 1

2
)v−
h k+ 1

2

− f(uk− 1
2
)v+
h k− 1

2

−
∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

f(u)
dvh
dx

dx =

= ε

∂u
∂x

(xk+ 1
2
, t)v−

h k+ 1
2

− ∂u

∂x
(xk− 1

2
, t)v+

h k− 1
2

−
∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

∂u

∂x

dvh
dx

dx

 .

Problémem této diskretizace jsou hodnoty derivaćı ∂u
∂x v krajńıch bodech intervalu xk+ 1

2
a xk− 1

2
,

které neńı možné určit. Řešeńı tohoto problému je zavedeńı nové rovnice pro neznámé derivace
pomoćı vztahu

θ =
∂u

∂x
. (1.90)

Pomoćı rovnice (1.90) lze nyńı rovnici (1.87) přepsat do tvaru dvou parciálńıch diferenciálńıch
rovnic prvńıho řádu

∂u

∂t
+
∂f(u)

∂x
= ε

∂θ

∂x
, (1.91)

θ =
∂u

∂x
(1.92)
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metoda K Hv
Bassi Rebay (BR1) [7] {u} {θ}

LDG [17] {u} − β[u] {θ}+ β[θ]− αj([u])

IP [21] {u}
{
∂u
∂x

}
− αj([u])

Bassi a kol. (BR2) [8] {u}
{
∂u
∂x

}
− αr([u])

Tab. 1.1: Volba tok̊u K a Hv na hranici kontrolńıho elementu podle jednotlivých autor̊u.

Obě rovnice přenásob́ıme stejnou testovaćı funkćı vh ∈ Sh a zintegrujeme přes interval Ik∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂u

∂t
vhdx+

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂f(u)

∂x
vhdx =

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

ε
∂θ

∂x
vhdx, (1.93)

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

θvhdx =

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂u

∂x
vhdx. (1.94)

Diskretizace prvńıch dvou člen̊u v rovnici (1.93) se provede stejně jako v předchoźım odstavci.
Pomoćı integrace per partes lze integrály na pravých stranách rovnic (1.93) a (1.94) přepsat jako∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

∂θ

∂x
vhdx = θk+ 1

2
v−
h k+ 1

2

− θk− 1
2
v+
h k− 1

2

−
∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

θ
dvh
dx

dx (1.95)

∫ x
k+ 1

2

x
k− 1

2

∂u

∂x
vhdx = uk+ 1

2
v−
h k+ 1

2

− uk− 1
2
v+
h k− 1

2

−
∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

u
dvh
dx

dx, (1.96)

kde θk+ 1
2

je hodnota neznámé θ v bodě xk+ 1
2

apod.

Pro výpočet hodnot θ a u na hranićıch interval̊u nyńı použijeme vhodně definované numerické
toky

θ∗ = Hv(θ+
∗ , θ

−
∗ ), (1.97)

u∗ = K(u+
∗ , u

−
∗ ), (1.98)

kde ∗ = k + 1
2 , k −

1
2 . Zaved’me dále operátory skoku [ ] a pr̊uměru { } definované pro skalárńı

veličinu y jako

[y] = y+ − y−,

{y} =
1

2
(y+ + y−)

a také pomocné operátory αj(φ), αr(φ) definované jako

αj(φ) = µφ, µ = ηk|Ik|−1,

αr(φ) = −ηk{rk(φ)},
∫ x

k+ 1
2

x
k− 1

2

rk(φ)vhdx = [φvh]
k+ 1

2

k− 1
2

,

kde ηk je dostatečně velké kladné č́ıslo definované uživatelem a rk(φ) je tzv. operátor posuvu.
Vı́ce detail̊u k jednotlivým schémat̊um lze nalézt v práci [5] a v kapitole zabývaj́ıćı se prostorovou
diskretizaćı Navierových-Stokesových rovnic.
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1.5.3 Numerická simulace skalárńı transportńı rovnice

V tomto odstavci se budeme zabývat konvergenćı a řádem přesnosti nespojité Galerkinovy metody
pro př́ıpad skalárńı lineárńı PDR. Źıskané numerické výsledky poté budou porovnány s metodou
konečných objemů.

Uvažujme skalárńı lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnici

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0, u = u(x, t), x ∈ R, t ∈ [0, T ], a ∈ R, (1.99)

s počátečńı podmı́nkou
u(x, 0) = u0(x), u0 ∈ C(R;R). (1.100)

Nejprve pomoćı metody charakteristik nalezneme formálńı řešeńı rovnice (1.99). Předpokládejme,
že proměnná x je funkćı nezávisle proměnné t. Budeme vyšetřovat řešeńı rovnice (1.99) na křivce
x = x(t), tedy u = u(x(t), t) = û(t). Derivováńım funkce û(t) podle t dostaneme

dû

dt
=
∂û

∂t
+
∂û

∂x

dx

dt
, (1.101)

Srovnáme-li vztah (1.101) s rovnićı (1.99) vid́ıme, že pokud je x = x(t) řešeńım diferenciálńı
rovnice dx

dt = a, potom plat́ı dû
dt = 0 a formálńı řešeńı lze naj́ıt řešeńım následuj́ıćı soustavy

obyčejných diferenciálńıch rovnic.

dx

dt
= a, x(0) = y, (1.102)

dû

dt
= 0, û(0) = u0(y). (1.103)

Integraćı rovnice (1.102) a s využit́ım okrajové podmı́nky dostaneme y = x − at. Podobně
vyřešeńım druhé rovnice vyjde û = u0(y). Dosazeńım vztahu pro y dostaneme konečné formálńı
řešeńı rovnice (1.99) ve tvaru

u(x, t) = u0(x− at). (1.104)

Pro numerickou simulaci uvažujme výpočtovou oblast Ω = [0, 1]× [0, T ], kde voĺıme T = 1, s peri-
odickými okrajovými podmı́nkami. Rychlost š́ı̌reńı vlny voĺıme a = 1. Jako počátečńı podmı́nku

voĺıme funkci u0(x) = e−
(x−0.5)2

10−2 , viz obr. 1.4. Chybu aproximace budeme měřit pomoćı normy

‖uh − u‖ = max
x
|uh(x, T )− u(x, T )|, (1.105)

kde uh je aproximativńı řešeńı spočtené pomoćı nespojité galerkinovy metody pro prostorový krok
h, u je formálńı řešeńı źıskané ze vztahu (1.104). Výpočty byly prováděny pro prostorový krok
h = 1

16 ,
1
32 ,

1
64 ,

1
128 a pro polynomy řádu m = 0, 1, 2, 3, 4. Obr. (1.5) znázorňuje chybu v závislosti

na velikosti prostorového kroku h pro jednotlivé řády polynomiálńı aproximace. Dále se zabývejme
numerickým odhadem prostorového řádu přesnosti nespojité galerkinovy metody pomoćı metody
polovičńıho kroku. Předpokládejme, že chyba metody je pro malá h dána vztahem

‖uh − u‖ = ‖eh‖ = Chq,

kde C je konstanta nezávislá na h. Provedeme-li numerický výpočet s polovičńım krokem, dosta-
neme

‖eh/2‖ = C(h/2)q.
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Obr. 1.4: Počátečńı podmı́nka.
Obr. 1.5: Velikost numerické chyby ‖uh−u‖ ne-
spojité galerkinovy metody konečných prvk̊u
q-tého řádu v závislosti na velikosti prosto-
rového kroku h.

p 0 1 2 3 4

q 0.4381 2.5944 3.0045 3.964 4.7634

Tab. 1.2: Numerický odhad skutečného řádu prostorové přesnosti pro nespojitou Galerkinovu
metodu p-tého řádu.

Nyńı vezmeme pod́ıl obou chyb

‖eh‖
‖eh/2‖

=
Chq

C(h/2)q
= 2q.

Zlogaritmováńım tohoto vztahu nakonec dostaneme

q = log

(
‖eh‖
‖eh/2‖

)
/ log(2).

Tab. 1.4 ukazuje numericky spočtený prostorový řád přesnosti pro h = 1
64 . Pro porovnáńı pro-

vedeme stejné výpočty pro metodu konečných objemů. Budeme srovnávat standardńı metodu
konečných objemů s laxovým tokem a metodu konečných objemů s lineárńı rekonstrukćı a min-
mod limiterem. Voĺıme h = 1

128 ,
1

256 ,
1

512 ,
1

1024 ,
1

2048 . Obr. (1.5) opět znázorňuje chybu v závislosti
na velikosti prostorového kroku h. Numerický odhad prostorového řádu přesnosti je uveden v tab.
1.3.

1.5.4 Numerická simulace skalárńı transportńı rovnice s viskozitou

V tomto odstavci budeme numericky zkoumat konvergenci a řád přesnosti nespojité Galerkinovy
metody pro př́ıpad rovnice typu konvekce-difuze.

p upwind minmod

q 0.9505 1.3116

Tab. 1.3: Numerický odhad skutečného řádu prostorové přesnosti pro metodu konečných objemů
a metodu konečných objemů s minmod limiterem.
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Obr. 1.6: Velikost numerické chyby ‖uh − u‖ metody konečných objemů v závislosti na velikosti
prostorového kroku h.

Uvažujme skalárńı lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnici

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= ε

∂2u

∂x2
, u = u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], a ∈ R, ε ∈ R+, (1.106)

s periodickou okrajovou podmı́nkou na hranici

u(0, t) = u(1, t) (1.107)

a s počátečńı podmı́nkou
u(x, 0) = u0(x), u0 ∈ C([0, 1];R). (1.108)

Zabývejme se nyńı hledáńım formálńıho řečeńı úlohy (1.106)-(1.108). Vzhledem k povaze rovnice
(1.106), provedeme nejprve transformaci souřadnicového systému xy do nového souřadnicového
systému ξy, pohybuj́ıćıho se v̊uči ose x konstantńı rychlost́ı a, neboli

ξ = x− at, u(x, t) = û(ξ, t) = û(x− at, t).

Pro parciálńı derivace funkce û(ξ, t) podle času t a prostorové proměnné x dostaneme

∂u

∂t
=
∂û

∂t
=
∂û

∂t
+
∂û

∂ξ

∂ξ

t
=
∂û

∂t
− a∂û

∂ξ
,

∂u

∂x
=
∂û

∂x
=
∂û

∂ξ

∂ξ

x
=
∂û

∂ξ
,

∂2u

∂x2
=
∂2û

∂x2
=

∂

∂x

(
∂û

∂ξ

∂ξ

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂û

∂ξ

)
=
∂2û

∂ξ2
,

Dosazeńım do rovnice (1.106) a po úpravě dostaneme

∂û

∂t
= ε

∂2û

∂ξ2
, (1.109)

což odpov́ıdá rovnici vedeńı tepla pro neznámou funkci û(ξ, t), ξ ∈ [0, 1] s periodickou okrajovou
podmı́nkou na stěnách

û(0, t) = û(1, t) (1.110)
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p 0 1 2 3

q 0.4584 2.5047 2.8679 3.8903

Tab. 1.4: Numerický odhad skutečného řádu prostorové přesnosti pro nespojitou Galerkinovu
metodu p-tého řádu.

a s počátečńı podmı́nkou
û(ξ, 0) = u(x, 0) = u0(x). (1.111)

S použit́ım Fourierovy řady je možné vyjádřit řešeńı úlohy (1.109)-(1.111) jako

û(ξ, t) = A0 +
∞∑
j=1

(Aj cos(πjξ) +Bj sin(πjξ)) exp
(
−ε(πj)2t

)
, (1.112)

kde koeficienty Fourierovy řady jsou dány následuj́ıćımi výrazy

A0 =
1

2

∫ 1

0
u0(x) dx, Aj =

∫ 1

0
u0(x) cos(πjξ) dx, Bj =

∫ 1

0
u0(x) sin(πjξ) dx. (1.113)

Pro numerickou simulaci uvažujme výpočtovou oblast Ω = [0, 1] × [0, T ], kde voĺıme T = 1,
s periodickými okrajovými podmı́nkami. Rychlost š́ı̌reńı vlny voĺıme a = 1 a koeficient visko-

zity ε = 0.001. Jako počátečńı podmı́nku voĺıme funkci u0(x) = e−
(x−0.5)2

10−4 , viz obr 1.7. Chybu
aproximace budeme měřit pomoćı normy

‖uh − u‖ = max
x
|uh(x, T )− u(x, T )|, (1.114)

kde uh je aproximativńı řešeńı spočtené pomoćı nespojité galerkinovy metody pro prostorový
krok h, u je formálńı řešeńı. Výpočty byly prováděny pro prostorový krok h = 1

16 ,
1
32 ,

1
64 a pro

polynomy řádu m = 0, 1, 2, 3. Obr. 1.8 znázorňuje chybu v závislosti na velikosti prostorového
kroku h pro jednotlivé řády polynomiálńı aproximace a tab. 1.4 ukazuje numericky spočtený
prostorový řád přesnosti pro h = 1

32 .

Obr. 1.7: Počátečńı podmı́nka.
Obr. 1.8: Velikost numerické chyby ‖uh − u‖
nespojité galerkinovy metody q-tého řádu v
závislosti na velikosti prostorového kroku h.
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Kapitola 2

Diskretizace systému Eulerových
rovnic pomoćı nespojité Galerkinovy
metody konečných prvk̊u

Tato kapitola se zabývá prostorovou a časovou diskretizaćı nelineárńıho systému Eulerových rov-
nic. Pro prostorovou diskretizaci je použita nespojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u, po-
moćı ńıž se nelineárńı systém parciálńıch diferenciálńıch rovnic (PDR) převede na nelineárńı sou-
stavu obyčejných diferenciálńıch rovnic (ODR). Smyslem této kapitoly je naj́ıt efektivńı časovou
integraci této soustavy ODR. Jsou zde popsány výhody a nevýhody explicitńı a implicitńı časové
diskretizace a dále je zde zavedena metoda lokálńıho času. Jednotlivé zp̊usoby časové diskretizace
jsou pak mezi sebou vzájemně porovnány na vybraných testovaćıch př́ıkladech.

2.1 Prostorová diskretizace

Uvažujme nelineárńı systém Eulerových rovnic, [23, 24, 56] popisuj́ıćıch prouděńı stlačitelné ne-
vazké tekutiny ve 2D, zapsaný v kompaktńı vektorové formě jako

∂w

∂t
+

2∑
s=1

∂f s(w)

∂xs
= 0, s = 1, 2, t ∈ [0, T ], x = [x1, x2] ∈ Ω ⊂ R2, (2.1)

kde

w =


ρ
ρu1

ρu2

E

 , f1(w) =


ρu1

ρu2
1 + p

ρu1u2

(E + p)u1

 , f2(w) =


ρu2

ρu1u2

ρu2
2 + p

(E + p)u2

 , (2.2)

jsou po řadě vektor konzervativńıch proměnných, nevazké toky ve směrech souřadnicových os x1

a x2. Použ́ıváme zde obvyklé značeńı veličin popisuj́ıćıch proudové pole, tj. ρ je hustota tekutiny,
u1, u2 jsou kartézské složky vektoru rychlosti ve směrech souřadnicových os x1 a x2, p je tlak a
E je celková energie systému vztažená na jednotku objemu. Nelineárńı systém Eulerových rovnic
je uzavřen konstitutivńım vztahem pro tlak, který v př́ıpadě ideálńıho plynu lze psát ve tvaru

p = (κ− 1)

[
E − 1

2
ρ
(
u2

1 + u2
2

)]
,
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kde κ = 1.4 je Poissonova adiabatická konstanta.

Před vlastńı numerickou diskretizaćı je nejdř́ıve nutné výpočtovou oblast Ω ⊂ R2 pokrýt
výpočetńı śıt́ı. Předpokládejme, že výpočtovou oblast lze pokrýt konečným počtem kontrolńıch
element̊u ve tvaru polygon̊u Ωk, k = 1, 2,K tak, že plat́ı Ωi∩Ωj = ∅, i 6= j a zároveň

⋃
k Ωk = Ω.

Dále předpokládejme, že se jedná o tzv. konformńı výpočetńı śıt’. To znamená, že označ́ıme-
li symbolem Γ množinu všech hran polygon̊u, pak pro každé dvě hrany Γi ∈ Γ, Γj ∈ Γ plat́ı
bud’ Γi ≡ Γj nebo Γi ∩ Γj = ∅, viz obr. 2.1. Pro jednodušš́ı a přehledněǰśı formulaci nespojité
Galerkinovy metody konečných prvk̊u budeme všechny polygony uvažovat ve tvaru trojúhelńık̊u.
Tento typ śıt́ı je ve výpočtové praxi nejčastěǰśı. Necht’ tedy Th = {Ωk : Ωk ∈ Ω ⊂ R2, k =
1, . . . ,K} znač́ı triangulaci výpočtové oblasti Ω ∈ R2, dále symboly Γint ∈ Γ, Γb ∈ Γ znač́ı
množinu všech vnitřńıch, resp. množinu všech hraničńıch stran polygon̊u. Aproximativńı řešeńı

Obr. 2.1: Př́ıklad konformńı výpočetńı śıtě (vlevo) a nekonformńı výpočetńı śıtě (vpravo)

úlohy (2.1) budeme hledat na prostoru funkćı Sh = Sh × Sh × Sh × Sh ≡ S4
h, kde

Sh = {v(x) ∈ L2(Ω) : v(x) ∈ Pq(Ωk) pro x ∈ Ωk, v(x) = 0 pro x /∈ Ωk,∀Ωk ∈ Th}.

Prostor Sh je tedy podprostor funkćı z prostoru L2(Ω) takových, že když funkce v(x) ∈ Sh, pak
existuje kontrolńı element Ωk na kterém je funkce v(x) polynomem řádu nejvýše q a na oblasti
Ω \ Ωk je identicky rovna nule.

Nyńı můžeme přistoupit k vlastńı diskretizaci rovnice (2.1) pomoćı nespojité Galerkinovy
metody. Rovnici (2.1) skalárně přenásob́ıme testovaćı funkćı v(x) ∈ Sh a zintegrujeme přes
kontrolńı element Ωk ∫

Ωk

∂w

∂t
· v dΩ +

∫
Ωk

2∑
s=1

∂f s(w)

∂xs
· v dΩ = 0.

Aplikaćı metody per partes na druhý integrál dostaneme integrálńı identitu∫
Ωk

∂w

∂t
· v dΩ−

∫
Ωk

2∑
s=1

f s(w) · ∂v
∂xs

dΩ +

∮
∂Ωk

2∑
s=1

f s(w)ns · v dl = 0, (2.3)

kde ns, s = 1, 2 je složka jednotkového vektoru vněǰśı normály n = [n1, n2]T k hranici kont-
rolńıho elementu Ωk. Kĺıčovou část́ı nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u je náhrada
křivkového integrálu pomoćı numerického toku stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě metody konečných
objemů

2∑
s=1

f s(w)ns ≈ F(w+,w−,n),

kde F(w+,w−,n) je numerický tok hranićı ∂Ωk a hodnoty w+ and w− označuj́ı limity vektoru
konzervativńıch proměnných w z vněǰsku a vnitřku hrany kontrolńıho elementu Ωk. Dı́ky apro-
ximaci pomoćı nespojitých funkćı obecně plat́ı w+ 6= w−. Dosazeńım vektoru numerického toku
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F do rovnice (2.3) a sečteńım přes všechny kontrolńı elementy Ωk, k = 1, 2, . . . ,K, dostaneme

∂

∂t

K∑
k=1

∫
Ωk

w · v dΩ −
K∑
k=1

∫
Ωk

2∑
s=1

f s(w) · ∂v
∂xs

dΩ +

+
∑

Γ∈Γint

∫
Γ
F(w+,w−,n) · [v] dl +

∑
Γ∈Γb

∫
Γ
Fb(w−,n) · v dl = 0, (2.4)

kde [v] = v+ − v− označuje nespojitost v testovaćı funkci na hraně Γint ∈ Γ, Fb je numerický
tok definovaný na hranici Γ ∈ Γb.

Zavedeńım následuj́ıćıch forem

(w,v) =

K∑
k=1

∫
Ωk

w · v dΩ,

b(w,v) = −
K∑
k=1

∫
Ωk

2∑
s=1

f s(w) · ∂v
∂xs

dΩ

+
∑

Γ∈Γint

∫
Γ
F(w+,w−,n) · [v] dl +

∑
Γ∈Γb

∫
Γ
Fb(w−,n) · v dl,

můžeme definovat aproximativńı řešeńı úlohy (2.1) jako funkci w ∈ C1([0, T ];Sh) splňuj́ıćı in-
tegrálńı identitu (

∂w

∂t
,v

)
+ b(w,v) = 0 (2.5)

pro všechny testovaćı funkce v ∈ Sh, pro všechny časy t ∈ [0, T ] a splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku
w(x, 0) = w0(x).

Pro vlastńı numerickou realizaci rovnice (2.5) je nutné zvolit bázové funkce prostoru polynomů
Pq(Ωk) definovaného na kontrolńım elementu Ωk. Vhodnou volbou bázových funkćı můžeme
doćılit podstatného zjednodušeńı výsledných rovnic. Jednotlivými vhodnými systémy bázových
funkćı se budeme zabývat v následuj́ıćı kapitole.

Necht’ ϕik, i = 1, 2, . . . ,M je množina bázových funkćı prostoru polynomů Pq(Ωk) na kon-
trolńım elementu Ωk. Protože uvažujeme w ∈ Sh, můžeme m-tou složku wmk , m = 1, 2, 3, 4
vektorové funkce w na kontrolńım elementu Ωk uvažovat jako lineárńı kombinaci bázových funkćı

wmk (x, t) =
M∑
i=1

wmk,i(t)ϕ
i
k(x). (2.6)

Testovaćı funkci v zvoĺıme následuj́ıćım zp̊usobem. Na elementu Ωk bude p -tá složka vpk,j testovaćı
funkce v rovna

vpk,j =

{
ϕjk p = m
0 p 6= m

. (2.7)

Mimo element Ωk bude testovaćı funkce identicky rovná nule. Dosazeńım vztah̊u (2.6) a (2.7) do
integrálńı identity (2.4), popř. (2.3) dostaneme∫

Ωk

M∑
i=1

∂wmk,i
∂t

ϕikϕ
j
k dΩ−

∫
Ωk

2∑
s=1

fms (w)
∂ϕjk
∂xs

dΩ +

∮
∂Ωk

Fm(w+,w−,n)ϕjk dl = 0, (2.8)
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nint wr b1,r b2,r b3,r
1 1 1/3 1/3 1/3

3 1/3 1/2 1/2 0
1/3 1/2 0 1/2
1/3 0 1/2 1/2

7 0.225 1/3 1/3 1/3
w1 α1 β1 β1

w1 β1 α1 β1

w1 β1 β1 α1

w2 α2 β2 β2

w2 β2 α2 β2

w2 β2 β2 α2

Tab. 2.1: Baricentrické souřadnice vybraných Gaussových integračńıch vzorc̊u na trojúhelńıku
s n integračńımi body. (w1 = 0.1323941527, w2 = 0.1259391805, α1 = 0.0597158717, β1 =
0.4701420641, α2 = 0.7974269853, β2 = 0.1012865073)

kde m = 1, 2, 3, 4, i, j = 1, 2, . . . ,M , k = 1, 2, . . . ,K, fms je m-tá složka vektoru nevazkého toku
f s ve směru souřadnicové osy xs a Fm je m-tá složka vektoru numerického toku F . Po aproxi-
maci vektoru řešeńı w o 4 složkách pomoćı bázových funkćı ϕik na kontrolńım elementu Ωk tedy
dostáváme celkem 4×M ×K rovnic.

Pro vyč́ısleńı jednotlivých integrál̊u v rovnici (2.8) použijeme vhodné Gaussovy integračńı
vzorce. Objemové integrály aproximujeme výrazem∫

Ωk

f(x)dΩ ≈ |Ωk|
nint∑
r=1

wrf(xr), (2.9)

kde nint je počet integračńıch bod̊u, |Ωk| je obsah kontrolńıho elementu Ωk, xr jsou souřadnice
integračńıho bodu a wr jsou př́ıslušné váhy. V př́ıpadě trojúhelńıkových kontrolńıch element̊u je
výhodné využ́ıt barycentrické souřadnice

xr =
3∑
j=1

bj,rx
4
j , (2.10)

kde x4j jsou souřadnice vrchol̊u trojúhelńıkového elementu Ωk a bj,r jsou př́ıslušné baricentrické
souřadnice. V tab. 2.1 jsou uvedeny baricentrické souřadnice integračńıch bod̊u pro vybrané
Gaussovy integračńı vzorce. Před vlastńım vyč́ısleńım křivkového integrálu v rovnici (2.8) ho
nejdř́ıve, vzhledem k uvažovanému trojúhelńıkovému tvaru kontrolńıho elementu Ωk, přeṕı̌seme
jako ∮

∂Ωk

Fm(w+,w−,n)ϕjk dl =

3∑
q=1

∫
∂Γk,q

Fm(w+,w−,n)ϕjk dl, (2.11)

kde Γk,q je q-tá strana trojúhelńıkového kontrolńıho objemu Ωk. Jednotlivé integrály nyńı apro-
ximujeme opět pomoćı vhodných Gaussových integračńıch vzorc̊u [2]∫

Γ
f(x)dl ≈ |Γ|

2

nint∑
r=1

wrf(xr), (2.12)
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kde |Γ| je velikost strany Γ, wr je váha r-tého integračńıho bodu a xr je souřadnice r-tého
integračńıho bodu vypočtená podle vztahu

xr =

(
1 + ξr

2

)
x41 +

(
1− ξr

2

)
x42 , (2.13)

kde ξr ∈ [−1, 1] a x41 , x42 jsou souřadnice vrchol̊u trojúhelńıkového elementu Ωk ohraničuj́ıćı
stranu Γ.

Hodnoty w, w+ a w− potřebné pro výpočet integrál̊u v rovnićıch (2.8) vypočteme použit́ım
vztahu (2.6), kde výpočet w, w− provád́ıme z hodnot wmk,i na kontrolńım elementu Ωk a výpočet

w+ pak z hodnot wmkq ,i kontrolńıho elementu Ωkq , který soused́ı s kontrolńım elementem Ωk

přes stranu Γk,q. Zavedeńım vektoru W k = [w1
k,1, w

1
k,2, . . . , w

1
k,M , w

2
k,1, w

2
k,2, . . . w

2
k,M , . . . , w

4
k,M ]T

a s využit́ım Gaussových integračńıch vzorc̊u lze rovnici (2.8) na kontrolńım elementu Ωk přepsat
do vektorového tvaru

Mk
dW k

dt
= Rk(W k,W k,q), k = 1, 2, . . .K, (2.14)

kde

Mk = [mi,j ], mi,j =

∫
Ωk

ϕikϕ
j
k dΩ, (2.15)

je tzv. matice hmotnosti, Rk je vektor rezidua obsahuj́ıćı křivkové a objemové integrály a W k,q

jsou vektory neznámých na kontrolńıch elementech Ωkq soused́ıćıch s kontrolńım elementem Ωk.
Přenásobeńım rovnice (2.14) inverzńı matićı k matici Mk zleva a vytvořeńım globálńıho vektoru
neznámých W = [W 1,W 2, . . .WK ]T , můžeme rovnici (2.14) přepsat do konečného tvaru

dW

dt
= R(W ). (2.16)

Rovnice (2.16) představuje soustavu 4×M×K obyčejných diferenciálńıch rovnic, kterou můžeme
řešit př́ıslušnými metodami vhodnými pro obyčejné diferenciálńı rovnice.

2.2 Volba bázových funkćı na trojúhelńıkovém elementu

Vhodnou volbou bázových funkćı prostoru polynomů Pq na kontrolńım elementu Ωk lze doćılit
podstatného zjednodušeńı formulace nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u. V této práci
se budeme zabývat třemi r̊uznými systémy bázových funkćı. Pro lepš́ı přehlednost zavedeme v této
sekci jiné značeńı pro kartézské souřadnice x = [x, y].

2.2.1 Taylorova báze

Taylorova báze vycháźı z myšlenky Taylorova rozvoje funkce ve středu kontrolńıho elementu
Ωk. Jedná se o jeden z nejjednodušš́ıch systémů bázových funkćı. Označ́ıme-li souřadnice středu
kontrolńıho elementu xs = [xs, ys] pak můžeme jednotlivé bázové funkce psát ve tvaru

ϕik = (x− xs)m(y − ys)n, m, n ≥ 0. (2.17)

Prostoru polynomů stupně q odpov́ıdaj́ı všechny bázové funkce, pro které je m+ n ≤ q. Př́ıklad
bázových funkćı pro prostory polynomů do stupně q = 2 jsou uvedeny v tab. 2.2. Velkou výhodou
Taylorovy báze je jej́ı jednoduchost. Na druhou stranu se volbou této báze nedá dosáhnout
žádného zjednodušeńı výraz̊u v integrálńı identitě (2.8).
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i q ϕik
1 0 1
2 1 x− xs
3 y − ys
4 2 (x− xs)2

5 (x− xs)(y − ys)
6 (y − ys)2

Tab. 2.2: Taylorova báze pro prostory polynomů nultého, prvńıho a druhého stupně.

2.2.2 Lagrangeova báze

Lagrangeova báze vycháźı z Lagrangeových polynomů definovaných na kontrolńım elementu Ωk

následovně
ϕik = δji (xj), (2.18)

kde xj jsou Lagrangeovské body definované na trojúhelńıku podle obr. (2.2). Pro polynom

Obr. 2.2: Lagrangeovské body pro polynomy prvńıho, druhého a třet́ıho stupně

druhého stupně např́ıklad dostáváme

ϕik(x, y) = a1i + a2ix+ a3iy + a4ix
2 + a5ixy + a6iy

2, i = 1, 2, ...6 (2.19)

Koeficienty a1i, . . . , a6i můžeme źıskat řešeńım maticové rovnice pro neznámé a11, . . . , a66 podle
vztahu (2.18). V př́ıpadě polynomů prvńıho stupně tento vztah vede na maticovou rovnici 1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3


︸ ︷︷ ︸

V

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , (2.20)

kde V je tzv. Vandermondova matice.

Zaměřme se nyńı na druhý integrál v integrálńı identitě (2.8). Dı́ky definici Lagrangeovských
bázových funkćı můžeme pro hodnoty funkce fms (w) psát

fms (w) = fms

(
M∑
i=1

wk,iϕ
i
k

)
≈

M∑
i=1

fms (wk,i)ϕ
i
k.
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Dosazeńım do druhého integrálu v integrálńı identitě (2.8), můžeme tento integrál upravit na∫
Ωk

2∑
s=1

fms (w)
∂ϕjk
∂xs

dΩ =

∫
Ωk

2∑
s=1

M∑
i=1

fms (wk,i)ϕ
i
k

∂ϕjk
∂xs

dΩ =

=
2∑
s=1

M∑
i=1

fms (wk,i)

∫
Ωk

ϕik
∂ϕjk
∂xs

dΩ.

Integrály

ksij =

∫
Ωk

ϕik
∂ϕjk
∂xs

dΩ,

jsou koeficienty tzv. matic tuhost́ı ve směrech souřadnicových os x (x1) a y (x2). Výhodou této
úpravy je, že tyto koeficienty je možno předpoč́ıtat před začátkem numerického výpočtu a t́ım
ušetřit výpočetńı čas.

2.2.3 Ortogonálńı bázové polynomy

Při prostorové diskretizaci nelineárńıho systému Eulerových rovnic na kontrolńım elementu Ωk

pomoćı nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u obecně dostáváme plnou matici hmot-
nosti Mk a je třeba provádět jej́ı inverzi, viz (2.14). Výhodněǰśı by bylo, pokud by matice hmot-
nosti měla diagonálńı tvar. Toho lze dosáhnout volbou bázových funkćı ve tvaru ortogonálńıch
polynomů [22, 48], neboli polynomů splňuj́ıćıch podmı́nku∫

Ωk

ϕikϕ
j
k dΩ

{
6= 0, i = j,
= 0, i 6= j.

V této práci budeme použ́ıvat systém ortogonálńıch polynomů definovaných na referenčńım
trojúhelńıku Ω(ξ, η), obr.2.3 , následuj́ıćım předpisem

Pij(ξ, η) = p0
i

(
2ξ

1− η

)
p2i+1
j (η)

(
1− η

2

)i
,

kde

pαn(x) =
1

2nn!(1− x)α
dn

dxn
(
(1− x)α(x2 − 1)n

)
,

je n-tý Jacobiho polynom. Vyděleńım ortogonálńıch polynomů ϕik jejich normou ‖ϕik‖Ω(ξ,η) dostáváme
na referenčńım trojúhelńıku systém ortonormálńıch polynomů. Tento systém budeme použ́ıvat
v daľśım odstavci zabývaj́ıćı se spektrálńım tlumeńım. V tab. 2.3 jsou uvedeny ortogonálńı bázové
polynomy až do třet́ıho stupně. Transformaci mezi souřadnicovými systémy x = [x, y] a ξ = [ξ, η]
můžeme vyjádřit vztahem

ξ − ξ1 = T (x− x1),

kde ξ1 = [−1,−1], x1 = [x1, y1] jsou souřadnice prvńıho vrcholu trojúhelńıku ve fyzikálńım a
referenčńım souřadnicovém systému. Matici T můžeme určit řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

ξ2 − ξ1 = T (x2 − x1),

ξ3 − ξ1 = T (x3 − x1),

kde ξi, xi, i = 1, 2, 3 jsou souřadnice vrchol̊u trojúhelńıku.
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Obr. 2.3: Referenčńı trojúhelńık Ω(ξ, η) pro výpočet ortogonálńıch polynomů

i q ϕik ‖ϕik‖Ω(ξ,η)

1 0 1 1
2 1 ξ 1

6
3 1

2(1 + 3η) 1
2

4 2 1
8(12ξ2 − (η − 1)2) 1

15
5 1

2ξ(3 + 5η) 1
9

6 5
2η

2 + η − 1
2

1
3

7 3 1
8ξ(20ξ2 − 3(η − 1)2) 1

4
8 − 1

16(−12ξ2 + (η − 1)2)(5 + 7η) 1
12

9 1
4ξ(1 + 18η + 21η2) 1

20
10 1

8(−3− 15η + 15η2 + 35η3) 1
28

Tab. 2.3: Ortogonálńı bázové polynomy na trojúhelńıkovém kontrolńım elementu Ωk nultého,
prvńıho, druhého a třet́ıho stupně.

2.3 Volba bázových funkćı na čtyřúhelńıkovém elementu

V př́ıpadě čtyřúhelńıkového kontrolńıho elementu Ωk můžeme zvolit všechny druhy bázových
funkćı uvedených v předchoźım odstavci pro př́ıpad trojúhelńıkového kontrolńıho elementu. Při
volbě Taylorovy báze lze bázové funkce definovat stejně jako v př́ıpadě trojúhelńıkového elementu.
Lagrangeovu bázi lze sestavit podobně jako u trojúhelńıkového elementu, pouze se změńı počet
vrchol̊u. Pro úplnost si zde v tab. 2.4 ještě uved’me ortogonálńı bázi definovanou na referenčńım
čtyřúhelńıkovém elementu, viz obr. 2.4. Transformaci souřadnicových systémů mezi referenčńım

Obr. 2.4: Referenčńı čtverec Ω(ξ, η) pro výpočet ortogonálńıch polynomů
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a fyzikálńım kontrolńım elementem vyjádř́ıme vztahem Ω(ξ, η)

ξ = a1 + a2x+ a3y + a4xy, η = b1 + b2x+ b3y + b4xy, (2.21)

kde koeficienty ai, bi źıskáme řešeńım maticových rovnic
1 x1 y1 x1y1

1 x2 y2 x2y2

1 x3 y3 x3y3

1 x4 y4 x4y4



a1

a2

a3

a4

 =


0
1
1
0

 ,


1 x1 y1 x1y1

1 x2 y2 x2y2

1 x3 y3 x3y3

1 x4 y4 x4y4



b1
b2
b3
b4

 =


0
0
1
1

 ,
přičemž [xi, yi] jsou souřadnice vrchol̊u čtyřúhelńıkového kontrolńıho elementu Ωk.

i q ϕik
1 0 1
2 1 1 + 2ξ + η
3 −1 + 3η
4 2 1− 2η + η2 + 6ξη − 6η + 6η2

5 1 + 5η2 + 10ξη − 6η − 2ξ
6 1− 8η + 10η2

7 3 −1 + η3 − 24ξη + 30ξ2η + 12ξη2 + 20ξ3 + 12ξ + 3η − 3η2 − 30ξ2

8 −1 + 7η3 + 42ξη2 − 15η2 − 48ξη + 9η + 42ξ2η − 6ξ2 + 6ξ
9 −1 + 21η3 + 42ξη2 − 33η2 − 24ξη + 13η + 2ξ
10 −1 + 15η − 45η2 + 35η3

Tab. 2.4: Ortogonálńı bázové polynomy na čtyřúhelńıkovém kontrolńım elementu Ω(ξ, η) nultého,
prvńıho, druhého a třet́ıho stupně.

V př́ıpadě použit́ı nelineárńı transformace (2.21), transformuj́ıćı kontrolńı element na refe-
renčńı, je nutné použ́ıt pro výpočet objemového integrálu následuj́ıćı předpis∫

Ωk

f(x)dΩ ≈
nint∑
r=1

|J(xr)|wrf(xr),

kde |J(xr)| je hodnota Jacobiánu transformace v bodě xr.

2.4 Metody časové integrace

V předchoźıch odstavćıch byla popsána prostorová diskretizace nelineárńıho systému Eulerových
rovnic pomoćı nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u. Pomoćı prostorové diskretizace
jsme systém parciálńıch diferenciálńıch rovnic převedli na systém obyčejných nelineárńıch di-
ferenciálńıch rovnic (ODR) pro neznámé koeficienty lineárńı kombinace bázových funkćı složek
vektoru konzervativńıch proměnných na každém kontrolńım elementu (2.16)

dW

dt
= R(W ).

V tomto odstavci se budeme věnovat numerické integraci tohoto systému ODR. Necht’ 0 = t0 <
t1 < t2 < ... < tN = T je diskretizace časového intervalu [0, T ] a ∆t = tn+1 − tn je časový
krok. Numerické řešeńı v n-té časové hladině označme W (tn) = W n. Výpočet je inicializovaný
počátečńı podmı́nkou W (0) = W 0.
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2.4.1 Explicitńı schémata

Explicitńı schéma je nejjednodušš́ı zp̊usob integrace systému nelineárńıch ODR (2.16). Z hodnot
W n v n-té časové hladině se př́ımo vypoč́ıtává hodnota W n+1 v n+ 1 časové hladině. Výhodou
tohoto př́ıstupu je snadné vyč́ıslováńı nelineárńıho vektoru rezidua R(W ) a snadná implemen-
tace okrajových podmı́nek. Velkou nevýhodou těchto schémat je však omezeńı maximálńı veli-
kosti časového kroku CFL podmı́nkou stability. Nejčastěji použ́ıvaným schématem tohoto typu
je tř́ıstupňová TVD Rungeova-Kuttova metoda třet́ıho řádu přesnosti (O(∆t3))

W 1 = W n + ∆tR(W n),

W 2 = 3/4W n + 1/4(W 1 + ∆tR(W 1)),

W n+1 = 1/3W n + 2/3(W 2 + ∆tR(W 2)).

CFL podmı́nka stability pro toto schéma má tvar

∆t ≤ min
k

 CFL
|λx1,k

|+|λx2,k
|

∆lk
(2q + 1)

 , (2.22)

kde CFL ∈ (0, 1) je volené nezáporné č́ıslo, λx1,k = |u1| + a, λx2,k = |u2| + a jsou maximálńı
vlastńı č́ısla ve směru souřadnicových os x1 a x2, |u1| a |u1| jsou absolutńı hodnoty rychlost́ı
ve směru souřadnicových os x1 a x2, a =

√
κp/% je rychlost zvuku, ∆lk je pr̊uměr kontrolńıho

elementu Ωk a q je stupeň polynomiálńı aproximace.

Na CFL podmı́nce stability (2.22) je vidět př́ımá závislost velikosti časového kroku ∆t na
velikosti pr̊uměru kontrolńıho elementu ∆lk. V př́ıpadě výpočtových oblast́ı Ω se složitou hranićı
obsahuj́ıćıch ostré rohy popř. v oblastech, kde v prouděńı vznikaj́ı vysoké gradienty proudových
veličin či rázové vlny, je třeba lokálně zahustit výpočetńı śıt’. Toto lokálńı zahuštěńı śıtě přes
CFL podmı́nku stability nepř́ıznivě ovlivńı velikost časového kroku ∆t na každém kontrolńım
elementu Ωk. Toto omezeńı je obvykle natolik veliké, že explicitńı schémata jsou velice neefektivńı.
V následuj́ıćım odstavci bude popsána metoda, která tento nedostatek explicitńıch schémat do
jisté mı́ry odstraňuje.

2.4.2 Metoda lokálńıho času

Metoda lokálńıho času odstraňuje globálńı závislost velikosti časového kroku na nejmenš́ım kon-
trolńım elementu a t́ım podstatně urychluje výpočet. Princip metody spoč́ıvá ve vyč́ıslováńı
nových časových hladin s časovým krokem ∆tk, který je r̊uzný pro každý kontrolńı element Ωk.
Lokálńı časový krok se na elementu Ωk vypočte z lokálńı CFL podmı́nky stability

∆tk ≤
CFL

|λx1,k
|+|λx2,k

|
∆lk

(2q + 1)
. (2.23)

Vzhledem k tomu, že na každém kontrolńım elementu Ωk jsou hodnoty řešeńı poč́ıtány v jiných
časových hladinách, je třeba schéma doplnit o ř́ıdićı algoritmus kombinovaný s interpolačńı me-
todou. Tento algoritmus muśı zajǐst’ovat, aby před výpočtem vektoru řešeńı wn+1

k v n+ 1 časové
hladině byly známy hodnoty řešeńı v n-té časové hladině na sousedńıch kontrolńıch elementech.

Necht’ Ωk1 , Ωk2 , Ωk3 jsou kontrolńı elementy soused́ıćı s kontrolńım elementem Ωk. Dále necht’

wn1
k1

, wn2
k2

, wn3
k3

jsou hodnoty vektor̊u konzervativńıch proměnných na kontrolńıch elementech
Ωk1 , Ωk2 , Ωk3 v časových hladinách tn1 , tn2 , tn3 . Předpokládejme, že výpočet prob́ıhal tak, že je
splněna podmı́nka

tn ≤ tnq ∧ tn ≥ tnq−1 , q = 1, 2, 3. (2.24)
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Potom můžeme pomoćı vhodné interpolačńı metody vypoč́ıtat hodnoty řešeńı wn
kq

na sousedńıch
kontrolńıch elementech Ωkq v n-té časové hladině

wn
kq ≡ wkq(tn) = f(w

nq
kq
,w

nq−1
kq

,w
nq−2
kq

), q = 1, 2, 3.

Pro zachováńı řádu přesnosti metody voĺıme interpolaci pomoćı Lagrangeových polynomů

wn
kq =

3∑
j=1

ψq,jw
nq−j+1
kq

= ψq,1w
nq
kq

+ ψq,2w
nq−1
kq

+ ψq,3w
nq−2
kq

, q = 1, 2, 3,

kde ψq,j , j = 1, 2, 3 jsou Lagrangeovy polynomy definované jako

ψq,j =

3∏
l = 1
l 6= j

(tn − tnq−l+1)

(tnq−j+1 − tnq−l+1)
.

Např́ıklad pro j = 1 dostáváme Lagrange̊uv polynom

ψq,1 =
(tn − tnq−1)

(tnq − tnq−1)

(tn − tnq−2)

(tnq − tnq−2)
=

{
1, tn = tnq ,
0, tn = tnq−1, tnq−2.

Abychom doćılili splněńı podmı́nky (2.24), je třeba provádět výpočet nové časové hladiny na
kontrolńım elementu Ωk pouze pokud

tn ≤ tnq q = 1, 2, 3. (2.25)

Algoritmus splňuj́ıćı tuto podmı́nku je schematicky uveden na obr. 2.5

Obr. 2.5: Grafické znázorněńı algoritmu pro 1D př́ıpad, podle kterého jsou prováděny výpočty
nových časových hladin. Výpočet nové časové hladiny na kontrolńım elementu Ωk se provede
pokud je hodnota aktuálńı časové hladiny tn menš́ı, než hodnoty aktuálńıch časových hladin tnq
na sousedńıch kontrolńıch elementech Ωkq
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Efektivita metody lokálńıho času

Metoda lokálńıho času vylepšuje výpočetńı efektivitu klasických explicitńıch schémat. V tomto
odstavci se budeme snažit odvodit přibližný odhad pro akceleračńı koeficient ak, který vyjadřuje
poměr CPU času potřebného k výpočtu pomoćı standardńı explicitńı metody (CPUw/o) ku CPU
času potřebného k výpočtu pomoćı metody lokálńıho času (CPUw/), čili

ak =
CPUw/o

CPUw/
. (2.26)

Nejdř́ıve začněme s odhadem CPU výpočetńıho času u klasické explicitńı metody. Uvažujme fik-
tivńı výpočetńı úlohu. Předpokládejme, že výpočet nových časových hladin je prováděn s přibližně
konstantńım časovým krokem ∆t, který je d́ıky globálńı podmı́nce stability (2.22) úměrný

√
|Ωmin|

(odhad ∆lmin), kde Ωmin = mink {Ωk} je kontrolńı element s minimálńı plochou. CPU čas pro
dosažeńı požadovaného času výpočtu T lze tedy odhadnout vztahem

CPUw/o ∼
T

∆t
K ∼ T√

|Ωmin|
K, (2.27)

kde K je počet kontrolńıch element̊u.

Nyńı provedeme obdobný odhad pro metodu lokálńıho času. Předpokládejme, že výpočet
nových časových hladin je prováděn s přibližně konstantńımi časovými kroky ∆tk, které jsou
však na každém kontrolńım objemu Ωk r̊uzné, a podle lokálńı podmı́nky stability (2.23) jsou
úměrné

√
|Ωk| (odhad ∆lk). V tomto př́ıpadě lze CPU čas potřebný k dosažeńı času T odhad-

nout vztahem

CPUw/ ∼
K∑
k=1

T

∆tk
∼

K∑
k=1

T√
|Ωk|

≈ T√
|Ωmed|

K, (2.28)

kde |Ωmed| je medián plochy všech kontrolńıch element̊u Ωk, k = 1, 2, . . . ,K.

Dosazeńım vztah̊u (2.27) a (2.28) do rovnice (2.26), dostaneme pro akceleračńı koeficient odhad

ak =

√
|Ωmed|
|Ωmin|

. (2.29)

Ze vztahu je patrné, že v př́ıpadě homogenńı śıtě, kdy |Ωmed| ≈ |Ωmin| je zhruba ak ≈ 1 a výpočet
pomoćı metody lokálńıho času bude trvat skoro stejný čas jako výpočet pomoćı klasické explicitńı
metody. Na druhou stranu v př́ıpadě nerovnoměrné śıtě, nebo v př́ıpadě lokálńıho zahuštěńı roste
velmi rychle pod́ıl |Ωmed|/|Ωmin| a výpočet pomoćı metody lokálńıho času bude prob́ıhat výrazně
rychleji. Tento výrazný rozd́ıl je zp̊usoben t́ım, že metoda lokálńıho času neńı citlivá na změnu
|Ωmin| ale na |Ωmed|. Porovnáńı odhadu akceleračńıho koeficientu s numerickými simulacemi je
uvedeno v odstavci 2.8 s numerickými výsledky.

2.4.3 Implicitńı schémata

Daľśı možnost́ı, jak se vyhnout podmı́nce stability je použit́ı implicitńıch schémat. Všechna
schémata uváděná v tomto odstavci jsou bezpodmı́něně stabilńı a je tedy možné volit libovolně
veliký časový krok. Velkou nevýhodou implicitńıch schémat je, že v každé časové hladině muśıme
řešit soustavu mnoha nelineárńıch algebraických rovnic. Z tohoto d̊uvodu se rovnice často linea-
rizuj́ı a řeš́ı se odpov́ıdaj́ıćı soustava lineárńıch algebraických rovnic.
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Uvažujme soustavu nelineárńıch ODR (2.16). Aproximaćı časové derivace zpětnou diferenčńı
formuĺı prvńıho řádu přesnosti dostaneme

W n+1 −W n

∆t
= R(W n+1). (2.30)

Protože funkce rezidua R(W ) je homogenńı formou stupně jedna, tj. funkce splňuj́ıćı následuj́ıćı
vlastnost

R(cW ) = cR(W ), c ∈ R,

plat́ı

R(W ) =
∂R

∂W
W ,

kde ∂R
∂W je tzv. Jacobiova matice. Po dosazeńı do rovnice (2.30) a po provedeńı několika úprav

dostaneme vztah pro výpočet řešeńı v n+ 1 časové hladině(
1

∆t
I − ∂R

∂W
(W n)

)
W n+1 =

1

∆t
W n, (2.31)

kde I je jednotková matice.

V př́ıpadě, že nevyužijeme vlastnosti funkce rezidua jako homogenńı formy prvńıho stupně,
můžeme reziduum na pravé straně rovnice (2.30) rozvinout do Taylorovy řady

W n+1 −W n

∆t
= R(W n) +

∂R

∂W
(W n+1 −W n).

Provedeńım několika úprav dostaneme finálńı tvar(
1

∆t
I − ∂R

∂W
(W n)

)
δW = R(W n),

W n+1 = W n + δW . (2.32)

Uvedená schémata jsou pouze prvńıho řádu přesnosti v čase. Velice často se pro aproximaci časové
derivace mı́sto zpětné difererenčńı formule použ́ıvá vztah

dW

dt
=

3W n+1 − 4W n +W n−1

2∆t
+O(∆t2). (2.33)

který je druhého řádu přesnosti. Schémata (2.31), (2.32) pak maj́ı tvar(
3

2∆t
I − ∂R

∂W
(W n)

)
W n+1 =

2

∆t
W n − 1

2∆t
Wn−1, (2.34)

resp. (
3

2∆t
I − ∂R

∂W
(W n)

)
δW = R(W n) +

1

2∆t

(
W n −W n−1

)
,

W n+1 = W n + δW . (2.35)

Při použit́ı schémat (2.31) popř. (2.32) neńı rovnice (2.30) splněna přesně, což může vést
k nestabilitám při volbě př́ılǐs velikého časového kroku. Z tohoto d̊uvodu se často provád́ı vnitřńı
iterace pomoćı Newtonovy metody, které zajist́ı přesné splněńı rovnice (2.30). Vyjděme ze vztahu
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(2.30), kde jsme zavedli pomocnou proměnnou W s a pravou stranu rozvinuli pomoćı Taylorova
rozvoje

W n+1 −W s +W s −W n

∆t
= R(W n) +

∂R

∂W
(W n+1 −W n).

Dosazeńım W s+1 za W n+1 a nahrazeńım W s za W n na pravé straně rovnice dostaneme

W s+1 −W s

∆t
+
W s −W n

∆t
= R(W s) +

∂R

∂W
(W s+1 −W s)

a po úpravě
W s+1 −W s

∆t
− ∂R

∂W
(W s+1 −W s) = R(W s)− W

s −W n

∆t
neboli (

1

∆t
I− ∂R

∂W
(W s)

)
δW s = R(W s)− W

s −W n

∆t

W s+1 = W s + δW s. (2.36)

Iteračńı cyklus se inicializuje předpisem W s=0 = W n. Po dokonvergováńı vnitřńıch iteraćı, tj.
pokud ‖δW s‖ < tol, se nastav́ı W n+1 = W s+1 a postouṕı se do daľśı časové hladiny.

Sestaveńı implicitńıho schématu

Jedna z velkých obt́ıž́ı při použit́ı implicitńıch schémat je sestaveńı Jacobiovy matice ∂R
∂W . Při

použit́ı iteračńıch metod pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic založených na Krylovových podpro-
storech lze problém částečně obej́ıt t́ım, že u těchto metod stač́ı znát pouze součin libovolného
vektoru s Jakobiovou matićı a neńı tedy třeba tuto matici sestavovat. Na druhou stranu znalost
Jakobiovy matice lze použ́ıt k sestrojeńı vhodného předpodmiňovače a t́ım podstatně urychlit
výpočet.

Vyjděme z rovnice (2.14), popisuj́ıćı lokálńı diskretizaci pomoćı nespojité Galerkinovy me-

tody na kontrolńım elementu Ωk a pokusme se sestavit část Jakobiovy matice ∂Rk
∂W odpov́ıdaj́ıćı

kontrolńımu elementu Ωk. S ohledem na identitu (2.8) pro vektor rezidua Rk plat́ı

Rk =

∫
Ωk

2∑
s=1

fms (w)
∂ϕjk
∂xs

dΩ−
∮
∂Ωk

Fm(w+,w−,n)ϕjk dl. (2.37)

Zabývejme se nejprve prvńım integrálem na pravé straně. Vzhledem k tomu, že funkce f1(w) a
f2(w) jsou homogenńı formy stupně jedna, plat́ı

f1(w) =
∂f1

∂w
w = A1w, (2.38)

f2(w) =
∂f2

∂w
w = A2w, (2.39)

kde A1 a A2 jsou analyticky vypočtené Jacobiovy matice tok̊u f1(w) a f2(w). Pro m-té složky
vektor̊u fm1 a fm2 tedy máme

fm1 = am1,pw
p
k, fm2 = am2,pw

p
k,

kde wpk je p-tá složka vektoru konzervativńıch proměnných wk na kontrolńım objemu Ωk (pozn.
pro jednoduchost zápisu je zde a dále použita Einsteinova sč́ıtaćı konvence). Dále wpk vyjádř́ıme
jako lineárńı kombinaci bázových funkćı

wpk = wpk,iϕ
i
k,
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Po dosazeńı do prvńıho integrálu v rovnici (2.37) dostaneme∫
Ωk

2∑
s=1

fms (w)
∂ϕjk
∂xs

dΩ =

∫
Ωk

am1,pw
p
k,iϕ

i
k

∂ϕjk
∂x1

dΩ +

∫
Ωk

am2,pw
p
k,iϕ

i
k

∂ϕjk
∂x2

dΩ. (2.40)

Seřad́ıme-li nyńı neznámé wpk,i do vektoru W k následuj́ıćım zp̊usobem

W k = [wk,Mp+i]
T ,

kde M je počet bázových funkćı, p = 1, 2, 3, 4 a i = 1, 2, . . .M , můžeme integrály na pravé straně
rovnice (2.40) přepsat do maticového tvaru∫

Ωk

am1,pw
p
k,iϕ

i
k

∂ϕjk
∂x1

dΩ +

∫
Ωk

am2,pw
p
k,iϕ

i
k

∂ϕjk
∂x2

dΩ −→ K1W k +K2W k,

kde matice K1 = K1(W k) a K2 = K2(W k) maj́ı tvar

K1 =
[
kMm+j

1,Mp+i

]
=

[∫
Ωk

am1,pϕ
i
k

∂ϕjk
∂x1

dΩ

]
,

K2 =
[
kMm+j

2,Mp+i

]
=

[∫
Ωk

am2,pϕ
i
k

∂ϕjk
∂x2

dΩ

]
.

Dále se budeme věnovat křivkovému integrálu ve vztahu (2.37). Za numerický tok F zvoĺıme tzv.
Lax̊uv (Rusan̊uv) tok, viz (2.5)

F(w+,w−,n) =
1

2

(
fn(w+) + fn(w−)

)
− 1

2
λ
(
w+ −w−

)
,

kde fn = f1n1 + f2n2 je normálový tok a λ je vhodně zvolený parametr. S použit́ım rovnic
(2.38) a (2.39) můžeme Lax̊uv tok přepsat do tvaru

F(w+,w−,n) =
1

2
(An + λI)w+ +

1

2
(An − λI)w− = A+w+ +A−w−,

kde An = A1n1 + A2n2, A+ = 1
2 (An + λI), A− = 1

2 (An − λI) . Předchoźı rovnici můžeme
zapsat složkově jako

Fm(w+,w−,n) = a+,m
p w+,p + a−,mp w−,p.

Dosazeńım za numerický tok Fm do křivkového integrálu z rovnice (2.37) a s uvážeńım že w−,p =
wpk = wpk,iϕ

i
k a w+,p = wpkq = wpkq ,iϕ

i
kq

, kde kq, q = 1, 2, 3 jsou globálńı indexy kontrolńıch element̊u
Ωkq soused́ıćıch s kontrolńım elementem Ωk, dostáváme

∮
∂Ωk

Fm(w+,w−,n)ϕjk dl =

3∑
q=1

∫
∂Ωkq

Fm(w+,w−,n)ϕjk dl =

=
3∑
q=1

∫
∂Ωkq

(
a−,mp wpk,iϕ

i
k + a+,m

p wpkq ,iϕ
i
kq

)
ϕjk dl

Seřazeńım neznámých wpk,i, resp. wpkq ,i do vektor̊u W k resp. W kq následuj́ıćım zp̊usobem

W k = [wk,Mp+i]
T , W kq = [wkq ,Mp+i]

T ,
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lze posledńı vztah přepsat do maticového tvaru

3∑
q=1

∫
∂Ωkq

(
a−,mp wpk,iϕ

i
k + a+,m

p wpkq ,iϕ
i
kq

)
ϕjk dl −→ K−W k +

3∑
q=1

K+
qW kq , (2.41)

kde

K− =
[
k−,Mm+j
Mp+i

]
=

 3∑
q=1

∫
∂Ωkq

a−,mp ϕikϕ
j
k dl

 ,
K+

kq
=
[
kMm+j
kq ,Mp+i

]
=

[∫
∂Ωkq

a+,m
p ϕikqϕ

j
k dl

]
.

Dosazeńım odvozených vztah̊u zpět do rovnice (2.14) dostaneme

Mk
dW k

dt
=
(
K1 +K2 −K−

)
W k +

3∑
q=1

K+
kq
W kq

a po úpravě

dW k

dt
= R(W k) = M−1

k

(
K1 +K2 −K−

)
W k +

3∑
q=1

M−1
k K

+
kq
W kq.

Aplikaćı implicitńıho schématu (2.30) dostáváme[
I

∆t
−M−1

k

(
K1 +K2 −K−

)]
W n+1

k −
3∑
q=1

M−1
k K

+
kq
W n+1

kq =
1

∆t
W n

k , k = 1, 2, . . .K

Uvedená rovnice představuje implicitńı schéma na kontrolńım elementu Ωk. Všechny rovnice
na každém z kontrolńıch element̊u je třeba umı́stit do globálńı soustavy rovnic a tu pak řešit
vhodnými metodami.

Alternativńı zp̊usob sestaveńı Jacobiovy matice

V předchoźım odstavci byl ukázán princip sestaveńı implicitńıho schématu pro Eulerovy rovnice.
Tento princip vycházel z analytického vyjádřeńı Jacobiových matic tok̊u a dále v předpokladu, že
všechny toky jsou homogenńı formy stupně jedna. Ve složitěǰśım př́ıpadě, např. při turbulentńım
prouděńı (složité rovnice, složité okrajové podmı́nky), je však sestaveńı implicitńıho schématu
poměrně obt́ıžné, z d̊uvod̊u složitosti Jacobiovy matice rezidua ∂R

∂W . V př́ıpadě použit́ı impli-
citńıho schématu (2.36) je vidět, že znalost přesné Jacobiovy matice neńı potřeba, stač́ı pouze
pokud budou konvergovat vnitřńı iterace schématu. Obecně ale plat́ı, že č́ım přesněǰśı je znalost
Jacobiovy matice, t́ım rychleji vnitřńı iterace konverguj́ı. Přesná Jacobiova matice je také d̊uležitá
pro konstrukci kvalitńıho předpodmiňovače. Z tohoto d̊uvodu je tento odstavec věnován alterna-
tivńımu zp̊usobu vyč́ısleńı dostatečně přesného Jakobiánu založeného na numerickém derivováńı.

Uvažujme vektor rezidua Rk odpov́ıdaj́ıćı kontrolńımu elementu Ωk. Tento vektor je funkćı
neznámého vektoru wk definovaného na kontrolńım elementu Ωk a dále pak vektor̊u wkq defino-
vaných na sousedńıch elementech wkq , q = 1, 2, . . . , nk, tj.

Rk = Rk(wk,wkq).
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Řádky globálńı Jacobiovy matice ∂R
∂W odpov́ıdaj́ıćı vektoru neznámých wk definovaného na

kontrolńım elementu Ωk budou zaplněny v nk + 1 bloćıch. Tyto bloky jsou tvořeny maticemi
∂Rk
∂wk

a ∂Rk
∂wkq

, q = 1, 2, . . . , nk, které muśıme určit. Zaved’me nyńı pomocné vektory vj a vjq,

q = 1, 2, . . . , nk tak, že vektory vj maj́ı stejný rozměr jako wk, na pozici j je jednička a všude
jinde nula. Vektory vjq jsou definovány obdobně. Potom můžeme j-té sloupce lokálńıch Jaco-
biových matic určit jako

∂Rk

∂wk

∣∣∣∣
j

=
Rk(wk + hvj ,wkq)−Rk(wk,wkq)

h
,

∂Rkq

∂wk

∣∣∣∣∣
j

=
Rk(wk,wkq + hvjq)−Rk(wk,wkq)

h
,

kde h je dostatečně malé č́ıslo. Často se voĺı h = 10−8.

Výhodou tohoto př́ıstupu je jednoduchost sestaveńı velmi přesné Jacobiovy matice nezávisle
na složitosti řešených rovnic a okrajových podmı́nkách. Nevýhodou je o trochu vyšš́ı výpočetńı
náročnost oproti analytickému vyjádřeńı, jelikož pro sestaveńı jednoho lokálńıho bloku je nutné
(počet rovnic)×(počet bázových funkćı) + 1 krát volat funkci rezidua na daném kontrolńım
elementu.

2.5 Numerický tok

Numerický tok vypoč́ıtává hodnotu toku nějaké veličiny na hranićıch kontrolńıho elementu Ωk,
kde se hodnoty vektoru konzervativńıch proměnných skokově měńı. V př́ıpadě prostorové diskre-
tizace pomoćı metody konečných objemů hraje vhodná volba numerického toku kĺıčovou roli pro
přesnost a stabilitu řešeńı. Větš́ı př́ıdavná umělá vazkost vede k robustněǰśımu schématu, avšak
také vede k rozmazáváńı numerického řešeńı a tedy ke sńıžeńı jeho přesnosti. Nespojitá Galerki-
nova metoda konečných prvk̊u také uvažuje nespojitosti na hranićıch kontrolńıch element̊u, avšak
při volbě bázových polynomů stupně alespoň jedna jsou vzniklé nespojitosti na hranici oblasti,
kde je řešeńı spojité, malé a vliv umělé vazkosti neńı velký. Naopak v mı́stech fyzikálńıch nespo-
jitost́ı, jako jsou rázové vlny, docháźı k velkým nespojitostem v řešeńı a zde se nejv́ıce uplatňuje
vliv umělé vazkosti, která však vhodně tlumı́ oscilace v řešeńı. V př́ıpadě nespojité Galerkinovy
metody je tedy, narozd́ıl od metody konečných objemů, vhodné volit schéma s vysokou př́ıdavnou
umělou vazkost́ı. Pokud však voĺıme bázovou funkci jako polynom stupně nula, redukuje se ne-
spojitá Galerkinova metoda na metodu konečných objemů. V tomto př́ıpadě je vhodné zvolit
numerický tok s nižš́ı vnitřńı umělou vazkost́ı. Celkem tedy budeme pro nespojitou Galerkinovu
metodu v př́ıpadě bázových funkćı ve tvaru polynomů stupně alespoň jedna volit numerický tok
s větš́ı numerickou vazkost́ı a v př́ıpadě bázové funkce ve tvaru polynomu stupně nula numerický
tok s ńızkou umělou vazkost́ı.

Numerický tok F muśı splňovat následuj́ıćı tři vlastnosti:

1. F(u,v,n) je definovaný a spojitý na D×D×S, kde D je definičńı obor funkce f s, s = 1, 2
(2.2) a S je jednotková koule v R2

2. je konzistentńı, tj. F(u,u,n) =
∑2

s=1 ∂f s(u)ns

3. je konzervativńı, tj. F(u,v,n) = −F(v,u,−n)
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Jednou z nejjednodušš́ıch voleb numerického toku je Lax̊uv (Rusan̊uv) tok [53] definovaný jako

F(w+,w−,n) =
1

2

(
fn(w+) + fn(w−)

)
− 1

2
λ
(
w+ −w−

)
,

kde fn = f1n1 +f2n2 je normálový tok a λ = |Vn|+ a je absolutńı hodnota největš́ıho vlastńıho

č́ısla Jakobiovy matice ∂fn
∂w , Vn = u1n1+u2n2 je normálová rychlost a a =

√
κp
ρ je lokálńı rychlost

zvuku.

Laxovo schéma se vyznačuje vysokou vnitřńı umělou vazkost́ı a proto ho budeme použ́ıvat
jako numerický tok v př́ıpadech, kdy voĺıme za bázové funkce polynomy stupně alespoň jedna.
Jako představitele schématu s nižš́ı umělou vazkost́ı si zde uvedeme moderńı AUSM (Advection
Upstream Splitting Method) schéma [38, 3].

AUSM schéma patř́ı do tř́ıdy tzv. flux vector splitting schémat [34, 28, 55, 49]. Tato tř́ıda
vycháźı z myšlenky upwind schématu. Principem je rozděleńı numerického toku F na dvě části
F+ a F−, které v sobě obsahuj́ı př́ıspěvky od vektor̊u konzervativńıch proměnných w+, w− a
respektuj́ı přitom směry š́ı̌reńı charakteristik. Celkový numerický tok se pak vypočte jako součet

F = F+(w−) + F−(w+).

AUSM schéma je založeno na pozorováńı, že funkce toku (2.2) je složena ze dvou fyzikálně
odlǐsných část́ı a to z konvektivńı a z tlakové části. Z tohoto d̊uvodu AUSM schéma obě části
rozděluje r̊uzným zp̊usobem. Zadefinujme si normálové Machovo č́ıslo jako

Mn =
Vn
a
,

kde Vn = u1n1 + u2n2 je normálová rychlost, a je rychlost zvuku. Potom můžeme přepsat
normálový tok fn = f1n1 + f2n2 jako

fn = Mn


ρa

ρau1

ρau2

ρaH

+ p


0

n1

n2

0

 ,

kde H = (E + p)/% je entalpie. Dále definujme normálové Machovo č́ıslo na stěně M+/− jako

M+/− =M+(Mn,−) +M−(Mn,+),

kde rozdělovaćı funkce M+, M− jsou definovány jako

M± =

{
1
2(M ± |M |), pro |M | > 1

±1
4(M ± 1)2 ± 1

8(M2 − 1)2, jinak
.

Pro tlakový člen definujme tlak na stěně jako

p+/− = P+(Mn,−)p− + P−(Mn,+)p+,

přičemž

P± =

{
1
2(M ± |M |)/M, pro |M | > 1

±1
4(M ± 1)2(2∓M), jinak

.
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Celkem tedy můžeme pro části numerického toku psát

F+
AUSM = max{M+/−, 0}


ρa

ρau1

ρau2

ρaH


−

+ p+/−


0

n1

n2

0

 ,

F−AUSM = min{M+/−, 0}


ρa

ρau1

ρau2

ρaH


+

+ p+/−


0

n1

n2

0

 .

2.6 Okrajové podmı́nky

Nyńı se budeme zabývat numerickým tokem Fb, který představuje numerický tok na hraně Γb

kontrolńıho elementu Ωk, která je součást́ı hranice ∂Ω výpočtové oblasti Ω ∈ R2. Numerický
tok budeme konstruovat pomoćı okrajových podmı́nek, jejichž počet záviśı na počtu záporných
vlastńıch č́ısel Jacobiovy matice normálného toku hranićı [56]. Celkem budeme v př́ıpadě ne-
vazkého prouděńı uvažovat následuj́ıćı typy okrajových podmı́nek a jim př́ıslušné numerické toky.

Subsonický vstup

Subsonický vstup odpov́ıdá okrajové podmı́nce proudu stlačitelné tekutiny vstupuj́ıćı do výpočtové
oblasti s podzvukovou rychlost́ı. Jelikož jsou zde tři záporná vlastńı č́ısla, je třeba předepsat tři
veličiny. V této práci to budou hodnoty stagnačńıho tlaku p0i, stagnačńı hustoty %0i a úhlu náběhu
α.

Z proudového pole extrapolujeme hodnotu statického tlaku pinl

pinl = (κ− 1)

(
E − 1

2
%(u2

1 + u2
2)

)
= (κ− 1)

(
w4 − (w2)2 + (w3)2

2w1

)
,

kde wm představuj́ı hodnoty složek vektoru konzervativńıch proměnných w na hranici Γb určené
pomoćı hodnot na kontrolńım elementu Ωk.

Dále vypoč́ıtáme hodnotu Machova č́ısla Minl pomoćı vztahu

Minl =

√√√√ 2

κ− 1

[(
p0i

pinl

)κ−1
κ

− 1

]
.

Pomoćı hodnoty Machova č́ısla urč́ıme hodnotu hustoty %inl

%inl = %0

(
1 +

κ− 1

2
M2
inl

) 1
1−κ

,

a hodnotu vstupńı rychlosti Vinl

Vinl =

∣∣∣∣Minl

√
κpinl
%inl

∣∣∣∣ .
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Dále stanov́ıme velikosti složek rychlost́ı

u1 inl = Vinl cosα,

u2 inl = Vinl sinα

a hodnotu celkové energie Einl vztaženou na jednotku objemu

Einl =
pinl
κ− 1

+
1

2
%inlV

2
inl.

Vektor konzervativńıch proměnných na vstupu pak bude mı́t tvar

winl = [%inl, %inluinl, %inlvinl, Einl]
T .

Normálový tok na hranici pak spoč́ıtáme jako

Fb(winl) = f1(winl)n1 + f2(winl)n2.

Supersonický vstup

Supersonický vstup odpov́ıdá okrajové podmı́nce proudu stlačitelné tekutiny vstupuj́ıćı do výpočtové
oblasti s nadzvukovou rychlost́ı. Jelikož jsou všechna vlastńı č́ısla záporná, je třeba předepsat čtyři
veličiny. V této práci to budou složky vektoru rychlosti u1 i a u2 i, hustota %i a Machovo č́ıslo Mi.

Nejprve vypočteme hodnotu statického tlaku pinl podle vztahu

pinl =
%i
κM2

i

(u2
1 i + u2

2 i).

Dále urč́ıme celkovou energii Einl

Einl =
pinl
κ− 1

+
1

2
%i(u

2
1 i + u2

2 i).

Vektor konzervativńıch proměnných na vstupu pak bude mı́t tvar

winl = [%i, %iu1 i, %iu2 i, Einl]
T .

Normálový numerický tok na hranici se pak vypočte stejným zp̊usobem, jako v předchoźı okrajové
podmı́nce.

Subsonický výstup

Tato okrajová podmı́nka odpov́ıdá proudu stlačitelné tekutiny vystupuj́ıćı z výpočtové oblasti
podzvukovou rychlost́ı. Jelikož je zde pouze jedno záporné vlastńı č́ıslo, je třeba předepsat hod-
notu pouze jedné veličiny. V této práci to bude hodnota tlaku po. Ostatńı veličiny se extrapoluj́ı
z proudového pole

%out = w1, u1 out =
w2

w1
, u2 out =

w3

w1
.

Pomoćı extrapolovaných hodnot a tlaku po dopočteme celkovou energii Eout

Eout =
po

κ− 1
+

1

2
%out(u

2
1 out + u2

2 out).

Vektor konzervativńıch proměnných pak bude mı́t tvar

wout = [%out, %outu1 out, %outu2 out, Eout]
T .

Vektor normálového numerického toku na hranici se dopočte stejně jako v předchoźıch př́ıpadech.
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Supersonický výstup

Tato okrajová podmı́nka odpov́ıdá proudu stlačitelné tekutiny vystupuj́ıćı z výpočtové oblasti
nadzvukovou rychlost́ı. Jelikož zde neńı žádné záporné vlastńı č́ıslo, žádná veličina se nepředepisuje
a celý vektor konzervativńıch proměnných se extrapoluje z proudového pole

wout = w.

Pevná nepropustná stěna

Na pevné nepropustné stěně vycháźı pouze jedno záporné vlastńı č́ıslo, a proto se zde předepisuje
pouze jediná podmı́nka rovnoběžnosti proudu se stěnou, neboli

Vn = u1n1 + u2n2 = 0,

kde n = [n1, n2]T je vektor vněǰśı normály stěny.

Pomoćı vztah̊u pro toky (2.2) dostaneme

f1(w)n1 + f2(w)n2 =


ρu1

ρu2
1 + p

ρu1u2

ρu H

n1 +


ρu2

ρu1u2

ρu2
2 + p
ρv H

n2 = Vn


ρ
ρu1

ρu2

ρH

+ p


0
n1

n2

0

 .
S uvážeńım podmı́nky Vn = 0 dostáváme pro normálový tok na stěně

Fb(w) = p


0
n1

n2

0

 ,
kde hodnotu tlaku p vypočteme podle vztahu

p = (κ− 1)

(
E − 1

2
%(u2

1 + u2
2)

)
= (κ− 1)

(
w4 − (w2)2 + (w3)2

2w1

)
.

2.7 Př́ıdavná vazkost

I přes robustnost nespojité Galerkinovy metody je třeba řešeńı vhodně tlumit a to zejména v ob-
lastech s vysokými gradienty, které jsou charakteristické hlavně pro okoĺı rázových vln. Abychom
do řešeńı nevnášeli př́ılǐs mnoho umělé vazkosti, je vhodné využ́ıt některý z indikátor̊u rázových
vln který označ́ı problémové oblasti, ve kterých bude tlumeńı aplikováno. V této práci využijeme
reziduálńı indikátor zavedený v práci [44], aplikovaný na hustotu

rez(%) =

∫
Ωk

(%− %̄)2 dΩ∫
Ωk
%2 dΩ

, %̄ =

∫
Ωk

% dΩ.

Na základě hodnoty rez(%) nyńı do řešeńı vneseme určité množstv́ı umělé vazkosti, např. pokud
rez(%) > tol, kde tol je zadaná tolerance. Hodnota umělé vazkosti se dá zadávat r̊uznými zp̊usoby.
V této práci se budeme zabývat dvěma z nich, a to spektrálńım tlumeńım a použit́ım Barthova
limiteru.
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Spektrálńı tlumeńı

Spektrálńı tlumeńı je vhodné pro ortonormálńı bázové funkce. Tlumeńı se aplikuje tak, že se
koeficienty wmk,i spočtené v n+ 1 časové hladině přenásob́ı vhodnými koeficienty ai, tj.

wmk,i −→ aiw
m
k,i, i = 1, 2, . . . ,M, (2.42)

kde

ai =

{
exp(−αγ2r) pokud p > 0,

1 pokud p = 0,

kde p je stupeň polynomu bázové funkce ϕk,i př́ıslušné ke koeficientu wmk,i, γ = p
q+1 , α =

Cp(q+1)∆t
h ,

kde q je maximálńı stupeň bázových polynomů, ∆t je časový krok, h je pr̊uměr kontrolńıho
elementu Ωk a Cp, r jsou volitelné konstanty. Koeficienty Cp a r se obvykle voĺı v rozsahu
Cp ∈ [0.1, 100], r ∈ {1, 2, 3}.

Pro lepš́ı konvergenci schématu je vhodné mı́sto aplikováńı tlumeńı ve tvaru (2.42) při podmı́nce
rez(%) > tol použ́ıt následuj́ıćı úpravu

wmk,i −→ f(ai, rez(%))wmk,i, i = 1, 2, . . . ,M,

kde f je vhodně zvolená spojitá funkce. V naš́ı práci jsme za funkci f zvolili funkci

f(a, rez(%)) = 1− atan(c(rez(%)− tol)) + π/2

π
(1− a),

kde c je volitelná konstanta a tol je zadaná tolerance. V této práci bylo zvoleno c = 104 a
tol = 10−3. Graf závislosti funkce f(a, rez(%)) na rez(%) pro hodnoty c = 104, tol = 10−3 a
a = 0.8 je vidět na obr. 2.6

Obr. 2.6: Graf závislosti funkce f(a, rez(%)) na rez(%) pro hodnoty c = 104, tol = 10−3 a a = 0.8

Barth̊uv limiter

Tento zp̊usob zadáváńı umělé vazkosti je založen na teorii schémat zachovávaj́ıćıch monotonii
vypracované pro metodu konečných objemů s lineárńı rekonstrukćı. U metody konečných ob-
jemů se pomoćı lineárńı rekonstrukce dosahuje vyšš́ıho řádu přesnosti. Aby však nedocházelo
k porušeńı monotonie schématu, tj. aby v řešeńı nevznikaly nové lokálńı extrémy, je gradient
omezován vhodným limiterem, který tuto vlastnost zaruč́ı. Dá se ř́ıci, že limiter do schématu
vnáš́ı právě tolik umělé vazkosti, kolik je potřeba. Na druhou stranu aplikace limiteru v každém
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kontrolńım objemu vede ke sńıžeńı prostorového řádu přesnosti metody, což vede k méně kva-
litńım výsledk̊um.

V př́ıpadě nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u lze limiter použ́ıt podobným zp̊usobem.
Nejprve se urč́ı mı́sta, kde je aplikace limiteru potřebná. Protože se obvykle jedná pouze o rázové
vlny a mı́sta s velmi vysokým gradientem nemá aplikace limiteru vliv na sńıžeńı řádu přesnosti
metody ve zbylé části výpočtové oblasti. Necht’ ϕik, st(ϕik), i = 1, 2, . . . ,M , je ortonormálńı
polynomiálńı báze definovaná na kontrolńım elementu Ωk. Potom m-tou složku wmk vektoru kon-
zervativńıch proměnných w lze vyjádřit pomoćı lineárńı kombinace

wmk =
M∑
i=1

wmk,iϕ
i
k = wmk,1ϕ

1
k + wmk,2ϕ

2
k + wmk,3ϕ

3
k + wmk,4ϕ

4
k + . . . . (2.43)

Předpokládejme, že bázové polynomy jsou seřazeny tak, že stupeň polynomu ϕ1
k je nula, stupně

polynomů ϕ2
k, ϕ

3
k jsou jedna a stupně ostatńıch polynomů jsou větš́ı než jedna, viz tab. 2.3. Necht’

σ je limiter. Potom můžeme limiter aplikovat následovně [36]

wmk =

M∑
i=1

wmk,iϕ
i
k = wmk,1ϕ

1
k + σ

(
wmk,2ϕ

2
k + wmk,3ϕ

3
k

)
+ 0

(
wmk,4ϕ

4
k + . . . . (2.44)

Při aplikaci limiteru se tedy omeźı gradienty u polynomů stupně jedna a koeficienty u polynomů
vyšš́ıho stupně se přenásob́ı nulou. Dı́ky tomu bude schéma v exponovaných mı́stech zachovávat
monotonii, což zaruč́ı př́ıdavnou vazkost.

V této práci budeme funkci limiteru poč́ıtat pomoćı postupu navrženého Barthem a Jesperso-
nem [6], vhodného pro nestrukturované śıtě. Limitováńı gradientu bude aplikováno pro každou
komponentu wmi,k vektoru konzervativńıch proměnných wk na kontrolńım elementu Ωk zvlášt’.

Označme tedy pro přehlednost uk = wmk,i a uk =
∫

Ωk
wmk,i dΩ jako integrálńı pr̊uměr veličiny wmk,i

přes kontrolńı objem Ωk. Necht’ dále

B = max
q
{ukq}, b = min

q
{ukq}, (2.45)

je maximálńı resp. minimálńı hodnota z veličin ukq na kontrolńıch elementech Ωkq soused́ıćıch
s kontrolńım elementem Ωk. Pro q-tou stěnu kontrolńım elementu Ωk nyńı definujme č́ıslo

αq =


B−uk

uk(xq)−uk pro (uk(xq)−B) > 0,
b−uk

uk(xq)−uk pro (uk(xq)− b) < 0,

1 jinak,

(2.46)

kde uk(xq) je hodnota proměnné uk v bodě xq na q-té hranici kontrolńıho elementu Ωk.

Barth̊uv limiter je poté definován jako

σ = min
q

max(αq, 0). (2.47)

Př́ıdavná viskozita

Použit́ı spektrálńıho tlumeńı popř. Barthova limiteru ke stabilizaci výpočtu má dvě velká omezeńı.
Jednak docháźı k nepř́ıjemnému šumu, který je vnášen do řešeńı při použit́ı bázových polynomů
vyšš́ıho řádu přesnosti. Dále pak aplikace uvedených zp̊usob̊u tlumeńı může být sama o sobě
zdrojem nestabilit v řešeńı. Tento př́ıpad nastává u velmi protáhlých kontrolńıch element̊u, ty-
picky u element̊u mezńı vrstvy. Pro odstraněńı uvedených nedostatk̊u zavedeme ještě třet́ı typ
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tlumeńı, který vycháźı z fyzikálńı úpravy systému Eulerových rovnic (2.1), spoč́ıvaj́ıćı v přidáńı
difuzńıho členu

∂w

∂t
+

2∑
s=1

∂f s(w)

∂xs
= ε

2∑
s=1

∂2w

∂x2
s

,

kde ε = ε(x) je volená konstanta tlumeńı. Zp̊usob řešeńı uvedeného typu rovnic je popsán
v následuj́ıćı kapitole.

2.8 Numerické výsledky

V tomto odstavci provedeme verifikaci numerických metod a jejich programové implementace.
K tomu budou sloužit prvńı dva testovaćı př́ıklady, transonické prouděńı v GAMM kanálu a
supersonické prouděńı v geometrii náporového motoru. Výsledky budou porovnány s výsledky
źıskanými z dostupné literatury. V daľśı části numerických výsledk̊u provedeme porovnáńı výpočetńı
efektivity metody lokálńıho času a standardńı explicitńı metody. Na posledńım př́ıkladu pak po-
rovnáme výpočetńı efektivitu metody lokálńıho času s implicitńı metodou.

2.8.1 NACA 0012

V tomto numerickém př́ıkladu budeme testovat transonické prouděńı při obtékáńı NACA 0012
profilu. Geometrie oblasti a výpočtová śıt’ jsou znázorněny na obrázku . Bezrozměrové hodnoty
nerozrušeného proudu odpov́ıdaj́ı Machovu č́ıslu Minf = 0.8 a lze je dopoč́ıtat z následuj́ıćıch
vztah̊u

p∞ =

(
1 +

κ− 1

2
M2
∞

)κ−1
κ

, %∞ =

(
1 +

κ− 1

2
M2
∞

) 1
κ−1

, u∞ = M∞

√
κp∞
%∞

,

kde κ = 1.4 je Poissonova konstanta. Úhel náběhu proudu na profil voĺıme α = 1.25◦. Konstanty
tlumı́ćıho členu byly nastaveny následovně, Cp = 15, r = 3 a tol = 3e−4. Geometrie profilu a
výpočtová śıt’ jsou vidět na obr. (2.7). Obr. (2.8) a (2.9) dále ukazuj́ı rozložeńı Machova č́ısla
a tlaku ve výpočtové oblasti v okoĺı leteckého profilu. Podobně na obr. (2.10) a (2.11) vid́ıme
pr̊uběh Machova č́ısla a tlaku podél stěn leteckého profilu. Z výsledk̊u je patrné, že vlivem tlumeńı
docháźı k rozmazáńı rázové vlny přes několik element̊u. Uvedenou neostrost se pokuśıme odstranit
v daľśı kapitole zavedeńım takzvané nekonformńı h-adaptace.

Obr. 2.7: Detail výpočetńı śıtě okolo NACA 0012 leteckého profilu
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Obr. 2.8: Izočáry Machova č́ısla Obr. 2.9: Izočáry tlaku

Obr. 2.10: Pr̊uběh Machova č́ısla podél
NACA0012 profilu

Obr. 2.11: Pr̊uběh tlaku podél NACA0012 pro-
filu

2.8.2 Náporový motor

V tomto numerickém experimentu se budeme zabývat supersonickým prouděńım v geometrii
náporového motoru zobrazeného na obr. (2.12) [1]. Na vstupu je předepsáno Machovo č́ısloM = 5,
hustota % = 1 a hodnoty rychlost́ı v jednotlivých směrech souřadnicových os u = 1, v = 0.
Hodnota vektoru konzervativńıch proměnných na vstupu se pak dopočte pomoćı vztah̊u (2.42)-
(2.42) pro supersonický vstup. Na výstupu se všechny hodnoty extrapoluj́ı z proudového pole.
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Obr. 2.12: Geometrie testovaćıho náporového motoru, s vyznačeńım hlavńıch rázových vln podle
[1].

Obr. 2.13: Izočáry Machova č́ısla Obr. 2.14: Izočáry tlaku

Obr. 2.15: Rozložeńı hustoty s barevnou pale-
tou hsv

Obr. 2.16: Rozložeńı hustoty podle zdroje [1]

2.8.3 Efektivita metody lokálńıho času

Efektivitu metody lokálńıho času budeme zkoumat na testovaćım př́ıpadu známém jako ”2D
Mach3 wind tunel with a step”[1]. Jedná se o 2D geometrii větrného tunelu se chodem. Geometrie
s rozměry je znázorněná na obr. 2.17. Parametry výpočtu nastav́ıme následovně. Na vstupu
předepisujeme supersonický vstup, tj. hodnotu hustoty % = 1.4, hodnoty vstupńı rychlosti u1 = 3,
u2 = 0 a Machovo č́ıslo M = 3. Na výstupu se všechny hodnoty extrapoluj́ı. Čas výpočtu je určen
na T = 4. Pro výpočet použijeme bázové funkce ve tvaru ortonormálńıch polynomů do 1 stupně,
což odpov́ıdá metodě druhého řádu přesnosti. Celkem budeme výpočet provádět na 5 výpočetńıch
śıt́ıch s r̊uznou mı́rou lokálńıho zahuštěńı. Śıt č́ıslo 1 (obr. 2.18) je homogenńı śıt’ bez lokálńıho
zahuštěńı. Se zvyšuj́ıćım č́ıslem označeńı śıtě roste i mı́ra zahuštěńı na vnitřńım rohu śıtě. Posledńı
śıt’ č́ıslo 5 (obr. 2.22) obsahuje velmi velké lokálńı zahuštěńı. Parametry śıt́ı je možno vyč́ıst v tab.

61



2.1.

Obr. 2.17: (vlevo) Geometrie 2D větrného tunelu se schodem. Rozměry jsou brány jako bez-
rozměrové. (vpravo) Rozložeńı Machova č́ısla v čase T = 4 spočteného explicitńı nespojitou
Galerkinovou metodou 2 řádu přesnosti.

Obr. 2.18: Homogenńı výpočtová śıt’ s 2204 ele-
menty

Obr. 2.19: Mı́rně lokálně zahuštěná výpočtová
śıt’ s 2039 elementy

Obr. 2.20: Středně lokálně zahuštěná
výpočtová śıt’ s 2154 elementy

Obr. 2.21: Hodně lokálně zahuštěná výpočtová
śıt’ s 2068 elementy

Obr. 2.22: Extrémně lokálně zahuštěná výpočtová śıt’ s 2079 elementy

V tab. 2.5 jsou pro dané výpočetńı śıtě 1-5 vypsány počty element̊u, dále pak velikost plochy
nejmenš́ıho kontrolńıho objemu |Ωmin|, medián plochy kontrolńıch objemů |Ωmed| a odhad akce-

leračńıho koeficientu ak =
√
|Ωmin|
|Ωmed| . Dále jsou zde uvedeny CPU časy v sekundách potřebné pro

dosažeńı času simulace T = 4 a to jak pro klasickou explicitńı metodu CPUw/o, tak pro metodu
lokálńıho času CPUw/. Daľśım údajem je empirické určeńı akceleračńıho koeficienty spoč́ıtaného
prostým vyděleńım čas̊u CPUw/o a CPUw/. Posledńı údaj představuje relativńı odchylku mezi
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skutečným akceleračńım koeficientem a jeho odhadem. Z tabulky je patrné, že v př́ıpadě śıt’́ı 1
a 2 nedocháźı k podstatnému nár̊ustu CPU času u metody lokálńıho času. Naopak u klasické
explicitńı metody došlo skoro ke dvojnásobnému nár̊ustu CPU času. To je zp̊usobeno t́ım, že
d́ıky lokálńımu zahuštěńı došlo k výraznému zmenšeńı plochy nejmenš́ıho elementu, ale zároveň
medián ploch z̊ustal prakticky nezměněný. Dı́ky tomu nedošlo ke zvětšeńı CPU času u metody
lokálńıho času, nebot’ tato metoda je citlivá pouze na změnu mediánu ploch a nikoliv na změnu
nejmenš́ı plochy, jak je tomu v př́ıpadě klasické explicitńı metody. Pro daľśı śıtě (3-5) již docháźı
k výrazné změně medián̊u ploch a to zp̊usobuje postupné zvyšováńı CPU času metody lokálńıho
času potřebného pro dokončeńı simulace. Při porovnáńı relativńıch odchylek vypoč́ıtaného ak-
celeračńıho koeficientu a jeho odhadu vid́ıme poměrně dobrou shodu. Na závěr lze tedy ř́ıci, že
odhad akceleračńıho koeficientu podle vztahu (2.26) dává poměrně dobrou představu o urych-
leńı explicitńı metody při použit́ı lokálńıho času. Dále je z numerických výsledk̊u zřejmé, že
použit́ı metody lokálńıho času velice zkracuje potřebný CPU čas explicitńı metody a d́ıky tomu
je možné využ́ıvat explicitńı metody jako efektivńı výpočetńı nástroj bez větš́ıch omezeńı na
velikost časového kroku.

śıt’ # element̊u |Ωmin| |Ωmed|
√
|Ωmin|
|Ωmed| CPUw/o[s] CPUw/[s]

CPUw/o

CPUw/

|CPUw/o−CPUw/|
CPUw/o

[%]

1 2204 5.2e-4 1.1e-3 1.47 225 161 1.39 5.3
2 2039 1.4e-4 1.1e-3 2.70 400 174 2.30 5.8
3 2154 1.2e-4 4.2e-4 1.82 500 232 2.16 4.8
4 2068 3.8e-5 2.5e-4 2.57 985 360 2.74 5.7
5 2079 3.6e-7 1.0e-5 5.06 10123 2535 3.99 8.0

Tab. 2.5: Numerické výsledky źıskané pomoćı explicitńı metody lokálńıho času pro výpočetńı śıt’ě
s r̊uzným stupněm lokálńıho zahuštěńı.

2.8.4 Porovnáńı metody lokálńıho času s implicitńı metodou

V této numerické simulaci provedeme porovnáńı efektivity metody lokálńıho času s implicitńı
metodou. Jako testovaćı geometrie byla zvolena geometrie tzv. GAMM kanálu obr. 2.23. Okra-
jové podmı́nky byly zvoleny následovně. Na vstupu byla předepsána hodnota stagnačńıho tlaku
p0i = 1, hodnota stagnačńı hustoty r0i = 1 a úhel náběhu proudu α = 0. Na výstupu byla
předepsána pouze hodnota statického tlaku po = 0.737. Všechny hodnoty jsou uvažované jako
bezrozměrné. Výpočtová oblast byla pokryta nestrukturovanou trojúhelńıkovou śıt́ı s 3024 ele-
menty bez lokálńıho zahuštěńı, obr. 2.24. Pro prostorovou diskretizaci byla použita nespojitá
Galerkinova metoda druhého řádu přesnosti. Rozložeńı Machova č́ısla a tlaku jsou vidět na obr.
2.25, 2.26.

Obr. 2.23: Geometrie výpočtové oblasti
GAMM kanálu

Obr. 2.24: Nestrukturovaná śıt’ s 3024 elementy
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Obr. 2.25: Rozložeńı Machova č́ısla Obr. 2.26: Rozložeńı tlaku

Všechny výpočty byly prováděny na poč́ıtači DELL OPTIPLEX 790, jehož procesor obsahuje
8 jader a je tedy možné provádět i paralelńı výpočty. Před uvedeńım vlastńıch numerických
výsledk̊u si zde ještě uved’me detailněǰśı popis implementace obou numerických metod.

Metoda lokálńıho času

Metoda byla implementována v programovaćım jazyce JAVA 7.0 s využit́ım oběktově oriento-
vaného programováńı (OOP). Dı́ky tomuto př́ıstupu je metoda velice flexibilńı. Poměrně jed-
noduše lze zrealizovat např́ıklad výpočet na śıti složené z obecných polygon̊u, dále lze jednoduše
provádět lokálńı zahušt’ováńı śıtě, atd. Velikou nevýhodou při použit́ı OOP př́ıstupu je deľśı doba
výpočtu, při porovnáńı s klasickým př́ıstupem, kdy jsou proměnné ukládány do pole. Hlavńı
FOR-cyklus metody je vyč́ıslován paralelně s předem přednastaveným počtem jader. Vzhledem
k r̊uzným velikostem časových krok̊u na každém z kontrolńıch element̊u byl pro vykreslováńı
výsledk̊u zvolen bezrozměrný časový makrokrok ∆t = 0.05.

Implicitńı metoda

Pro implementaci implicitńı metody byl použit systém MATLAB 2011b. V MATLABu je sesta-
vována globálńı matice a je zde také řešena výsledná soustava rovnic. Vyč́ıslováńı jednotlivých fo-
rem na každém kontrolńım elementu je realizováno v jazyce C++. Komunikace mezi MATLABem
a C++ je zajǐstěna pomoćı MEX rozhrańı. Pro řešeńı výsledné soustavy rovnic byl použit jed-
nak př́ımý řešič, který v systému MATLAB obstarává knihovna UMFPACK a dále byla použita
iteračńı metoda BICGSTAB (metoda bikonjungovaných gradient̊u) [19, 46] s ILU (neúplný LU
rozklad) předpodmiňovačem. Při použit́ı př́ımého řešiče v MATLABu lze nastavit počet jader
pro paralelńı výpočet. Ve standardńım nastaveńı je však možno použ́ıt nejvýše 4 jádra. Podobně
metoda bikonjungovaných gradient̊u s ILU předpodmiňovačem automaticky využ́ıvá 4 jádra.

V tab. 2.6 jsou uvedeny výsledky z numerických experiment̊u prováděných na geometrii GAMM
kanálu pro r̊uzná nastaveńı implicitńı metody a metody lokálńıho času. Prvńı sloupec uvád́ı typ
zvolené metody. Daľśı tři sloupce obsahuj́ı použité CFL č́ıslo v CFL podmı́nce stability(2.22),
dále pak počet výpočetńıch jader použitých při výpočtu a nakonec zvolenou metodu pro řešeńı
soustavy lineárńıch algebraických rovnic. Posledńı dva sloupce pak uváděj́ı počet iteraćı a CPU
čas potřebný ke zkonvergováńı metody.

Nejprve se zaměřme na porovnáńı explicitńı metody lokálńıho času s implicitńı metodou
využ́ıvaj́ıćı iteračńı metodu BICGSTAB. Vid́ıme, že implicitńı metoda konverguje nejrychleji pro
CFL = 100. To je zp̊usobeno t́ım, že při zvyšováńı CFL č́ısla docháźı ke zhoršováńı podmı́něnosti
matice soustavy a d́ıky tomu muśı být provedeno v́ıce iteraćı v metodě BICGSTAB pro dosažeńı
požadované tolerance. V porovnáńı s metodou lokálńıho času (pro 4 jádra) je vidět, že metoda
lokálńıho času je zhruba třikrát časově náročněǰśı. Na druhou stranu při řešeńı stacionárńı úlohy
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metoda CFL č́ıslo # jader řešič soustavy lineárńıch rovnic # iteraćı CPU čas [s]
implicitńı 10 1 př́ımý řešič 5300 8100
implicitńı 100 1 př́ımý řešič 920 1620
implicitńı 1000 1 př́ımý řešič 600 1030
implicitńı 10 4 př́ımý řešič 5300 6850
implicitńı 100 4 př́ımý řešič 920 1220
implicitńı 1000 4 př́ımý řešič 600 800
implicitńı 10 4 bicgstab, ILU předpodmiňovač 5050 9400
implicitńı 100 4 bicgstab, ILU předpodmiňovač 580 2100
implicitńı 1000 4 bicgstab, ILU předpodmiňovač 400 3500
lokálńı čas 0.7 1 - 5000 15000
lokálńı čas 0.7 4 - 5000 7000
lokálńı čas 0.7 8 - 5000 3500

Tab. 2.6: Počet iteraćı a výpočetńı čas potřebný k dosažeńı konvergence uvedený pro jednotlivé
varianty implicitńı metody a metody lokálńıho času.

neńı třeba použ́ıvat tř́ıstupňovou Rungeovu-Kuttovu metodu, ale stač́ı pouze dvoustupňová. Dı́ky
tomu je možné ušetřit 30% výpočetńıho času. Dále implementaćı metody v jazyce C++ při použit́ı
implementace pomoćı poĺı lze ušetřit daľśı polovinu výpočetńıho času. Dá se tedy ř́ıci, že metoda
lokálńıho času je zhruba stejně efektivńı jako imlicitńı metoda, při použit́ı iterativńıho řešiče pro
řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic.

Diametrálně odlǐsná je však situace, kdy pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic použijeme
př́ımý řešič. V tomto př́ıpadě je implicitńı metoda velice efektivńı a potřebný CPU čas je
několikanásobně menš́ı než v př́ıpadě použit́ı explicitńı metody lokálńıho času. Nevýhodou př́ımého
řešiče jsou však vysoké pamět’ové nároky a proto je nevhodný při řešeńı rozsáhlých úloh.

Na obr. (2.27) a (2.28) jsou znázorněny pr̊uběhy rezidua pro jednotlivé numerické experimenty.
Hodnota rezidua byla vypoč́ıtána podle následuj́ıćıho vztahu

reziduum =

∑N
k=1

∣∣%n+1
k − %nk

∣∣ |Ωk|
∆t
∑N

k=1 |Ωk|
, (2.48)

kde %n+1
k , %nk jsou hodnoty hustoty na kontrolńım elementu Ωk v n a n+ 1 časové hladině a |Ωk|

je velikost kontrolńıho elementu.

V př́ıpadě použit́ı iterativńıho řešiče pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic vid́ıme (obr. (2.28)
vlevo), že se hodnota rezidua ustálila okolo hodnoty 10−12. To je zp̊usobeno nastaveńım vnitřńı
tolerance metody BICGSTAB. Pokud bychom tuto toleranci chtěli sńıžit, může metoda, vzhledem
ke špatné podmı́něnosti soustavy lineárńıch rovnic, přestat konvergovat.
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Obr. 2.27: Grafy závislosti rezidúı na výpočetńım času(vlevo) a na počtu iteraćı(vpravo). Modře
je vyznačená explicitńı metoda lokálńıho času, ostatńımy barvami je vyznačena implicitńı me-
toda pro r̊uzná CFL č́ısla. Všechny výpočty běželi pouze na jednom jádře. Pro řešeńı soustavy
lineárńıch rovnic byl použit př́ımý řešič.

Obr. 2.28: (vlevo) Porovnáńı konvergence metody lokálńıho času a implicitńı metody v závislosti
na CPU času. Všechny výpočty jsou prováděny parallelně na 4 výpočtových jádrech. Pro řešeńı
soustavy lineárńıch rovnic byl použit iterativńı řešič BICGSTAB s ILU předpodmiňovačem.
(vpravo) Porovnáńı rychlosti konvergence metody lokálńıho času pro 1, 4 a 8 výpočetńıch ja-
der.
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Kapitola 3

Prostorová diskretizace
Navierových-Stokesových rovnic
pomoćı nespojité Galerkinovy
metody konečných prvk̊u

Tato kapitola se zabývá rozš́ı̌reńım prostorové diskretizace pomoćı nespojité Galerkinovy metody
konečných prvk̊u pro nelineárńı systém Navierových-Stokesových, rovnic popisuj́ıćıch laminárńı
prouděńı stlačitelné vazké tekutiny. Tyto rovnice spadaj́ı do tř́ıdy rovnic typu konvekce-difuze, kde
se objevuj́ı členy s druhou derivaćı podle prostorové proměnné. Pro diskretizaci difuzńıch člen̊u
byla použita schémata LDG [17], BR2 [8] a IP [21, 24]. Dále je zde diskutována CFL podmı́nka
stability, která ovlivňuje velikost časového kroku v př́ıpadě explicitńı metody lokálńıho času a
také je zde provedeno srovnáńı s explicitńı metody lokálńıho času s implicitńı metodou.

3.1 Prostorová diskretizace Navierových-Stokesových rovnic

Uvažujme nelineárńı systém Navierových-Stokesových rovnic popisuj́ıćıch laminárńı prouděńı
stlačitelné vazké tekutiny, zapsaný v konzervativńım tvaru [23, 24, 56].

∂w

∂t
+

2∑
s=1

∂

∂xs
F s(w,∇w) = 0, s = 1, 2, t ∈ [0, T ], x = [x1, x2] ∈ Ω ⊂ R2, (3.1)

kde F (w,∇w) = f s(w)−fvs(w,∇w). Vektor konzervativńıch proměnnýchw, nevazké numerické
toky f s(w) a vazké numerické toky fvs(w,∇w) jsou definované jako

w =


%
%u1

%u2

E

 , f1(w) =


%u1

%u2
1 + p

%u1u2

(E + p)u1

 , f2(w) =


%u2

%u1u2

%u2
2 + p

(E + p)u2

 ,

fv1(w,∇w) =


0
τ11

τ12

u1τ11 + u2τ12 + k ∂T/∂x1

 , fv2(w,∇w) =


0
τ12

τ22

u1τ12 + u2τ22 + k ∂T/∂x2

 ,
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kde %, u1, u2, p, E, T jsou hustota, rychlosti ve směrech x1 a x2, tlak, hodnota celkové ener-
gie vztažená na jednotku objemu, teplota a k je součinitel tepelné vodivosti. Tenzor napět́ı je
definován jako

τij = µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi
− 2

3

∂uk
∂xk

δij

)
,

kde µ je dynamická viskozita. Systém rovnic je uzavřen konstitutivńım vztahem pro ideálńı plyn

p = (κ− 1)

[
E − 1

2
%
(
u2

1 + u2
2

)]
,

kde κ = 1.4 je Poissonova konstanta. Pro určeńı derivaćı ∂T/∂xs použijeme vztah [56]

k
∂T

∂xs
=

κ

κ− 1

k

cp

∂

∂xs

(
p

%

)
, (3.2)

kde cp je měrná tepelná kapacita.

Prostorová diskretizace systému Navierových-Stlokesových rovnic je podstatně komplikovaněǰśı,
než tomu bylo v př́ıpadě prostorové diskretizace systému Eulerových rovnic. Je to zp̊usobeno
t́ım, že vazký tok fvs(w,∇w) v sobě obsahuje hodnotu gradientu ∇w. Pokud bychom bez
úpravy rovnice (3.1) provedli diskretizaci pomoćı nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u,
potřebovali bychom určeńı hodnoty gradientu na hraně kontrolńıho elementu. Vzhledem k tomu,
že se řešeńı uvažuje jako nespojité, s nespojitostmi právě na hranách kontrolńıch element̊u, nelze
tuto hodnotu gradientu určit.

Pozn. 3.1. Pokud chceme určit aproximaci hodnoty nějaké funkce v mı́stě, kde je funkce nespojitá,
lze jako tuto hodnotu vźıt aritmetický pr̊uměr limit funkce zleva a zprava. V př́ıpadě, že chceme
aproximovat hodnotu derivace již aritmetický pr̊uměr nadává smysluplné hodnoty.

Abychom odstranili pot́ıže spojené s diskretizaćı gradientu, přeṕı̌seme podle [7] systém Navie-
rových-Stokesových rovnic (3.1) do následuj́ıćıho tvaru

∂w

∂t
+

2∑
s=1

∂

∂xs
F (w,θ) = 0, (3.3)

θr −
∂w

∂xr
= 0, r = 1, 2, (3.4)

představuj́ıćıho soustavu rovnic prvńıho řádu, θ = [θ1,θ2]T . Dı́ky této úpravě se vyhneme
problému vyč́ıslováńı gradientu na stěnách kontrolńıch element̊u.

Vlastńı numerickou diskretizaci provedeme stejně jako v př́ıpadě Eulerových rovnic. Pro obě
rovnice (3.3), (3.4) použijeme stejné bázové i testovaćı funkce. Necht’ {Ωk}Kk=1, je konečné pokryt́ı
výpočtové oblasti Ω takové, že plat́ı Ωi∩Ωj = ∅, i 6= j a zároveň

⋃
k Ωk = Ω. Dále předpokládejme,

že se jedná o tzv. konformńı trojúhelńıkovou śıt’ śıt’. Symboly Γint ∈ Γ, Γb ∈ Γ označme množinu
všech vnitřńıch a množinu všech hraničńıch stěn. Aproximativńı řešeńı rovnic (3.3), (3.4) budeme
hledat na prostoru funkćı Sh = Sh × Sh × Sh × Sh ≡ S4

h, kde

Sh = {v(x) ∈ L2(Ω) : v(x) ∈ Pq(Ωk) pro x ∈ Ωk, v(x) = 0 pro x /∈ Ωk, ∀Ωk ∈ Th}.

Prostor Sh je tedy podprostor funkćı z prostoru L2(Ω) takových, že když funkce v(x) ∈ Sh,
pak existuje kontrolńı element Ωk na kterém je funkce v(x) polynomem řádu nejvýše q a na
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oblasti Ω\Ωk je identicky rovna nule. Nyńı můžeme přistoupit k vlastńı diskretizaci rovnic (3.3),
(3.4) pomoćı nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u. Obě rovnice (3.3), (3.4) skalárně
přenásob́ıme testovaćı funkćı v(x) ∈ Sh a zintegrujeme přes kontrolńı element Ωk∫

Ωk

∂w

∂t
· v dΩ +

∫
Ωk

2∑
s=1

∂F s(w,θ)

∂xs
· v dΩ = 0.∫

Ωk

θr · v dΩ−
∫

Ωk

∂w

∂xr
· v dΩ = 0.

Aplikaćı metody per partes na druhé integrály v obou rovnićıch dostaneme integrálńı identity∫
Ωk

∂w

∂t
· v dΩ−

∫
Ωk

2∑
s=1

F s(w,θ) · ∂v
∂xs

dΩ +

∮
∂Ωk

2∑
s=1

F s(w,θ)ns · v dl = 0, (3.5)∫
Ωk

θr · v dΩ +

∫
Ωk

w · ∂v
∂xr

dΩ−
∮
∂Ωk

wnr · v dl = 0. (3.6)

Křivkový integrál v rovnici (3.5) se nahrad́ı pomoćı numerického toku podobným zp̊usobem jako
je tomu v př́ıpadě metody konečných objemů

2∑
s=1

F s(w)ns ≈ H(w+,θ+,w−,θ−,n),

kde n = [n1, n2] je jednotkový vektor vněǰśı normály a hodnoty w+, θ+ a w−, θ− označuj́ı
limity vektoru konzervativńıch proměnných w a pomocné proměnné θ z vněǰsku a vnitřku strany
kontrolńıho elementu Ωk. Podobně hodnotu toku vektoru w v křivkovém integrálu rovnice (3.6)
nahrad́ıme jako

w|Γ ≈ Kr(w+,w−).

Dosazeńım numerických tok̊u H, K do rovnic (3.5), (3.6) a sečteńım přes všechny kontrolńı
elementy dostaneme

∂

∂t

K∑
k=1

∫
Ωk

w · v dΩ−
K∑
k=1

∫
Ωk

2∑
s=1

F s(w,θ) · ∂v
∂xs

dΩ + (3.7)

+
∑

Γ∈Γint

∫
Γ
H(w+,θ+,w−,θ−n) · [v] dl +

∑
Γ∈Γb

∫
Γ
Hb(w−,θ−,n) · v dl = 0,

K∑
k=1

∫
Ωk

θr · v dΩ +
K∑
k=1

∫
Ωk

w · ∂v
∂xr

dΩ−
∑

Γ∈Γint

∫
Γ
Kr(w+,w−)nr · [v] dl −

−
∑
Γ∈Γb

∫
Γ
Kbr(w−)nr · v dl = 0, (3.8)

kde [v] = v+ − v− označuje nespojitost v testovaćı funkci na hranici elementu Ωk, Hb a Kb jsou
numerické toky definované na stěně Γ ∈ Γb.
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Zavedeńım následuj́ıćıch forem

(w,v) =
K∑
k=1

∫
Ωk

w · v dΩ,

b(w,θ,v) = −
K∑
k=1

∫
Ωk

2∑
s=1

F s(w,θ) · ∂v
∂xs

dΩ

+
∑

Γ∈Γint

∫
Γ
H(w+,θ+,w−,θ−,n) · [v] dl +

∑
Γ∈Γb

∫
Γ
Hb(w−,θ−,n) · v dl,

(θr,v) =
K∑
k=1

∫
Ωk

sr · v dΩ,

cr(w,v) =

K∑
k=1

∫
Ωk

w · ∂v
∂xr

dΩ−
∑

Γ∈Γint

∫
Γ
Kr(w+,w−)nr · [v] dl −

−
∑
Γ∈Γb

∫
Γ
Kbr(w−)nr · v dl (3.9)

můžeme definovat aproximativńı řešeńı úlohy (3.3), (3.4) jako funkce w ∈ C1([0, T ];Sh), θ ∈
C1(Sh) splňuj́ıćı integrálńı identitu(

∂w

∂t
,v

)
+ b(w,θ,v) = 0, (3.10)

(θr,v) + cr(w,v) = 0, r = 1, 2, (3.11)

pro všechny testovaćı funkce v ∈ Sh, pro všechny časy t ∈ [0, T ] a splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku
w(x, 0) = w0(x).

Necht’ ϕik, i = 1, 2, ...M je množina bázových funkćı prostoru polynomů Pq(Ωk) na kontrolńım
elementu Ωk, definovaných v předchoźı kapitole. Protože uvažujeme w ∈ Sh a θr ∈ Sh, můžeme
m-tou složku wmk , m = 1, 2, 3, 4 vektorové funkce w na kontrolńım elementu Ωk uvažovat jako
lineárńı kombinaci bázových funkćı

wmk (x, t) =

M∑
i=1

wmk,i(t)ϕ
i
k(x), θmk,r(x) =

M∑
i=1

θmk,r,iϕ
i
k(x). (3.12)

Testovaćı funkci v zvoĺıme následovně. Na elementu Ωk bude p-tá složka vpk,j testovaćı funkce v
rovna

vpk,j =

{
ϕjk p = m
0 p 6= m

. (3.13)

Mimo element Ωk bude testovaćı funkce identicky rovná nule. Dosazeńım vztah̊u (3.12) a (3.13)
do integrálńıch identit (3.10), (3.11) dostaneme∫

Ωk

M∑
i=1

∂wmk,i
∂t

ϕikϕ
j
k dΩ−

∫
Ωk

2∑
s=1

Fms (w,θ)
∂ϕjk
∂xs

dΩ +

+

∮
∂Ωk

Hm(w+,θ+,w−,θ−,n)ϕjk dl = 0,

∫
Ωk

M∑
i=1

∂θmk,r,i
∂t

ϕikϕ
j
k dΩ−

∫
Ωk

M∑
i=1

wmk,i(t)ϕ
i
k

∂ϕjk
∂xr

dΩ +

∮
∂Ωk

Km(w+,w−)nrϕ
j
k dl = 0,
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kde m = 1, 2, 3, 4, i, j = 1, 2, ...M , k = 1, 2, . . .K, r = 1, 2, Fms je m-tá složka vektoru toku F s ve
směru souřadnicové osy xs, Hm je m-tá složka numerického vektoru toku H a Km je m-tá složka
numerického vektoru toku K.

Dále se budeme zabývat vhodnou volbou numerických tok̊u H a K na stěnách kontrolńıch
element̊u. Vektor H nejprve rozděĺıme na vazkou Fv a nevazkou F část

H(w+,θ+,w−,θ−,n) = F(w+,w−,n) + Fv(w+,θ+,w−,θ−,n) (3.14)

Nevazkou část numerického toku F aproximujeme stejně jako v předchoźı kapitole, zabývaj́ıćı
se nevazkým prouděńım. Zbývaj́ıćı toky Fv a K lze aproximovat r̊uznými zp̊usoby. Základńı a
nejjednodušš́ı zp̊usob výpočtu těchto tok̊u je pomoćı aritmetického pr̊uměru známého také jako
prvńı Bassiho-Rebayovo schéma [7]

Fv(w+,θ+,w−,θ−,n) =
1

2

(
fv+
n + fv−n

)
, (3.15)

K(w+,w−) =
1

2

(
w+ +w−

)
, (3.16)

kde fv+
n = fv1(w+,θ+)n1 + fv2(w+,θ+)n2, fv−n = fv1(w−,θ−)n1 + fv2(w−,θ−)n2.

Tento zp̊usob aproximace neńı úplně nejvhodněǰśı, nebot’ v práci [5] je dokázáno že metoda
konverguje optimálně pouze pro polynomiálńı funkce lichého stupně. Pro odstraněńı tohoto ne-
dostatku je výhodné použ́ıt tzv. LDG (local discontinuous galerkin) aproximaci tok̊u [17]

Fv(w+,θ+,w−,θ−,n) =
1

2

(
fv+
n + fv−n

)
+ β

(
fv+
n − fv−n

)
− γ

(
w+ −w−

)
, (3.17)

K(w+,w−) =
1

2

(
w+ +w−

)
− β

(
w+ −w−

)
, (3.18)

kde β ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
, γ = ηeh

−1
e , ηe je uživatelem definovaná hodnota na hraně kontrolńıho elementu

a h−1
e = |Γ| je velikost hrany.

Nevýhodou uvedených aproximaćı numerických tok̊u je, že pro výpočet derivaćı na stěnách
kontrolńıho elementu jsou zapotřeb́ı hodnoty od soused̊u sousedńıch element̊u. Daľśı nevýhodou
je př́ıtomnost rovnice pro výpočet gradient̊u. Uvedené nevýhody odstraňuje druhé Bassiho-
Rebayovo schéma, v literatuře známé jako BR2 schéma [11, 8]. V tomto schématu se zavád́ı
pomocná proměnná θ jako součet gradientu ∇w a jeho korekce R, která v sobě obsahuje vliv
nespojitost́ı v řešeńı. Pro odvozeńı korekčńı části vyjděme z integrálńı identity (3.6) rovnice (3.4),
pro r tou složku pomocné proměnné gradientu θr, vektoru w. Aproximujeme-li hodnotu vektoru
konzervativńıch proměnných w na hranici kontrolńıho elementu pomoćı aritmetického pr̊uměru,
dostaneme∫

Ωk

θr · v dΩ +

∫
Ωk

w · ∂v
∂xr

dΩ−
∮
∂Ωk

1

2
(w+ +w−)nr · v dl = 0, r = 1, 2, (3.19)

kde w− reps. w+ jsou hodnoty vektoru konzervativńıch proměnných zevnitř, resp. zvenku hranice
kontrolńıho elementu Ωk. Provedeńım opětovné integrace ”per partes”druhého členu a úpravou
rovnice dostaneme∫

Ωk

θr · v dΩ =

∫
Ωk

∂w

∂xr
· v dΩ︸ ︷︷ ︸

gradientw

+

∮
∂Ωk

1

2
(w+ −w−)nr · v dl = 0︸ ︷︷ ︸

korekceRr

, r = 1, 2. (3.20)

Hodnoty korekčńıho členu vyjádř́ıme na elementu Ωk podle rovnice∫
Ωk

Rr · v dΩ =

∮
∂Ωk

1

2
(w+ −w−)nr · v dl = 0, r = 1, 2. (3.21)
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Dı́ky této rovnici plat́ı pro hodnotu pomocné funkce gradientu θr vztah

θr =
∂w

∂xr
+Rr, r = 1, 2. (3.22)

Dále zaved’me lokálńı hodnoty korekčńıho členu R−r , R+
r pro hranu Γ kontrolńıho elementu Ωk

jako ∫
Ωk

R−r · v dΩ =

∫
Γ

1

2
(w+ −w−)nr · v dl = 0,∫

Ωkq

R+
r · v dΩ = −

∫
Γ

1

2
(w+ −w−)nr · v dl = 0, r = 1, 2,

kde Ωkq je kontrolńı element soused́ıćı s kontrolńım elementem Ωk přes hranu Γ. Na hraně Γ
kontrolńıho elementu Ωk lze tedy pro pomocné hodnoty gradientu psát

θ+
r =

∂w+

∂xr
+R+

r , (3.23)

θ−r =
∂w−

∂xr
+R−r , r = 1, 2. (3.24)

Mezi lokálńım korekčńım členem R−r a korekčńım členem Rr plat́ı vztah

Rr =
∑

Γ∈∂Ωk

R−r .

V př́ıpadě, že je hrana Γ součást́ı hranice Γb, definujeme lokálńı korekčńı operátor jako∫
Ωk

R−r · v dΩ =

∫
Γ

1

2
(wb −w−)nr · v dl = 0, (3.25)

kde wb je hodnota vektoru konzervativńıch proměnných sestavená z hodnot vektoru w− a
př́ıslušných okrajových podmı́nek.

Dosazeńım vztah̊u (3.22), (3.23) a (3.24) do integrálńı identity (3.5) dostaneme

∂

∂t

K∑
k=1

∫
Ωk

w · v dΩ−
K∑
k=1

∫
Ωk

2∑
s=1

F s(w,∇w +R) · ∂v
∂xs

dΩ +

+
∑

Γ∈Γint

∫
Γ
H(w+,∇w++R+,w−,∇w++R+,n) · [v] dl +

+
∑
Γ∈Γb

∫
Γ
Hb(w−,∇w−+R−,n) · v dl = 0, (3.26)

kde ∇w =
[
∂w
∂x1

, ∂w∂x2

]
, R = [R1,R2], R+ =

[
R+

1 ,R
+
2

]
, R− =

[
R−1 ,R

−
2

]
.

Daľśı úpravy rovnice již prob́ıhaj́ı stejně, jako tomu bylo v př́ıpadě diskretizace nevazkého
systému Eulerových rovnic, popsaného v předchoźı kapitole. Vhodnou volbou bázových a testo-
vaćıch funkćı a vyč́ısleńım př́ıslušných integrál̊u pomoćı vhodných integračńıch vzorc̊u dostaneme
z rovnice (3.26) systém nelineárńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic pro neznámé koeficienty
lineárńı kombinace bázových funkćı hodnot vektoru konzervativńıch proměnných na každém kon-
trolńım elementu Ωk

dW

dt
= R(W ).
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3.2 Metoda vnitřńı penalty

Prostorová diskretizace systému Navierových-Stokesových rovnic popsaná v předchoźım odstavci
neńı, vzhledem ke své složitosti, př́ılǐs vhodná pro implicitńı časovou diskretizaci, kdy jednotlivé
prvky globálńı matice vyč́ıslujeme podle analyticky odvozených předpis̊u. Důvodem jsou velmi
složité vztahy, vznikaj́ıćı při vyč́ıslováńı Jacobiovy matice rezidua. Abychom mohli snadno im-
plementovat imlicitńı metodu, uvedeme si zde IIPG variantu metody vnitřńıch penalt (interior
penalty method) [24] určenou pro diskretizace Navierových-Stokesových rovnic pomoćı nespo-
jité Galerkinovy metody konečných prvk̊u. Vyjděme ze systému Navierových-Stokesových rovnic
(3.1)

∂w

∂t
+

2∑
s=1

∂

∂xs
f s(w) =

2∑
s=1

∂

∂xs
fvs(w,∇w). (3.27)

Přenásobeńım rovnice (3.27) testovaćı funkćı v(x) ∈ Sh a zintegrováńım přes kontrolńı element
Ωk dostaneme∫

Ωk

∂w

∂t
· v dΩ +

∫
Ωk

2∑
s=1

∂f s(w)

∂xs
· v dΩ =

∫
Ωk

2∑
s=1

∂fvs(w,∇w)

∂xs
· v dΩ.

Aplikaćı metody per partes uprav́ıme integrálńı identitu na tvar∫
Ωk

∂w

∂t
· v dΩ −

∫
Ωk

2∑
s=1

f s(w) · ∂v
∂xs

dΩ +

∮
∂Ωk

2∑
s=1

f s(w)ns · v dl =

−
∫

Ωk

2∑
s=1

fvs(w,∇w) · ∂v
∂xs

dΩ +

∮
∂Ωk

2∑
s=1

fvs(w,∇w)ns · v dl. (3.28)

Vazký tok fvs je možné vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem [24]

fvs(w,∇w) =
2∑
r=1

Ks,r(w)
∂w

∂xr
, s = 1, 2, (3.29)

kde matice Ks,r jsou definované jako

K1,1 =
µ

%


0 0 0 0
−4

3u1
4
3 0 0

−u2 0 1 0

−
(

4
3u

2
1 + u2

2 + κ
Pr

(
E − (u2

1 + u2
2)
)) (

4
3 −

κ
Pr

)
u1

(
1− κ

Pr

)
u2

κ
Pr

 ,

K1,2 =
µ

%


0 0 0 0

2
3u2 0 −2

3 0
−u1 1 0 0
−1

3u1u2 u2 −2
3u1 0

 , K2,1 =
µ

%


0 0 0 0
−u2 0 1 0
2
3u1 −2

3 0 0
−1

3u1u2 −2
3u2 u1 0

 ,

K2,2 =
µ

%


0 0 0 0
−u1 1 0 0
−4

3u2 0 4
3 0

−
(
u2

1 + 4
3u

2
2 + κ

Pr

(
E − (u2

1 + u2
2)
)) (

1− κ
Pr

)
u1

(
4
3 −

κ
Pr

)
u2

κ
Pr

 ,
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Dosazeńım do rovnice (3.28) dostaneme∫
Ωk

∂w

∂t
· v dΩ −

∫
Ωk

2∑
s=1

f s(w) · ∂v
∂xs

dΩ +

∮
∂Ωk

2∑
s=1

f s(w)ns · v dl = (3.30)

−
∫

Ωk

2∑
s=1

2∑
r=1

Ks,r(w)
∂w

∂xr
· ∂v
∂xs

dΩ +

∮
∂Ωk

2∑
s=1

2∑
r=1

Ks,r(w)
∂w

∂xr
ns · v dl.

Nevazký tok na stěnách kontrolńıch element̊u aproximujeme stejným zp̊usobem, popsaným v předchoźı
kapitole, tj.

∑2
s=1 f s(w)ns = F(w+,w−,n). Podobně vazký tok aproximujeme na stěnách

prostým aritmetickým pr̊uměrem. Sečteńım integrálńıch identit (3.31) přes všechny kontrolńı
elementy Ωk dostaneme

∂

∂t

K∑
k=1

∫
Ωk

w · v dΩ−
K∑
k=1

∫
Ωk

2∑
s=1

f s(w) · ∂v
∂xs

dΩ +
∑

Γ∈Γint

∫
Γ
F(w+,w−,n) · [v] dl + (3.31)

+
∑
Γ∈Γb

∫
Γ
Fb(w−,n) · v dl =

−
K∑
k=1

∫
Ωk

2∑
s=1

2∑
r=1

Ks,r(w)
∂w

∂xr
· ∂v
∂xs

dΩ +
∑

Γ∈Γint

∫
Γ

2∑
s=1

{
2∑
r=1

Ks,r(w)
∂w

∂xr

}
ns · [v] dl +

+
∑
Γ∈Γb

∫
Γ

2∑
s=1

2∑
r=1

Ks,r(w
b)
∂w

∂xr
ns · v dl

Zavedeńım následuj́ıćıch forem

(w,v) =
K∑
k=1

∫
Ωk

w · v dΩ,

b(w,v) = −
K∑
k=1

∫
Ωk

2∑
s=1

f s(w) · ∂v
∂xs

dΩ +
∑

Γ∈Γint

∫
Γ
F(w+,w−,n) · [v] dl +

+
∑
Γ∈Γb

∫
Γ
Fb(w−,n) · v dl

c(w,∇w,v) = −
K∑
k=1

∫
Ωk

2∑
s=1

2∑
r=1

Ks,r(w)
∂w

∂xr
· ∂v
∂xs

dΩ +
∑

Γ∈Γint

∫
Γ

2∑
s=1

{
2∑
r=1

Ks,r(w)
∂w

∂xr

}
ns · [v] dl +

+
∑
Γ∈Γb

∫
Γ

2∑
s=1

2∑
r=1

Ks,r(w
b)
∂w

∂xr
ns · v dl,

můžeme vztah (3.31) přepsat do tvaru(
∂w

∂t
,v

)
+ b(w,v) = c(w,∇w,v), ∀v ∈ Sh. (3.32)

Vhodnou volbou bázových funkćı bychom provedli prostorovou diskretizaci. Nyńı se zaměřme
na imlicitńı časovou diskretizaci. Nahrazeńım časové derivace zpětnou diferenčńı formuĺı prvńıho
řádu přesnosti dostaneme(

wn+1 −wn

∆t
,v

)
+ b(wn+1,v) = c(wn+1,∇wn+1,v), ∀v ∈ Sh.
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Zp̊usob linearizace a vyč́ısleńı formy b(wn+1,v) byl popsán v minulé kapitole. Zaměřme se tedy na
formu c(wn+1,∇wn+1,v). Tato forma je sice nelineárńı v proměnné w a zato lineárńı v gradientu
∇wn+1. Jednoduchou úpravou(

wn+1 −wn

∆t
,v

)
+ b(wn+1,v) = c(wn,∇wn+1,v), ∀v ∈ Sh,

lze tedy źıskat semiimplicitńı metodu. Abychom dostali plně implicitńı metodu, zavedeme vnitřńı
iteračńı index s (

ws+1 −wn

∆t
,v

)
+ b(wn+1,v) = c(ws,∇wn+1,v), ∀v ∈ Sh.

Pokud řešeńı v rámci vnitřńıch iteraćı zkonverguje k předepsané toleranci, tj. ‖ws+1−ws‖L2 < tol,
postouṕıme do daľśı časové hladiny, tj. wn+1 = ws+1.

Uvedená metoda má velkou nevýhodu. Je nestabilńı. Je to zp̊usobeno faktem, že řešeńı může
být obecně nespojité (i když vzhledem k parabolickému charakteru rovnic by mělo být spojité)
a u nespojité funkce nelze vypoč́ıtat derivaci v mı́stě nespojitosti jako aritmetický pr̊uměr limit
derivaćı zleva a zprava. Řešeńım je přidáńı nového členu penalizuj́ıćıho nespojitosti v řešeńı.
Tento člen má obecně tvar

p(w,v) = cW
∑

Γ∈Γint

∫
Γ
[w] · [v] dl + cW

∑
Γ∈Γb

∫
Γ
wb · v dl, (3.33)

kde cW = CIP
Reh , kde h = |Γ|, Re je Reynoldsovo č́ıslo a CIP je dostatečně velká kladná konstanta.

Penalizačńı člen přidáme na levou stranu identity (3.32)(
∂w

∂t
,v

)
+ b(w,v) + p(w,v) = c(w,∇w,v), ∀v ∈ Sh.

3.3 Obecné implicitńı schéma

Implicitńı schéma založené na metodě vnitřńı penalty má jednu velikou nevýhodu. Je třeba
vhodně zvolit neznámý parametr CIP . Z tohoto d̊uvodu se jev́ı jako výhodněǰśı použit́ı BR2
schématu, které je kompaktńı a neobsahuje uživatelem zvolené parametry. Na druhou stranu BR2
schéma je natolik komplikované, že analytické sestaveńı Jacobiovy matice je prakticky nemožné.
V tomto př́ıpadě je nutné volit numerické sestaveńı Jacobiovy matice, popsané v předchoźı ka-
pitole, které je nezávislé na komplikovanosti schématu a produkuje velice přesnou Jacobiovu
matici.

3.4 Okrajové podmı́nky

V tomto odstavci se budeme zabývat okrajovými podmı́nkami pro systém Navierových-Stokesových
rovnic. Vzhledem k tomu, že numerický tok je složený z nevazké a vazké části (H = Fi+Fv), bu-
deme pro nevazkou část toku uvažovat okrajové podmı́nky uvedené v předchoźı kapitole zabývaj́ıćı
se nevazkým prouděńım a zde si pouze uvedeme rozš́ı̌reńı těchto podmı́nek pro vazkou část toku.
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Pevná nepropustná stěna

Zde předepisujeme nulové složky rychlost́ı u1 = 0, u2 = 0 a nulový tepelný tok do výpočtové
oblasti ∂T

∂n = 0. Po dosazeńı do normálového vazkého toku dostaneme

fv1(w,∇w) =


0

τ11n1 + τ12n2

τ12n1 + τ22n2

0

 .
Dále urč́ıme hodnotu vektoru wb z vektoru w na hraně Γb a okrajových podmı́nek. Nejprve
extrapolujeme hodnotu hustoty %b = w1, poté vypočteme hodnotu tlaku

p = (κ− 1)

[
w4 − 1

2w1

(
(w2)2 + (w3)2

)]
(3.34)

a dopočteme hodnotu energie Eb = p
κ−1 . Hodnota vektoru konzervativńıch proměnných na pevné

nepropustné hranici bude mı́t poté tvar

wb =


%b

0
0
Eb

 .

Vstup, výstup

Na vstupńı a výstupńı hranici uvažujeme nulové vazké napět́ı ve směru normály
∑

i τijni a nulový
tepelný tok ve směru normály ∂T

∂n = 0. Po dosazeńı do normálového vazkého toku dostaneme

fv1(w,∇w) =


0
0
0
0

 .
Vektor wb urč́ıme tak, že všechny hodnoty extrapolujeme z vektoru w na Γb, tj.

wb = w.

3.5 Převod Navierových-Stokesových rovnic do bezrozměrového
tvaru

Z hlediska lepš́ı podmı́něnosti řešeného systému rovnic a nastaveńı volitelných koeficient̊u výpočtu
je výhodné převést uvažovaný systém Navierových-Stokesových rovnic do bezrozměrového tvaru.
Tento převod provedeme následovně. Nejprve zvoĺıme referenčńı hodnotu hustoty %ref , délky lref ,
rychlosti uref a dynamické viskozity µref . Pomoćı takto zvolených referenčńıch hodnot vyjádř́ıme
bezrozmerové veličiny tak, že je poděĺıme referenčńımi hodnotami

% =
%

%ref
, xs =

xs
lref

, us =
us
uref

, µ =
µ

µref
.
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Přenásobeńım prvńı rovnice v (3.1) hodnotou lref/(%refuref ), druhé a třet́ı rovnice hodnotou
lref/(%refu

2
ref ) a čtvrté rovnice hodnotou lref/(%refu

3
ref ), lze systém rovnic (3.1) přepsat do tvaru

∂w

∂t
+

2∑
s=1

∂

∂xs
f s(w) =

1

Re

2∑
s=1

∂

∂xs
fvs(w,∇w), s = 1, 2,

kde

w =


%
% u1

% u2

E

 , f1(w) =


% u1

% u2
1 + p

% u1u2

(E + p)u1

 , f2(w) =


% u2

% u1u2

% u2
2 + p

(E + p)u2

 ,

fv1(w,∇w) =


0
τ11

τ12

u1τ11 + u2τ12 + κ
κ−1

µ
Pr

∂
∂x1

(
p
%

)
 ,

fv2(w,∇w) =


0
τ12

τ22

u1τ12 + u2τ22 + κ
κ−1

µ
Pr

∂
∂x2

(
p
%

)
 ,

kde Pr =
cpµ
k je tzv. Prandtlovo č́ıslo. Tenzor napět́ı a statický tlak nabývaj́ı v bezrozměrovém

tvaru podobu

τ ij = µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi
− 2

3

∂uk
∂xk

δij

)
, p = (κ− 1)

[
E − 1

2
%
(
u2

1 + u2
2

)]
.

Zbývaj́ıćı bezrozměrové veličiny jsou definovány jako

t =
t

tref
= t

uref
lref

, p =
p

pref
=

p

%refuref
, E =

E

Eref
=

E

%refu
2
ref

a nakonec pro Reynoldsovo č́ıslo plat́ı

Re =
%refuref lref

µref
. (3.35)

3.6 Podmı́nka stability

V předchoźı kapitole zabývaj́ıćı se prostorovou diskretizaćı nelineárńıho systému Eulerových rov-
nic byla v př́ıpadě použit́ı explicitńıho schématu uvedena nutná podmı́nka stability omezuj́ıćı
velikost časového kroku vztahem

∆t ≤ min
k

 CFL
|λx1,k

|+|λx2,k
|

∆lk
(2q + 1)

 ,

kde CFL je volené nezáporné č́ıslo, λx1,k = |u1| + a, λx2,k = |u2| + a jsou maximálńı vlastńı
č́ısla ve směru souřadnicových os x1, x2, ∆lk je pr̊uměr kontrolńıho elementu Ωk a q je stupeň
polynomiálńı aproximace.
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Dále zde bylo ukázáno jak danou CFL podmı́nku poněkud oslabit při použit́ı metody lokálńıho
času, kde se velikost časového kroku na každém kontrolńım elementu vypoč́ıtává pouze z lokálńı
podmı́nky stability (nedělá se tedy minimum přes k).

V př́ıpadě Eulerových rovnic neńı CFL podmı́nka stability př́ılǐs restriktivńı a v kombinaci
s metodou lokálńıho času lze vytvořit poměrně efektivńı výpočetńı algoritmus založený na expli-
citńı metodě. Poněkud složitěǰśı situace nastává v př́ıpadě diskretizace Navierových-Stokesových
rovnic, kde lze odvodit lokálńı CFL podmı́nku stability ve tvaru

∆t ≤ CFL(
|λx1,k

|+|λx2,k
|

∆lk
+ 2

Re
1

(∆lk)2

)
(2q + 1)

, (3.36)

kde Re je Reynoldsovo č́ıslo. Vazké efekty tekutiny se tedy v podmı́nce stability projevuj́ı členem
2
Re

1
(∆lk)2 . Tento člen může d́ıky závislosti na členu (∆lk)

2 dosahovat poměrně vysokých hodnot a

t́ım velice omezit velikost časového kroku. Tato situace nastává předevš́ım u stěny, kde je třeba
z d̊uvod̊u správného zachyceńı mezńı vrstvy zahustit výpočetńı śıt’. Abychom źıskali konkrétněǰśı
představu uvažujme př́ıklad stacionárńıho prouděńı v rovném vodorovném kanálu. Prouděńı je
plně vyvinuté, maximálńı rychlost ve středu kanálu je u = 300 m s−1, hustota média je % =
1.17 kg m−3, statický tlak je p = 101325 Pa, dynamická viskozita µ = 1.85 10−5 Pa s a š́ı̌rka
kanálu h = 0.4 10−3 m. Reynoldsovo č́ıslo má hodnotu

Re =
%u h

µ
=

1.17 300 0.4 10−3

1.85 10−5
≈ 7590.

Podle numerických experiment̊u prováděných v [23], [27] je vhodné volit velikost nejmenš́ıho
kontrolńıho elementu podle vztahu

∆l = 0.05
1√
Re
≈ 5.7 10−4

a tedy pro člen viskozity vystupuj́ıćı v CFL podmı́nce stability dostáváme

2

Re

1

(∆l)2
=

2

0.052
= 800.

Jelikož je hodnota rychlosti u stěny skoro nulová, dostáváme pro maximálńı vlastńı č́ıslo hodnotu

a ≈
√
p

%
≈ 294 m s−1.

Pro prvńı člen ve jmenovateli CFL podmı́nky stability pak dostáváme hodnotu

|λx1 |+ |λx2 |
∆l

=
a+ a

0.05 1√
Re

≈ 106.

Vid́ıme tedy, že při výpočtech pro ńızká Reynoldsova č́ısla a vysoká Machova č́ısla člen 2
Re

1
(∆lk)2

podmı́nku stability podstatně neovlivňuje.

3.7 Numerické výsledky

3.7.1 NACA 0012

Pro validaci numerické implementace metody použijeme známý testovaćı př́ıklad obtékáńı le-
teckého profilu NACA 0012. Parametry nerozrušeného proudu voĺıme následovně: Machovo č́ıslo
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M∞ = 0.5, úhel náběhu α = 0◦ a Reynoldsovo č́ıslo Re∞ = 5000. Pro podrobné srovnáńı budeme
vizualizovat pr̊uběh tlakového a třećıho koeficientu podél povrchu profilu. Tlakový koeficient je
definovaný následuj́ıćım vztahem

cp =
p− p∞
1
2%∞u

2
∞
, (3.37)

kde p∞, %∞, u∞ je statický tlak, hustota a rychlost nerozrušeného proudu. Pomoćı vztah̊u
z předchoźı kapitoly popisuj́ıćı okrajové podmı́nky na vstupńı stěně můžeme tyto hodnoty vyjádřit
jako

p∞ =

(
1 +

κ− 1

2
M2
∞

)κ−1
κ

, %∞ =

(
1 +

κ− 1

2
M2
∞

) 1
κ−1

, u∞ = M∞

√
κp∞
%∞

.

Podobně třećı koeficient je definován jako

cf =

∣∣∣∣∣ τw
1
2%∞u

2
∞

∣∣∣∣∣ , (3.38)

kde τw je lokálńı smykové napět́ı na stěně vypočtené jako ∂ut
∂n , kde ut = u · t je pr̊umět vektoru

rychlosti u do tečného směru t vzhledem ke stěně a n je vektor vněǰśı normály stěny.
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Obr. 3.1: Nestrukturovaná trojúhelńıková výpočetńı śıt’ o 2508 elementech.

Obr. 3.2: Porovnáńı rozložeńı Machova č́ısla v okoĺı profilu pro bázové polynomy stupně jedna
(a), dvě (b), tři (c) a metody konečných objemů (d).

80



Obr. 3.3: Detail rozložeńı Machova č́ısla v okoĺı profilu pro bázové polynomy stupně jedna (a),
dvě (b), tři (c) a metody konečných objemů (d).
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Obr. 3.4: Porovnáńı rozložeńı tlaku v okoĺı profilu pro bázové polynomy stupně jedna (a), dvě
(b), tři (c) a metody konečných objemů (d).

Obr. 3.5: Porovnáńı tlakového (vlevo) a třećıho (vpravo) koeficientu pro BR2 a LDG schémata
nespojité Galerkinovy metody a metody konečných objemů.

Obr. 3.6: Pr̊uběh tlakového a třećıho koeficientu uvedený v [Landmann].
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3.7.2 Porovnáńı implicitńı a explicitńı časové diskretizace

V tomto numerickém experimentu se budeme zabývat porovnáńım výpočetńı efektivity r̊uzných
algoritmů použ́ıvaj́ıćıch implicitńı a explicitńı časovou diskretizaci. Srovnáńı bude provedeno na
př́ıkladu obtékáńı leteckého profilu NACA 0012 proudem stlačitelné vazké tekutiny s Machovým
č́ıslem Ma = 0.5, úhlem náběhu α = 5◦ a Reynoldsovým č́ıslem Re = 5000. Výpočetńı śıt’ o 4320
kontrolńıch elementech je znázorněna na obr. 3.7. Pro implicitńı časovou diskretizaci byla použita
dvě r̊uzná schémata. Prvńı volbou bylo schéma založené na IIPG diskretizaci vazkých tok̊u. Pro
sestaveńı globálńı matice bylo použito analytických výraz̊u odvozených v této a předcházej́ıćı
kapitole. Časová diskretizace byla provedena pomoćı zpětné Eulerovy metody. Vzniklá soustava
lineárńıch rovnic byla řešena př́ımým řešičem z knihovny UMFPACK. CFL č́ıslo bylo nasta-
veno na hodnotu CFL = 10000. Druhým implicitńım schématem bylo schéma využ́ıvaj́ıćı BR2
prostorovou diskretizaci vazkého toku. Sestaveńı globálńı matice bylo realizováno s využit́ım
numericky vypočtené Jakobiovi matice. Pro urychleńı výpočtu byla nastavena pouze jediná New-
tonova vnitřńı iterace. Časová diskretizaci byla realizována pomoćı zpětné Eulerovy metody. Pro
numerické řešeńı vzniklé soustavy lineárńıch rovnic byla použita iteračńı metoda GMRES im-
plementovaná v knihovně PARALLELCOLT (implementovaná v JAVĚ), s blokově diagonálńım
předpodmiňovačem. V př́ıpadě explicitńı metody lokálńıho času byla použita Rungeova-Kuttova
metoda 3 řádu přesnosti s CFL = 0.5. Diskretizace vazkých tok̊u byla provedena pomoćı LDG
metody. Všechny výpočty prob́ıhaly paralelně na 4 výpočetńıch jádrech. Na obr. 3.8 je znázorněn
pr̊uběh rezidua spočteného podle vztahu (2.48). Pro dosažeńı hodnoty rezidua 10−5 potřebovalo
IIPG implicitńı schéma 355 s oproti 292 s implicitńıho schématu založeného na BR2 diskretizaci
a 3830 s v př́ıpadě explicitńı metody lokálńıho času. V tomto testovaćım př́ıkladu je z výsledk̊u
jasně patrné, že implicitńı schémata dosahuj́ı daleko vyšš́ı výpočetńı efektivity, než explicitńı
metoda lokálńıho času. Zaj́ımavé je také srovnáńı obou implicitńıch schémat, kde se ukázalo že
jednoduše sestavené implicitńı BR2 schéma založené na numerickém výpočtu Jakobiovy matice a
řeš́ıćı soustavu lineárńıch rovnic iterativńı metodou dosahuje lepš́ıch výsledk̊u než IIPG implicitńı
schéma s analyticky sestavenou globálńı matićı a př́ımým řešičem soustavy linaárńıch rovnic.
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Obr. 3.7: Výpočtová śıt’ o 4320 kontrolńıch elementech (vlevo). Izočáry Machova č́ısla spočtené
IIPG implicitńım schématem (vpravo).

Obr. 3.8: Závislost rezidua na výpočetńım času pro BR2 implicitńı schéma (červeně), IIPG im-
plicitńı schéma (fialově) a explicitńı metodu lokálńıho času (modře).

3.7.3 Transonické prouděńı v mezeře šroubového kompresoru

V tomto odstavci se budeme zabývat transonickým prouděńım vzduchu v těsńıćı mezeře šroubového
kompresoru. Maximálńı š́ı̌rka těsńıćı mezery je H = 300µm. Tlakový poměr mezi vstupńı a
výstupńı část́ı mezery je nastaven na p0i/po = 0.2, kde pout = 101325 Pa. Vstupńı teplota je
T0i = 298.15 K, dynamická viskozita vzduchu je µ = 1.879.10−5 kg.m−1s−1. Z uvedených hodnot
lze dopoč́ıtat referenčńı Reynoldsovo č́ıslo vztažené k š́ı̌rce kanálu H jako Re = 4078. Na obr. 3.9
je znázorněna výpočtová oblast Ω ∈ R2, kde ∂Ω1 a ∂Ω2 označuj́ı vstupńı a výstupńı část hranice a
∂ΩWR a ∂ΩWS označuj́ı stěny rotoru a statoru. Výpočet byl realizován pomoćı explicitńı metody
lokálńıho času s LDG schématem pro aproximaci vazkých tok̊u. Obr. 3.10 ukazuje izočáry Ma-
chova č́ısla. Dále je na obr. 3.11 vidět porovnáńı numerických a experimentálńıch dat źıskaných
použit́ım schlierové metody (ÚT AV ČR, Dr. Luxa). Z porovnáńı je patrná dobrá kvalitativńı
shoda mezi výpočtem a experimentem.
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Obr. 3.9: Geometrie výpočtové oblasti

Obr. 3.10: Izočáry Machova č́ısla.

Obr. 3.11: Porovnáńı s experimentem. Šedá škála koresponduje s x-složkou gradientu hustoty.

85



Kapitola 4

Speciálńı aplikace nespojité
Galerkinovy metody

Tato kapitola se věnuje aplikaćım nespojité Galerkinovy metody pro řešeńı speciálněǰśıch úloh.
V prvńı části je provedeno odvozeńı nespojité Galerkinovy metody v ALE (Arbitrary Lagrangian-
Eulerian) popisu. Dı́ky této úpravě je možné řešit úlohy s časově proměnnou hranićı. Źıskané
výsledky jsou porovnané s alternativńı metodou vnořené hranice (Immersed Boundary Method),
která umožňuje řešit podobnou tř́ıdu úloh, kde se pohyb hranice modeluje pomoćı zdrojového
členu. V daľśı části je zmı́něna úloha interakce tekutiny s tuhým tělesem. Dále následuje část
o možnostech nekonformńı h-adaptace výpočtové śıtě. Nakonec je provedeno rozš́ı̌reńı nespojité
Galerkinovy metody do 3D a je zde diskutována možnost paralelńıho výpočtu na procesoru s v́ıce
výpočetńımi jádry.

4.1 Prostorová diskretizace Navierových-Stokesových rovnic
v ALE popisu

Vyjděme nejprve ze systému Eulerových rovnic popsaného v kapitole 2

∂w

∂t
+

2∑
s=1

∂f s(w)

∂xs
= 0, s = 1, 2. (4.1)

Rovnici (4.1) skalárně přenásob́ıme testovaćı funkćı v(x) ∈ Sh a zintegrujeme přes kontrolńı
objem Ωk(t), který se obecně pohybuje rychlost́ı ν = ν(x, t)∫

Ωk

∂w

∂t
· v dΩ +

∫
Ωk

2∑
s=1

∂f s(w)

∂xs
· v dΩ = 0. (4.2)

Protože jsou bázové funkce vázané na kontrolńı element, plat́ı v = v(x, t). Pomoćı Reynoldsova
transportńıho teorému dostaneme

d

dt

∫
Ωk

w · v dΩ =

∫
Ωk

∂w

∂t
· v dΩ +

∫
Ωk

w · ∂v
∂t

dΩ +

∮
∂Ωk

w · vνn dΩ, (4.3)

kde νn = ν ·n je normálová rychlost pohybu hranice kontrolńıho objemu ∂Ωk(t). Z rovnice (4.3)
vyjádř́ıme člen

∫
Ωk

∂w
∂t · v dΩ a dosad́ıme ho do (4.2). V rovnici (4.2) dále pomoćı Greenovy věty
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uprav́ıme integrál tokové funkce. Dostaneme

d

dt

∫
Ωk

w · v dΩ−
∫

Ωk

w · ∂v
∂t

dΩ −
∮
∂Ωk

w · vνn dΩ−
∫

Ωk

2∑
s=1

f s(w) · ∂v
∂xs

dΩ + (4.4)

+

∮
∂Ωk

2∑
s=1

f s(w)ns · v dl = 0.

Pro materiálovou derivaci bázové funkce v(x, y) plat́ı vztah

dv

dt
=
∂v

∂t
+ ν · ∇v.

Jelikož je bázová funkce unášená společně s kontrolńım objemem Ωk(t), plat́ı pro materiálovou
derivaci bázové funkce dv

dt = 0 a tedy

∂v

∂t
= −ν · ∇v = −

2∑
s=1

νs
∂v

∂xs
. (4.5)

Numerický tok stěnou kontrolńıho objemu ∂Ωk aproximujeme stejně jako v předchoźı kapitole,
tj.
∑2

s=1 f s(w)ns ≈ F(w+,w−,n) Dosazeńım vztahu (4.5) a numerického toku do rovnice (4.4)
a provedeńım několika úprav dostaneme

d

dt

∫
Ωk

w · v dΩ −
∫

Ωk

2∑
s=1

(f s(w)−wνs) ·
∂v

∂xs
dΩ +

+

∮
∂Ωk

(
F(w+,w−,n)−wνn

)
· v dl = 0. (4.6)

Zavedeńım nových numerických tok̊u

gs(w,ν) = f s(w)−wνs, G(w+,w−,ν,n) = F(w+,w−,n)−wνn,

lze rovnici přepsat do tvaru

d

dt

∫
Ωk

w · v dΩ−
∫

Ωk

2∑
s=1

gs(w,ν) · ∂v
∂xs

dΩ +

∮
∂Ωk

G(w+,w−,ν,n) · v dl = 0. (4.7)

Rovnice (4.7) představuje ALE formulaci Eulerových rovnic pomoćı nespojité Galerkinovy me-
tody. Vazké členy nejsou ovlivňovány pohybem śıtě, proto je lze př́ımo připojit na pravou stranu
rovnice

d

dt

∫
Ωk

w · v dΩ −
∫

Ωk

2∑
s=1

gs(w,ν) · ∂v
∂xs

dΩ +

∮
∂Ωk

G(w+,w−,ν,n) · v dl =

=

∫
Ωk

2∑
s=1

fvs(w,∇w) · ∂v
∂xs

dΩ +

∮
∂Ωk

2∑
s=1

fvs(w,∇w)ns · v dl. (4.8)

Důležitou vlastnost́ı při ALE popisu je dodržeńı tzv. geometrického zákonu zachováńı (geo-
metric conservation law GCL). Tato vlastnost předpokládá zachováńı konstantńıho řešeńı při li-
bovolném pohybu śıtě. V následuj́ıćım textu bude ukázáno, že při vhodné volbě bázových funkćı
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splňuje nespojitá Galerkinova metoda GCL přesně. Předpokládejme, že w0 = w(x, t) je kon-
stantńı řešeńı. Vzhledem ke konzistenci numerického toku plat́ı F(w0,w0,n) =

∑2
s=1 f s(w0)ns.

Po dosazeńı do rovnice (4.7) a provedeńım několika málo úprav dostaneme

w0 ·
d

dt

∫
Ωk

v dΩ −
2∑
s=1

f s(w0) ·
(∫

Ωk

∂v

∂xs
dΩ−

∮
∂Ωk

vns dl

)

−
2∑
s=1

w0 ·
(∮

∂Ωk

vνsns dl −
∫

Ωk

∂v

∂xs
νs dΩ

)
= 0. (4.9)

S Greenovy věty okamžitě plyne že∫
Ωk

∂v

∂xs
dΩ−

∮
∂Ωk

vns dl = 0.

Dále celou rovnici formálně vyděĺıme členem w0. Dostaneme

d

dt

∫
Ωk

v dΩ =
2∑
s=1

(∮
∂Ωk

vνsns dl −
∫

Ωk

∂v

∂xs
νs dΩ

)
= 0. (4.10)

Časovou derivaci na levé straně lze vyjádřit jako

d

dt

∫
Ωk

v dΩ =

∫
Ωk

∂v

∂t
dΩ +

2∑
s=1

∮
∂Ωk

vνsns dl. (4.11)

Dosazeńım vztahu (4.11) do (4.10) obdrž́ıme finálńı vztah∫
Ωk

(
∂v

∂t
+

2∑
s=1

∂v

∂xs
νs

)
dΩ = 0, (4.12)

který představuje materiálovou derivaci testovaćı a tedy i bázové funkce. Z postupných úprav
zřejmé, že uvedený postup bude fungovat pouze tehdy, pokud budou všechny bázové funkce
polynomy alespoň prvńıho řádu a budou unášeny společně s kontrolńım elementem. Takovouto
vlastnost maj́ı např́ıklad Lagrangeovy bázové polynomy. Podrobnosti k uvedenému postupu lze
naj́ıt v práci [42].

Pro časovou diskretizaci rovnice (4.7) je možné použ́ıt jak explicitńı tak implicitńı metodu.
Explicitńı metodu je možné dále vylepšit zavedeńım metody lokálńıho času. V tomto př́ıpadě
je však nutné sestavit algebraický předpis, pomoćı kterého je možné rychle vypoč́ıtávat polohu
bod̊u deformované śıtě v libovolném čase. Naproti tomu při použit́ı implicitńıho schématu jsou
jednotlivé časové hladiny na všech kontrolńıch elementech stejné, což zjednodušuje práci se śıt́ı.
Velkou nevýhodou použit́ı implicitńıho schématu je však malá přesnost v čase při použit́ı velikého
CFL č́ısla. Přiměřená volba CFL č́ısla ovšem vede na vyšš́ı časovou náročnost výpočtu.

4.1.1 Algoritmy pro výpočet deformované śıtě

V této práci se budeme zabývat dvěma postupy určenými k výpočtu bod̊u śıtě uvnitř zdeformo-
vané oblasti ve 2D. Uvedené postupy je však možno bez větš́ıch úprav použ́ıt i ve 3D. Prvńı postup
byl navržen v práci [43] a je vhodný pro menš́ı výchylky objektu s pevnou neměnnou hranićı, tedy
např. obtékáńı profilu kř́ıdla apod. Princip výpočtu nových souřadnic xi = [xi, yi], i = 1, 2, ...N
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bod̊u śıtě je následuj́ıćı. Předpokládejme, že se uvnitř výpočtové oblasti Ω nacháźı objekt s hra-
nićı Γ(t) a je dána výpočetńı śıt’ s vrcholy x0 i = [x0 i, y0 i], i = 1, 2, ...N . Dále předpokládejme,
že existuj́ı dva kruhy Ωr1 , Ωr2 s poloměry r1, r2, r1 < r2, se společným středem xs = [xs, ys]
takové, že Γ(0) ⊂ Ωr1 a Ωr2 ⊂ Ω. Poloha objektu s hranićı Γ(t) je v čase t > 0 předepsána
kinematickým pohybem. Obecný pohyb hranice lze vyjádřit pomoćı posuvu a rotace. Aplikaćı
uvedených transformaćı na jednotlivé body výpočetńı śıtě x0 i dostaneme nové souřadnice bod̊u
yi

yi = p+ T(α)xi, (4.13)

kde p je vektor posunut́ı a T je matice rotace o úhel α. Původńı śıt’ a transformovaná śıt’ jsou
vidět v horńı části obr. 4.1. Pro výpočet bod̊u zdeformované śıtě xi se nyńı použije vztah

xi = bix0 i + (1− bi)yi, (4.14)

kde bi je tzv. přechodová funkce (blending function) definovaná jako

bi =


0, r ≤ r1

1, r ≥ r2

f
(
r−r1
r2−r1

)
, r1 < r < r2

, (4.15)

kde f(x) = 3x2 − 2x3, f(0) = 0, f(1) = 1, f ′(0) = f ′(1) = 0. Uvedená přechodová funkce
v podstatě jednoduše v oblasti x0 i ∈ Ω \ Ωr2 polož́ı xi = x0 i podobně v oblasti x0 i ∈ Ωr1

polož́ı xi = yi a ve zbývaj́ıćım mezikruž́ı x0 i ∈ Ωr2 \ Ωr1 použije interpolaci mezi oběma śıtěmi.
Výsledná śıt’ je vidět na obr. 4.1 dole.

Velikou výhodou tohoto př́ıstupu je jednoduchý algebraický vztah popisuj́ıćı polohu jednot-
livých bod̊u śıtě v závislosti na poloze objektu. Nevýhodou je, že daný př́ıstup je použitelný pouze
pro jednoduché př́ıpady kdy zkoumáme pohyb jednoho objektu jehož hranice se neměńı a dále
je nutné sestrojit mezikruž́ı mezi objektem a hranićı výpočtové oblasti. Posledńı nevýhoda se dá
jednoduše odstranit použit́ım následuj́ıćıho zobecněńı. Mı́sto definováńı blending funkce pomoćı
vztahu (4.15) urč́ıme jej́ı hodnoty řešeńım následuj́ıćı úlohy

∆b = 0, b|Γ = 0, b|ΓΩ
= 1, (4.16)

kde Γ je hranice objektu a ΓΩ je hranice výpočtové oblasti, viz obr. 4.2.

V ostatńıch př́ıpadech, kdy budeme simulovat pohyb v́ıce objekt̊u nebo pokud se bude hranice
objektu, popř. výpočtové oblasti, měnit použijeme jiný př́ıstup založený na eliptické parciálńı
diferenciálńı rovnici

∇(ks(xs)∇xs), s = 1, 2.

Prostorovou diskretizaćı této rovnice v bodech výpočetńı śıtě xi = [x1,i, x2,i], i = 1, 2, ...N dosta-
neme rovnosti

xs,i =
∑
j∈γi

ks,i,jxs,j , s = 1, 2, i = 1, 2, ...N, (4.17)

kde γi je množina index̊u všech vrchol̊u xj soused́ıćıch s vrcholem xi a váhy ks,i,j zvoĺıme řešeńım
optimalizačńı úlohy funkcionálu

f(ks,i,1, ks,i,2, ..., ks,i,ns , λ1, λ2) =
∑
j∈γi

k2
s,i,j+λ1

∑
j∈γi

ks,i,j − 1

+λ2

∑
j∈γi

ks,i,jxj − xi

 , s = 1, 2
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Obr. 4.1: (nahoře vlevo) Výpočtová oblast okolo NACA0012 profilu pokrytá nestrukturovanou
trojúhelńıkovou śıt́ı. Červeně jsou vyznačeny hranice oblast́ı Ωr1 a Ωr2 . (nahoře vpravo) Původńı
śıt’ transformovaná podle předepsaného kinematického pohybu NACA profilu. (dole) Výsledná
śıt’ vypočtená pomoćı vztahu (4.14).

kde ns je počet bod̊u soused́ıćıch s bodem xi a λ1, λ2 jsou Lagrangeovy multiplikátory zajǐst’uj́ıćı
splněńı podmı́nek

∑
j∈γi ks,i,j = 1 a

∑
j∈γi ks,i,jxj = xi. Při změně bod̊u hranice se pomoćı

koeficient̊u ks,i,j přepočtou nové polohy bod̊u śıtě xi tak, aby byly splněny rovnice (4.17). Na
obrázćıch 4.3 je znázorněný testovaćı př́ıklad deformace śıtě.

4.1.2 Numerické výsledky

Testovaćı př́ıklad pohybu izoentropického v́ıru

Pro ověřeńı správnosti implementace ALE př́ıstupu, implementovaného pomoćı explicitńı dvou-
stupňové Rungeovy Kuttovy metody popř. implicitńı zpětné Eulerovy metody, použijeme testo-
vaćı př́ıklad pohybu izoentropického v́ıru. Výpočtová oblast má tvar čtverce o straně L = 20.
Jako počátečńı podmı́nka je zvolen izoentropický v́ır, který je unášen konvektivńı rychlost́ı u∞
odpov́ıdaj́ıćı Machovu č́ıslu M∞ = 0.3 pod úhlem β = 45◦ k ose x. Vektor konzervativńıch
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Obr. 4.2: (nahoře vlevo) Výpočtová oblast okolo U profilu pokrytá nestrukturovanou
trojúhelńıkovou śıt́ı. (nahoře vpravo) Kontury blending funkce splňuj́ıćı úlohu 4.16. (vlevo dole)
Původńı śıt’ transformovaná podle předepsaného kinematického pohybu. (vpravo dole) Výsledná
śıt’ vypočtené pomoćı vztahu (4.14).

proměnných w = [%, %u, %v, E] je daný následuj́ıćımi vztahy

u = u∞

(
cos(β)− e(y − y0)

2π rc
exp

(
f(x, y)

2

))
, v = u∞

(
sin(β) +

e(x− x0)

2π rc
exp

(
f(x, y)

2

))
,

% = %∞

(
1− e2(κ− 1)M2

∞
8π2

exp(f(x, y))

) 1
κ−1

, p = p∞

(
1− e2(κ− 1)M2

∞
8π2

exp(f(x, y))

) κ
κ−1

,

E =
p

κ− 1
+

1

2
r(u2 + v2),

kde κ = 1.4, e = 0.8, rc = 1.5 a funkce f(x, y) je definovaná vztahem

f(x, y) =
(1− (x− x0)2 − (y − y0)2)

r2
c

. (4.18)

Hodnoty p∞, %∞, u∞ lze vypoč́ıtat pomoćı vztah̊u

p∞ =

(
1 +

κ− 1

2
M2
∞

)κ−1
κ

, %∞ =

(
1 +

κ− 1

2
M2
∞

) 1
κ−1

, u∞ = M∞

√
κp∞
%∞

.

Na počátku výpočtu v čase t = 0 je střed v́ıru umı́stěn do bodu x0 = [x0, y0] = [5, 5], viz obr.
4.4. Za čas T = 10/u∞ se střed v́ıru přesune do pozice x1 = [x1, y1] = [15, 15]. Analytické řešeńı
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Obr. 4.3: (nahoře vlevo) Počátečńı trojúhelńıková śıt’. (nahoře vpravo, dole) Body deformované
śıtě.

v bodě x1 je známé a je jednoduše definované počátečńı podmı́nkou, kde mı́sto polohy středu
v́ıru x0 dosad́ıme bod x1. Necht’ dále xi,j(t) jsou body výpočetńı śıt’ě v čase t. Předpokládejme
dále, že v čase t = 0 byly body śıtě rovnoměrně rozděleny v kartézském souřadnicovém systému,
tj. xi,j(0) = [h(i − 1), h(j − 1)], kde i, j = 1, 2...N a h = L/N je prostorový krok. V čase t > 0
definujme body śıtě pomoćı vztahu

xi,j(t) = xi,j(0) +A sin

(
2πt

t0

)
sin

(
2πxi,j(0)

L

)
sin

(
2πyi,j(0)

L

)
(4.19)

yi,j(t) = yi,j(0) +A sin

(
2πt

t0

)
sin

(
2πxi,j(0)

L

)
sin

(
2πyi,j(0)

L

)
Na obr. 4.5 je zobrazena deformovaná śıt’ ve vybraných časech, kde jsou deformace největš́ı. Obr.
4.6 ukazuje numerické řešeńı v čase t = T . Nalevo je znázorněno řešeńı pro př́ıpad A = 0, tedy
kdy nedocháźı k žádné deformaci śıtě. Napravo je pak znázorněno řešeńı pro př́ıpad A = 2, kde
se již výpočtová śıt’ deformuje. Velikost numerické chyby e =

∑4
m=1 ‖wm‖L2 řešeńı v závislosti na

92



Obr. 4.4: Počátečńı poloha izoentropického v́ıru v čase t = 0, se středem v bodě x0 = [x0, y0] =
[5, 5]. Pro vizualizaci je použita hodnota

√
u2 + v2 − u∞, která odpov́ıdá velikosti rychlosti v́ıru

po odečteńı unášivé rychlosti u∞.

velikosti prostorového kroku h je uvedena na obr. 4.7. Přesné hodnoty jsou pak uvedeny v tab.
4.1

Obr. 4.5: Deformace výpočtové śıtě popsaná vztahem (4.19) v čase 0.25T (vlevo) a 0.75T (pravo).

h A = 0 A = 2 (implicitně) A = 2 (explicitně)

2 0.0979 0.1023 0.0961

1 0.0489 0.0590 0.0541

0.5 0.0145 0.0207 0.0194

Tab. 4.1: Závislost numerické chyby e na velikosti prostorového kroku h.

Při předpokladu, že se numerická chyba výpočtu ř́ıd́ı vztahem eh = Chq, můžeme meto-
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Obr. 4.6: Numerické řešeńı vypočtené pomoćı implicitńı metody v čase t = T . (vlevo) Př́ıpad,
kdy A = 0 a śıt’ se v čase nedeformuje. (vlevo) Př́ıpad, kdy A = 2 a docháźı k deformaci śıtě.

Obr. 4.7: Velikost numerické chyby implicitńı metody (červeně), explicitńı metody lokálńıho času
(zeleně) a implicitńı metody pro nedeformovasnou śıt’ (modře) v závislosti na velikosti prosto-
rového kroku.

dou polovičńıho kroku učit odhad řádu konvergence q jako q ≈ log(e0.5/e1)/ log(2). Z daných
numerických výsledk̊u vypočteme že qA=0 = 1.757, qA=2 = 1.5084 pro implicitńı metodu a
qA=2 = 1.9502 pro explicitńı metodu lokálńıho času. Vid́ıme tedy, že oba př́ıstupy konverguj́ı
k přesnému řešeńı s přibližně stejným řádem a lze tedy soudit, že ALE implementace nespojité
Galerkinovy metody je v pořádku. Dále je třeba poznamenat, že pro dosažeńı těchto výsledk̊u
je třeba volit malý časový krok, zejména v př́ıpadě implicitńı metody. V opačném př́ıpadě dojde
nár̊ustu chyby vlivem numerické chyby časové diskretizace. Tento závěr plat́ı obecně, nezávisle
na deformaci śıtě.

Obtékáńı kmitaj́ıćıho NACA0012 profilu

V tomto numerickém experimentu budeme porovnávat výsledky a výpočetńı efektivitu na př́ıkladu
obtékáńı kmitaj́ıćıho NACA0012 profilu. Budeme srovnávat dvoustupňovou explicitńı Rungeovu-
Kuttovu metodu vylepšenou metodou lokálńıho času s implicitńı Eulerovou metodou s IIPG
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aproximaćı vazkých tok̊u. Pohyb profilu je kinematicky popsán pomoćı vztah̊u (obr. 4.8)

x = 0, y = 0.3 sin(t), α =
3

18
π cos(t)

(
1− e−t

)
.

Profil je obtékaný nerozrušeným proudem s Machovým č́ıslem M∞ = 0.3 a úhlem náběhu α = 0◦.

Obr. 4.8: Profil se předepsaným pohybem pohybuje ve směru souřadnicové osy y a zároveň se
natáč́ı o úhel α okolo svého středu.

Dále je voleno Re = 1000. Z obr. 4.9 je patrné, že volba vyšš́ıho CFL č́ısla u implicitńı metody
vede ke ztrátě přesnosti řešeńı v čase. Zhruba stejných výsledk̊u jako explicitńı metoda, dosahuje
implicitńı metoda při volbě CFL = 100. Z tab. 4.2 je však vidět, že při volbě CFL = 100 je
pro výpočet pomoćı implicitńı metody potřeba zhruba 5.6 krát větš́ı výpočtový čas, než tomu je
u explicitńı metody.

metoda CPU [s]

explicitńı, lokálńı čas 1274

implicitńı, CFL = 1000 858

implicitńı, CFL = 300 2428

implicitńı, CFL = 100 7150

Tab. 4.2: CPU čas potřebný k dosažeńı času výpočtu T = 4π.

4.2 Metoda vnořené hranice

V předchoźıch odstavćıch byl uveden zp̊usob výpočtu prouděńı při časově proměnné výpočtové
oblasti. Uvedený př́ıstup založen na formulaci nespojité Galerkinovy metody v ALE popisu.
K metodě bylo dále nutno připojit vhodný algoritmus popisuj́ıćı deformaci výpočtové śıtě v čase,
která koresponduje se změnou výpočtové oblasti v čase. Výhodou tohoto př́ıstupu jsou velice
přesné numerické výsledky, avšak v př́ıpadě velice složitých pohyb̊u hranice může být velice
složité až nemožné naj́ıt vhodný algoritmus popisuj́ıćı kinematický pohyb śıtě. Následuj́ıćı metoda
(immersed boundary method - IBM) popsaná v tomto odstavci vycháźı ze zcela jiného př́ıstupu a
je vhodná zejména pro složité pohyby libovolných těles v tekutině. Nespojitá Galerkinova metoda
se formuluje v klasickém Eulerovském př́ıstupu a také výpočtová oblast je pokryta počátečńı
výpočetńı śıt́ı, která se v pr̊uběhu výpočtu neměńı. Př́ıtomnost tělesa v tekutině je modelována
pomoćı zdrojového členu S na pravé straně Navierových-Stokesových rovnic

∂w

∂t
+

2∑
s=1

∂

∂xs
(f s(w)− fvs(w,∇w)) = S, s = 1, 2, (4.20)
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Obr. 4.9: Na obrázku jsou znázorněny numerické výsledky v čase T = 4π pro explicitńı dvou-
stupňvou Rungeovu-Kuttovu metodu s metodou lokálńıho času (vlevo nahoře), implicitńı Eule-
rovu metodu pro CFL = 1000 (vpravo nahoře), implicitńı Eulerovu metodu pro CFL = 300
(vlevo dole), implicitńı Eulerovu metodu pro CFL = 100 (vpravo dole) .

kde vektor S má ve 2D tvar S = [0, S1, S2, 0]T . Tvar vektoru S může být volen r̊uznými zp̊usoby.
V této práci vektor S vyjádř́ıme pomoćı penalizace rychlosti následovně. Necht’ ΩT (t) ∈ R2

je oblast, která vymezuje těleso T a necht’ v každém bodě tělesa je dána jeho rychlost ΩT 3
[x1, x2] −→ [uT 1, uT 2] ∈ R2. Vektor S poté definujeme následovně

S =




0

−k(u1 − uT 1)
−k(u2 − uT 2)

0,

 , [x1, x2] ∈ ΩT (t),

[0, 0, 0, 0]T , [x1, x2] /∈ ΩT (t),

(4.21)

kde penalta k je volena jako dostatečně velké č́ıslo.

Provedeńım prostorové diskretizace rovnice (4.20) na kontrolńım elementu Ωk pomoćı nespojité
Galerkinovy metody popsané v kapitole 3 dostaneme na pravé straně integrálńı identity objemový
integrál zdrojového členu ∫

Ωk

S · v dΩ, (4.22)

kde v je testovaćı funkce. Integrál dále numericky aproximujeme vhodným Gaussovým inte-
gračńım vzorcem ∫

∂Ωk

S · v dΩ =

nint∑
r=1

wrS(xr, t) · v(xr, t), (4.23)
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kde nint je počet integračńıch bod̊u, wr je váha a xr jsou souřadnice integračńıho bodu r. Výpočet
hodnoty vektoru S(xr, t) v r-tém integračńım bodu provedeme podle vztahu (4.21).

4.2.1 Testovaćı př́ıklad obtékáńı válce

V tomto testovaćım př́ıkladu porovnáme numerická řešeńı źıskaná jednak vytvořeným progra-
mem pro řešeńı Navierových-Stokesových rovnic validovaným v předcházej́ıćı kapitole a dále pak
stejným programem, kde se však hranice modeluje pomoćı zdrojového členu. Pro časovou dis-
kretizaci je u obou programů použita explicitńı metoda lokálńıho času. Testovaćı úloha se skládá
z obtékáńı válce o pr̊uměru D = 1, nerozrušeným proudem s Machovým č́ıslem M∞ = 0.3 a
Reynoldsovým č́ıslem Re = 1000. Podle teorie muśı platit vztah

St =
fD

v
= 0.198

(
1− 19.7

Re

)
, (4.24)

kde St je tzv. Strouhalovo č́ıslo, f je frekvence odtrháváńı v́ır̊u, D je pr̊uměr válce a v je rychlost
nerozrušeného proudu.

Na obr. 4.10 jsou vidět numerické výsledky Machova č́ısla a tlaku v okoĺı válce ve stejné fázi
odtrháváńı v́ıru, ze kterých nejsou patrné významněǰśı rozd́ıly mezi oběma př́ıstupy. Na obr. 4.11

Obr. 4.10: Rozložeńı Machova č́ısla, resp. tlaku pro př́ıpad numerické simulace pomoćı immersed
boundary metody (nahoře vlevo, resp. vpravo) a pomoćı klasického př́ıstupu (dole vlevo, resp.
vpravo).

je dále zobrazen pr̊uběh y nové složky śıly, kterou p̊usob́ı na hranici tlakové pole. Hodnotu této
śıly vypoč́ıtáme pomoćı vztahu

Fy =

∮
∂ΓK

p ny dl, (4.25)
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kde ΓK je uzavřená křivka, v našem př́ıpadě kruh o pr̊uměru D = 1, p je tlak a ny je y-ová složka
vektoru normály. Pro hodnoty čas̊u jedné periody dostaneme z grafu 4.11 hodnoty tklasik = 23.7
v př́ıpadě klasického popisu okrajové podmı́nky (modrá čára) a tIBM = 24.4 v př́ıpadě metody
IBM. Volbou bezroměrových veličin na vstupu jako p0i = 1 a T0i = 1 dostaneme vi = v = 0.22.
Výpočtem Strouhalových č́ısel podle vztahu (4.24) dostaneme

Stklasik =
fD

v
=

D

tklasikv
= 0.192, StIBM =

fD

v
=

D

tIBMv
= 0.186 (4.26)

Podle teorie má při daném Re Strouhalovo č́ıslo nabývat hodnoty St = 0.198
(
1− 19.7

Re

)
= 0.194.

Vid́ıme tedy, že se IBM metoda mı́rně odchyluje, nicméně odchylka je do 5 procent.

Obr. 4.11: Prubeh bezrozměrové tlakové śıly ve směru osy y v závislosti na čase. Modře je
znázorněn výsledek dosažený pomoćı standartńı implementace hranice a červeně je znázorněn
výsledek dosažený pomoćı IBM.

4.2.2 Testovaćı př́ıklad obtékáńı kmitaj́ıćıho válce

V tomto numerickém experimentu budeme vzájemně porovnávat validovaný program simuluj́ıćı
prouděńı v měńıćı se geometrii pomoćı ALE popisu, s programem využ́ıvaj́ıćım IBM metodu.
Porovnáńı bude provedeno pro 2D kmitaj́ıćı válec. Geometrie výpočtové oblasti je vyznačena
na obr. 4.12. Na vstupu jsou předepsány hodnota vstupńı stagnačńı hustoty %0i = 1, hodnota
vstupńıho stagnačńıho tlaku p0i = 1 a úhel náběhu proudu α = 0. Na výstupu je předepsána
hodnota bezrozměrného statického tlaku po = 0.9395. Reynoldsovo č́ıslo je nastaveno na hod-
notu Re = 3000. Střed [xs, ys] vnitřńıho válce o poloměru r = 0.1 se pohybuje s předepsaným
kinematickým pohybem.

xs(t) = 1, ys(t) = 0.15 sin(t).

Z obr. 4.13 je vidět minimálńı rozd́ıl mezi izočárami Machova č́ısla. Pro přesněǰśı srovnáńı vy-
kresĺıme složky śıly p̊usob́ıćı na válec od tlakového pole (obr. 4.14), která se vypočte podle vztahu

F =

∮
∂ΓK

pn dl, (4.27)

Z obrázku je patrná vynikaj́ıćı shoda y-ové složky śıly a velice dobrá shoda také pro x-ovou složku.
Dı́ky těmto výsledk̊um je možné udělat závěr, že IBM metoda je stejně dobře použitelná jako
klasická metoda založená na ALE popisu. Oproti ALE metodě má však IBM metoda obrovskou
výhodu v neměnné výpočetńı śıti po celou dobu výpočtu.
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Obr. 4.12: Geometrie výpočtové oblasti.

Obr. 4.13: Rozložeńı Machova č́ısla pro ALE metodu (vlevo) a IBM metodu (vpravo) v časech
t = 5/2π (nahoře), t = 3π (uprostřed) a t = 7/2π (dole).

Obr. 4.14: x-ová složka (vlevo) a y-ová složka (vpravo) śıly p̊usob́ıćı na povrch válce vyvolané
tlakovým polem.

4.2.3 Prouděńı v jednoduché geometrii zubového čerpadla

Jako aplikačńı ukázku možnosti využit́ı IBM metody zde bude provedena simulace prouděńı v jed-
noduchém modelu zubového čerpadla. Zubové čerpadlo je rotačńı stroj určený k čerpáńı tekutin.
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Jednoduché schéma zubového čerpadla je znázorněné na obr. 4.15. Obr. 4.16 pak schématicky
ukazuje zapojeńı modelovaného čerpadla. Geometrie výpočetńı oblasti s vyznačeńım hlavńıch
rozměr̊u je na obr. 4.17. Rozměry jsou voleny následovně. Vzdálenost středu kola xs = 0.75, v̊ule
m = 0.05, š́ı̌rka kanálu v = 0.8 a š́ı̌rka škrt́ıćı mezery s = 0.1. Uvedené veličiny jsou brány jako
bezrozmerové. Funkce popisuj́ıćı ozubená kola jsou dány parametricky jako

x1 = (0.7− 0.3 sin(3s− t)) cos(s)− xs, y1 = (0.7− 0.3 sin(3s− t)) sin(s),

x2 = (0.7− 0.3 sin(3s+ f + t)) cos(s) + xs, y2 = (0.7− 0.3 sin(3s+ f + t)) sin(s),

kde s ∈ [0, 2π] je parametr, t je bezrozměrový čas a f = π je pootočeńı druhého kola. Reynoldsovo
č́ıslo je nastaveno na 5000. Pohybem kol vzniká přetlak ve spodńı části a podtlak v horńı části.

Obr. 4.15: Jednoduché schéma zubového
čerpadla.

Obr. 4.16: Jednoduché schéma modelovaného
pneumatického obvodu.

Obr. 4.17: Geometrie výpočtové oblasti s vy-
značeńım hlavńıch rozměr̊u. Obr. 4.18: Tlakové pole v čase t = 49.3.

Dı́ky tomu vzniká prouděńı plynu skrz vedeńı spojuj́ıćı spodńı a horńı část zubového čerpadla.
V prostředńı části je pak umı́stěno škrceńı zajǐst’uj́ıćı tlakový spád. Uvedený př́ıklad ukazuje velký
potenciál IBM metody v oblasti pohybuj́ıćıch se těles.
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Obr. 4.19: Detaily proudového pole na hlavě zubu (vlevo) a ve výstupńım prostoru (vpravo)
v čase t = 50.

4.3 Interakce tekutiny s tuhým tělesem

V tomto odstavci se budeme zabývat úlohou interakce tekutiny s tuhým tělesem. Základem me-
tody řeš́ıćı úlohu vlastńı interakce je řešič Navierových-Stokesových rovnic založený na nespojité
Galerkinově metodě v ALE popisu. Kromě Navierových-Stokesových rovnic budeme dále uvažovat
rovnice popisuj́ıćı vlastńı dynamiku tuhého tělesa. Jelikož se budeme zabývat pouze 2D úlohami,
lze tyto rovnice zapsat jako

dv

dt
=
F

m
,

dω

dt
=
M

I
, (4.28)

dx

dt
= v,

dϕ

dt
= ω, (4.29)

kde x = [x1, x2] je polohový vektor středu hmotnosti tělesa, v = [v1, v2] je rychlost pohybu
středu hmotnosti tělesa, m je hmotnost tělesa, ϕ je úhel natočeńı tělesa, ω je úhlová rychlost
rotace tělesa, I je moment setrvačnosti tělesa, F = [F1, F2] je výslednice sil p̊usob́ıćıch na těleso
a M je výsledný moment p̊usob́ıćı na těleso.

Výslednici śıly a momentu, kterými p̊usob́ı tekutina na těleso lze spoč́ıtat pomoćı následuj́ıćıch
integrál̊u

F fluid(w) =

∮
Γ
(pI− τ )n dl, Mfluid(w) =

∮
Γ
r(pI− τ )n dl, (4.30)

kde I je jednotková matice, τ je tenzor napět́ı, p je tlak, n = [n1, n2]T je vněǰśı normála, r =
[r1, r2] je vzdálenost bodu hranice od středu hmotnosti tělesa, Γ je hranice tělesa a w je vektor
konzervativńıch proměnných proudového pole.

Pro výpočet proudového pole budeme vzhledem k dobrým výsledk̊um použ́ıvat explicitńı me-
todu lokálńıho času. Výpočet n+ 1 časové hladiny proudového pole si formálně označ́ıme jako

wn+1 = NS(wn,u∗s) (4.31)

kde u∗s je vektor rychlost́ı pohybu śıtě.
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Pro časovou diskretizaci pohybových rovnic tuhého tělesa (4.28) a (4.29) voĺıme jednoduchou
dopřednou Eulerovu metodu prvńıho řádu přesnosti

vn+1 = vn +
∆t

m
F (wn+1),

xn+1 = xn + ∆tvn+1,

ωn+1 = ωn +
∆t

m
M(wn+1),

ϕn+1 = ϕn + ∆tωn+1.

Výpočet n+ 1 časové hladiny pohybového stavu tuhého tělesa si formálně označ́ıme jako

Xn+1 = D(Xn,wn+1), (4.32)

kde X = [v,x, ω, ϕ]T .

Oba systémy jsou mezi sebou vázány kinematickou podmı́nkou

us = C(X). (4.33)

Oba systémy (4.31) a (4.32) lze z hlediska podmı́nky (4.33) provázat následuj́ıćımi dvěma zp̊usoby.
Volbou u∗s = C(xn, ϕn) v rovnici (4.31) dostáváme tzv. slabou provázanost (weak coupling).
Naopak volba u∗s = C(xn+1, ϕn+1) odpov́ıdá tzv. silné provázanosti (strong coupling). V tomto
př́ıpadě je však nutné výpočet stále opakovat, než se ustáĺı poloha tuhého tělesa. Oba algoritmy
jsou schématicky znázorněny na obr. 4.20.

Obr. 4.20: Porovnáńı slabého(vlevo) a silného(vpravo) provázáńı systémů rovnic.
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4.3.1 Numerická simulace interakce tuhého válce s tekutinou

V tomto numerickém experimentu provedeme numerickou simulaci interakce tekutiny v pevným
tělesem ve tvaru válce. Geometrie výpočtové oblasti je znázorněná na obr. 4.21. Válec o poloměru
R = 0.1 je umı́stěný ve středu souřadnicového systému a má dva stupně volnosti ve směrech
souřadnicových os x a y. Ke středu válce jsou připojeny dvě pružiny o tuhosti k s koeficientem
tlumeńı b. Celková śıla p̊usob́ıćı na tuhé těleso je tedy dána vztahem

F = F fluid − kx− bv.

Bezrozměrové parametry proudového pole byly zvoleny následovně. Vstupńı stagnačńı tlak pinlet =
1, vstupńı stagnačńı teplota %inlet = 1 a vstupńı úhel náběhu proudu α = 0◦. Výstupńı statický
tlak byl zvolen jako poutlet = 0.9395, což odpov́ıdá prouděńı s Machovým č́ıslem na vstupu
Minlet = 0.3. Dále byla zvolena hodnota Reynoldsova č́ısla jako Re = 5000. Bezroměrové para-
metry hmotnosti tuhého tělesa, tuhosti pružiny a koeficientu tlumeńı byly nastaveny jako m = 1,
k = 10 a b = 0.01. Výpočtová śıt’ a 8246 kontrolńıch elementech je znázorněná na obr. 4.22.
Strouhalovo č́ıslo má pro dané Reynoldsovo č́ıslo hodnotu St = 0.198

(
1− 19.7

Re

)
= 0.1972. Po-

Obr. 4.21: Geometrie výpočtové oblasti s vy-
značeńım hlavńıch rozměr̊u.

Obr. 4.22: Výpočetńı śıt’ tvořená 8246 kont-
rolńımy elementy.

moćı Strouhalova č́ısla dopočteme bezrozměrnou frekvenci odtrháváńı v́ır̊u jako f = St v
D =

St 0.3518
0.1 = 0.6937 a bezrozměrový čas jedné periody jako t = 1

f = 1.4415. Tekutina p̊usob́ı na
tuhý válec periodickou silou, jej́ıž frekvence koresponduje s frekvenćı odtrháváńı v́ır̊u vypočtené
pomoćı Strouhalova č́ısla. Vlivem této periodické śıly pak docháźı k vybuzováńı volných kmit̊u
tuhého válce, jak je vidět na obr. 4.23 a 4.24.
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Obr. 4.23: x-ová souřadnice středu válce v čase t.

Obr. 4.24: y-ová souřadnice středu válce v čase t.

4.4 Nekonformńı adaptace výpočtové śıtě

Dı́ky lokálnosti nespojité Galerkinovy metody lze provádět lokálńı zahušt’ováńı výpočetńı śıtě
(h-adaptace) poměrně jednoduchou a přirozenou cestou. V tomto odstavci si nejdř́ıve poṕı̌seme
základńı princip poč́ıtačové implementace nespojité Galerkinovy metody použitý v této práci,
a poté princip h-adaptace. Kĺıčovou součást́ı poč́ıtačové implementace je využit́ı objektově ori-
entovaného programováńı. Na začátku každé numerické simulace je alokována množina objekt̊u
zvaných Element, koresponduj́ıćıch s výpočetńımi kontrolńımi elementy a obsahuj́ıćı následuj́ıćı
informace:

• souřadnice vrchol̊u tvoř́ıćıch kontrolńı element

• odkaz na sousedńı kontrolńı elementy

• počátečńı, popř. okrajové podmı́nky

Celkem rozlǐsujeme dva typy kontrolńıch element̊u a to element typu Trojúhelńık a element
typu Čtverec, viz obr. 4.25. Oba typy element̊u se lǐśı počtem vrchol̊u a t́ım pádem můžou mı́t i
rozd́ılné bázové funkce. V objektově orientovaném programováńı lze rozd́ılnost v typech element̊u
dosáhnout velice jednoduše pomoćı dědičnosti od univerzálńıho objektu Element.

Známe-li souřadnice vrchol̊u v elementu, můžeme dopoč́ıtat velikosti jednotlivých stran, normálové
vektory, atd. Dále můžeme zadefinovat bázové funkce a vypoč́ıtat matici hmotnosti. Kĺıčové je, že
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všechny tyto hodnoty jsou zapouzdřeny uvnitř daného objektu a snadno se můžou na jednotlivých
objektech lǐsit, např. rozd́ılné bázové funkce.

Pro vlastńı numerický výpočet můžeme zvolit např. explicitńı Rungeovu-Kuttovu metodu,
která procháźı jednotlivé kontrolńı elementy a vypoč́ıtává na nich hodnoty vektoru konzerva-
tivńıch proměnných v následuj́ıćı časové hladině. Naprosto kĺıčovou věćı při tomto procesu je
vypoč́ıtáváńı jednotlivých integrál̊u. Objemové integrály se vypoč́ıtávaj́ı z hodnot uvnitř kont-
rolńıho elementu, kde jsou hodnoty vektoru konzervativńıch proměnných k dispozici. Problém
nastává, pokud vypoč́ıtáváme hodnotu křivkového integrálu na stěně, kde jsou zapotřeb́ı hod-
noty nejen na daném, ale i na sousedńım kontrolńım elementu. Na hranici se mohou obecně
setkávat elementy r̊uzných typ̊u, např trojúhelńık a čtyřúhelńık, dále mohou mı́t odlǐsný řád
přesnosti nebo rozd́ılné bázové funkce. Z tohoto d̊uvodu je součást́ı každého elementu metoda
w = hodnota(x, y), která vraćı hodnotu konzervativńıho vektoru w na dané souřadnici (x, y).
Výhodou této implementace je veliká jednoduchost a flexibilita. Při výpočtu křivkového integrálu
na hranici kontrolńıho elementu tedy neńı nutné složitě zjǐst’ovat typ sousedńıho elementu, jeho
bázové funkce, apod., ale jednoduše zavoláme jeho metodu hodnota se souřadnicemi integračńıho
bodu a automaticky dostaneme hodnotu vektoru konzervativńıch proměnných. Výpočet tohoto
vektoru si již realizuje daný objekt sám na základě svého vnitřńıho nastaveńı. Tato metoda se
dá samozřejmě s výhodou použ́ıt i na vyč́ıslováńı hodnot vektoru konzervativńıch proměnných
uvnitř kontrolńıho elementu při výpočtu objemového integrálu.

Obr. 4.25: (vlevo) Grafické znázorněńı dědičnosti. (vpravo) Znázorněńı principu funkce hod-
nota. Element E obsahuje ukazatel na sousedńı element Esoused. Zavoláńım funkce hodnota
(standartńı tečková notace) elementu E a sousedńıho elementu Esoused dostaneme hodnoty vek-
tor̊u konzervativńıch proměnných v integračńım bodu o souřadnićıch [x, y].

Vyč́ıslováńı hodnoty vektoru konzervativńıch proměnných w pomoćı metody hodnota na
souřadnici (x, y) se provád́ı jednoduše pomoćı lineárńı kombinace

wm =

ME∑
i=1

wmE,iϕE,i(x, y),

kde wm je m-tá složka vektoru konzervativńıch proměnných w, ϕE,i je i-tá bázová funkce na
elementu E a wmE,i je koeficient lineárńı kombinace.

Dále se věnujme h-adaptaci kontrolńıho elementu. Oba typy element̊u (trojúhelńık i čtverec)
lze velice jednoduše rozdělit na čtyři elementy, jak je vidět na obr. 4.26. Vzniklé kontrolńı ele-
menty se alokuj́ı jako nové objekty a do p̊uvodńıho objektu se ulož́ı ukazatele na ně. Při výpočtu
Runkge-Kuttovou metodou se pak jednoduše procháźı pouze neadaptované elementy. V př́ıpadě že
je element adaptovaný, tak se výpočet pomoćı ukazatel̊u distribuuje na vnitřńı objekty. Důležitý
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je zp̊usob modifikace funkce hodnota tak, aby vracela správné hodnoty. Na obr. 4.27 je vidět si-
tuace, při které je potřeba vypoč́ıtat hodnoty vektoru konzervativńıch proměnných v integračńım
bodu na stěně, kdy jeden element je adaptovaný a druhý nikoliv. V př́ıpadě voláńı metody u adap-

Obr. 4.26: (vlevo) Grafické znázorněńı nekonformńı adaptace trojúhelńıkového a čtyřúhelńıkového
kontrolńıho elementu. (vpravo) Znázorněńı stromové hyerarchie mezi adaptovanými elementy.
Šipky označuj́ı ukazatele.

tovaného elementu muśıme na základě souřadnic [x, y] integračńıho bodu rozhodnout, do kterého
podelementu tento bod nálež́ı. Poté zavoláme metodu hodnota na tomto elementu. Tento postup
je graficky znázorněný na obr. 4.27 a 4.28. V př́ıpadě trojúhelńıkového elementu lze pro vybráńı

Obr. 4.27: (vlevo) Situace kdy se stýká adaptovaný a neadaptovaný element. (vpravo) Voláńı
metody hodnota na jednotlivých elementech pro správný výpočet vektoru konzervativńıch
proměnných.

Obr. 4.28: Grafické znázorněńı procházeńı jednotlivých
hladin při výpočtu vektoru konzervativńıch proměnných
pomoćı metody hodnota.

Obr. 4.29: Vyznačeńı oblast́ı,
kde jsou jednotlivé baricentrické
souřadnice větš́ı než 0.5.

správného podelementu s výhodou využ́ıt baricentrických souřadnic. Necht’ [x, y] jsou souřadnice
bodu X uvnitř adaptovaného kontrolńıho elementu ve kterém potřebujeme znát hodnotu vektoru
konzervativńıch souřadnic. S použit́ım souřadnic [x1, y1], [x2, y2], [x3, y3] jednotlivých vrchol̊u lze
polohu boduX = [x, y] vyjádřit v baricentrických souřadnićıchX = [b1, b2, b3], kde b1+b2+b3 = 1.
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Na obr. 4.29 jsou vyznačeny regiony, když pro i-tou baricentrickou souřadnici plat́ı bi > 0.5. Při
porovnáńı s prostředńım trojúhelńıkem na obr. 4.26 vlevo vid́ıme, že pokud pro nějaké i plat́ı
bi > 0.5 tak bod X = [x, y] nálež́ı trojúhelńıku 1i a pokud pro i = 1, 2, 3 plat́ı bi ≤ 0.5 tak bod
X = [x, y] nálež́ı trojúhelńıku 14.

4.4.1 Numerické výsledky

Tento odstavec bude věnován numerickým experiment̊um stacionárńıho prouděńı s h-adaptaćı
výpočetńı śıtě. Všechny numerické výpočty budou prováděny podle následuj́ıćıho schématu.
Nejdř́ıve se vypočte stacionárńı proudové pole pro neadaptovanou výpočetńı śıt’. Poté se z hod-
not řešeńı vypoč́ıtá vhodně zvolené kritérium, na základě kterého se označ́ı kontrolńı elementy
určené k adaptaci. Celý proces se několikrát zopakuje. Jako kritérium pro adaptaci budeme volit
indikátory rázových vln. V této práci se budeme zabývat těmito kritérii

• Velikost gradientu hustoty
gshock = ‖∇%‖L2 . (4.34)

• Indikátor rázové vlny, zavedený v [24]

gshock = max
q

((
(%k − %kq)uknkq

)+
hkq

)
, (4.35)

kde %k, uk jsou hodnoty hustoty a rychlosti v k-tém kontrolńım elementu Ωk, %kq je hustota
v sousedńım kontrolńım elementu, nkq je normálový vektor q-té strany a hkq je vzdálenost
střed̊u sousedńıch kontrolńıch element̊u, x+ = max(x, 0).

• Reziduálńı indikátor definovaný podle [44]

gshock =

∫
Ωk

(%− %̄)2 dΩ∫
Ωk
%2 dΩ

, %̄ =

∫
Ωk

%dΩ, (4.36)

kde % je hodnota hustoty na kontrolńım elementu Ωk.

Výsledné hodnoty poté na celé výpočtové oblasti znormujeme tak, aby maximálńı hodnota
nabývala velikosti jedna.

Transonické prouděńı okolo NACA0012 leteckého profilu

V tomto numerickém experimentu provedeme stejný výpočet jako v kapitole zabývaj́ıćı se stlačitelným
nevazkým prouděńım. Uvažujme prouděńı okolo NACA0012 leteckého profilu, kde voĺıme Ma-
chovo č́ıslo nerozrušeného proudu Minf = 0.8 a úhel náběhu α = 1.25◦. Jako bázové funkce
voĺıme polynomy 1. stupně. Na obrázku jsou znázorněny izočáry Machova č́ısla.

Optickým porovnáńım jednotlivých kritéríı s polohou rázových vln (obr. 4.30 až 4.33) vid́ıme, že
nejlepš́ıch výsledk̊u dosahuje kritérium (4.35). Reziduálńı kritérium (obr. 4.33) však také nedává
o mnoho horš́ı výsledky. Na obr.4.34 jsou vidět izočáry Machova č́ısla pro śıt’ adaptovanou na
základě kritéria (4.35). Obr. 4.35 dále porovnává výsledky mezi pr̊uběhem Machova č́ısla pro
adaptovanou a p̊uvodńı śıt’. Vid́ıme, že v př́ıpadě adaptované śıtě je horńı rázová vlna zachycena
pouze jediným kontrolńım elementem.
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Obr. 4.30: Izočáry Machova č́ısla pro neadap-
tovanou śıt’.

Obr. 4.31: Izočáry normovaného gradientńıho
kritéria (4.34).

Obr. 4.32: Izočáry normovaného kritéria defi-
novaného vztahem (4.35)

Obr. 4.33: Izočáry normovaného reziduálńıho
kritéria (4.36).

Obr. 4.34: Izočáry Machova č́ısla pro adapto-
vanou śıt’ pomoćı normovaného kritéria (4.35). Obr. 4.35: Pr̊uběh Machova č́ısla podél profilu

pro p̊uvodńı a adaptovanou śıt’.

Supersonické prouděńı v náporovém motoru

V tomto numerickém experimentu budeme aplikovat h-adaptaci na supersonické prouděńı v ge-
ometrii náporového motoru. Vlastńı geometrie a okrajové podmı́nky jsou popsané v předchoźı

108



kapitole zabývaj́ıćı se nevazkým stlačitelným prouděńım. Pro adaptaci śıtě použijeme kriterium
(4.35). Na obr. 4.36 je vidět neadaptovaná výpočetńı śıt’ a izočáry Machova č́ısla pro stacionárńı
řešeńı s bázovými polynomy prvńıho stupně. Podobně na obr. 4.37 jsou podobné výsledky pro
adaptovanou śıt’. Hodnoty normované kriteriálńı funkce jsou zobrazeny na obr. 4.38.

Obr. 4.36: (vlevo) Neadaptovaná výpočetńı śıt’. (vpravo) Izočáry Machova č́ısla pro stacionárńı
řešeńı prouděńı na neadaptované výpočetńı śıti.

Obr. 4.37: (vlevo) Adaptovaná výpočetńı śıt’. (vpravo) Izočáry Machova č́ısla pro stacionárńı
řešeńı prouděńı na adaptované výpočetńı śıti.

Obr. 4.38: Izočáry kriteriálńı funkce definované podle (4.35).
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4.5 Modelováńı turbulentńıho prouděńı

Při výpočtech úloh technické praxe je běžné, že hodnoty Reynoldsova č́ısla nabývaj́ı poměrně
vysokých hodnot. V těchto režimech se již prouděńı nedá považovat za laminárńı a je tedy nutno
připojit vhodný model turbulence. V této práci se budeme zabývat Wilcoxovým dvourovnicovým
k − ω turbulentńım modelem [59, 40], který sestává z dvou rovnic pro transport turbulentńı
kinetické energie k a specifické rychlosti disipace ω zapsaných v bezrozměrovém tvaru jako

∂%̄k

∂t
+
∂%̄ũsk

∂xs
= τ tij

∂ũi
∂xj
− β∗%̄kω +

1

Re

∂

∂xs

[(
µ+ σ∗%̄

k

ω

)
∂k

∂xs

]
, (4.37)

∂%̄ω

∂t
+
∂%̄ũsω

∂xs
= α

ω

k
τ tij
∂ũi
∂xj
− β%̄ω2 +

1

Re

∂

∂xs

[(
µ+ σ%̄

k

ω

)
∂ω

∂xs

]
+

1

Re

%̄

ω
σd

∂k

∂xs

∂ω

∂xs
, (4.38)

kde pro 2D prouděńı lze hodnoty koeficient̊u nastavit jako

α =
13

25
, β∗ = 0.09, β = 0.0708, σ = 0.5, σ∗ =

3

5
, P rt =

8

9
, σd =

{
0 pro ∂k

∂xs
∂ω
∂xs
≤ 0,

1
8 pro ∂k

∂xs
∂ω
∂xs

> 0.

Hodnoty turbulentńı viskozity, tenzoru napět́ı a tenzoru turbulentńıch napět́ı urč́ıme pomoćı
vztah̊u

µt = %̄
k

ω̃
, τ̄ij = 2µS̄ij , τ tij = 2µtS̄ij −

2

3
δijk%̄,

kde

S̄ij =
1

2

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi

)
− 1

3
δij

∂ũk
∂xk

, ω̃ = max

ω, 7

8

√
2S̄ijS̄ij
β∗

 .

Připojeńım turbulentńıho modelu do systému Navierových-Stokesových rovnic dostaneme

∂w

∂t
+

2∑
s=1

∂

∂xs
f s(w) =

1

Re

2∑
s=1

∂

∂xs
fvs(w,∇w) + p(w,∇w), (4.39)

kde vektor konzervativńıch proměnných w, nevazké numerické toky f s(w), vazké numerické toky
fvs(w,∇w) a produkčńı člen p(w,∇w) lze zapsat v kompaktńı vektorové formě jako

w =



%̄
%̄ũ1

%̄ũ2

Ẽ
%̄k
%̄ω

 , f1(w) =



%̄ũ1

%̄ũ2
1 + p̄

%̄ũ1ũ2

(Ẽ + p̄)ũ1

%̄ũ1k
%̄ũ1ω

 , f2(w) =



%̄ũ2

%̄ũ1ũ2

%̄ũ2
2 + p̄

(Ẽ + p̄)ũ2

%̄ũ2k
%̄ũ2ω

 ,

fv1(w,∇w) =



0
τ̄11 + τ t11

τ̄12 + τ t12

ũ1(τ̄11 + τ t11) + ũ2(τ̄12 + τ t12) + κ
κ−1

(
µ
Pr + µt

Prt

)
∂
∂x1

(
p̄
%̄

)(
µ+ σ∗%̄ kω

)
∂k
∂x1(

µ+ σ%̄ kω
)
∂ω
∂x1


,
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fv2(w,∇w) =



0
τ̄12

τ̄22

ũ1(τ̄12 + τ t12) + ũ2(τ̄22 + τ t22) + κ
κ−1

(
µ
Pr + µt

Prt

)
∂
∂x2

(
p̄
%̄

)(
µ+ σ∗%̄ kω

)
∂k
∂x2(

µ+ σ%̄ kω
)
∂ω
∂x2


,

p(w,∇w) =



0
0
0
0

τ t11
∂ũ1
∂x1

+ τ t12
∂ũ1
∂x2

+ τ t21
∂ũ2
∂x1

+ τ t22
∂ũ2
∂x2
− β∗%̄kω

αωk

(
τ t11

∂ũ1
∂x1

+ τ t12
∂ũ1
∂x2

+ τ t21
∂ũ2
∂x1

+ τ t22
∂ũ2
∂x2

)
− β%̄ω2 + 1

Re
%̄
ωσd

(
∂k
∂x1

∂ω
∂x1

+ ∂k
∂x2

∂ω
∂x2

)


,

kde %̄, ũ1, ũ2, p̄, Ẽ jsou bezrozměrové hodnoty proudového pole, středované hodnoty podle Favra,
detailńı odvozeńı lze nalézt v práci [40].

Diskretizaci rovnice (4.39) provedeme stejně jako v předchoźı kapitole. Pro diskretizaci vazkých
člen̊u použijeme LDG metodu. Nejdř́ıve tedy rovnici (4.39) převedeme na soustavu dvou rovnic
prvńıho řádu

∂w

∂t
+

2∑
s=1

∂

∂xs
f s(w) =

1

Re

2∑
s=1

∂

∂xs
fvs(w,θ) + p(w,θ),

θr −
∂w

∂xr
= 0, r = 1, 2.

Poté obě rovnice skalárně přenásob́ıme testovaćı funkćı v ∈ Sh a zintegrujeme přes kontrolńı
element Ωk∫

Ωk

∂w

∂t
· v dΩ +

∫
Ωk

2∑
s=1

∂

∂xs
f s(w) · v dΩ =

1

Re

∫
Ωk

2∑
s=1

∂

∂xs
fvs(w,θ) · v dΩ +

∫
Ωk

p(w,θ) · v dΩ,∫
Ωk

θr · v dΩ−
∫

Ωk

∂w

∂xr
· v dΩ = 0, r = 1, 2.

Objemový integrál z produkčńıho členu aproximujeme vhodným Gaussovým integračńım vzorcem∫
Ωk

p(w,θ) · v dΩ ≈ |Ωk|
nint∑
s=1

wsp(w(xs),θ(xs)), (4.40)

kde ws jsou váhy a xs jsou body př́ıslušného integračńıho vzorce. Daľśı postup diskretizace rovnic
je již shodný s kapitolou 3.

4.5.1 Okrajové podmı́nky

V tomto odstavci se budeme zabývat okrajovými podmı́nkami pro systém Navierových-Stokesových
rovnic s k−ω modelem turbulence. Vlastńı okrajové podmı́nky předepisováné pouze pro Navierovy-
Stokesovy rovnice jsou stejné jako v laminárńım př́ıpadě a jsou popsané ve třet́ı kapitole. V tomto
odstavci se tedy budeme zabývat pouze okrajovými podmı́nkami předepisovanými pro rovnice
modeluj́ıćı turbulenci.
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Pevná nepropustná stěna

Na pevné nepropustné stěně předepisujeme Dirichletovu okrajovou podmı́nku pro k

k = 0

a Neumanovu okrajovou podmı́nku pro ω

∂ω

∂n
= 0,

kde n je vněǰśı normála.

Vstup

Na vstupu předepisujeme hodnotu bezrozměrové turbulentńı kinetické energie kinl a dále hodnotu
turbulentńı viskozity µt. Hodnotu ω dopočteme pomoćı vztahu

ωinl =
k

µt
.

Skutečná hodnota kinetické energie kinl je dána vztahem

kreal =
3

2
(Tu uinl)

2,

kde Tu je změřená vstupńı intenzita turbulence a uinl je skutečná vstupńı rychlost. Volbou kref =
kreal dostaneme pro bezrozměrovou hodnotu kin = 1.

Výstup

Na výstupu obě hodnoty k a ω extrapolujeme z proudového pole. Předepisujeme tedy Neumannovi
okrajové podmı́nky.

∂k

∂n
= 0,

∂ω

∂n
= 0.

4.5.2 Numerické výsledky

V tomto odstavci se budeme zabývat porovnáńım laminárńıho a turbulentńıho modelu prouděńı.
Źıskané výsledky budou porovnány s experimentálńımi daty poskytnutými dr. Luxou z ÚTAV.
Porovnáńı bude prováděno na geometrii úzké, dlouhé mezery. Mezera má š́ı̌rku 2 mm a délku
100 mm, viz. obr. 4.39. Jako médium byl zvolen vzduch s dynamickou viskozitou η = 1.57e−5 Pas,
měrnou tepelnou kapacitou cV = 718 Jkg−1K−1, Poissonovým č́ıslem κ = 1.4 a Prandtlovým
č́ıslem Pr = 0.72. Na vstupu je předepsána hodnota stagnačńıho tlaku p0i = 101325 Pa, stagnačńı
teploty T0i = 292.15 K a úhlu náběhu proudu α = 0. Na výstupu je předepsána hodnota statického
tlaku po. Celkem budeme provádět dvě sady numerických experiment̊u pro dva tlakové poměry
Π = p0i/po = {0.195, 0.374}. Referenčńı hodnoty jsou zvoleny následovně:

• referenčńı délka lref = 0.002 m

• referenčńı tlak pref = p0i = 101325 Pa

• referenčńı teplota Tref = T0i = 292.15 Pa
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• referenčńı rychlost uref =
√
cV Tref = 458 ms−1

• referenčńı hustota %ref =
pref
u2
ref

= 0.483 kgm−3

• referenčńı viskozita ηref = η = 1.57 10−5 Pa

Z uvedených referenčńıch hodnot lze dopoč́ıtat hodnotu Reynoldsova č́ısla jako

Re =
%refuref lref

ηref
= 28183.

Z teorie je známé, že pro uvedenou hodnotu Reynoldsova č́ısla by již mělo j́ıt o turbulentńı
prouděńı. Na obr. 4.41 a 4.42 jsou znázorněny pr̊uběhy tlak̊u a Machova č́ısla podél střednice
mezery. Zeleně jsou zde znázorněny výsledky źıskané pomoćı turbulentńıho modelu, modře jsou
znázorněny výsledky źıskané laminárńım modelem a červeně jsou znázorněny experimentálńı data
poskytnutá dr. Luxou. Z uvedených výsledk̊u je jasně patrné, že laminárńı model přesně odpov́ıdá
naměřeným dat̊um, oproti turbulentńımu modelu kde vlivem př́ıdavné viskozity docháźı k nár̊ustu
tlaku v mezeře. Z těchto dat lze tedy usuzovat, že v př́ıpadě dlouhých a úzkých mezer docháźı
k útlumu turbulenćı a výsledné prouděńı z̊ustává laminárńı i přes poměrně vysoká Reynoldsova
č́ısla. Naproti tomu v mı́stě, kde proud vzduchu vystupuje do otevřené oblasti již rozhodně nelze
vzniklé prouděńı považovat za laminárńı a je tedy nutné uvažovat vhodný model turbulence.
V této práci proto byly rovnice turbulentńıho modelu modifikovány následuj́ıćım zp̊usobem. Ke
členu vyjadřuj́ıćımu produkci turbulentńı energie (prvńı člen na pravé straně rovnice 4.37) byl
přidán přeṕınač γ(x)

τ tij
∂ũi
∂xj

−→ γ(x)τ tij
∂ũi
∂xj

,

kde

γ(x) =

{
0, x ∈ oblast mezery,
1, x 6∈ oblast mezery.

Pomoćı uvedeného přeṕınače je možné vypnout produkci turbulence uvnitř mezery, kde je prouděńı
jistě laminárńı a naopak aktivovat produkci turbulence v otevřeńı. Na obr. 4.43 a 4.44 jsou vidět
izočáry hustoty pro oba tlakové poměry v detailńım pohledu v mı́stě, kde vzduch vycháźı z me-
zery do volného prostoru. Levé horńı obrázky ukazuj́ı čistě laminárńı výpočet. Zde je vidět,
že docháźı k okamžitému rozpadu proudu a výsledky se v žádném př́ıpadě nepodobaj́ı experi-
mentálńım dat̊um (vpravo dole). V př́ıpadě volby turbulentńıho modelu (vlevo nahoře) je proud
vzduchu v otevřeńı stabilńı, ale docháźı k výraznému utlumeńı vlivem vysoké turbulentńı visko-
zity. Nejlepš́ıch výsledk̊u je dosaženo volbou kombinovaného modelu (vpravo dole). Dı́ky la-
minárńımu proudu v mezeře nejsou výsledky ovlivněny vysokou turbulentńı viskozitou. Na druhou
stranu turbulentńı model v otevřeńı stabilizuje proud vzduchu. Dı́ky tomu jsou źıskané nume-
rické výsledky v excelentńı shodě s naměřenými daty. Výpočty byly provedeny pomoćı explicitńı
metody lokálńıho času s LDG aproximaćı vazkého členu.
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Obr. 4.39: Geometrie mezery v mm.

Obr. 4.40: Detail výpočetńı śıtě o 31736 elementech. Detail mezery (vlevo), detail výstupu z me-
zery (vpravo).

Obr. 4.41: Porovnáńı laminárńıho a turbulentńıho modelu prouděńı s experimentem. Na obrázćıch
je znázorněn pr̊uběh Machova č́ısla (vlevo) a tlaku (vpravo) podél střednice mezery, pro tlakový
poměr Π = 0.195.

Obr. 4.42: Porovnáńı laminárńıho a turbulentńıho modelu prouděńı s experimentem. Na obrázćıch
je znázorněn pr̊uběh Machova č́ısla (vlevo) a tlaku (vpravo) podél střednice mezery, pro tlakový
poměr Π = 0.374.
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Obr. 4.43: Detail izočar hustoty proudového pole v mı́stě vtoku do otevřené oblasti pro tlakový
poměr Π = 0.195. Vlevo nahoře jsou výsledky źıskané pomoćı laminárńıho modelu. Vpravo nahoře
jsou výsledky źıskané pomoćı turbulentńıho modelu. Vlevo dole jsou výsledky źıskané pomoćı
kombinovaného laminárńıho/turbulentńıho modelu a nakonec vpravo dole jsou experimentálńı
výsledky poskytnuté dr. Luxou.

4.6 Rozš́ı̌reńı nespojité Galerkinovy metody do 3D

V tomto odstavci se budeme zabývat rozš́ı̌reńım nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u
pro řešeńı nelineárńıho systému Navierových-Stokesových rovnic ve třech prostorových dimenźıch.
Systém Navierových-Stokesových rovnic popisuj́ıćıch laminárńı prouděńı stlačitelné vazké teku-
tiny, zapsaný v konzervativńım tvaru má ve třech prostorových dimenźıch tvar [56]

∂w

∂t
+

3∑
s=1

∂

∂xs
F s(w,∇w) = 0, s = 1, 2, 3, t ∈ [0, T ], x = [x1, x2, x3] ∈ Ω ⊂ R3, (4.41)

kde F (w,∇w) = f s(w)−fvs(w,∇w). Vektor konzervativńıch proměnnýchw, nevazké numerické
toky f s(w) a vazké numerické toky fvs(w,∇w) jsou definované jako

w =


ρ
ρu1

ρu2

ρu3

E

 , f1(w) =


ρu1

ρu2
1 + p

ρu1u2

ρu1u3

(E + p)u1

 , f2(w) =


ρu2

ρu1u2

ρu2
2 + p

ρu2u3

(E + p)u2

 , f3(w) =


ρu3

ρu3u2

ρu3u2

ρu2
3 + p

(E + p)u3

 ,
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Obr. 4.44: Detail izočar hustoty proudového pole v mı́stě vtoku do otevřené oblasti pro tlakový
poměr Π = 0.374. Vlevo nahoře jsou výsledky źıskané pomoćı laminárńıho modelu. Vpravo nahoře
jsou výsledky źıskané pomoćı turbulentńıho modelu. Vlevo dole jsou výsledky źıskané pomoćı
kombinovaného laminárńıho/turbulentńıho modelu a nakonec vpravo dole jsou experimentálńı
výsledky poskytnuté dr. Luxou.

fv1(w,∇w) = [0, τ11, τ12, τ13, u1τ11 + u2τ12 + u3τ13 + k ∂T/∂x1] ,

fv2(w,∇w) = [0, τ21, τ22, τ23, u1τ21 + u2τ22 + u3τ23 + k ∂T/∂x2] ,

fv3(w,∇w) = [0, τ31, τ32, τ33, u1τ31 + u2τ32 + u3τ33 + k ∂T/∂x3] ,

kde ρ, u1, u2, u3, p, E, T jsou hustota, rychlosti ve směrech x1, x2 a x3, tlak, hodnota celkové
energie vztažená na jednotku objemu, teplota a k je součinitel tepelné vodivosti. Tenzor napět́ı
je definován jako

τij = µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi
− 2

3

∂uk
∂xk

δij

)
,

kde µ je dynamická viskozita. Systém rovnic je uzavřen konstitutivńım vztahem pro ideálńı plyn

p = (κ− 1)

[
E − 1

2
ρ
(
u2

1 + u2
2 + u2

3

)]
,

kde κ = 1.4 je Poissonova konstanta. Pro určeńı derivaćı ∂T/∂xs použijeme vztah [56]

k
∂T

∂xs
=

κ

κ− 1

k

cp

∂

∂xs

(
p

%

)
,

kde cp je měrná tepelná kapacita.
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Prostorová diskretizace se provede obdobně jako v 2D př́ıpadě popsaném v předchoźı kapitole.
Zavedeńım pomocné proměnné pro gradient dostaneme systém rovnic prvńıho řádu

∂w

∂t
+

3∑
s=1

∂

∂xs
F (w,θ) = 0, (4.42)

θr −
∂w

∂xr
= 0, r = 1, 2, 3 (4.43)

Necht’ ϕik, i = 1, 2, ...M je množina bázových funkćı prostoru polynomů Pq(Ωk) na kontrolńım
elementu Ωk. m-tou složku wmk vektorové funkce w a m-tou složku θmk,r vektorové funkce θ na
kontrolńım elementu Ωk vyjádř́ıme jako lineárńı kombinaci bázových funkćı

wmk (x, t) =

M∑
i=1

wmk,i(t)ϕ
i
k(x), θmk,r(x) =

M∑
i=1

θmk,r,iϕ
i
k(x). (4.44)

Jako testovaćı funkci voĺıme bázovou funkci ϕjk. Dosazeńım vztahu (4.44) do rovnic (4.42) a

(4.43), přenásobeńım testovaćı funkćı ϕjk a zintegrováńım přes kontrolńı element Ωk dostaneme

∫
Ωk

M∑
i=1

∂wmk,i
∂t

ϕikϕ
j
k dΩ−

∫
Ωk

3∑
s=1

Fms (w,θ)
∂ϕjk
∂xs

dΩ +

+

∮
∂Ωk

Hm(w+,θ+,w−,θ−,n)ϕjk dl = 0,

∫
Ωk

M∑
i=1

∂θmk,r,i
∂t

ϕikϕ
j
k dΩ−

∫
Ωk

M∑
i=1

wmk,i(t)ϕ
i
k

∂ϕjk
∂xr

dΩ +

∮
∂Ωk

Km(w+,w−)nrϕ
j
k dl = 0,

kde m = 1, 2, 3, 4, 5, i, j = 1, 2, ...M , k = 1, 2, . . .K, r = 1, 2, 3, Fms je m-tá složka vektoru toku
F s ve směru souřadnicové osy xs, Hm je m-tá složka numerického vektoru toku H a Km je m-tá
složka numerického vektoru toku K.

Vektor H se skládá z vazké Fv a nevazké F části

H(w+,θ+,w−,θ−,n) = F(w+,w−,n) + Fv(w+,θ+,w−,θ−,n) (4.45)

Nevazkou část numerického toku aproximujeme stejně jako ve druhé kapitole, zabývaj́ıćı se ne-
vazkým prouděńım. Zbývaj́ıćı toky Fv a K aproximujeme pomoćı LDG aproximace

Fv(w+,θ+,w−,θ−,n) =
1

2

(
fv+
n + fv−n

)
+ β

(
fv+
n − fv−n

)
− γ

(
w+ −w−

)
, (4.46)

K(w+,w−) =
1

2

(
w+ +w−

)
− β

(
w+ −w−

)
, (4.47)

kde β ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
, γ = ηeh

−1
e , ηe je uživatelem definovaná hodnota na hraně kontrolńıho elementu

a he ≈
√

Γ je odhad pr̊uměru hrany kontrolńıho elementu.

Pro výpočty budeme uvažovat pouze dva typy kontrolńıch element̊u a to tetrahedrový (čtyřstěn)
a hexahedrový (šestistěn), viz obr. 4.45. Z d̊uvod̊u jednoduché implementace báze na obou typech
kontrolńıch element̊u voĺıme Taylorovu bázi definovanou na každém kontrolńım elementu zvlášt’

viz tab. 4.3.
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Obr. 4.45: Tetrahedrový(vlevo) a hexahedrový(vpravo) kontrolńı element s vyznačeným středem.

i q ϕik
1 0 1
2 1 x− xs
3 y − ys
4 z − zs
5 2 (x− xs)2 − I1

6 (y − ys)2 − I2

7 (z − zs)2 − I3

8 (x− xs)(y − ys)− I4

9 (x− xs)(z − zs)− I5

10 (y − ys)(z − zs)− I6

Tab. 4.3: Tabulka obsahuje 3D Taylorovy bázové polynomy stupně q = 0, 1, 2. Hodnoty xs, ys
a zs představuj́ı hodnotu souřadnic středu kontrolńıho objemu Ωk definované pomoćı integrálu∫

Ωk
(x − xs) = 0 dΩ, apod. Hodnoty Ii jsou spočteny jako stejným zp̊usobem jako integrál I1 =∫

Ωk
(x− xs)2 dΩ.

4.6.1 Numerické výsledky

Transonické prouděńı v 3D GAMM kanálu

V tomto numerickém experimentu provedeme numerický výpočet transonického nevazkého prouděńı
ve 3D geometrii GAMM kanálu. Geometrie výpočtové oblasti je znázorněna na obr. 4.46. Výpočtová
oblast je tvořena obdélńıkem o rozměrech 3.5× 1× 1. V dolńı části je umı́stěno vybráńı ve tvaru
kruhové úseče v rovině xy se š́ı̌rkou tětivy 1 a zasahuj́ıćı do výšky 0.1 nad rovinu xz. V rovině
x = 0 je předepsána vstupńı okrajová podmı́nka, kterou můžeme pomoćı bezrozměrových veličin
definovat pomoćı hodnoty stagnačńı hustoty %0i = 1, hodnoty stagnačńıho tlaku p0i = 1 a hod-
noty úhlu náběhu proudu α = 0. V rovině x = 3.5 je uvažována výstupńı okrajová podmı́nka, kde
předepisujeme hodnotu statického tlaku po = 0.737. Pro numerickou simulaci byla použita struk-
turovaná hexahedrová śıt’ o 51000 kontrolńıch elementech, viz obr. 4.46. Numerické výsledky byly
porovnávány s výsledky uvedenými v literatuře [56], kde byla pro numerickou simulaci použita
metoda konečných objemů na śıti s 210000 kontrolńımi objemy.
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Obr. 4.46: Geometrie výpočtové oblasti 3D GAMM kanálu podle [56] (vpravo) a výpočtová śıt’

s 51000 kontrolńımi elementy(vlevo).

Obr. 4.47: Izočáry Machova č́ısla v rovině z = 0. Vlevo jsou výsledky źıskané pomoćı nespojité
Galrkinovy metody, vpravo pak výsledky podle [56]

Obr. 4.48: Izočáry Machova č́ısla v rovině z = 0.5. Vlevo jsou výsledky źıskané pomoćı nespojité
Galrkinovy metody, vpravo pak výsledky podle [56]

Obr. 4.49: Izočáry Machova č́ısla v rovině z = 1. Vlevo jsou výsledky źıskané pomoćı nespojité
Galrkinovy metody, vpravo pak výsledky podle [56]

Obr. 4.50: Izočáry Machova č́ısla na spodńı stěně výpočtové oblasti (částečně v rovině y = 0).
Vlevo jsou výsledky źıskané pomoćı nespojité Galerkinovy metody, vpravo pak výsledky podle
[56]
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Obr. 4.51: Pr̊ubeh Machova č́ısla podél horńı a dolńı stěny v podélném směru (směr osy x),
v rovině z = 0 (červeně), v rovině z = 0.5 (zeleně) a v rovině z = 1 (modře). Vlevo jsou výsledky
źıskané pomoćı nespojité Galrkinovy metody, vpravo pak výsledky podle [56]

Obr. 4.52: Izoplochy Machova č́ısla vykreslené pro výsledky źıskané pomoćı nespojité Galrkinovy
metody

Prouděńı v komplexńı 3D geometrii

Pro otestováńı výpočetńıch schopnost́ı vytvořeného programu byl proveden výpočet nevazkého
prouděńı okolo komplexńı geometrie modelu letadla MIG15 simuluj́ıćıho podzvukový let v ńızké
nadmořské výšce při rychlosti odpov́ıdaj́ıćı Machovu č́ıslu M = 0.6. Pro prostorovou diskretizaci
výpočtové oblasti byla zvolena výpočetńı śıt’ o 490934 tetrahedrových kontrolńıch elementech, viz
obr. 4.53. Na obr. 4.54 je vidět rozložeńı Machova č́ısla v okoĺı podélného řezu letadla a rozložeńı
Machova č́ısla na povrchu letadla.
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Obr. 4.53: Znázorněńı podélného řezu výpočtové śıtě (vlevo) a śıtě na povrchu modelu letadla
(vpravo).

Obr. 4.54: Rozložeńı Machova č́ısla v podélném řezu (vlevo). Rozložeńı Machova č́ısla na povrchu
modelu letadla (vpravo). Pro vizualizaci výsledk̊u byl použit software PARAVIEW 3.14.1.

4.7 Paralelńı programováńı, efektivita paralelńıho výpočtu

V tomto odstavci se budeme zabývat paralelizaćı výpočtu pomoćı nespojité Galerkinovy me-
tody konečných prvk̊u s explicitńı časovou integraci urychlenou pomoćı metody lokálńıho času.
Vlastńı paralelizaci budeme provádět pouze pomoćı vláken na jednoprocesorovém stroji s v́ıce
jádry. Tento zp̊usob paralelizace je velice jednoduchý a lze ho provádět bez větš́ıch znalost́ı
o poč́ıtačové architektuře. V našem př́ıpadě, kdy jako programovaćı jazyk využ́ıváme JAVU, je
situace jednoduchá, protože pro paralelizaci lze využ́ıt tř́ıdu Thread. V př́ıpadě explicitńı časové
integrace lze paralelizaci úlohy provést následovně. Necht’ K je počet kontrolńıch element̊u, v je
počet paralelńıch vláken a i = 1, .., v je index vlákna. Hlavńı for cyklus v př́ıpadě neparalelizo-
vaného výpočtu vypadá v pseudokódu následovně

for(k = 1; k~<= K, k++){

\\ zde se provádı́ výpočet nové časové hladiny t+dt na kontrolnı́m elementu

k~}

V př́ıpadě paralelizované verze může hlavńı for cyklus vypadat následovně

for(k = i; k~<= K, k=k+v){

\\ zde se provádı́ výpočet nové časové hladiny t+dt na kontrolnı́m elementu

k~}
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kde pro každé i běž́ı tento for cyklus na jiném vlákně. Např́ıklad pokud v = 3, procháźı jednotlivá
vlákna elementy

Vlákno i = 1, k = 1, 4, 7, 10, ...

Vlákno i = 2, k = 2, 5, 8, 11, ...

Vlákno i = 3, k = 3, 6, 9, 12, ...

Protože při časové integraci pomoćı metody lokálńıho času nejsou aktuálńı časové hladiny tk na
př́ıslušných kontrolńıch elementech stejné, voĺıme speciálńı časové hladiny Tn vzdálené od sebe
o tzv. časový supekrok dT = Tn+1−Tn, který je konstantńı. Výpočet pomoćı for cyklu se neustále
opakuje, dokud neńı na všech kontrolńıch elementech z dané množiny dosaženo požadovaného času
výpočtu Tn. Systém pak počká na ukončeńı všech vláken a poté dojde k výpočtu daľśı časové
hladiny Tn+1 = Tn + dT , jak je znázorněno na vývojovém diagramu 4.55. Při implementaci

Obr. 4.55: Vývojový diagram paralelńıho výpočtu.

metody pomoćı v́ıce vláken se může stát, že při zjǐst’ováńı hodnoty vektoru konzervativńıch
proměnných v sousedńım elementu může být tato hodnota jiným vláknem právě přepisována, což
vede k nesprávným výsledk̊um. Pro odstraněńı tohoto jevu je nutné kĺıčové metody obstarávaj́ıćı
výměnu dat mezi kontrolńımi elementy obstarat zámkem, který při př́ıstupu jednoho vlákna data
zamkne a nedovoĺı již př́ıstup ostatńım vlákn̊um. Ta musej́ı čekat dokud p̊uvodńı vlákno neopust́ı
danou metodu. Nevýhodou použit́ı zámku je zvýšeńı výpočetńıho času z d̊uvodu prostoj̊u.

Pro ověřeńı paralelńı efektivity metody zvoĺıme ”2D Mach 3 wind tunel”testovaćı př́ıklad
prouděńı stlačitelné nevazké tekutiny popsaný v druhé kapitole. Voĺıme výpočtovou śıt’ o 2204 ele-
mentech a metodu druhého řádu přesnosti. Celkem provedeme 4 výpočty pro 1,2,4 a 8 výpočetńıch
vláken. CPU časy pro dosažeńı času výpočtu T = 4 jsou vidět v tab. 4.4. Graf (4.56) ukazuje
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závislost výpočetńı efektivity definované jako poměr CPU času pro 1 vlákno ku CPU času pro n
vláken. Všechny výpočty byly prováděny pomoćı procesoru intel i7-2600 se 4 výpočetńımi jádry
umožňuj́ıćı takzvaný hyperthreading (možnost až 8 paralelńıch vláken). Z tabulky i z grafu je
patrné, že při v́ıce výpočetńıch jádrech docháźı ke ztrátě efektivity. To je zp̊usobeno dynamickou
alokaćı poĺı a př́ıstupem do společné paměti [60]. Pro porovnáńı je zeleně v grafu (4.56) uvedená
efektivita paralelńıho výpočtu pro jednoduchou úlohu, která se skládá z opakovaného výpočtu
n-tého členu Fibonachiho posloupnosti. Jednotlivé výpočty na sebe nejsou v̊ubec vázány a na
grafu je až do čtvrtého vlákna vidět, že paralelńı efektivita je prakticky ideálńı. Od čtvrtého
vlákna je použit tzv. hyperthreading a je již patrný pokles paralelńı efektivity.

počet vláken CPU čas CPU/CPU1 vlakno

1 286.07 1

2 161.96 1.77

4 102.57 2.79

8 79.52 3.60

Tab. 4.4: Závislost CPU času výpočtu na počtu výpočetńıch vláken.

Obr. 4.56: Graf závislosti výpočetńı efektivity na počtu výpočetńıch vláken. Modrá křivka
představuje paralelńı výpočet úlohy prouděńı pomoćı nespojité Galerkinovy metody. Zelená
křivka představuje paralelńı výpočet jednoduché úlohy nalezeńı n-tého č́ısla Fibonachihovy po-
sloupnosti.
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Závěr

Předložená disertačńı práce se zabývá modelováńım prouděńı stlačitelných tekutin pomoćı ne-
spojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u. Pomoćı této moderńı a robustńı metody je možné
dosáhnout vysokého řádu prostorové přesnosti. Velkou nevýhodou však je vysoký počet neznámých,
v porovnáńı s ostatńımi metodami, což negativně ovlivňuje výpočetńı efektivitu algoritmu této
metody.

Ćılem této práce bylo vytvořit efektivńı zp̊usob časové integrace systémů Eulerových a Navie-
rových-Stokesových rovnic takový, který by uvedenou nevýhodu co nejv́ıce odstraňoval. V práci
byly zavedeny a diskutovány následuj́ıćı dva př́ıstupy k časové integraci. Prvńım př́ıstupem bylo
použit́ı explicitńı metody lokálńıho času. Nespornou výhodou této metody je jej́ı snadná imple-
mentace, vysoký řád přesnosti v čase a korektńı vyjádřeńı nelineárńıch člen̊u. I přes omezeńı
velikosti časového kroku dosahuje tato metoda vynikaj́ıćıch výsledk̊u v porovnáńı s klasickou ex-
plicińı metodou. Druhým př́ıstupem bylo použit́ı implicitńı metody. Nevýhodou tohoto př́ıstupu
je nutnost linearizace řešených rovnic, což vede na složitěǰśı poč́ıtačovou implementaci, a dále pak
časově náročné řešeńı následné soustavy rovnic. Velikou výhodou implicitńı metody je možnost
volby větš́ıho časového kroku, v porovnáńı s explicitńı metodou. Při volbě vhodného nepodmı́něně
stabilńıho schématu je možno volit dokonce libovolně veliký časový krok.

Z pohledu numerických výsledk̊u dosažených v této práci je poměrně obt́ıžné obecně konstato-
vat, který z obou př́ıstup̊u je vhodněǰśı. Pro vytvořeńı obecněǰśıch závěr̊u je nutno nejprve spe-
cifikovat řešenou úlohu. Uvažujme nejprve úlohu, ve které se zabýváme řešeńım nestacionárńıho
prouděńı. Jako typovou úlohu si představme obtékáńı válce za podmı́nek vzniku Karmánovy
v́ırové stezky nebo úlohu s pohyblivou hranićı. V těchto př́ıpadech je nutné volit poměrně malý
časový krok, aby bylo možné korektně zachytit vzniklé nestacionarity. V př́ıpadě volby implicitńı
metody pak ztráćıme výhodu velkého časového kroku a je třeba mnohokrát řešit rozsáhlé sou-
stavy lineárńıch rovnic, což je časově velice náročné. Pro tento typ úloh je tedy výhodněǰśı volit
explicitńı metodu lokálńıho času, což potvrzuj́ı i výsledky prezentované v kapitole 4. Druhým
typem jsou úlohy, kde řešeńı je stacionárńı. V tomto př́ıpadě lze volbou velikého časového kroku
podstatně urychlit výpočet pomoćı implicitńı metody, jak ukazuj́ı numerické výsledky prezento-
vané v kapitolách 3 a 4. Na druhou stranu při volbě velikého časového kroku je řešená soustava
lineárńıch rovnic velice špatně podmı́něna, což lze obej́ıt volbou př́ımého řešiče (Gaussova eli-
minačńı metoda). Při řešeńı rozsáhleǰśıch soustav lineárńıch rovnic již však neńı použit́ı př́ımého
řešiče možné a je třeba volit vhodnou iterativńı metodu. Zde se však již naplno projevuje špatná
podmı́něnost soustavy rovnic, což velice negativně ovlivňuje časové nároky nutné pro řešeńı této
soustavy. Nicméně i v tomto př́ıpadě implicitńı metoda konverguje rychleji. Obecně lze tedy pro
stacionárńı výpočty doporučit raději implicitńı metodu i v př́ıpadě, že explicitńı metoda lokálńıho
času také dosahuje poměrně slušných výsledk̊u.

V daľśı části práce byla nespojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u aplikována na řešeńı
úloh s pohyblivou hranićı. Při řešeńı toho typu úloh je třeba volit malý časový krok, a proto se
nejv́ıce projevily výhody explicitńı metody s lokálńım časem. Zaj́ımavé je také porovnáńı ALE
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formulace nespojité Galerkinovy metody s IBM nespojitou Galerkinovou metodou na př́ıkladu
obtékáńı periodicky se pohybuj́ıćıho válce. I přesto, že formulace IBM metody je velice jed-
noduchá, v podstatě jde pouze o přidáńı zdrojového členu, výsledky jsou ve vynikaj́ıćı shodě
s nespojitou Galerkinovou metodou založenou na ALE popisu. Pomoćı IBM metody je však
v principu možné řešit i velice složité úlohy z technické praxe, demonstrované na jednoduchém
př́ıkladu prouděńı plynu ve zjednodušeném modelu zubovém čerpadlu, viz kapitola 4. V kapitole
4 byl dále ke středovanému systému Navierových-Stokesových rovnic přidán Wilcox̊uv dvourovni-
cový k−ω model turbulence pro numerickou simulaci turbulentńıho prouděńı. Źıskané numerické
výsledky byly porovnány s experimentem a prokázali velmi dobrou shodu, i přes poměrně hru-
bou použitou výpočetńı śıt’. Dále byly testovány možnosti adaptivńıho zjemňováńı výpočetńı
śıtě. Dı́ky lokálnosti nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u a s použit́ım objektově
orientovaného programováńı bylo možné vytvořit efektivńı adaptivńı metodu, která je schopná
velice přesně zachycovat vzniklé nespojitosti v řešeńı ve tvaru rázových vln, jak ukazuj́ı nume-
rické výsledky prezentované v kapitole 4. V neposledńı ředě se podařilo nespojitou Galerkinovu
metodu implementovat ve 3D a správnost jej́ı implementace ověřit na testovaćım př́ıkladu 3D
GAMM kanálu.

Př́ınosy práce a daľśı možnosti rozvoje

Předložená disertačńı práce má následuj́ıćı dva hlavńı př́ınosy.

Byla zde formulována explicitńı metoda lokálńıho času v kombinaci s nespojitou Galerkinovou
metodou konečných prvk̊u, což neńı v literatuře běžné. Dále bylo provedeno srovnáńı explicitńı
metody lokálńıho času s implicitńı metodou. Z výsledk̊u vyplynulo, že explicitńı metoda lokálńıho
času je jednoduchá a efektivńı numerická metoda, použitelná ve výpočtové praxi.

Druhým př́ınosem byla aplikace nespojité Galekinovy metody konečných prvk̊u na r̊uzné typy
úloh, jako je prouděńı stlačitelných tekutin v časově proměnlivých oblastech, interakce teku-
tiny s tuhým tělesem, modelováńı turbulentńıho prouděńı, adaptivńı zahušt’ováńı výpočetńı śıtě,
atd. Źıskané poznatky můžou být př́ımo využity pro řešeńı grantových projekt̊u, zejména pro
společnost DOOSAN ŠKODA POWER s.r.o.

Budoućı práce bude zaměřena předevš́ım na implementaci lepš́ıch model̊u turbulence, zejména
pak tranzientńıho modelu. Dále bude pozornost věnována oblasti interakce tekutiny s tělesem.
V neposledńı řadě pak bude budoućı vývoj zaměřen na neustálé zefektivňováńı nespojité Galer-
kinovy metody konečných prvk̊u. Hlavńım směrem v této oblasti bude vývoj implicitńıch metod
založených na numerickém sestavováńı Jacobiovy matice, jelikož se tento př́ıstup jev́ı jako jedno-
duchý a vysoce efektivńı. Dále bude snaha o redukci počtu neznámých pomoćı metody konden-
zace (v anglicky psané literatuře zvané jako

”
hybridized discontinuous Galerkin finite element

method“).
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[XI] VIMMR, J., JONÁŠOVÁ, A., BUBLÍK, O. Effects of three geometrical parameters on
pulsatile blood flow in complete idealised coronary bypasses. COMPUTERS and FLUIDS,
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