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Kapitola 1

Uvod

Tato prace se zabyva existenci, jednoznacnosti a dalsimi vlastnostmi obycejnych diferen-
cidlnich rovnic prvniho radu. Diferencialni pocet vynalezli nezavisle na sobé v riznych
formach Isaac Newton a Wilhelm Leibniz v roce 1676 a objevili tak velice silny a uzite¢ny
aparat pro reSeni problému predevsim v prirodnich a technickych védach. Pomoci diferen-
cialnich rovnic lze modelovat rizné dynamické systémy a lépe tak porozumét svétu kolem
nas.

Resenf diferencislnich rovnic ¢asto nelze vyjadrit analyticky a k objasnéni vlastnosti
feSeni je tfeba pouZit bud metod numerické matematiky, nékdy i v kombinaci s jinymi pfi-
bliznymi metodami, nebo analytickych metod pro studium kvalitativnich vlastnosti feseni
diferencialni rovnice.

V prvni ¢asti této prace se vénujeme otéazce, kdy feseni diferencidlni rovnice existuje a
kdy je ddno jednoznacné. Jsou zde formulovany véty tykajici se tohoto tématu, mezi nimiz
méa vyznamné misto Picard-Lindelofova véta. Jeji ditkkaz je zde uveden ve dvou podobach
pro blizsi objasnéni celé problematiky a také jako ukézka vyuziti apardtu funkcionélni
analyzy.

Druha ¢ast prace se uz vénuje konkrétni nelinearni diferenciélni rovnici s realnym pa-
rametrem p

y = sin(2? + y*)*, p>0. (1.1)

Aplikujeme zde poznatky z prvni ¢asti textu pii vySetfovani existence a jednoznacnosti
feSeni dané rovnice a zkoumame jeho dalsi vlastnosti, jako jsou napriklad zavislost na
pocatecni podmince a parametru, oscilace, omezenost, konvergence apod. Ke stanoveni
hypotéz nebo jejich ovéfeni jsou vyuzivany numerické experimenty a proto je také cast
textu vénovana numerickym aspektim tlohy.

Rovnice (1.1) vykazuje velmi zajimavé zejména asymptotické chovani. Piestoze se jedna
o rovnici prvniho fadu, bude pro plné pochopeni vlastnosti feSeni potifeba vyuzit dalsich
analytickych metod naptiklad aplikace Gronwallova lemmatu, atd. Prace samotné navazuje
jiz na dfive publikovany text 6], ktery se vénoval predevsim existenci a jednoznacnosti
feSeni a dalsim kvalitativnim vlastnostem feSeni.



Kapitola 2
Obycejna diferencialni rovnice

Obycejné diferencidlni rovnice prvniho fadu jsou rovnice, které obsahuji jako neznamou
funkei jedné proménné a prvni derivaci této funkce. Obecné ma tvar

F(a,y(x),y'(x)) =0, (2.1)

kde F je realna funkce definovani na mnoziné G C R3.

Funkce y(x) definovana na I C R je feSenim rovnice (2.1), pokud je na I diferenco-
vatelna, bod (z,y(x),y'(z)) lezi v G pro vSechna x € I a je pro vSechna x € I splnéna
rovnost (2.1).

V dalgim textu predpokladejme, Ze 1ze rovnici (2.1) vyjadiit v explicitnim tvaru

y = flz,y), (2.2)

kde realnd funkce f(x,y) je definovana na mnoziné D C R2.
Nebude-li feceno jinak, predpoklddejme, ze mnozina D je definovana jako obdélnik

D={(z,y): |z —xo| <a,|ly—vo| <b}, a,b>0.

2.1 Cauchyova tuloha

ReSenim rovnice (2.2) nemusi byt pouze jedna funkce, ale obecné téchto funkef mize byt
nekoneéné mnoho. Pfidanim tzv. po¢ateéni podminky y(xg) = yo z nich vybereme pouze
feseni, ktera prochézeji bodem (zg,yy). Ulohu najit funkei y = y(x) spliujici

{ y = f(z,y), (2.3)

y(wo) = Yo,
pro vechna z € (z¢ — a, xy + a) nazveme pocateéni ulohou nebo Cauchyovou tlohou.

Lemma 2.1 (Ekvivalentni uloha). Pokud je f(x,y) spojitd na obdélniku D, pak tloha
nagit funkci y € Cllzg — a,x9 + a| spliugici(2.3) je ekvivalentni s tlohou nagit vesent



2.1. CAUCHYOVA ULOHA

y € Clzg — a,xo + a] integralni rovnice

Y =150+ / F(ty()dt. (2.4)

Ditkaz.  a) Mg&jme tlohu (2.3), jejim# Fegenim je y = y(z), y € C'[zg — a,x + a]. Pro
toto TeSeni pak plati

y(@) -y = y(@) - ylzo) = / y(6)dt = / £t ()t

zo

a odtud
y(r) = yo+/f(t,y(t))dt.

Dostéavame tak integralni rovnici 2.4. Protoze C'(I) € C'(I) ay € C'lxg — a,x¢ + al,
plati ze y € C(zg — a, zo + a), tj dostavame spojité feseni integralni rovnice (2.4).

b) Mé&jme naopak tlohu vyjadienou ve tvaru integralni rovnice (2.4), jejimZ feSenim je
y = y(x). Pro jeho derivaci plati

v(@) = 5 [ o = fey@).
zo
Dosazenim bodu xg do integralni rovnice dostdavame pocéateéni podminku:
)
y(zo) = yo+ / St y(t)dt = yo.
To

Protoze funkce f € C(zo—a,zo+a), jeiy € C(zo—a,zo+a),tj. y € CH(xo—a, zo+a).
Dostéavame tak spojité diferencovatelnou funkei, ktera spluje (2.3).
O

Otézkou je, zda pro funkci f(z,y) a bod (z¢,yo) FeSeni tlohy (2.3) vibec existuje a
zda je urceno jednoznacné. Dale nas také zajima, pro jaké hodnoty x je definovano, tedy
jedna-li se jen o lokalni feSeni, definované pouze na néjakém okoli bodu x(, nebo o feSeni
globalni, definované na né&jakém podintervalu I C (xg — a, xo + a). Dalsi otéazkou je, jak ho
pripadné sestrojit. Témto otazkam je vénovana nasledujici kapitola.



2.2. VETY O EXISTENCI A JEDNOZNACNOSTI RESENI

2.2 Véty o existenci a jednoznacnosti reSeni

Nyni uvedeme dvé véty tykajici se existence a jednoznacnosti feSeni. Peanova véta for-
muluje postacujici podminky existence feSeni, zatimco véta Picard-Lindel6fova odpovida i
na otazku jednoznacné fesitelnosti pocatecni tilohy. Podrobnéji se budeme vénovat druhé
jmenované vété a zvlasté jejimu dikazu.

Véta 2.2 (Peanova). Necht je redlnd funkce f = f(x,y) spojitd na obdélniku D, potom
existuje alespon jedno feSent ulohy (2.8) na intervalu

I =[xy — h,xo+ hl, kdeh:min{a,%}, M:mgx|f(x,y)|.

Existence TeSeni je tedy zarucena jiz pii spojitosti funkce f(z,y). Véta nam dava i
odhad délky intervalu na kterém je feseni definovano. Diky této volbé délky intervalu I je
zaruceno, ze feSeni y(x) lezi celé uvniti obdélnika D, na kterém je funkce f(z,y) definovana,
viz také obréazek (2.1). Podrobny dikaz Peanovy véty viz [1].

y

Yotb

Yo

Xo-a xO-g Xo Xo+ b Xo+a X
M M

Obrazek 2.1: Obdélnik, na kterém je funkce f(z,y) definovana.

Nasledujici véta nam fika, kdy je feSeni urceno jednoznac¢né. Jeji dikaz provedeme
dvakrat, a to nejprve za vyuziti klasické analyzy a poté pomoci funkcionalni analyzy.
Nasledné jsou oba dilkazy srovnany. Nejprve uvedme klasicky dikaz Picard-Lindeléfovy
véty.

Véta 2.3 (Picard-Lindelof). Necht je redlnd funkce f = f(x,y) definovand na obdélniku D
a je na ném spojita. Je-li funkce f(x,y) lipschitzovskd na D v proménné y, tj. podminku

AL > 0V € [vo — a, 20 + a]Vy,§ € [yo — b,yo + b] : [f(z,y) — f(z,§) < Lly — 7,

4



2.2. VETY O EXISTENCI A JEDNOZNACNOSTI RESENI

potom na intervalu I existuje pravé jedno Feseni pocdatecni ulohy (2.3), kde

b
I =[zg—h,xzo+h|, h=min{a,

b M= max|f(ay)]

Diikaz. Diky lemmatu 2.1 je tloha (2.3) ekvivalentni s integralni formulaci (2.4). Budeme
vétu 2.3 proto dokazovat ve tvaru integralni rovnice.

1. Existence TeSeni
Sestrojime posloupnost tzv. Picardovych aproximaci na intervalu I pomoci integralni
rovnice, které budou stejnomérné konvergovat k funkei y(x) — hledanému feSeni.

Yo(r) =

Yo,
yi(r) = yo+/f(t,yo(t))dt,

yn(z) = yo+/f(t,yn1(t))dt, (2.5)

Aby takto definovana posloupnost méla smysl, musi pro vsechna n lezet y,, v definic-
nim oboru funkce f(z,y), tedy v obdélniku D, coz ukdZeme indukci. Plati néasledujici

Yo —vo| = 0<0. (2.6)

Predpokladejme, ze
[Yn—1— 0| < b, (2.7)

potom

w30l = |vo+ / £t gur (£))dE — go| = / Lty ()]t <

< /m?x\f(t,y(t)ﬂdt < Mlz— 2| < M% s (2.8)

o

(2.9)

Posloupnost y, ma smysl pro libovolné n € N. Nyni ukazeme, zZe konverguje. Clen
posloupnosti y, mizeme zapsat v nasledujicim tvaru:

Yo = Yo+ wi—vo)+(W2—v)+...4 WYn—Yn-1) =

= Yo+ Z(yk — Yr—1)- (2.10)

5



2.2. VETY O EXISTENCI A JEDNOZNACNOSTI RESENI

Pro ¢leny tady z vyrazu (2.10) plati:

(@) — s (2)] = %+/ft%1»w—m /fum2nw<
< /ut%l (st <
< /L|?Jk—1 — Yp—o|dt. (2.11)

Zo

Postupné pro k = 1,2, ... dostavame s vyuzitim (2.11)

=0l = /f@m@MtSMM—xMSMm

o~ = /ftm @m@ﬂtsg/M®—mws

| $0|2 h2
zo
kM (Lh)k
| < mpprlETmml M 92.12
v~ vl < e (2.12)
Odtud dostavame omezeni shora

- M S (Lh)*
— | < = . 2.13
>l el < 7 X (2.13)

Rada z vyrazu (2.10) ma tedy konvergentni majorantu nezavislou na = € I, a proto
posloupnost {y,(z)} stejnomérné konverguje k funkci y(z) na I. Limitni funkce y(x)
fesi integralni rovnici ekvivalentni s ilohou (2.3)

y(r) = lim y, = lim yo + /f(tvyn—l(t>>dt =

xT

::%+/ggﬂmemw:m+/fmmmw (2.14)

o o



2.2. VETY O EXISTENCI A JEDNOZNACNOSTI RESENI

Zameéna limity a integralu v poslednim vyrazu je moZné, pouze pokud f(t,y,(t))
stejnomérné konverguje. To je ale splnéno diky stejnomérné konvergenci posloupnosti
{yn} s vyuzitim predpokladu Lipschitzovskosti

[f(tyn) = f(Ey)| < Llyn —yl. (2.15)
Tedy funkce y(z) Tesi integralni rovnici a tim i ulohu (2.3).

2. Jednoznac¢nost
Predpokladejme, Ze existuji dvé rizna feseni y(x) a y(z). Pak pro jejich rozdil dosté-
vame

ly(z) — ()] = y0+/fty dt—yo—/fty ))dt| <

< /|fty <ty<>>|dt<L/|y ) - g(olat. (216)

Oznacime A := max ly(x) — g(z)| a postupnym dosazovanim dostavame
y(@) - §(z)| < /|y (O)dt < LAz — x| < LA,

h2

ly(x) —g(r)] < L/LA|t — xo|dt = ALQ% < AL*— 5

o

x — xo|"

< A(Lh)”.

n! n!

y(@) — i) < ALl (2.17)

Pro n — oo posloupnost z vyrazu (2.17) konverguje k nule, tedy i |y — g| — 0 a obé
feSeni splyvaji pro vSechna x € I.

]

K druhému dikazu vyuzijeme Banachovu vétu o pevném bodé a jeji disledek uvedeny
jako lemma 2.5.

Véta 2.4 (Banach). Necht T je kontrahugjici operdtor, tedy plati
p(Tu, Tv) < ap(u,v), 0<a<l,

zobrazugict uplny metricky prostor (X, p) do sebe. Pak existuje prdvé jeden pevny bod ug
pro ktery plati Tug = ug a navic

up = lim w,, lm p(u,,up) =0,
n—oo n—oo

7



2.2. VETY O EXISTENCI A JEDNOZNACNOSTI RESENI

kde {u,}>, je posloupnost urcend jako
Uprr =Tu,, n=12 ...
s libovolné zvolengm prokem u, € X.

Diikaz. 7 predpokladu, ze operator T' zobrazuje prostor do sebe mtuzeme definovat posloup-
nost u, 1 = Tu, s libovolnym prvkem u; € X. Nejdiive ukdzeme, Ze tato posloupnost je
na prostoru X konvergentni:

plur,uz) = plur, Tuy),
plug,uz) = p(Tuy, Tuz) < ap(ug,us) = ap(uy, Tuy),
plus,ug) = p(Tug, Tuz) < apug,us) = o’p(uy, Tuy),

P, Uny1) < " p(uy, Tuy), n=23,... (2.18)
Dale pro m > n plati

p(un, um)

VANVAN

P(Un, Ung1) + P(Uni1, Unt2) + oo p(Un—1, Um) <
(" a4+ ) p(ug, Tuy) =

" T1+a+. +am_”_1)p(u1,Tu1) <
a” (1+a+a + .. )p(ur, Tuy) =

1

T Oép(ul,Tul). (2.19)

IA

n—1

I
Q

Protoze vysledna posloupnost ve (2.19) pro @ < 1, n — oo a m € N libovolné jde k
nule, musi i p(uy, up) — 0. Posloupnost {u,}>2; je tedy cauchyovska. Protoze prostor X
je uplny, je tato posloupnost konvergentni s limitou ug. Nyni ukdZeme Ze tato limita je
hledanym pevnym bodem operatoru 7.

p(u07 TUO) S p(u07 un) + P(Um TUO) = P(U(h un) + p(TU’n—h TUO) S
< p(uo, un) + ap(Un-1, to) (2.20)

Pro n — oo konverguje posledni vyraz k nule. Z toho vyplyva, ze p(ug, Tug) = 0 a odtud
dostavame

Jesté ukazeme ze takovy bod je pravé jeden. Diikaz provedeme sporem. Predpokladejme,
ze existuji dva rizné pevné body operatoru T ugaty.

p(ug, o) = p(Tug, Tup) < ap(ug, tp). (2.22)

Kdyby byly oba pevné body rizné, pak by platilo p(ug, o) > 0 a z posledniho vztahu by
vyplyvalo a@ > 1. To je ale ve sporu s predpokladem, ze 0 < o < 1. Pak musi ale platit
p(ug,tp) = 0 a oba pevné body splyvaji - uy = p.

0



2.2. VETY O EXISTENCI A JEDNOZNACNOSTI RESENI

Lemma 2.5. Pokud pro operdtor T, zobrazugici uplny metricky prostor (X, p) do sebe,
evistuje k € N tak, Ze T* je kontrakct, pak T md prdvé jeden pevnyj bod.

Diikaz. T* také zobrazuje prostor X do sebe a pokud je 7% kontrakei na X, pak ma podle
véty 2.4 pravé jeden pevny bod x:
Thx = . (2.23)
7, rovnosti
TH"Tox =T e = TT 2 = T (2.24)
plyne, 7Ze Tz je pevnym bodem operatoru T*. Protoze pevny bod je na zakladé tvrzeni
Banachovy véty urcen jednoznacné, dostavame Tx = z, tj. x je jedinym pevnym bodem
operatoru T
O]

Na feSeni tlohy (2.3) muzeme také pohliZet jako na pevny bod néjakého operatoru a k
dikazu véty 2.3 o existenci a jednoznacnosti feseni vyuzit Banachovy véty o pevném bodé.
Nyni jiz zndme vSe potiebné a mtzeme uvézt druhou variantu dikazu Picard-Lindeléfovy
véty.

Diikaz. (Picard-Lindelof) Uvazujeme prostor funkei spojitych na I := [xg — h,zo + h], tj.
y € C(I), s metrikou p(u(z),v(z)) = max |u(z) — v(x)|. Dale uvazujme uzavienou kouli

K(yo,b) = {y € C(I); p(y(x),y0(x)) < b} (2.25)

Pro viechny funkce y € K ma funkce f(¢,y(t)) smysl, proto miizeme definovat operator
T((0) =+ [ty (2:26)
zo

Cilem je ukazat, Ze operator T' ma na K jediny pevny bod. VyuZijeme tedy véty 2.4 a
ovéfime jeji predpoklady. Prostor (K, p) je aplny a operéator T ho zobrazuje do sebe:

p(Ty,y0) = max|Ty —yo| = max| /f(t,y(t))dtl < /mgx £t y(t))|dt <
xo o
< Mz —xo| <0. (2.27)
Odtud vyplyva Ty € K a i vyraz f(t,Ty(t)) ma smysl pro libovolné y € K.
Déle pro vSechny funkce u,v € K plati

p(Tu, Tv) = mIax|Tu —Tv| = mI&LX|/(f(t,u(t)) — f(t,0(t))dt] <

Zo

< L/m}etx|u(t) —o(t)|dt = L|z — xo|p(u, v) <
To

< Lhp(u,v). (2.28)
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Operator T je tedy kontrakci, pouze pokud h < % Oznnac¢ime hy = min {a, %, %}, které
definuje interval Iy = [xg — ho, o + ho]. Pak podle Banachovy véty existuje pravé jeden
pevny bod y(z) tak, ze

y(x) = 1o +/f(t,y(t))dt. (2.29)

Existuje tedy pravé jedno feSeni integralni rovnice, resp. dle lemmatu 2.1 tlohy (2.3) na
intervalu I,. MaZeme ale vyuzit lemmatu 2.5 a pro oprator T% postupné dostavame

p(Tu, Tv) < L|x— zo|lp(u,v) < Lhp(u,v),

pTT0TTY) < max| [(F0.Tut) = S0 To(0)dt] <

T

< L/mIaX|Tu(t) —To(t)|dt = L/p(Tu,Tv)dt <
X0 o
x ol — aof?
< L [ Lit —zo|p(u,v)dt = L*————p(u,v) <
o
L?h?
< E ),
LRk
p(Thu, TH) < ——p(u,v). (2.30)

Jisté existuje dostatecné velké & € N tak, ze % < 1 a T* je kontrakei nezavisle na
konstanté L. Diky lemmatu 2.5 ma proto operator 7' pravé jeden pevny bod, a to na
intervalu I = [zg — h, zo + k], kde h = min {a, Z}.

O

Vidime, ze dikaz véty 2.3 pomoci metody postupnych aproximaci je myslenkové ana-
logicky s dikazem véty 2.4 o pevném bodé: definovani posloupnosti na néjakém prostoru,
existence jejiho limitniho prvku, ktery je feSenim resp. pevnym bodem a nésledny du-
kaz jednoznacnosti. Pravé diky této analogii dikaztu vét 2.3 a 2.4 muzeme dilkaz Picard-
Lindelofovy véty zkratit vyuzitim véty Banachovy. Nedokazujeme jiz postupné existenci
ani jednoznac¢nost pevného bodu, které jsou diky Banachové vété zaruceny a staci ndm
uz jen ovérit jeji predpoklady. Zvlast zajimavy je predpoklad, Ze je operator T kontrakei.
Tento pozadavek lehce komplikuje fakt, ze pokud je konstanta L ptilis velka, délka intervalu
na kterém méame zarucenu existenci a jednoznac¢nost feseni se rapidné zmensi. Pokud ale
nepozadujeme, aby byl kontrakci pfimo operator 7', mtizeme problém obejit vyuzitim lem-
matu 2.5. Tato ¢ast dikazu je formélné stejna jako dikaz jednozna¢nosti v prvni varianté

10



2.2. VETY O EXISTENCI A JEDNOZNACNOSTI RESENI

dikazu. Situace s délkou intervalu se da pripadné vyfesit i jinak, pomoci tzv. kontinuac¢ni
véty, kterou dale jesté uvedeme.

Prvni dikaz, s vyuzitim klasické analyzy, je konstruktivni. Dava ndm piimo metodu,
jak TFeSeni sestrojit, a to pravé konstrukei Picardovych aproximaci. Obecné nam dava i lepsi
predstavu o celé problematice existence a jednoznacnosti reSeni.

Diitkaz pomoci Banachovy véty je naopak spiSe existencénim dikazem, i pfes to, Ze po-
sloupnost {u,} definované v této vété aplikovana na nas operator 7' je pravé posloupnosti
Picardovych aproximaci. Jeho konstrukce, spocivajici v ovéreni predpokladi Banachovy
véty, je ve srovnani s prvnim dikazem mnohem jednodussi, diky tomu, ze C(I) je uplny
prostor se vyhneme vySetfovani stejnomérné konvergence rady, ovsem za piredpokladu zna-
losti abstraktnéjsich pojma.

Na zavér této kapitoly uvedeme jesté jednu vétu tykajici se existence a jednoznacnosti
feSeni a to kontinua¢ni vétu.

Véta 2.6 (Kontinuacni véta [1]). Necht je f(x,y) spojitd funkce definovand na oblasti
G C R? a je na ni omezend. Pokud je y(x) vesenim ilohy (2.8) na intervalu (a,b), potom
limity y(a+0) a y(b—0) existuji. Pokud je (a,y(a+0)) € G resp. (b,y(b—0)) € G, potom
mauze byt Tesent prodlouZeno vlevo od a, resp. vpravo od b.

Dikaz této véty viz [1].

Vime tedy, kdy existuje prodlouzeni feSeni na vétsi interval. Véta ale nemluvi o jedno-
znacnosti. Bez jmy na obecnosti mtuzeme jako oblast G opét uvazovat obdélnik. Resenf
muzeme prodlouzit jednozna¢né, pokud funkce f(z,y) spliuje na obdélniku G i podminku
Lipschitzovskosti v proménné y. Jsou pak totiz splnény pfedpoklady Picard-Lindelofovy
véty, diky ¢emuz je uz feSeni na vétsim intervalu dano jednoznacné.
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Kapitola 3
Rovnice 3’ = sin(z? + y2)P

Dale se v textu budeme zabyvat nelinearni diferencialni rovnici s konkrétni pravou stranou
s realnym kladnym parametrem p

fz,y) = sin(z® + )", p>0, (3.1)
tedy pocatecni alohou
y' = sin(z® +y*)P, p>0, (3.2)
y(0) = Yo '

I pres to, ze rovnice nemodeluje Zadnou redlnou situaci, divoda pro tuto konkrétni
volbu je nékolik. Krom toho, Ze je nelinearni a jeji feSeni nelze analyticky vyjadrit, ma
zajimavou vlastnost — kiivky spojujici mista se stejnou derivaci (izokliny) jsou kruznice se
stfedem v pocatku. Diky funkci sinus se hodnoty derivaci podél téchto kruznic s rostoucim
polomérem periodicky opakuji. V zavislosti na hodnoté parametru p se k sobé izokliny s
rostouci vzdélenosti od pocatku priblizuji nebo oddaluji. Diky tomu vykazuji feSeni rovnic
s jinym parametrem kvalitativné rozdilné vlastnosti, zvlasté co se tyce asymptotického
chovéani.

Nejdiive se zamérime na existenci a jednoznacnost feSeni, kde vyuzijeme poznatky z
predchozi kapitoly. Dale vySetiime obecné vlastnosti feSeni, které tzce souvisi s tim, ze
izoklinami jsou pravé kruznice. Bude nas zajimat, kde ma feSeni extrémy, inflexni body a
jaké dalsi vlastnosti jsou s tvarem izoklin spojené.

Vétsina vyslovenych hypotéz o chovani feSeni je zaloZzena na numerickych experimen-
tech. Pravé pfi numerickém feSeni tlohy jsme narazili na problém nepfesnosti vypoctu,
ktery je zpiisoben dalsi zajimavou vlastnosti rovnice. Regenf vzkazuje oscilatoricky charak-
ter a pii nékterych hodnotach parametru se frekvence kmiti zvysuje a numerické metody
selhavaji. To, které metody jsou vhodné, které ne a které jsou v této praci pouzity, je
rozebrano v kapitole 3.4.

Posledni ¢ast textu se vénuje zavislosti feSeni na zméné parametru. P1i nékterych hod-
notach se FeSeni jevi jako konvergentni, pii jinych jako divergentni. Nasim cilem bude
najit zlomovy parametr a pripadné najit funkce ¢i hodnoty, ke kterym by feSeni mohlo
konvergovat.
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3.1. EXISTENCE RESENI

3.1 Existence reseni

Funkce f(z,y) = sin(z? + 4?)? je spojita na celém svém definiénim oboru D(f) = R?, tedy
i na libovolném obdélniku D

D={(z,y): |z —xo| <a,|ly—wo| <b}, a,b>0.

Z Peanovy véty (véta 2.2) vyplyva, Ze FeSeni pocatecni ulohy (3.2) existuje na intervalu
) b
I =[zg—h,xzo+ h], kde h =min{a, M} a M= n1£z)1x|f(x,y)|.

Protoze
M = max |sin(2? + y?)?| = 1, (3.3)

je interval I, na kterém existuje feSeni, ur¢en ¢islem h = min {a, b}. Vzhledem k tomu, ze
obdélnik D a tedy i ¢isla a, b, jsou dany libovolné, existuje alespon jedno feSeni pocéatecéni
tlohy (3.2) na celém oboru reélnych ¢isel R pro vSechna p > 0.

3.2 Jednoznac¢nost reSeni

Regeni tlohy (3.2) je dle Picard-Lindelofovy véty (véta 2.3) dano jednoznacné, pokud je
funkce f(x,y) kromé spojitosti i lipschitzovska v proménné y. Zaroven lze vyuzit faktu, ze
pokud mé funkce spojitou parcidlni derivaci podle proménné y, pak je v této proménné
lipschitzovska.

Funkce f(z,y) = sin(xz® + y?)P je spojita na R? proto je spojita také na libovolném
obdélniku D C R2. Parciélni derivace f,(z,y) mé tvar

0
£, () = 8—§<x, y) = 2py - cos(@® + ) - (2 + 2P (3.4)

Vysetieni Lipschitzovskosti funkce f(x,y) v proménné y rozdélime podle hodnoty pa-
rametru p na nékolik kvalitativné odlisnych pripadi.

e p>1
Parcialni derivace f,(z,y) je pro p > 1 spojité, z ¢ehoz vyplyva, ze je funkce f(z,y)
lipschitzovskd v proménné y. Jsou tak splnény predpoklady Picard-Lindel6fovy véty
na libovolném obdélntku D ¢ R2 Cislo A, urcujici délku intervalu na kterém je
zaru¢ena existence jednoznacného teSeni, je ze stejnych divodi jako v predchozi
kapitole dano jako h = min {a,b}. Vzhledem k tomu, Ze jsou &sla a, b libovolna,
existuje pro p > 1 jednoznacné feSeni tlohy (3.2) y = y(z) na R.

e 0<p<l1
V tomto piipadé je potfeba vySetfit spojitost f,(x,y) v pocatku (0,0). Z definice
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3.2. JEDNOZNACNOST RESENI

derivace dostavame:

f(zy) = liml@YEN = S@y)

h—0 h
: 2 2\p _ o 2 2\p
— lim sin(x? + (y + h)?)P — sin(2? + y*) ‘ (3.5)
h—0 h
Konkrétné pro bod (0,0)
sin h?P .
— 1 — ki . p . 201
£4(0,0) }llir(l) }lg% 2p - cos h™? - P~ (3.6)

Vzhledem k vyrazu (3.6) vyrazu se situace méni v zavislosti na parametru p; nastéavaji
tTi pripady:
e f<p<l
Parcialni derivace f,(z,y) v bodé (0,0) existuje a je rovna 0, nebot

£,(0,0) = lim 2ph* =t = 0. (3.7)

UkéZeme jeji spojitost. Musi platit limz—o f, = 0. Pomoci transformace do po-
y—0
larnich soufadnic dostavame

glgii% 2py cos(z? 4+ y* )P (2* + y* )Pt = 11}2% 2pr sin @ cos(r?)r? =2 =

y—0 p€E[0,27]

= liI% 2pr??~1 sin ¢ cos(r?) = 0. (3.8)
sog[a?ﬂ]

Funkce f,(z,y) je tedy pro 3 < p < 1 spojita na R?, a proto lipschitzovska
v proménné y. Pfedpoklady Picard-Lindel6fovy véty jsou splnény pro libovolny
obdélnik D C R? a ze stejnych divodii jako v pifpadé p > 1 existuje jednoznacné
feseni tlohy (3.2) y = y(x) na R.

1

[ ] p: 5
. sinvh? . sin|h|
A00) = =5 = 39
. sin|h|
A == = (8.10)
. sin|h|
lim == = 1 (3.11)

Derivace f,(z,y) v bodé (0,0) neexistuje. Existence jednostrannych limit nam
viak jesté dava moznost vySetfit lipschitzovskost funkce f(x,y) vzhledem k pro-
ménné y na okoli bodu (0,0). Chceme tedy najit konstantu L > 0 tak, aby
platilo

Vr € [.130 — @, T +a]vy1ay2 € [yO - ba Yo +b] : |f(x7y1) - f($a92)| S L|y1 - y2|
(3.12)
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3.2. JEDNOZNACNOST RESENI

V naSem piipadé

siny/x2 + y3 — sin /2% + y3

peos VEEFUE AV TR L VP = Ve |
2 2
- QSm\/x2+yf—\/x2+y§ < 2\/x2+yf—\/x2+y§ _
2 2
i — 3l i — 3|
= \/x2+y%—\/x2+y§ = < =
Va2 + 3+ V2 + 3 T VR + Vi

_ ly1 + ellyr — y2l < 1| + |yl
[y1| + [y ~yal + yel

ly1 — ya| = |y1 — 12l (3.13)

Nalezli jsme pro p = % konstantu L = 1 na oblasti obsahujici bod (0,0). Funkce
f(z,y) je tedy vzhledem k proménné y lipchitzovska na libovolném obdélniku
D C R? a splituje tak piedpoklady Picard-Lindeléfovy véty. Jednoznaéné fesent
tlohy (3.2) pro p = % existuje opét na R.

e 0<p<3
£,(0,0) = lim 2ph*~" . cos h* (3.14)
h—0
. 2p—1 __
hlir&r 2ph = 400 (3.15)
lim 2ph* ™' = —c0 (3.16)
h—0—

Derivace f,(z,y) v bodé (0,0) neexistuje. Protoze jsou jednostranné limity v poc¢atku
neomezené, nemiize existovat konstanta L > 0 tak, aby

|f($C,y1) — f($;y2>’
Y1 — 42

Vo € [xg — a,x0 + a] Yy1,y2 € [yo — b, yo + b] : < L. (3.17)

Funkce f(x,y) proto nemiize byt na obdélniku obsahujicim poc¢atek lipschitzovska v
promeénné y.

Predpoklady Picard-Lindel6fovy véty jsou pro tento parametr diky spojitosti funkce
fy(x,y) splnény pouze na obdélniku neobsahujicim bod (0, 0).
Protoze
/ — : 2 2\p — 1
maxy (7) nllg%xsm(x +y°) ,

nemuze feSeni s po¢atecni podminkou, ktera spliwje |yo| > |zo|, prochézet poc¢atkem.
Pokud volime obdélnik D tak, Ze b < [yo| a @ > b, je h = b a obdélnik D neobsahuje
pocatek. ReSeni je na intervalu daném timto h urceno jednoznac¢né. Cislo b lze zvolit
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3.2. JEDNOZNACNOST RESENI

tak, aby zo—h < 0 a jednozna¢né feSeni existovalo na intervalu [zg—h, —¢] C I,€ > 0.
Zvolme nyni novy obdélnik

G={(wy):r<—elyl<c} ec>0,

ve kterém také lezi ¢ast fesSeni s po¢ateéni podminkou (g, yo) na intervalu [zg—h, —€].
Protoze funkce f(x,y) je na obdélniku G spojita a omezené, lze vyuzit kontinua¢ni
vety (véta 2.6) a FeSeni prodlouzit. Obdélnik G neobsahuje bod (0, 0), funkce f(x,y)
je na ném lipschitzovskd v proménné y a proto mizeme feSeni jednoznac¢né prodlou-
zit smérem vlevo. Analogicky muzeme volit ¢islo b také tak, aby xq + h > 0 a FeSeni
prodlouzit na pravou stranu. Situace je pro ilustraci zobrazena na obrazku 3.1. Re-
Seni tlohy (3.2) je proto pro 0 < p < % s takto danou pocatecni podminku urceno
jednoznacné na R.

Obrazek 3.1: Kontinuace feseni pro po¢ateéni podminku |yo| > |z|.

Pro pocateéni podminku, pro kterou plati |yo| < |zo|, mizeme obdélnik D volit tak,
7ze a < |xg| a a < b, abychom zarudili, Ze nebude obsahovat bod (0,0). Pro ¢islo
h uréujici interval I plati h = a. S vyuzitim kontinua¢ni véty (véta 2.6) lze feSeni
prodlouzit tak, ze vysledné intervaly, na kterych je feSeni ur¢eno jednoznacné, jsou
I = [e,+00) pro xg >0 a I = (—o0, —¢ pro xy < 0, kde € > 0.

V pripadé, Ze obdélnik D obsahuje i pocatek, nejsou predpoklady Picard-Lindel6fovy
véty splnény. To ale neznamené, Ze by feSeni nemohlo byt ddno jednoznaéné. Protoze
vné libovolné malého okoli bodu (0,0) jsou feseni dana jednoznaéné, mize hypoteticky
nastat pouze piipad nejednozna¢nosti feseni v bodé (0, 0) vytvorenim ,véjife FeSeni,
viz obrazek 3.2. Provedeme numericky experiment, kdy pocatecni podminku volime
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3.2. JEDNOZNACNOST RESENI

jako y(0) = %, pro |n| dostateéné velké. Priblizujeme se tedy s poc¢atecni podminkou

k pocatku pro n > 0 shora a pro n < 0 zdola. Na obrazku (3.3) vlevo je vidét,
Ze se k sobé feSeni s témito pocatecnimi podminkami pfiblizuji a neni tak prostor
pro onen ,,v&jit* feseni vychazejici z po¢atku. Podobné lze jednoznacnost ilustrovat
obrazkem 3.3 vpravo, kde jsou poc¢atecni podminky voleny ekvidistantné. Na zakladé
numerickych experimentii a vySe uvedenych tvah lze vyslovit hypotézu, ze TeSeni
diferencialni rovnice (3.2) s hodnotou parametru p € (0, %) prochézejici pocatkem
je ur¢eno jednoznacné. Dikaz této hypotézy vsSak bude vyzadovat jiné analytické
metody nez je vyuziti Picard-Lindelofovy véty.

Obrazek 3.2: Pripadné nejednoznac¢né feseni pro x(0) = 0.

osf 08}

06 06
04l 043
02¢ 02%
= 0 T >~ = e = 0 ==

02F 021

04k 045

06/ 061

08% 08}

1 05 0 05 ] U 05 0 05 1
X X

Obrazek 3.3: Vlevo - ReSeni s pocatecnimi podminkami, které se priblizuji k pocatku.
Vpravo - ReSeni s ekvidistantnimi poc¢ate¢nimi podminkami.

Shriime tedy, ze pro p > % je feSeni tulohy (3.2) y(x) dano jednoznacné na R. Pro

parametr p > % je to diky spojitosti f,(x,y), kterd nam zarucuje i lipschitzovskost v
proménné y, a pro p = % diky samotné lipschitzovskosti funkce f(x,y) v proménné y. Pro
0<p< % je TeSeni déno jednozna¢né na R pro pocéateéni podminky, které spliuji |yo| >
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3.2. JEDNOZNACNOST RESENI

|zo|, diky vyuZziti kontinuacni véty. Pro pocate¢ni podminky, pro které plati |yo| < |z,
jsou feSeni dana jednozna¢né na intervalech I = [¢, +00) pro zyp > 0 a [ = (—o0, —¢| pro
xg9 < 0, € > 0. Na intervalu obsahujicim nulu FeSeni existuje, ale o jeho jednoznacnosti
neumime rozhodnout.
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3.3. OBECNE VLASTNOSTI RESENI

3.3 Obecné vlastnosti reseni

3.3.1 Extrémy reSeni

Regen{ ma extrémy ve stacionarnich bodech, kde je nenulova jeho druhé derivace a to
kladna v pfipadé minima a zaporna v pripadé maxima.
Protoze f(x,y) je spojita funkce na R?, dostdvame stacionarni body jako feSenf rovnice
y'(z) =0, tj.
sin(z® + y°)? = 0. (3.18)

Regent vyjadiime v implicitnim tvaru v zavislosti na parametru k£ € N
z? +1y? = Vkn. (3.19)

Jedné se o kruznice se stiedem v pocatku a polomérem ¥/k7r. Bod (0,0) je také feSenim
rovnice (3.18), ale budeme se mu vénovat az v zavéru kapitoly 3.3.2 a do té doby jej
nebudeme uvazovat.

Druha derivace podle proménné x mé tvar

y" = cos(z® + y*)P - p(z® + y*)P - 2(x + ysin(z® + y*)P). (3.20)

Ve stacionarnich bodech nabyva hodnot

—2p(km)eDx, k=2l—-1, leN.

Pro z > 0 lezi na kruznicich s polomérem %/2l7 minima a na kruznicich s polomérem
X/ (20 — 1)m maxima. Pro < 0 je to naopak, jak je také zobrazeno na obrazku 3.4. Pro
body (0, ¥/kn) je 3" nulova. Tyto body nejsou extrémy feseni, ale jsou inflexnimi body,
jak bude ukazano v kapitole 3.3.2 nebo je také vidét z obrazku 3.5.

Zmaménko derivace se stiida pravidelné pii prechodech pres kruznice s extrémy. Resenf
proto stiidavé roste a klesa, muzeme tict, Ze ma oscilatoricky charakter, viz obrazek 3.4.

Prop > % se k sob¢ kruznice s extrémy pfiblizuji a frekvence oscilaci nartisté, pro p =
jsou od sebe konstantné vzdaleny a pro p < % se od sebe oddaluji, frekvence oscilaci kles
obrazek 3.6.

1
2
a

3.3.2 Inflexni body, konvexnost, konkavnost

"

V inflexnich bodech je y” = 0 a y” # 0. Pro duhou derivaci podle proménné x ze vztahu

(3.20) musi platit
cos(z® + y*)P - p(2® + y*)P ' - 2(z + ysin(z® + y*)P) = 0. (3.22)
Tuto rovnost spliiuji body lezici na krivkach

o ’+y*=/(2k+1)5 keN,

19



3.3. OBECNE VLASTNOSTI RESENI

max
min
-4
-4 -3 -2 -1
X
Obrazek 3.4: Stacionarni body.
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Obrazek 3.6: Vzdélenost kruznic, na kterych lezi stacionarni body feSeni pro rizné hodnoty
parametru p.
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3.3. OBECNE VLASTNOSTI RESENI

o z +ysin(z? +y?)P = 0.
Tteti derivace

"

y" = 2p(1+y"y +y'y) cos(a® + y?)P (2" + ¥ +

+Hp(z + yy')? cos(a® + y?)P(2* +y* )P —

—4p*(z + yy')? sin(a® + y?)P(2? + )P (3.23)
je pro body leZici na téchto kiivkach (az na body kde se kiivky protinaji) nenulové a tyto
body jsou proto inflexni. Jsou zobrazeny na obrazku 3.7. Body, kde se obé kiivky protinaji,
se také projevuji jako inflexni viz. obrazek 3.8. Tyto priseciky lezi na piimkach y = +x.

Vratme se nyni k bodu (0,0). Prvni derivace je v ném nulova pro libovolné p > 0,
druha pouze pro p > 1 a tieti pro p > 2, jinak neexistuji. Nelze takto v zadném z pripadi
rozhodnout, zda je bod inflexni. Protoze ale spojité feseni pfi pruchodu poc¢atkem zméni
znaménko druhé derivace, bod (0, 0) se jevi jako inflexni pro v8echny parametry p > 0.

Podobné jako tomu bylo u extrémi, se znaménko druhé derivace prechodem ptes kiivky
pravidelné stiida, konvexnost se méni na konkavnost a naopak, viz obrazek 3.7.

4

1R
4

Obrazek 3.7: Inflexni body, oblasti konkavnosti feseni zluté, oblasti konvexnosti modre.

3.3.3 Symetrie

Jak jsme se zminili v ivodu kaptioly 3, izoklinami nasi rovnice jsou kruznice se stiedem
v pocatku. VsSechna feSeni prochézejici jednou izoklinou maji v bodech pruniku stejnou
derivaci, jejiz hodnota je dana funkci sinus v zavislosti na poloméru této kruznice. Diky
symetrii izoklin podle poc¢atku a lichosti funkce sinus musi byt symetrické i kazda dvé resent
tlohy (3.2) dané pocateénimi podminkami symetrickymi podle poc¢atku viz obréazek (3.9).
Pokud je tedy Fegenim rovnice y' = sin(x? + y?)? funkce y = y(x), je jejim feSenim také
funkce z(z) = —y(—2x):

(2) = /(=) = sin(a? + (y(—))2)? = sin(a? + (=(2)))". (3.24)
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3.3. OBECNE VLASTNOSTI RESENI

Obrazek 3.8: Priichod feseni bodem, kde se kfivky s inflexnimi body protinaji.

15

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Obréazek 3.9: Symetrie feSeni.

Této skutecnosti vyuzijeme a budeme se v nékterych ¢astech textu bez Gjmy na obec-
nosti zabyvat pouze kladnymi hodnotami proménné x.
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3.4. NUMERICKA RESENI

3.4 Numericka reseni

Nyni jiz mame obecnou predstavu o tom, jak feseni vypadé. Vykazuje oscilatorické chovéni,
izoklinami jsou kruZnice, a proto i maxima, minima a inflexni body lezi na kruznicich.
Ukézali jsme také, ze Teseni jsou urcitym zptsobem symetricka a mizeme tak bez tjmy na
obecnosti zobrazovat feseni spiSe pro x > 0.

Vime také, jak se chovaji izokliny v zévislosti na parametru p. Pro p = % jsou rovno-
mérné rozlozeny, pro p < % se od sebe oddaluji a pro p > % se k sobé priblizuji stejné, jako
to bylo popsano pro v kapitole 3.3.1 pro kruznice se stacionarnimi body.

Proto si zobrazme néktera numericky spoc¢tena feseni pravé pro parametry p > %, p=
ap< %, které zvolime pevné a budeme ménit pocateéni podminku.

Pocatecni podminku volime tak, aby nelezela na zadné vyznacéné kruznici a vykreslené
feSeni tak bylo co mozna nejobecnéjsi. Na zakladé skutecnosti, které jsme uvedli v kapitole
3.2 o jednoznacnosti FeSeni miizeme bez jmy na obecnosti volit x5 = 0. Pfedpokladame
tedy jednoznac¢né feSeni prochazejici bodem (0,0) i pro parametr p € (0, %) Hodnotu g
pak volime jako malou odchylku od néjaké vyznacné kruznice.

Na obrazcich jsou zobrazena TesSeni spolecné s kfivkami, na nichz lezi stacionarni a
inflexni body.

1
2

e D> %
Zvolme konkrétné p = 1. Obrazky 3.11 az 3.10

op:%

Obrazky 3.14 az 3.13.

ep<i
Zvolme konkrétné p = %. Obréazky 3.17 az 3.16

Z obrazku je ziejmé, zZe v piipadé p = 1 je amplituda klesajici, zatimco pro p = %
je rostouci. To nés vede na tivahy o asymptotickém chovani feSeni. Nabizi se otézky, pro
které parametry by mohla byt feseni konvergentni, pro které divergentni a zda je tato
jejich vlastnost zéavisla na pocatecnich podminkach. Tomuto tématu se budeme vénovat v
kapitole 3.6.
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3.4. NUMERICKA RESENI

T T
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Obrézek 3.13: Regeni pro y(0) =m+¢€ p=0.5.

e &
>~ 0 /\_/ 7 \7 N,

/11

I
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I
25

Obrazek 3.14: Reseni pro y(0) = 0, p = 0.5.

N

\ |

1Al Vs

Obrézek 3.15: Redeni pro y(0) = —7 + ¢, p = 0.5
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Obrazek 3.16: Resent pro y(0) = 472 + ¢, p = 0.25.

300
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Obrazek 3.18: Redeni pro y(0) = —4n2 — e, p = 0.25.
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3.5 Numerické vlastnosti

Pfi numerickém vypoctu Feseni tlohy (3.2) jsme narazili na nasledujici problém: Jak bylo
feCeno, pro hodnoty parametru p > % s rostouci hodnotou proménné x nartsta také frek-
vence oscilaci a pri vypoctu pak dochazi ke ztraté pozadované presnosti. Tento problém se
projevuje vice ¢i méné v zavislosti na volbé metody.

Metody s pevnym krokem jsou v tomto pfipadé naprosto nevhodné a to ani pii zmen-
Seni déliciho kroku. Na obrézku 3.19 je pro ilustraci zobrazeno feSeni vypoc¢tené pomoci
Eulerovy explicitni metody s krokem 1073, parametrem p = 2 a pocateéni podminkou

Yo = 0.

0.45

04r

0.351

031

0.25

0.2r-

0.15

01r

0.05

Obrazek 3.19: Regeni vypoctené Eulerovou explicitni metodou.

Ale ani metody s proménnym krokem nemusi byt vzdy efektivni. Na obrazku 3.20 je
zobrazeno TeSeni opét pro parametr p = 2 a pocateéni podminkou yy = 0, tentokrat ale
pomoci pomoci metody ode45 systému MATLAB, kterd pracuje s proménnym krokem.

Pro zajisténi dobrych vysledki je tfeba zmensit toleranci relativni a absolutni chyby
pri vypoctu a to za cenu piipadné vétsi ¢asové narocnosti. Regenf pomoci metody ode45
se zvySenymi naroky na piresnost je pro stejny parametr a pocateéni podminku jako v
predchozich ptikladech zobrazeno na obrazku 3.21.

V nékterych ptipadech lze vyuZzit substituce x = In(t + 1) a pfevedeni tlohy (3.2) na

tlohu
{ y' = gysin((In(t +1))> + %P, p>0,
y(to) = Yo
Zajisti se tak, ze narust frekvence se zpomali a vypocet TeSeni tak i s mensimi naroky na
presnost dava lepsi vysledek nez vypocet feSeni pivodni tlohy, viz obrézek 3.22.
Tato substituce ale neni vhodna pro vypocty s velkou hodnotou proménné x kvili casové
a pamétové narocnosti. Neni také vzdy spolehliva a feSeni ¢asto nevykazuje o mnoho lepsi

(3.25)
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3.5. NUMERICKE VLASTNOSTI

Obrazek 3.20: Reseni metodou ode45.

0.4F
0351
0.3F
0251
0.2F
0.15F
0.1F

0.05

)
20

20

Obrézek 3.21: Regeni metodou ode4b se zvySenymi naroky na presnost.

vysledky nez feSeni ptivodni tulohy. Neda se proto pouzit univerzalné. Vzhledem k témto
fakttim jsou nakonec v celé préaci vSechny vypocty provadény metodou ode45 se zvySenymi
naroky na pfesnost, s ohledem na velikost parametru p a maximélni hodnotu proménné =z,
pro kterou chceme feSeni vypocitat a to tak, abychom optimalizovali kvalitu vysledki a

Cas vénovany vypoctu.
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0.1975 ! . s L L L L 17000000 0Y,
16.29 163 1631 16.32 16.33 16.34 16.35 16.36 16.37 16.38

X

Obrazek 3.22: Detail feSeni metodou ode45 puvodni a substituované tlohy se stejnou to-
leranci.

3.6 Asymptotické chovani reSeni

V kapitole 3.4 jsme zobrazili feSeni pro nékteré parametry a uvedli, Ze se zdé, Ze je ampli-
tuda Teseni pro nékteré hodnoty parametru p klesajici a proto konvergentni a pro nékteré
hodnoty rostouci. V této kapitole se proto budeme vénovat tomu, za jakych podminek
by feseni mohlo byt konvergentni, kdy je omezené a kdy jeho amplituda roste a reSeni
diverguje.

3.6.1 Zlomovy parametr

Nabizi se otazka, zda existuje parametr p takovy, ze amplituda TeSeni zustava konstantni
a zda je tato hodnota zavisla na pocatecni podmince. Z predchoziho textu je ziejmé, Ze
hodnota tohoto parametru bude v okoli % Toto je podpofeno také faktem, Ze pravé pro
parametr p = % jsou od sebe kruznice, na kterych lezi extrémy feseni, konstantné vzdaleny.
Provedme nyni numericky experiment, kdy zvolime pevné poc¢ateéni podminku a ménime
hodnotu parametru p. Na obrazku 3.23 jsou zobrazeny linie spojujici pouze maxima feSeni
a Cervené jsou vyznaceny jejich minimalni hodnoty.

Zda se, ze pro vSechny po¢ateéni podminky a pro p < % vzdy existuje hodnota proménné
T, takova, ze se amplituda feSeni pro x > =z, zacne zvétSovat,tj. Ze existuje minimum

1

z maxim. Ani pii dalsich experimentech se nepodafilo najit parametr p < 3, ktery by
toto nesplnoval. Oproti tomu, pro parametr p = % se nepodafilo najit dostatecné velkou

hodnotu proménné x takovou, aby se amplituda zvétsovala, ale ani takovou, aby ziistala

konstantni a jeji hodnota neustale klesa. Stejné tak je amplituda klesajici pro parametr
1

p > 5. Usuzujeme tedy, Ze hodnota parametru p = % je zlomova pro vSechny pocatecni
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Obrazek 3.23: Linie spojujici maxima FeSeni pro poc¢ateéni podminku y(0) = 10

podminky. Hypoteticky by tedy pro parametr p < % byla amplituda feSeni od néjaké
hodnoty proménné x rostouci a pro parametr p > % pro xz > 0 vzdy klesajici.

3.6.2 Omezeni

V této casti textu budeme bez (ijmy na obecnosti uvazovat xy = 0.

Pro feSeni s klesajicimi maximy by nés mohlo zajimat, zda se feSeni asymptoticky blizi
k néjaké napriklad periodické funkci nebo tieba ke konkrétni hodnoté. Ukazat, Ze reSeni
klesa, by §lo omezenim shora funkci, ktera by byla také klesajici. Abychom omezili shora
feSeni, musime shora omezit jeho derivaci. Vyuzijeme toho, Ze izoklinami jsou kruznice.
Derivaci pak muZeme vyjadfit v zavislosti na proménné ¢ = 727, kde r je polomér izoklin,
jako ¢y’ = sint. Nejjednodussim zpisobem je omezeni derivace po ¢astech konstantni funkci

30
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tak, ze jeji periodu 27 rozdélime na sudy pocet stejné dlouhych interval, na kterych
derivaci omezime, viz obrazek 3.24.

Obréazek 3.24: Omezeni derivace po ¢astech konstantni funkei.

Protoze derivace je omezena po ¢astech konstantni funkei, je samotné feseni omezeno
funkci po ¢astech lineéarni.

Uvazujme rozdéleni periody derivace na n = 2d intervala [iZ, (i + 1)%), kde i =
0,1,...n — 1. Délka kazdého z nich je tedy %. Oznacme i-ty interval jako [;. Hodnota
konstantni funkce, kterda na ném omezuje derivaci je

a; = supsint.
tel;

Tato hodnota dava smérnici linedrni funkce y = ax + b omezujici feSeni mezi dvéma
kruznicemi s poloméry r; a ;4 1, které jsou dané krajnimi hodnotami intervalu I jako

:/.77' . ™
r, = 2 ZE a Ty = 2 (Z—i—l)g (326)

Svisly posun b je urcen tak, aby byla vysledna funkce spojita. Kazdy prechodovy bod,
ve kterém se linearni funkce stykaji je dan jako feSeni soustavy

T
2, .2 _
i Yy = =

d)
yi = aj(x;—xi1)+yi—1, kde a; =supsint. (3.28)
tel

(3.27)

Tyto body se daji rekurentné vyjadrit jako
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—aib+ /(a2 + 1) {/(75) = 2

o e | (3.29)
b+ as/ (a2 + 1) /(%) — 12
i = " , (3.30)

kde b = y;_1 — a;x;_1 pro zkraceni zapisu. Prvni bod je ddn pocatec¢ni podminkou
(20, Yo). Vysledné omezeni je zobrazeno na obrazku 3.25.

peseni
18- omezeni

Obrazek 3.25: Omezeni feSeni po ¢astech linearni funkei pro n = 8.

Abychom ur¢ili, zda je tato omezujici funkce klesajici, bylo by vhodné mit vztah pro
dvé po sobé nésledujici maxima. Tento vztah je samoziejmé analogicky vztahu (3.30) s tim
rozdilem, Ze uvazujeme pouze i = (2k—1)d, k € N a postupné dosazeni (n— 1) predchozich
bodi. Dostaneme tak vztah pro hodnotu k-tého maxima y,;, zavislou na hodnoté pied-
choziho maxima vy, _,. Prvni maximum je ale potfeba urcit zvlast, dosazenim pouze d — 1
predchozich bodu a pocateéni podminky. Slozitost tohoto vztahu pro maxima je tmérna
¢islu n, tj. déleni periody derivace.

Protoze néas toto omezeni zajimé pouze pro parametr p > %, ilustrujme vysledky na-
priklad pro hodnotu p = 1. P1i déleni periody n = 6, resp. d = 3, jsou maxima omezujici
funkce pouze rostouci. Pti zvétsovani hodnoty n sice maxima nejdiive klesaji, ale za né¢jakou
hodnotou opét za¢nou rist, jak je vidét z obrazku (3.26) pro nékteré hodnoty n.

Pro neomezenou hodnotu n by mohly byt hodnoty maxim neustéle klesajici, ale kvuli
jejich rekurentnimu vyjadieni se nam tuto hypotézu nepodafilo dokazat.

Obdobné problémy nastavaji pfi analogickém omezovani zdola abychom pripadné uka-
zali rostouci tendenci maxim pro p < %
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n=10

n=30

- n=70
n=100

Obrazek 3.26: Omezeni feSeni po Céastech linearni funkei pro rizné hodnoty n.

3.6.3 Atraktory

S ohledem na skutecnosti, které jsme uvedli v kapitole 3.6.1, se nejdiive zaméfime pouze
na parametr p = %

Zobrazme si pro tento parametr nékolik FeSeni s riznymi pocatecnimi podminkami. Pro
pocatecni podminky z urcité oblasti se k sobé FeSeni rychle priblizuji a vykazuji obdobné
chovani. Bez Gjmy na obecnosti se omezime na pocatecni podminky, pro které je xy = 0.
Pak lze oblasti charakterizovat pomoci hodnoty 1. Vezméme si napiiklad x > 0 a yg = 3.
Protoze pro po¢ateéni podminky z intervalu yy € [27, 37) je v bodé (0, yo) derivace kladna,
feSeni jsou rostouci v okoli pocatecni podminky a priblizuji se k feSeni splhujici podminku
y(0) = 3m. Naopak feseni s pocatetni podminkou z intervalu yo € (37, 47) maji v bodé
(0, o) derivaci zapornou a k zminénému feseni s pocateéni podminkou y(0) = 37 se blizi
shora. Intervaly lze pro parametr p = % zobecnit néasledovné

ez >0
[2k7,2(k + 1)7) pro yo > 2,
[ -7 27T)
[— (2k + 1)m, —(2k — 1)) pro yo < —,

o v <0
[(2k — 1), (2k + 1)7) pro yo > T,
[ 2T, 7T)
[ 2(k + 1), —21{:7r) pro yg < —2m,

kde k € N. Cela situace je na obrazku 3.27.
Nabizi se dvé otazky, které spolu tizce souvisi:

33



3.6. ASYMPTOTICKE CHOVANI RESENI
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Obrazek 3.27: Oblasti na kterych se k sobé feseni pritahuji.

e Piiblizuji se k sobé feSeni z jedné oblasti opravdu nekone¢né blizko?

e Pokud ano, konverguji k funkci, ktera je pro kazdou z oblasti rtizna? Nebo se k sobé
priblizuji i funkce z ruznych oblasti a existuje pouze jedna funkce, ktera pritahuje
vSechna feSeni nezavisle na pocateéni podmince?

Pokud by se k sobé feseni nepiiblizovala, neméla by druhé otazka vibec smysl. Ackoli
se skutecnost, Zze se k sobé feseni opravdu priblizuji nepodarilo analyticky dokéazat, byla
ovélena experimentalné.

Pro lepsi orientaci si mizeme zobrazit pouze maxima, jako na obrazku 3.28, kde jsou
barevné odliSena feSeni s poc¢ateénimi podminkami z riznych oblasti. Odtud mtuzeme také
pozorovat ono priblizovani FeSeni ze stejnych oblasti, ale zda se, ze konverguji k riznym
funkcim. Podivejme se nyni na to, jak vypadaji kiivky feSeni v roviné dané y a y’. Jsou
na obrazku 3.29. Na zékladé obdobnych experimentti usuzujeme, Ze kiivky konverguji k
jednotkové kruznici se stfedem v poc¢atku a to nezavisle na oblasti, ze které byly pocéatecéni
podminky. To ale znamené, ze feSeni konverguji k periodické funkci s amplitudou rovnou
jedné, pro jejiz maxima musi platit x); = (2k — 1)m,k € N pro x > 0. Tyto vlastnosti méa
funkce y(z) = — cos(x).

Hypotéza 3.1. Resend ulohy
I o 2 2\
{ y = sm(x +y )27 (331)
y(o) = Yo

s libovolnou pocdtecni podminkou se pro x > 0 asymptoticky blizi k funkci

f(z) = —cosu. (3.32)
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Obrazek 3.28: Maxima TeSeni s riznymi poc¢ateénimi podminkami.

Obrazek 3.29: Kfivky zobrazujici feSeni v roviné y, y/'.

Hypotéza 3.1 zatim neni dokdzana, ale numericky rozdil feSeni a atraktoru y(z) — f(x)
radové klesa k nule.

Vyvstava otazka, zda 1ze predchozi tvahy a z nich odvozenou hypotézu 3.1 zobecnit pro
libovolny parametr p > 0. Pokusme se nyni odvodit, jaké vlastnosti by méla mit funkce,
ktera by byla atraktorem.

Analogicky s pripadem p = % se TeSeni rozdéluji podle hodnoty y i pro obecny parametr
p>0

>0
2”2]{71' {/2 k+1) )proyoz Yo,

K4
[- %/7 Vo),
[ %/ (2k + 1), — %/(2k — 1)7r) pro yo < — ¥/,
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<0
%/(2k — V)7 f/(2k+1)ﬂ) pro yo > T,

[%/
[ Y2, 2P7r)
[ 2{/2(164-17?—\/2]{:%) pro yo < — ¥/2m,

kde k € N. Opét bylo experimentalné ovéreno, Ze se k sobé feSeni s ruznymi pocatecnimi
podminkami priblizuji.
Predpokladejme, 7Ze atraktor existuje a ozna¢me ho g(z). Prozatim uvazujme pouze
x > 0. Vyjdeme z faktu, ze extrémy feSeni lezi na kruznicich. Ty se s rostouci hodnotou
proménné x narovnavaji a tak se pro omezena feSeni musi hodnota proménné, ve které
mé FeSeni extrém, posouvat k hodnoté poloméru kruznice s extrémy. Aby méla funkce f(x)
minima v bodech z = ¥/2i7 a maxima v bodech = = X/ (2l — 1)m, | € N a byla periodicka,
méla by mit tvar
g(x) = —A(z) cos 2*” + b, (3.33)

kde A(x) je kladna funkce popisujici priubéh amplitudy a b svisly posun. Derivace f(z) mé
tvar

g (r) = —A'(z) cosz™ + A(x) 2px® " sin 2. (3.34)
Chceme, aby derivace v nekonecnu co nejlépe odpovidala dané rovnici. Zvolme
1
Tak dostéavame funkei f(x) ve tvaru
(x) = L cos 7P (3.36)
)= 2px2r—1 ’ '
a derivaci funkce f(z) ve tvaru
2p—11
J(x) = p2p e cos 2% + sin z* (3.37)

Oveéime pro takto definovanou funkei f(z) limitu

lim [/ (z) — ¢'(x)] = 0, (3.38)

T—r+00

za predpokladu, Ze pro ¥ — +oo mizeme y(x) ve vyrazu sin(z? + y?)? nahradit funkef

9(@).
Dostéavame
—1 2p—11
lim [sin(2? + ( cos 12P)?)P — P~ "~ cosa® —sinz® | =
&—+oo 2px2r—1 2p  a?P
1
= ml_i}rfoo[sin(a:Q + o ¥ cos® x?P)P — sin 2], (3.39)
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Protoze
1 1
IETOO@Q + o 2% cos® 2P = IETOO (1 + o ™% cos® p?)P = xE\Too x* (3.40)

lze vyraz (3.39) upravit

. . 2 2p\ _
ml_lgloo(smx sinz) = 0. (3.41)

Protoze vime, Ze TeSeni jsou urcitym zpusobem symetrickd podle pocatku, muzeme
definici funkce g(z) rozsitit pro x < 0 jako

1

W COS |.T’2p x < 0. (342)

Hypotéza 3.2. Reseni ilohy

{ y =sin(z? +y*)P, p>0, (3.43)
y(zo) = o. '
s libovolnou pocatecni podminkou se asymptoticky blizi k funkci
—1 2p 0
) g cosa® x>0,
x) = 3.44
9(z) {Wcos]x\% z < 0. (3-44)

Tvar funkce A(z) byl volen tak, aby derivace funkce v nekoneénu nabyvala pouze hodnot
v intervalu [—1, 1], stejné jako funkce f(z,y) = sin(z? + y?)P. Svisly posun b = 0 byl uréen
pomoci numerickych experimentti tak, aby rozdil |y(z) — g(x)| klesal fadové k nule.

Funkce ¢g(z) ma vlastnosti, kterymi se pro x — 400 vyznacuje také feSeni dané rovnice.
Pro parametr p = % a x > 0 dostavame g(z) = — cos(x), coz je funkce, kterou jsme oznagcili
jako atraktor v hypotéze 3.1. Presto, ze predchozi uvahy byly zalozeny na tom, Ze reSeni
je omezené, vysledna funkce g(x) dobie odpovida i FeSenim rovnice pro parametr p < %,
ktera se jevi jako divergentni. Pokud by nalezena funkce f(x) byla atraktorem, pak by
bylo dokazano, ze TeSeni pro p < % jsou divergentni, pro p = % jsou omezena a pro p > %
vSechna konverguji k nule. I kdyZz se nepodarilo hypotézu 3.2 dokizat, numericky jsme
ovérili, ze rozdil feseni y(z) a funkce f(z) se fadové blizi k nule pro rizné parametry p > 0
a ruzné pocatecni podminky. Jeji dikaz miize byt pripadné naplni dalsi prace. Néktera
reSeni s atraktory jsou na obrazku 3.30.
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Obrazek 3.30: ReSent s riiznymi parametry a riznymi po¢ateénimi podminkami (modfe) a
jejich atraktory (zluté).
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Kapitola 4
Zaveér

Prvni, teoreticka Céast textu, kterd se vénuje existenci a jednoznacnosti feSeni, zde slouzi
spise jako tvod k celé problematice obycejnych diferencialnich rovnic.

diferencialni rovnice. Ziskali jsme obecnou predstavu o chovani feseni a to jak v okoli
pocatku, tak jsme ziskali prfedstavu i o jeho asymptotickém chovani.

Ukézali jsme, Ze FeSeni jsou déna jednozna¢né, krom piipadu, kdy p € (0, %) a pocatecni
podminka je (0,0). I v tomto ptipadé se ale feseni jevi jako jednoznacné.

Dale byly popsany obecné vlastnosti feSeni, jako jeho oscilace, extrémy, inflexni body,
symetrie apod.

Zajimavym tkolem se ukazalo byt zkoumani chovani feSeni pii zméné parametru. Cilem
bylo urcit, pro kterou hodnotu parametru by maxima feSeni méla konstantni hodnotu a
zjistit, kdy je TeSeni konvergentni a kdy diverguje. Tyto vlastnosti nejspis nezavisi na
hodnoté pocatecni podminky a dochézime k zavéru, ze parametr pro ktery by hodnota
maxim zustavala konstantni neexistuje. Nicméné vyslovujeme hypotézu, Ze pro hodnotu
p= % feSeni konverguje k periodické funkeci s amplitudou rovnou jedné a je proto omezené.
Prop > % je TeSeni podle téze hypotézy konvergentni a blizi se k nulové hodnoté a pro
p < % feSeni diverguje.

P1i zkoumaéani vlastnosti feseni se jako velice uzite¢né ukazalo vyuziti numerickych ex-
perimentii, nejen pro utvareni predstavy o celé problematice, ale také jsme s jejich pomoci
vyslovili a nasledné podpoftili hypotézy ohledné asymptotického chovani feseni. Prave diky
spojeni numerickych experimentti a analytickych metod se tak podafrilo obecné popsat
vétsinu vlastnosti této nelinearni diferencialni rovnice.
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