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Abstrakt

Bakaldiska préce se zabyva diferencidlni geometrii ploch. Zavadi pét typu kiivosti
ploch a jejich vztahy. Prezentuje plochy s konstantnimi a nulovymi kfivostmi,

jejich piiklady, vlastnosti a vyuziti. PTinasi také zpravu o vybranych galeriich
ploch dostupnych na internetu. Déle se vénuje problematice pfechodovych ploch.

Uvadi souvislosti s technickou praxi a obsahuje i ndvrh a implementaci algoritmu

konstrukce rozvinutelné prechodové plochy mezi dvéma kiivkami.

Klicova slova

Reguldrni plocha, Gaussova kiivost, stiedni kiivost, CMC, minimdalni plocha,
CGC, rozvinutelna plocha, pfechodova plocha, algoritmus

Abstract

This Bachelor Thesis deals with differential geometry of surfaces. It introduces
the five types of surface curvature and their relations. It presents surfaces with
constant or zero curvature, their examples, properties and utilization. Also, it
reports on a chosen set of surface galleries available on the internet. Further, it
pursues the topic of transition surfaces. It gives context with engineering practice
and contains the design and implementation of an algorithm for constructing
transition developable surfaces between two given curves.
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Regular surface, Gaussian curvature, mean curvature, CMC, minimal surface,
CGC, developable surface, transition surface, algorithm
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Uvod

Diferencialni geometrie ploch je polem, na kterém toho bylo jiz mnoho dokazéno.
C. F. Gauss se kiivosti ploch zabyval v 18. stoleti, kdy byly definovany zakladni
pojmy a formulovany dulezité véty [3]. Novy kontext a nové pozadavky pfinesl
rozvoj pocitacového zpracovani geometrické informace, presto ani tyto moderni
systémy nejsou bezchybné a téma stale skytd dostatek prostoru k dalgimu studiu.

Prace se sklada ze ¢tyt ¢asti a vyuziva nékolik metod: kompilace odbornych
textu pro vybudovani teoretickych podkladu, nalezeni, zhodnoceni a prezen-
tovani obrazového materidlu pro piiklady, a odvozeni a implementaci vlastniho
algoritmu. Zminime se i o praktické strance tématu. Zalezitosti tykajici se tech-
nické praxe a pouzivanych softwaru byly konzultovany s ing. Jifim Hellusem,
vedoucim oddéleni programovani CNC stroji, Skoda TVC s.r.o.

Prvni ¢ast prace je zaméiena na pét typu kiivosti ploch a jejich vzdjemné
vztahy. Prindsi prehled definic a vét, utfidénych do systému zaméfenému na
pochopeni vzajemnych souvislosti. Podrobnéji jsou zpracovany stiedni a prede-
v8im Gaussova kiivost, jimiz se budeme v textu déle zabyvat.

Ve druhé c¢ésti se zaméfime na plochy se specidlnimi hodnotami kfivosti:
Plochy s konstantni a nulovou Gaussovou kiivosti (CGC, rozvinutelné plochy),
a konstantni a nulovou stfedni kiivost! (CMC, minimélni plochy). Uvedeme
nékteré ptriklady a pouziti v praxi.

Tieti ¢dst je vénovdna prohledéni a zhodnoceni internetovych zdroju obra-
zového materidlu k tématu ploch. Hodnoceni je vedeno podle nékolika kritérii,
mezi nimiz nechybi kvalita obrazového materiadlu, komplexnost zpracovani a také
celkovy dojem a piinos pro uzivatele.

Zavérecna ¢ast obsahuje ivod do tématu rozvinutelnych prechodovych ploch
a jeji hlavni naplni je konstrukce takové plochy mezi dvéma kiivkami. Po zvazeni
ruznych pristupu k problematice nésleduje rozbor, vytvoteni algoritmu a popis
implementace v prostiedi Mathematica. V zévéru ¢asti je zhodnocena funkénost
algoritmu i programu, popsany nedostatky a navrzena mozna vylepsSeni.

Cilem tohoto textu je seznamit ¢tenafe s tématem ploch a jejich kfivosti,
ukézat vlastnosti, priklady a pouziti specidlnich typu ploch a prezentovat vysled-
ky vlastni préce autora. Pro plné porozuméni se predpokladaji znalosti z linedrni
algebry, matematické analyzy, diferencidlni geometrie a uzivatelskd znalost PC.



1 Plochy a jejich krivosti

V této ¢asti se budeme zabyvat vyjadienim plochy, péti typy kiivosti ploch, jejich
vyznamem, vypoctem, vlastnostmi, a uvedeme specidlni ptipady kiivosti, které
budou déle rozvedeny v ¢asti druhé. Velké mnozstvi literatury se vénuje plocham
z piisné analytického hlediska a podrobné dokazuje popis plochy pomoci ten-
zoru. To neni obsahem této préce, prestoze tenzorova vyjadieni a nékteré vzorce
budou uvedeny, na jejich odvozeni a dukazy bude ¢tenat odkdzan do jinych
spist. Je zde zpracovan predevsim piehled a duraz je kladen na geometrickou
predstavu a naznaceni souvislosti, bez vycerpavajictho mnozstvi definic, vét
a odvozeni vztahu které je mozné nalézt jinde.

1.1 Zakladni pojmy

Nejprve je potieba zavést zakladni pojmy, se kterymi budeme pracovat. Zacneme
definici plochy:

Definice 1.1. Reguldrni plochou t¥idy C,, v E3 rozumime mnozinu P C E3, pro
niz existuje vektorova funkce P(ul,u?), (ul,u?) C Q, kde € je oblast (oteviend
kompaktni mnozina), takova ze

(a) P:Q — P je zobrazen{ na mnozinu,

(b) P je tiidy C, (n > 3),

oP

(c) Sl & 502 jsou linedrné nezavislé ve vsech bodech oblasti €2,
u u

(d) (ug,uf) € Q, (ug,uf) € Qa (uj, ug) # (u,ui) = Plug, uf) # P(uf, u).

Tato definice vyluc¢uje nékteré dulezité plochy, bez nichz se v praxi neo-
bejdeme. Uzavrené plochy nemajici hranici a tedy hranice oblasti €2 se zobrazi
do kfivky, pripadné ¢dst hranice do jednoho bodu plochy P (napf. sféra (obr.
2.1)). Dalsi plochy mohou obsahovat samoprinik, hranu, ¢i vrchol (kuzelové
plochy (obr. 2.8)), nebo mohou mit byt ,jen“ nevhodné parametrizované. Pfi
zkoumani lokalnich vlastnosti navic obecné staci, aby byla plocha po édstech
requldrni, neboli se skladala z regularnich ploch. Déle proto budeme pracovat
jiz jen s pojmem plocha (bez ptivlastku), kde koneény pocet kiivek ¢ bodu
muze porusovat vlastnosti 2-4.



V [1] je definovdn pojem tenzoru na plose, jeho vlastnosti a operace s tenzory.
Zde pro potieby vypoctu uvedeme tenzory, které se vztahuji ke kiivosti ploch:

Definice 1.2. Ozna¢me

oP
P,=—.
dut
Pak tenzor
9ij =P; - P;

se nazyva prunim (neboli metrickym) tenzorem plochy.

Vypoctem lze ukdzat, Ze pro g;; plati piislusné transformacni vztahy a tedy
skute¢né tvoii tenzor [I]. S pomoci metrického tenzoru muzeme méfit thly a ve-
likosti vektorti na plose. Diky komutativité skaldrntho soucinu v E3 g;; = gji
a tenzor je symetricky. Pozdéji ukazeme jeho dalsi zajimavou vlastnost.

Definice 1.3. Oznac¢me

5P
Pij = - -
outdul
Pak tenzor
hij =n- Pij

se nazyva druhym tenzorem plochy.

Opét lze vypoctem dokazat, ze se jedna o tenzor. Druhy tenzor plochy udava
tvar plochy vzhledem k te¢né roviné v.daném bodé, jak je ukdzano v oddilu 1.2.
Vzhledem k zaménitelnosti pofadi derivace plati h;; = hj; a tento tenzor je také
symetricky.

Déle budeme vyuzivat pojem reguldrni krivka (definice, zobecnéni a paramet-
rizace napi. v [I]). Zajimat nds budou kfivky na plose, vyuzijeme je napiiklad
v oddilu 1.2. Jsou to takové kiivky, jejichz vSechny body jsou zaroven body
plochy. Mé&jme plochu

P(u',u?),

pak kiivka
P(t) = P(u' (1), u*(t)),

kde t je parametr ktivky, je kiivkou na plosSe.
Ptipometime 'k, proni kfivost prostorové kiivky [I]. Najdeme souvislost mezi

kiivosti kiivky na ploSe a vlastnostmi plochy - hleddme zpusob, jak vyjadiit
kiivost plochy. Nyni studujeme kiivost kiivky na plose P. Uvazujeme kiivku

ktera je parametrizovana obloukem. Pro prvni kiivost plati:
P=1%. v,

v je jednotkovy vektor hlavni normaly kiivky.



1.2 Normalova kiivost

Pripomenme, Ze n je jednotkovy vektor normély plochy a oznatme v = 4{n - v
odchylku tohoto normélového vektoru od hlavni normaly kiivky.

Definice 1.4. Normdlovou kiivosti kiivky k v bodé X plochy P rozumime ¢islo
"k =P n.

Plati také
"k =1k - cosn.

hij . dul . duj

"k = - -
Gij - du® - du?

V definic jasné stoji, ze normalova kiivost je vlastnosti kiivky na plose, ale
d4 se dokdzat (napf. [I]) nésledujici véta:

Véta 1.1. Normalova kiivost vSech kiivek plochy se spole¢nou te¢nou v daném
bodé je stejna.

7 této véty vyplyva vyznam normaéalové kiivosti jako vlastnosti tecny kiivek
na plose - sméru plochy. Pojmenujeme ty vyznamné:

Definice 1.5. Smér plochy v daném bodé je

e hlavng, je-li normdlova kiivost v ném extremdélni (maximélni, resp. mini-
malni),

e asymptoticky, je-li normélova kiivost v ném nulova.

O vyznamu hlavnich sméri budeme mluvit v dalsim oddilu, asymptoticky
smér nam spolu s druhym tenzorem plochy umozni klasifikovat body plochy
podle jejiho tvaru v okoli daného bodu. Jestlize oznacime

h = hi1 - has — (h12)?
diskriminant druhého tenzoru, muzeme urécit nasledujici rozdéleni:
Definice 1.6. Bod na plose se nazyva
e plandrni, je-li "k = 0 v kazdém sméru,

e kruhovy, je-li ve vSech smérech "k = konst. #£ 0,

elipticky, je-li h > 0 a bod neni kruhovy,

parabolicky, je-li h = 0 a bod neni planarni,

hyperbolicky, je-li h < 0.

V plandrnim bodé je ziejmé kazdy smér asymptoticky, kruhovy bod naopak
ocividné zadny asymptoticky smér nemd. Vsimneme-li si podobnosti vzorce
v definici norméalové kfivosti a jednotlivych slozek druhého tenzoru plochy,
tedy i pravdépodobné souvislosti, muzeme odhadnout, ze v eliptickém bodé
ma normalova kfivost ve vSech smérech stejné znaménko, tedy se zakfivuje
od tetné roviny jen na jednu stranu, vznikd jakysi ,vrchol“. Intuitivné jde



o zobecnéni kruhového bodu a nemé zadny asymptoticky smér. V hyperbolickém
bodé naopak existuji kfivky s opacnym znaménkem normalové kiivosti. To ndm
dava predstavu ,sedla®“, diky spojitosti plochy tedy nékde mezi nimi existuji
dva asymptotické sméry. Nejméné nazorna je predstava parabolického bodu.
Vyuzijeme zbyvajici mozny tvar plochy, ,hibet“, jako pfechod mezi ,,vrcholem*
a ,sedlem“, s jednim asymptotickym smérem a ostatnimi sméry se shodnym
znaménkem kiivosti. Zavéry této intuitivni dvahy lze skutetné dokdzat [I].

1.3 Hlavni kiivosti

V piedchozim oddilu jsme zminili hlavni sméry na ploSe, vyznamné extrémnimi
hodnotami normélové kiivosti. Pocet téchto sméru je oc¢ividné zavisly na typu
bodu plochy, kde se nachdzime. Planarni a kruhovy bod maji ve vSech smérech
normalovou kiivost stejnou, vSechny smeéry jsou tedy rovnocenné a fikame, ze
jsou v8echny hlavni. Hlavni sméry v ostatnich typech bodu ur¢ujeme podle
nasledujici véty:

Véta 1.2. Nenulovy vektor (du', du?) plochy uréuje hlavn{ smér, prave kdyz

(du?)? —du'du® (du')?
g11 g12 g22 =0
hi1 hi2 haa

Z dukazu v [I] zdrover plyne, ze v eliptickém, parabolickém a hyperbolickém
bodé existuji pravé dva na sebe kolmé hlavni sméry. Mame-li hlavni sméry
nalezeny, je vhodné néjak oznacit jejich normalové kfivosti:

Definice 1.7. Hlavnimi krivostmi plochy v daném bodé rozumime normaélové
kiivosti v hlavnich smérech. Oznac¢me je

n n
kmina kmaw .

Je zfejmé, ze pro planarni a kruhovy bod, kde jsou vSechny sméry povazovany
za hlavni, plati

n _n
kmin - kmawa

v planarnim bodé je kiivost navic nulové.

Hlavni kfivosti urc¢uji rozsah zakfiveni plochy v okoli bodu. Muzeme z nich
v omezené mite vyvozovat zaveéry o tvaru plochy v okoli bodu, hlavné je ovsem
vyuzijeme déale k definici dalsich typu kfivosti, z nichz lze jednoduse vycist
vlastnosti plochy a klasifikovat jeji body.

1.4 Gaussova krivost

V tomto oddile budeme zkoumat typ kfivosti, ktery je pravdépodobné nejvice
vyuzivanym, co do praktické aplikace a charakteristiky ploch (viz ddle). Plochdm
se specidlnimi hodnotami Gaussovy kiivosti se budeme vénovat ve druhé a ¢tvrté
¢asti tohoto textu. Nyni za¢neme definici:



Definice 1.8. Gaussovou krivosti{ plochy v daném bodé rozumime ¢&islo
K = nkmzn ' nkmam-

Jak jiz bylo zminéno, k definici pouziviame hodnoty hlavnich kfivosti plochy
v bodé. Pfi zméné orientace plochy (opa¢ny normdlovy vektor) zmén{ normdlova
kfivost znaménko, ale hlavni kiivosti stale zlstavaji extrémy. Navic je Gaussova
kiivost jejich nasobkem, takze jeji znaménko zustava a jiz podle néj pozname
typ bodu, z ¢ehoz je vidét souvislost s druhym zakladnim tenzorem plochy, re-
spektive jeho diskriminantem. Nyni ukdzeme i souvislost s metrickym tenzorem
plochy a jeho diskriminantem

g=g11922 — (912)* > 0

Kladnost diskriminantu g vyplyva z vlastnosti skaldrniho sou¢inu ve slozkach
tenzoru. V [3] je pak dokézdna ndsledujici véta:

Véta 1.3. Pro Gaussovu kfivost plati

_ hithay — (h12)®?  h

K= — == = _— _
g11922 — (912)2 g

Je jasné vidét, ze znaménko Gaussovy kiivosti se shoduje se znaménkem
h a muzeme tedy opét provést klasifikaci bodu:

e Elipticky bod pro K > 0
e Parabolicky bod pro K =0

e Hyperbolicky bod pro K <0

Gaussova kiivost se jmenuje po Carlu Friedrichu Gaussovi (1777-1855), ktery

roven nejpiekvapivéjsim z jeho poznatku je takzvana ,, Theorema Egregium*,
latinsky ,,Pozoruhodna véta‘“.

Véta 1.4 (Theorema Egregium). Gaussova kiivost plochy je invariantni vuéi
izometrickym zobrazenim.

Véta 1.5. Tvrzeni Theoremy Egregium je ekvivalentni s nésledujicimi vyroky:

i) Gaussova kiivost se nemeéni, je-li plocha ohybdna, ale ne natahovana, nebo
smrifovana.
ii) Gaussova kiivost je intrinsickd (vnitini) vlastnost plochy.

ili) Gaussova kiivost lze vyjadiit pouze pomoci tenzoru g;; a prvnich a druhych
derivaci jeho slozek.

Diikaz nalezneme napiiklad v [4], stejné jako konkrétni vzorec pro tvrzeni
iii) vety 1.5.

Véta je skutectné pozoruhodna, jelikoz podle ni Gaussova kfivost, definovand
jako nasobek hlavnich kiivosti, které se ale mohou ohybanim ménit, zustava pii
ohybani neménna. To zaroven znamend, ze plochy, které na sebe lze rozvinout,



maji v odpovidajicich si bodech stejnou Gaussovu kiivost.

Nyni postoupime od lokalnich vlastnosti ke globalnim a budeme klasifikovat
celé plochy podle jejich Gaussovy kiivosti. Tato klasifikace nezahrnuje vsechny
plochy, ty nezafazené jsou z hlediska Gaussovy kfivosti obecné.

Definice 1.9. Plocha se nazyva
o Synklastickd, je-li K > 0 v kazdém bodé.
e Rozvinutelnd, je-li K = 0 v kazdém bodé.
o Antiklastickd, je-li K < 0 v kazdém bodé.

Synklastické plochy se ocividné sestavaji pouze z eliptickych a kruhovych
bodu. Jako pifklady uvedeme elipsoid [I0]. V ptipadé konstantni kiivosti oznacu-
jeme plochy anglickou zkratkou CGC (Constant Gaussian Curvature), napiiklad
sféra (obr. 2.1).

Antiklastické plochy jsou naopak sloZeny vyluéné z hyperbolickych bodu.
CGC se zapornou kiivosti je pseudosféra (obr. 2.2) a plochy z ni odvozené:
Diniho plocha (obr. 2.3)a Mindingovy plochy (obr. 2.6), dale napfiklad Kuen
plocha (obr. 2.4).

Rozvinutelné plochy obsahuji pouze parabolické nebo plandrni body a navic
plati, ze kazdym bodem prochéz{ piimka, kterd nélezi plose [12]. Nézev vychdzi
z faktu, ze jestlize maji Gaussovu kiivost shodnou s rovinou, identicky nula, je
podle Theoremy Egregium mozné je rozvinout do roviny ([1],[3]). Rozvinutelné
plochy jsou jako specidlni ptipad CGC popsany v ¢asti 2.

1.5 Stredni krivost

Dalsi typ kiivosti opét vyuzivéa hlavnich kiivosti:
Definice 1.10. Stredni krivost plochy v daném bodé je ddana vztahem

n n
kmin + kmaw

H =
2

Opét ukdzeme souvislost se zdkladnimi tenzory plochy, postup odvozeni je
vysvétlen v [I:

Véta 1.6. Pro vypocet stiedni kiivosti plati vztah

gi1 - has — 2912 ~hia + g22 hi1
2¢ '

H =

Na rozdil od Gaussovy kfivosti, stfedni kiivost méni znaménko pii zméné
orientace plochy. Nema proto smysl pii klasifikaci délit na kladnou a zapornou
ktivost. Pojmenujeme proto pouze dva specialni typy ploch:

Definice 1.11. Plocha se nazyva

e CMC plochou, je-li H = konst. # 0 v kazdém bodé,



o minimadlni plochou, je-li H = 0 v kazdém bodé.

CMC plochy (Constant Mean Curvature) jsou pomérné mladou a slozitou
skupinou ploch, piiklady uvedeme v ¢ésti 2. Minimalni plochy jsou, jak napovida
nazev, plochy s nejmensim moznym obsahem na danych okrajich. Pfikladem
uved me katenoid (obr. 2.14) a helikoid (obr. 2.15), podrobnéji se jimi budeme
zabyvat opét v ¢asti 2.

1.6 Geodeticka krivost

Definice 1.12. Nechf P(t), t € Z, je kiivka na plose . Velikost priumétu
vektoru prvni kiivosti P kiivky do te¢né roviny plochy nazyvame geodetickd
krivost kiivky na plose.

Jelikoz geodetickou kiivost nebudeme v této praci ddle vyuzivat, uvedeme
pouze nejdulezitéjsi definici a véty, které se ji tykaji. Tato tématika je vice do
hloubky rozvedena v [1] a [4].

Definice 1.13. Kfivka na ploSe, kterd ma ve vsech bodech nulovou geodetickou
kiivost, se nazyva geodetika.

Véta 1.7. V kazdém bodé geodetiky splyva jeji hlavni norméla s normélou
plochy v tomto bodé.

Véta 1.8. Je-li kiivka nejkratsi spojnici mezi dvéma body na plose, pak je
geodetikou.

Véta 1.9. Geodetikami na kulové plose jsou hlavni kruznice. Geodetikami na
rotacni valcové plose jsou povrsky, rovnobézkové kruznice a Sroubovice.

Véta 1.10. Rozvinutim geodetiky lezici na rozvinutelné plose je piimka, nebo
tsecka.



2 Plochy s konstantni a nulovou
krivosti

Nyni pfedstavime plochy se specidlnimi hodnotami kfivosti. Jednotlivé piiklady
téchto ploch jsou velmi dobfe zpracovdny a popsdny naptiklad v [2],[11]. Uvedeme
zde pro ilustraci jejich obrazky s piipadnym kratkym popiskem, parametrizaci
¢i hodnotou kiivosti.

2.1 CGC plochy

Jednou ze skupin jsou plochy s konstantni Gaussovou kiivosti, takzvané CGC
plochy (viz oddil 1.4).Uvedeme si tyto piiklady:



Sféra (obr. 2.1) je nejjednodussi plochou s konstantni kiivosti. Pati{ jak do
CGC, tak i CMC ploch.

P(u,v) = (r - cos(u) cos(v), r - cos(u) sin(v), r - sin(u))

u € (0,2m), v € (0,2m)

1
K:r_Q
L
¥ 0.5~
|:.|.
0.5
_]_
0.5
b 1
ol
-0.&
_1':.
_]_ B
-0.5
i
. 0.5

.l- -

Obrazek 2.1: Sféra [11]
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Pseudosféra (obr.2.2) je rotaéni plochou kiivky s ndzvem tractriz.
v

P(u,v) = (r - cos(u) sin(v), r - sin(u) sin(v), a(cos(v) + log(tan( 5 )))

u € (—o0,+00), v € (0,2m)

1
K:_r_z

Obrazek 2.2: Pseudosféra [11]
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Diniho plocha (obr. 2.3) vznikd ”$roubovdnim” pseudosféry.
P(u,v) = (7‘ - cos(u) sin(v), r - sin(u) sin(v), s - u + a(cos(v) + 1og(tan(§)))

u € (0,400), v € (0,400), r,s >0

1
K:_r2-s2
X
175 =0.5
v oo M3 1
S
1,
a|
= al
-]

Obréazek 2.3: Diniho plocha [11]
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Dalsimi ptiklady jsou Kuen plocha (obr. 2.4), breathery (obr. 2.5), Mindin-
govy plochy (obr. 2.6) a dals{ [10].

Obrézek 2.4: Kuen plocha [I1]

Obrazek 2.5: Breathery [§]
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Obrézek 2.6: Mindingovy plochy, srovnani s pseudosférou [§]

2.2 Rozvinutelné plochy

Zvlastni podskupinou CGC ploch jsou plochy rozvinutelné. Rozvinutelnou plochu
jsme definovali v oddilul.4. Nyni ukdzeme jeji dalsi vlastnosti. Nejprve zavedeme
nésledujici pojem:

Definice 2.1. Plocha je primkovd, pokud ji muzeme vyjadiit jako jednopara-
metricky systém piimek. Tyto piimky se pak nazyvaji povrskam: plochy.

Piikladem muze byt napiiklad jednodilny hyperboloid [I1]. Ten je pfimkovou
plochou, ale neni rozvinutelny. Rozvinutelna plocha je piimkové (viz oddil 1.4)
a m4 navic jesté podél celé povrsky stejnou tecnou rovinu. V [I] je zavedena jako
obalova plocha jednoparametrického systému rovin. Tyto vlastnosti vyuzijeme
v ¢asti 4. Nyni uvedeme zastupce rozvinutelnych ploch:
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Vilcovd plocha je obecné déna kiivkou R(u) a smérovym vektorem w
P(u,v) = R(u) + v - w.
Ukédzeme konkrétni piiklad, rotaén{ védlcovou plochu (obr. 2.7):

P(u,v) = (r - cos(u),r - sin(u), v)

u € (0,27), v € (=00, +0), >0

Obréazek 2.7: Vélcova plocha [11]

15



Kuzelovd plocha je ddna kiivkou R(u) a vrcholem V:
Plu,v)=Ru)+v-R(u) - V)=1-v)-Ru)+v-V

Zobrazime napiiklad kuzelovou plochu, jejiz fidic{ kiivkou je elipsa (obr.
2.8):
P(u,v) = (r-v-cos(u),v - sin(u), v)

u € (0,27), v € (—o0,+00), 7 >0

Obrazek 2.8: Kuzelova plocha [2]
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Plocha tecen prostorové krivky je obecné dana kiivkou R(u) a jejim teénym
vektorem R/ (u):
P(u,v) = R(u) +v- R (u)

Jako piiklad uvedeme plochu tecen Sroubovice (obr. 2.9):
P(u,v) = (cos(v) — u - sin(v), sin(v) + u - cos(v), v + u)

u € (0,2m), v € (—o0, +00)

Obréazek 2.9: Plocha te¢en sroubovice[2)

17



V [1] je dokdzdno, ze rozvinutelné jsou praveé jen tyto tii typy ploch a jejich
kombinace (viz platovani, [B]).

Rozvinutelné plochy maji dalekosahlé vyuziti. Jsou vhodné v pocitacové
grafice, nebot se na né napiiklad snadno nandseji rovinné textury [5]. Pouzivaji
se v kartografii, kdy se nejprve zemsky povrch zobrazi na rozvinutelnou plochu
a ta se pak rozvine do roviny. Jelikoz rozvinutelného tvaru lze dosdhnout prostym
ohybanim rovinné plochy, pouzivaji se v technice k vytvareni tvaru z plechu, kar-
tonu, ¢i preklizky. Ve velké mife se rozvinutelnych ploch vyuziva v konstrukei
letadel a lodi. [I4]

2.3 CMC plochy

Plochy s konstantni nenulovou stiedni kfivosti jsou velmi bouflivé se rozvijejici
tf¥idou ploch. Ukazme ty nejjednodussi:

Unduloid (obr. 2.10) vznikd jako rotaéni plocha eliptické fetézovky (kiivka
po odvaleni elipsy po ptimce) [10],[14]. Dalsimi piiklady mohou byt Dealunayovy
plochy (obr. 2.11), Wentetiv torus (obr. 2.12), Noidy (obr. 2.13) a dalsi [g].

Obrazek 2.10: Unduloid [10]
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Obrazek 2.11: Delaunayho unduloid a fez Delaunayovym nodoidem [§]

Obrazek 2.12: Wenteuv torus [8]
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Obrézek 2.13: Rovnoramenny péticipy noid [g]
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2.4 Minimalni plochy
Katenoid (obr. 2.14) vznikne rotaci Fetézovky (anglicky Catenary):
v v .
P(u,v) = (r - cos(u) - cosh(;), T cosh(;) - sin(u), v)

u € (0,400), v € (0,400), r,s >0

Obrazek 2.14: Katenoid [11]
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Helikoid (obr. 2.15) je jedind zndmd pifmkovd minimdlni plocha (pokud
pomineme rovinu). Vznikd sou¢asnou rotaci i translaci piimky podél osy na nf
kolmé.

P(u,v) = (r-v-cos(u),r v-sin(u),s - u)

u € (—o0,+00), v € (0,400), r,s >0

Obréazek 2.15: Helikoid [11]
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Enneperova plocha (obr. 2.16)

u? v?
P(u,v) = (u—?+u-v2,—v—u2-v+§,u2—v2>

u € (—00, +00), v € (—00, +00)

4
_ i
2 o P .
z ' ™y
ol
_3'- .
-4 ;
0
-5 W
o
=h

.
Obréazek 2.16: Ennepetova plocha [11]

Dalsimi piiklady jsou Costa plocha (obr. 3.4), Scherkova minimdln{ plocha
(obr. 3.5) a dalsi ([11],[10]).

Jak jiz bylo zminéno v ¢asti 1, minimdlni plochy jsou plochy s nejmensim
obsahem pro danou hranici. Nabizi se napiiklad pfedstava mydlové bubliny
na néjakém draténém profilu. V poslednich dvou desetiletich jsou zkoumény
z hlediska mozného vyuziti v molekularnim a materidlovém inzenyrstvi, dale
se uplatnuji pfi ndvrhu konstrukei v architekture (membrdnové konstrukce)
a sochafstvi (R. Engman, R. Longhurst, Ch. Perry) [14]
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3 Herbare ploch

V nésledujici ¢dsti se budeme vénovat online zdrojum obrazového materidlu
k tématu ploch. Cilem je nalézt pokud mozno co nejsirsi paletu stranek, posky-
tujicich kvalitni obrazky ploch a zhodnotit jejich obsah, bohatost, zajimavost,
dostupnost a ptinos.

3.1 Postup

Nejprve se pokusime navrhnout strukturu objektivniho hodnoceni. U nalezenych
stranek budeme sledovat nékolik faktoru:

1. Dostupnost - jak snadno je mozné stranku najit, omezeni pro uzivatele.
2. Téma - co by mélo byt obsahem stranky.

3. Kvalita obrazku - velikost, rozliSeni, zpracovani.

4. Kvantita obrazku - mnozstvi, rozmanitost.

5. Ucelenost - dopliujici informace k plochdm, zpracované systémy, klasi-
fikace a t¥idéni ploch.

6. Vérohodnost - autorstvi, druh stranek.
7. Ptinos - celkovy dojem, vyuzitelnost.

Je tieba si uvédomit, ze ptes snahu tuto strukturu dodrzet nemuze byt hod-
noceni uplné objektivni a promitne se do néj nazor autora. Muze ale slouzit jako
ukazka zajimavych stranek, které se tykaji ploch, a inspirace, aby ¢tenar sam
uvedené odkazy navstivil a udélal si vlastni tisudek.

Protoze hlavnim tcelem téchto ,herbdiu* ploch na internetu by mélo byt
poskytnout pfistup k informacim a materidlu nejen odborné vetejnosti, ale
i irokému spektru laickych uzivatell, pouzijeme k vyhleddvéni klasickou uziva-
telskou metodu: Dva v naSich podminkach nejznaméjsi vyhledavace, Seznam.cz
a Google.com, a internetovou encyklopedii Wikipedia.oryg.

Do vyhleddvacu postupné zaddavame hesla ,galerie ploch®, ,obrazky ploch®,
ysurface gallery®, ,pictures of surfaces“ (Pfi vyhleddvéni byla pouzita mnohd
dalsi hesla, ovsem ziskané vysledky jsou piesto dosazitelné z této omezené skupi-
ny). Vybereme stranky odpovidajici pozadavkim mezi prvnimi pfiblizné padesati
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odkazy (dal uz je nalezeni pouzitelnych vysledki silné nepravdépodobné). Je
nutno podotknout, ze ¢esky vyhledavac naprosto selhal, jak pfi zadavani ¢eskych
hesel, tak hesel v angli¢tiné. Google.com poskytl ¢tyfi relevantni stranky, vSechny
v anglickém jazyce.

K vyhledavani na serveru Wikipedia.org musime pfistoupit ponékud jinak.
Zactneme na ¢lanku o plochach a budeme pouzivat kiizové odkazy k pohybu po
webu. Obrazky ploch jsou dostupné ptes ¢lanky o téchto plochach.

Nyni pfistupme ke zhodnoceni jednotlivych pramenu a galerii:

3.2 Wikipedia, The Free Encyclopedia [14]

Tato internetova encyklopedie je k dispozici v mnoha jazykovych mutacich,
prevéznd vétsina clanku existuje v anglické verzi (viz statistiky wiki [I4]). Pfi
srovnani ¢eské a anglické verze je anglicka velmi ¢asto propracovanéjsi, s vice
informacemi a podstatné vice obrazky. Némecka verze ma podobnou troven té
anglické. S pomoci kiizovych odkazu se lze dostat k siroké nabidce obrazového
materidlu, kolektiv autoru serveru dbd na nalezité popsani a vysvétleni, navic
obrazky jsou v naprosté vétsiné prilozeny k ¢lankum o konkrétnich plochach. To
muze byt ale i nevyhodou, pro uzivatele neovladajici na dostatec¢né drovni cizi
jazyk, nebot je jim tim ztiZena navigace uvniti encyklopedie. Druhym tskalim
je otevienost celého projektu, ndhodni uzivatelé mohou jednoduSe upravovat
¢lanky a tim je snizena vérohodnost informaci v nich obsazenych. Je to kom-
penzovano velkou névstévnosti, pfipadné chyby mohou byt brzy detekovany
a opraveny.

Obrézek 3.1: Piiklady uzavienych a otevienych ploch z [14]
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Shrnuti: Wikipedia nabizi velké mnozstvi dostateéné kvalitniho obrazového
materidlu k tématu ploch (obr. 3.1), znalost ciztho jazyka je pii vyhleddvani
vyhodou. Vsechny informace z tohoto serveru je ale tfeba brit s rezervou.

3.3 GeometrieWerkstatt, Universitat Tiibingen

[8]

GeometrieWerkstatt je stranka oddéleni geometrie matematického institutu uni-
verzity v némeckém Tibingenu, kterd slouzi k prezentaci préace akademickych
pracovniku a doktorandu. Obsahuje i rozsdhlou galerii prevazné CMC ploch,
jsou zastoupeny i CGC plochy, napiiklad Mindingovymi plochami (viz oddil
2.1). Obrazky jsou velké s dobrym rozlisenim, velmi pusobivé graficky zpra-
cované, spise pro navozeni vizudlntho dojmu, nez ¢isté zobrazeni plochy (obr.
3.2). Galerie oplyvé barvami a ruznymi typy modeltd, od hladkych ploch po
modely ,.draténé“, nékde se objevuji i videa nebo moznost prohlizet plochy ve
3D. Celkové pusobi stranky dojmem, Ze maji popularizovat diferencidlni ge-
ometrii ploch. Tomu napovid4 i iplna absence parametrizaci ukazanych ploch,
prestoze nechybi slovni popis v angli¢tiné. Velkym kladem je systematickd klasi-
fikace podle vzniku a piibuznosti. Spole¢né s vysvétlujicimi texty jsou uvedeny
i odkazy do literatury. U nékterych ploch se navic jednd o vlastni objevy aka-
demickych pracovniki ustavu, naptiklad nékteré uvedené Willmoreovy plochy
spoluobjevil Prof. Dr. Franz Pedit.

Obrazek 3.2: Minding Breather z [§]
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Shrnuti: Galerie zobrazuje CMC a CGC plochy, roztiidéné podle puvodu
a piibuznosti. Obrazky jsou kvalitni a okomentované, naprosto ale chybi para-
metrizace. Znalost anglictiny nutné.

3.4 Algebraic Surfaces, Universitat Wien [9]

Stranky se nachazeji na serveru Videnské univerzity, v osobnim adresafi profe-
sora Herwiga Hausera. Galerie obsahuje sedmdesat tii ploch zadanych implicitni
funkei t¥i proménnych - algebraickych ploch. Autor zde vytvotil barevné obrézky
ploch zajimavych tvara (obr. 3.3). Pfi kliknut{ na obrézek nebo funkci se otevie
nové okno s obrazkem v rozliseni 500x500. Nic jiného galerie nenabizi.

Obrézek 3.3: Snéhové vlocka z [9]

Shrnuti: Stranky predvadéji jiny popis ploch, nez se kterym pracujeme ob-
vykle (pfestoze je mozné pocitat k¥ivosti implicitnich ploch, viz [3]). Podobnych
ukézek algebraickych ploch muZeme na internetu najit vice, tato nad nimi
vyniké rozsahem. Autor jesté podnitil fantazii ndvstévniku galerie pestrymi bar-
vami.

3.5 Virtual Math Museum [10]

Stranky galerie ploch na serveru Virtual Math Museum déli plochy do skupin po-
dle hodnoty Gaussovy a stiedni kiivosti a podle orientovanosti. Nejvétsi skupinu
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tvof{ minimdlni plochy (napf. obr. 3.4), kterym je vénovéna vlastni stranka.
Vétsina ploch postradd parametrizaci, jsou vSak anglicky popsany, véetné od-
kazu na literaturu. Ke kazdé plose je nabizeno nékolik obrazku v dobré kvalité
a dale skript, ktery umoznuje otac¢eni, zoom a také libovolné prebarveni plochy.

Obrazek 3.4: Costa plocha z [10]

Shrnuti: Galerie obsahuje velké mnozstvi dobrych obrazku, k tomu navic
i interaktivn{ vizualizaci. Zvl45t rozsdhld je skupina minimalnich ploch. Vétsina
ploch nema uvedenou parametrizaci, ale jsou okomentovany. Znalost anglictiny
nutna.

3.6 Curves and surfaces, Harvey Mudd College,
Claremont [11]

Tato galerie je dostupnd na serveru Harvey Mudd College v Claremontu v USA.
Kromeé ploch obsahuje také kiivky. Oddéleni ploch nabizi propracovany systém
klasifikace podle mnoha parametru. Kategorie jsou slovné popsany (v angli¢ting).
7Z velkého mnozstvi kategorii ploch uvedme piikladem tieba kvadriky, rozvinu-
telné plochy, minimdlni plochy (napfiklad obr. 3.5), rota¢ni plochy a mnoho
dalsich. Ke kazdé jednotlivé plose je uvedeno nékolik obrdzku v mensim, ale
dostacujicim rozliseni. U vétsiny ddle nasleduje parametrizace, diferencial plochy,
vypoctend Gaussova a stfedni kiivost, zndzornény grafy kiivosti a plocha obar-
vend podle hodnot kiivosti. Celd galerie je zaroven propojena kiizovymi od-
kazy, vedoucimi na souvisejici plochy. Nikde na strankach neni zminka o au-
torovi celého projektu, webova adresa vSak vede do osobniho adresate profesorky
Weiqging Gu, ktera se zabyva diferencidlni geometrii, tedy lze predpokladat, ze
se jednd o jeji dilo.
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Obrézek 3.5: Scherkova miniméln{ plocha z [I1]

tehled velkého mnozstvi kategorii
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4 Konstrukce rozvinutelné
prechodové plochy

Tato ¢ast prace je orientovana na ndvrh algoritmu, ktery by byl schopen kon-
struovat rozvinutelné plochy mezi dvéma prostorovymi kiivkami (korektni{ zaddn{
v oddilu 4.2), a jeho implementaci v softwaru Mathematica. Pokusime se nej-
prve shrnout duvody, pro¢ je uziteé¢né se tomuto tématu vénovat.

4.1 Motivace

Na problém konstrukce prechodu mezi dvéma objekty (rozuméj télesy) casto
narazime v technické praxi, nejcastéjsim ptripadem je propojeni dvou danych
profili (obr. 4.1). Navic se ¢asto pozaduje, aby byl pfechod snadno realizo-
vatelny pomoci bézné dostupnych materialii, pro ndzornost uvedme pléty plechu
[14]. Dals{m kritériem je ne pFilis ndroénd manipulace - nabiz{ se ohybéni plechu
nebo obrébéni kovovych masivu (frézovéni, brouseni). V ohybén{ plechu vidime
pfimou analogii s rozvinutelnou plochou, pfi obrabéni je mozné vyuzit rozvinu-
telné plochy jakozto obédlky systému rovin (viz ¢ést 2 tohoto textu) pro snadnéjsi
opracovani. Takovd specifikace vede na tlohu hledani rozvinutelné plochy s hra-
nicemi danymi objekty, které chceme propojit. Obecné tyto objekty mohou mit
libovolné tvarovany okraj (pfi napojovani ¢asti potrubi nds kupiikladu zajima
tvar jejich koncovych prufezu) a zaujimat jakoukoli vzéjemnou polohu.

Obréazek 4.1: Pfechodové plocha v praxi [13]
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Vyhody rozvinutelnych pfechodovych ploch jsou tedy jasné patrné, ovsem
mnozstvi komerénich softwarti presto vyuziva (byt velmi dobie ovladatelné)
spline plochy, jejichz realizace je podstatné slozitéjsi (napiiklad obecné nejdou
modelovat prédvé z plechu, bez vyuziti natahovdni ¢ stifhdn{), nebo obecné
piimkové plochy. Ani modelovaci software Rhinoceros, ktery moznost rozvinu-
telné prechodové plochy nabizi, neddva ve sto procentech spravné vysledky (viz
4.7). Dalsi studium v této oblasti je zddouci a mohlo by pfinést nové vysledky.

4.2 Zadani problému

Jsou déna dvé télesa s danym tvarem, velikosti a vzdjemnou polohou. Déle je na
kazdém z téles zaddna hranice, na niz ma dojit k napojeni druhého télesa (ne-
musi nutné jit o hranici télesal!). Tyto dvé hranice jsou prostorovymi kiivkami.

Definice 4.1. Jsou ddny dvé ruzné prostorové kiivky P(t) a Q(r). Plocha
R(u',v!), pro kterou plati ze

i) P(t), Q(r) jsou hranice plochy,

1)
ii) Gaussova kiivost K = 0 v kazdém bodeé,
1)

iii) neobsahuje samoprunik,

se nazyva rozvinutelnd prechodovd plocha mezi kiivkami P(t) a Q(r).

Vsimneme si pozadavku absence samopruniku. Je to opodstatnéna podminka,
nebot samoprinik by v praxi znehodnocoval viechna pozitiva rozvinutelnosti
plochy (oddil 4.1) a vytvérel slabé misto. Rozvinutelnd plocha je piimkova, jeji
povrch je tvofen piimkami, které prochazeji obéma kiivkami zadani. Podminka
iii) tedy jednoduse znamend, ze povrsky se nesmi na plose kiizit.

Problém konstrukce rozvinutelné prechodové plochy mezi dvéma kiivkami
muzeme pojmout nékolika zpusoby

a) Nalezeni parametrizace R(u!,v')
b) Sestrojeni konkrétnich pfimek plochy

¢) Aproximace plochy pomoci rozvinutelnych plata

Nalezeni konkrétni parametrizace je samoziejmé idedlni stav. Na zakladé
parametrizace plochy je mozné zkoumat jeji vlastnosti a lze ziskat libovolny
bod plochy. Musime si ale uvédomit, ze hledani takové parametrizace je obecné
velmi slozity problém, ktery vibec nemusi mit feseni (ptiklad v oddilu 4.4). Pro
nékterd trividlni zadani lze parametrizaci naopak stanovit velice snadno. Jsou to
ovsem konkrétni pripady, na které je potieba lidsky nahled. Reserse provedené
v rédmci této prace neddvaji jasnou odpovéd na otézku FeSitelnosti této tlohy.
V oddilu 4.4 se proto pokusime stanovit alespon néjakou mnozinu fesitelnych
zadani a uvést nefesitelné piiklady.
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Kdyz sestrojujeme jednotlivé povrsky plochy, prevedli jsme problém na jedno-
dussi: Hleddme ke kazdému bodu jedné kiivky odpovidajici bod kfivky druhé
tak, abychom je mohli propojit pifimkou. PloSe nélezi pouze ¢ast pfimky ohra-
nicena kiivkami zadani, tedy tsecka. Sestrojeni konkrétnich piimek plochy ma
oproti hleddni parametrizace tu vyhodu, Ze muzeme postupovat po dané kiivce
diskrétné, bod po bodu (samoziejmé s pozadovanou piesnosti) a dostaneme
vzdy soustavu rovnic (viz 4.5). Je to tedy univerzdlni postup, o fesitelnosti ale
zatim také nic nevime. Tento zpusob je analyzovan a pouzit v algoritmu. Je to
metoda vhodnda k pouziti pfi praktickych konstrukcich, nebof muZeme dostat
tvar plochy s pozadovanou pfesnosti.

Platovanim rozvinutelnymi platy se v minulosti zabyvalo mnozstvi autorta
(zajimavd metoda a shrnuti v archivnim ¢lanku [5]). Jak uvidime dale, je mozné
tento zpusob navazat na predchozi.

4.3 Rozbor

Soustiedime se na zkonstruovani jednotlivych piimek plochy. Jak uz bylo zminéno,
hledame ke kazdému bodu
A =P(ty)

bod
B e Q(r)

tak, aby lezely na téze povrsce plochy. V ¢asti 2 jsme vidéli, ze rovina te¢na
v libovolném bodé povrsky je tecnd podél celé této primky. V jedné roviné by
tedy musely lezet tecna ke kiivce P v bodé A, te¢na ke kfivce Q v bodé B
i spojnice bodu A a B (coz by vlastné byla ona povrska). Pouzijeme obvyklé
znaceni

,_ P

S dt’
dQ
I—_
Q_d'l"7
AB =B — A.

Vektory prvnich derivaci jsou smérovymi vektory tecen [I], vektor AB je smé-
rovym vektorem povrsky. Spojnice A a B muze byt povrskou, pokud tyto vek-
tory budou koplandrn{ (patiici do zaméfeni jedné roviny), neboli, ekvivalentné,
pokud te¢na kiivky P v bodé A a tec¢na kiivky Q v bodé B bude nélezet jedné
rovine.

Ze o hledanou pifmku nutné jit nemusi ukézeme na piikladu dvou kruznic,
lezicich v rovnobéznych rovinach. Pro jednoduchost necht spojnice stfedi téchto
kruznic je kolmd na jejich roviny (obr. 4.2a). Je ziejmé, ze ke kazdé tecné
kruznice existuji dalsi tecna, kterd je s ni rovnobéznd a body dotyku lezi naproti
sobé pies kruznici. Pouzijeme-li bod B1, ziskdme povrsku valcové plochy, zatimco
pouziti Bo vede na povrsku kuzelové plochy s vrcholem mezi kruznicemi. Povrsky
takové kuzelové plochy se ale kiizi a proto nemuze byt piechodovou plochou.
Méme feSeni, isecka AB nalezi rozvinutelné prechodové plose mezi kiivkami
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Q(t2) = Q1)

Plts) =Pt

Obrézek 4.2: Konstrukce povrsky

Nalézt mezi moznymi feSenimi to spravné muzeme pomoci dodateéné podminky
na vektory P’ a Q’: Vektory musi miFit do stejné poloroviny ohranic¢ené povrskou.

Ani tato zkouska oviem stdle jesté stoprocentné nezajistuje spravnost feseni.
Vyuzijme piedchoziho piikladu, pouze obrdtime parametrizaci kruznice Q(r),
jejf teené vektory ted budou mit opaény smér (obr. 4.2b). Jak je vidét, kiivky
se nezménily a tim padem se neméni ani prechodové plocha, ale test teénych
vektoru chybné uréi bod Bs za vyhovujici.

Méame tedy dvé moznosti: sladit parametrizace, coz se muze ukéazat jako
obtizné, ne-li nemozné, nebo kontrolovat, zda nedochazi ke kiizeni povrsek, to
by ale pfi velké pozadované piesnosti bylo zna¢né vypocetné narocné. Dalsim
omezenim tohoto ptistupu je fakt, ze vyuzivame derivace kiivek, jsme tedy teo-
reticky schopni zpracovat pouze ty kiivky, které maji derivace v kazdém svém
bodé. Protoze ale v praxi neexistuje dokonald hrana ani dokonaly vrchol, lze
si pfi pouziti vyse popsané metody (za cenu urcité nepfesnosti) dovolit kiivky
zaoblit a tim ziskat chybéjici derivace. Pii dosazeni pozadované husté struktury
povrsek pak naopak muzeme mezi jejich koncovymi body aproximovat kiivku

33



tseckami, ¢imz ziskdme c¢tytihelnikové platy. Tak mohl vzniknout i pfechod
mezi ¢tvercem a kruznici na obr. 4.1

4.4 Resitelnost

Nyni zkusime najit piiklady fesitelnych a nefesitelnych zadani. Za¢neme u nej-
jednodussich piipadu, rovinnych kiivek v prostoru. Kdyz a, § jsou dvé navzajem
ruzné roviny a P € o, Q € B jednoduché hladké konverni rovinné krivky ([1]),
pak se zda, ze rozvinutelnd prechodové plocha mezi P a @ existuje. Korektni
dukaz uvadét nebudeme, uvédomime si jen, ze hladkd kiivka mé derivaci v kaz-
dém bodé, navic spojitou. Odvalovanim tec¢ny po kiivce oto¢ime te¢nu o 360°,
tim oto¢ime i teény vektor. Déle se konvexni kiivka odchyluje od tecny stéle
na stejnou stranu, nejvyse te¢nu kopiruje, pokud je v tom misté pfiméa. Tim
také tecny vektor mén{ smér stdle na jednu stranu (a spojité). Vime, Ze se tec¢ny
vektor to¢i stle jednim smérem, a otoé¢i se o plny tihel. Protoze |8, existuje
pro kazdy vektor v « (tedy i tecné vektory kiivky P) teény vektor kiivky @,
ktery mé stejny smér (je kolinedrni, tim i koplandrni{), navic existuje i nejméneé
jeden tetny vektor ke @, ktery mé smér opacny. To nam ovSem ke konstrukci
povrsky prechodové plochy staci, podle parametrizace zbyva zvolit ten spravny
z rovnobéznych vektora. Jako piiklad ndm muzou slouzit kruznice a elipsa na
obrazku 4.3.

| " ’ "w

T

f

I

Obrazek 4.3: Prechodové plocha mezi kruznici a elipsou

Muzeme dale vyslovit domnénku, Ze stejné pujdou sestrojit rozvinutelné
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prechodové plochy pro jednoduché konvexni uzaviené kiivky, pokud roviny «, 8
budou ruznobézné, ale jejich prusecnice bude lezet mimo obé kiivky. Kdyz
se protnou te¢na kiivky P a teCna kiivky @, znamena to, ze tyto tecny jsou
ruznobézné a tedy nédlezi jedné roviné (jak jesté ukdzeme v oddilu 4.5). Body
dotyku takovych te¢en jsou mozné koncové body povrsky. (priklad takové plochy
najdeme v oddilu 4.7 na obriazku 4.7d). To vysvétluje pozadavek prusecnice
lezici mimo kiivky: Zadna teéna konvexni kiivky neprochézi vnitikem oblasti
ohranicené touto kiivkou. Tam ale nevyhnutelné sméfuji nékteré tecny druhé
kiivky, ¢imz se odhaluji body, pro které neexistuji povrsky, piiklad vidime na
obrézku 4.4. Vyjimkou jsou kfivky, které se na této pruseénici ve dvou bodech
protinaji, takze zddné te¢ny nemiti do vnitiku oblasti vymezené druhou kiivkou
(obr. 4.5).

Obrézek 4.4: Piechodové plocha dvou kruznic v kolmych rovindch neni rozvi-
nutelna

Dalsi skupinou zadéni jsou pifechodové plochy na hranici urcené dvéma
Bézierovymi kiivkami ([5]). V literatufe lze najit podminku, kdy je fesitelnost
zarucena: Je ddna jedna Bézierova kiivka s koncovymi body z; a x4, druhé s kon-
covymi body 41 a y2. Pokud tyto Bézierovy kiivky lezi v rovnobéznych rovinéch,
T1,Y1 & Ta, Y2 jsou rovnobézné piimky a prumét této hranice do soufadnicové
roviny je obdélnik, pak lze sestrojit rozvinutelnou Bézierovu plochu na téchto
hranicich ([6]). Z dalsich pramenu napiiklad v [7] jsou ddny podminky pro
tvar Bézierovy kiivky tak, aby prechodové plocha mezi ni a danou libovolnou
Bézierovou kiivkou byla rozvinutelna.

Uvedli jsme jiz jeden ptiklad nefesitelného zadani, zminime jesté dalsi: Obecné
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Obrézek 4.5: Pfechodova plocha dvou protinajicich se kruznic

budou potize pusobit pfechody mezi uzavienymi a otevienymi kiivkami, ac
budou-li kone¢né, feSeni existovat muze. Dalsim problémem jsou piechodové
plochy konvexnich a nekonvexnich rovinnych kiivek. V praxi nastésti vétsina
profila, které je tieba propojit, méa ,rozumny* tvar.

4.5 Stavba algoritmu

Pripomenme znaceni z oddilu 4.3:

A =P(to)
B e Q(r)
,_ dP
dt’

dQ

r_ 7™
Q' = e
AB =B — A.

Vyuzijeme poznatku z rozboru. Piedpoklddejme, ze kiivky nejsou parametri-
zovény protichudneé (algoritmus testovani parametrizace zde nenf zahrnut). Nej-
prve je tieba zajistit, ze kiivky budou reguldrni (vyhladit piipadné zlomy).
To muzeme udélat naptiklad nahrazenim kiivky v okoli singularity obloukem
kruznice.
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Pozndmka: Pievod nebude soucésti implementace v ramci této prace, jelikoz
diskrétni postup umozinuje singuldrni body jednoduse pteskocit. Implementace
zde bude predevsim za tcelem demonstrace funkénosti algoritmu konstrukce
povrsek, nema za cil vytvoreni kompletniho softwaru.

Daéle postupujeme v krocich (pocet kroku je ddn pozadovanou pfesnosti) po
kiivce P a hleddme ke kazdému bodu A takové r, ze vektory P, Q' a AB
jsou koplanarni. Teéné vektory P’ a Q" podle definice reguldrni kiivky existuji
a jsou nenulové. Hleddme postup, jakym koplandrnost vektoru ovérit. Vime, ze
vektory nalezi zaméteni jedné roviny, pokud jsou linedrné zavislé, neboli existuje
linearni kombinace

)\1-P/+)\2-QI+)\3-AB=0.
Nevyhoda takové rovnice je, ze obsahuje ¢tyti neznamé, protoze
AB = AB(r)

Q =Q'(r)
Pokusime se jednu nezndmou eliminovat. Vydélime celou rovnici ¢islem Ag.
Tim se ndm ovSem rovnice rozpadd na dva piipady:

1. A3 # 0, v tom piipadé ziskdvame rovnici

;—;-P’+;—§-Q’+AB=O
;—;-P’—i—i—z-Q’:—AB
i—;-P’+i—z-Q’:—B+A
B+;\—z-Q':A—§\\—;-P’
B+u-Q =A+s5-P (I)

coz je rovnice pruse¢iku tecen kiivek v bodech A a B.
2. A3 = 0, v tom piipadé nemuzeme provést vydéleni, ale jedna nezndmg
nam stejné zmizi:
AP +X-Q +0-AB =0
AP+ - Q' =0
M-Pl=—-X-Q

A1 / /
2 p =
Ao Q
v P =Q/ (I1)

coz je rovnice kolinearity (rovnobéznosti) dvou vektoru.

Rovnice I m4 jiz jen t¥i nezndmé, rovnice II pouze 2 a mizeme je Fesit, nu-
mericky, nebo symbolicky. Za¢neme obecnéjsim piipadem, hleddnim pruseciku
teCen, a tesime rovnici I. Pokud nenajdeme zadné feSeni, muze to znamenat,
7e tecny jsou rovnobézné. Resime tedy rovnici II. Pokud ani zde nenajdeme
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feSeni, znamend to, ze tetny jsou mimobézné a v bodé A neexistuje povrska.
Kdyz ale néjaké feseni méame, musime se presvédcit, zda je spravné. Chceme
ziskat parametr r, feSeni oviem dostaneme ve tvaru

r
S
u

(+)

pro rovnici IT (pfi implementaci v pocitaci jsou vektory v naprosté vétsineé
fadkové).

V prvni rovnici jsou s a uw hodnoty parametru tecen v pruseciku. Pokud
je parametr kladny, lezi bod ve sméru teé¢ného vektoru, v ptipadé zdporného
parametru je smér opa¢ny. Teéné vektory tedy smétfuji do stejné poloroviny,

vvvvv

pro rovnici I a

pfesny pomér mezi te¢nymi vektory. Je-li v > 0, maji vektory stejny smeér. Vy-
bereme nyni jen ta feseni, kterd dodate¢né kritérium o sméru vektoru, stanovené
v oddflu 4.3, spliuji. Pokud je jich vice, vybereme jedno Fesenf tak, aby AB(r)
bylo co nejkratsi, a prohlasime usecku AB povrskou.

Nalezenou povrsku AB ulozime do pole povrsek a postup opakujeme v dal§im
bodé kiivky P. Po zpracovani celé kiivky P aplikujeme stejny algoritmus na
kiivku Q, abychom docilili rovnomeérnéjsiho rozlozeni povrsek po obvodu obou
kiivek.

4.6 Implementace

Algoritmus byl implementovan v prostiedi Mathematica 8.0 jako soubor note-
book s nékolika metodami a aktivnim prvkem k ovladani vstupu a vystupu. Jako
hlavni a jediny viditelny vystup je pouzito dynamické komponenty Manipula-
te, ktera poskytuje interaktivni vyhodnocovani vnofeného vyrazu na zakladé
ovladacich prvku. Timto vyrazem je zobrazeni zadanych kiivek, slou¢ené s vo-
lanim hlavni metody prechod. Zdrojovy kéd je pfimo okomentovan, program se
nachdzi na ptilozeném CD (Pfiloha 1). Nyni ndsleduje piehled vsech implemen-
tovanych metod s jejich vstupnimi parametry a popisem funkénosti:

e method1[AB] - tato metoda mé za vstupni parametr pouze vektor AB
a hleda takovou hodnotu parametru r = ro, aby B = Q(rg) = A.

e method2[tp, tg, t0] - vstupnimi parametry metody jsou tecné vektory
kiivek a hodnota t = ¢y parametru t v bodé A. Hledd hodnotu parametru
r = rg tak, aby P’'(to)||Q’(ro)-

e method3/Q, tp, tq, t0, Pt0] - vstupnimi parametry jsou celd kiivka Q, tecné
vektory k obéma kiivkdm, hodnota parametru ¢t = tg v bodée A = P(tg)
a sdm bod A. Hledd hodnotu parametru r = ry takovou, ze teéna ke kfivce
Q v bodé Q(rp) protind tecnu kiivky P v bodé A.
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e plochal[P, Q] - vytvaii pole povriek, Vypoéteny(;? z kiivky P na kfivku
Q. Krokuje parametr ¢ €< 0;27 > s krokem — (pfednastavend hod-

nota) a v kazdém kroku hledd povrsku z bodu A = P(t). Vold metody
method1,method2 a method3 pro vypocet moznych koncovych bodu povrs-
ky. Poté zkontroluje, zda FeSeni prochézi kritériem sméru teénych vektoru
(viz oddily 4,3,4.5) a ur¢i bod B, feseni nejblizsi bodu A. Nakonec ulozi
povrsku jako dvojici bodu A B a pokracuje dalsim krokem.

e prechod[P, @] - hlavni metoda, vstupnimi parametry jsou kiivky P(t)
a Q(r), tifslozkové vektorové funkce jedné redlné proménné. Metoda spousti
metodu plochal z jedné kiivky na druhou a potom naopak. Oba vysledky
slou¢i do jednoho pole povrsek a ptipravi k vykresleni.

Chybové a varovné hldsky jsou oSetfeny pouze nejzékladnéjsim zpusobem,
vétsina z nich je jednoduse potlacena. Vzhledem k pouze demonstra¢nim ticelum
této implementace je to dostateéné. Samoziejmé se nam ale snizuje schop-
nost rozpoznat nastalou situaci a vyhodnotit, zda je zadani fesitelné. Skutecéné
dukladné zpracovani chybovych vystupt by umoziiovalo stanovit existenci nebo
neexistenci feseni s velkou pravdépodobnosti.

Program se spousti v prostiedi Mathematica a slouzi ke konstrukei ¢arové
kostry rozvinutelné prechodové plochy mezi dvéma kiivkami. Je v ném predde-
finovano nékolik kiivek, dalsi muze uzivatel pridat ptipsanim do notebooku. Po
prvotnim vyhodnoceni notebooku (funkce Evaluate notebook) se zobrazi panel
s ovladacimi prvky: Dva posuvniky, k a [, pro vybér kiivek a tla¢itko Generovat.
Také je vykresleno zadéni a feSeni pocateéni konfigurace [k = 1,1 = 1]. Uzivatel
muze zadat nékterou z kombinaci kiivek a klepnout na tlac¢itko Generovat. V zo-
brazovacim okné jsou vypsany hodnoty konfigurace, do jednoho grafu se vykresli
zadané kiivky a ve druhém grafu se po pfepocteni objevi ¢arova kostra plochy.
Pokud systém neumi plochu vypocitat, nahlasi selhani.

4.7 Zhodnoceni vysledki

Program Generdtor ploch je spise ukizkovou implementaci vytvoteného algo-
ritmu. Je schopen konstruovat povrsky rozvinutelné prechodové plochy mezi
dvojicemi preddefinovanych hladkych kiivek (obrazky 4.3, 4.5, 4.6b, 4.7d).
Tyto kiivky jsou vybrany tak, aby reprezentovaly nékolik redlnych moznosti, a¢
jisté ne vSechny. Jedna se o kruznice, elipsy a Sroubovice. Po spusténi se program
pokusi najit co nejvétsi mnozstvi povrsek podél jedné i druhé kiivky, a zobrazit
je. Nekontroluje parametrizace ani k¥izeni povrsek, uzivatel musi tedy sdm za-
jistit, aby kfivky nebyly parametrizovdny protichudné (viz rozbor v odd{lu 4.3).
Preddefinované kiivky jsou parametrizovany ,spravné“. Program také nehlida
celistvost ploch, neexistenci feSeni oznami pouze, pokud nenalezne ani jednu
povrsku. Tyto funkce jsou velmi podstatné, co se tyce dalsiho rozvoje softwaru,
ovsem pro demonstraci algoritmu nutné nejsou a jejich vynechani ma pozitivni
vliv na pfehlednost a srozumitelnost kédu.
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Generdtor ploch v sou¢asném stavu je vhodnym zakladem pro dalsi rozsiteni
a vylepseni: Pomérné jednoduchym krokem by bylo umoznit uzivateli zadavat
vlastni kiivky. Déale by bylo mozné ptejit od tisecek ke skuteéné plose pomoci
¢tyfthelnikovych platu mezi povrskami (viz oddil 4.3). Vhodnd optimalizace
pouzitych vypoctovych metod i programovych struktur muze snizit vypocetni
a casovou narocnost. PIné zprovoznéni systému rozpoznani fesitelnosti by vy-
zadovalo implementaci aparatu na podchyceni a vyhodnoceni chybovych hldsek
a varovani prostiedi Mathematica.

V oddilu 4.1 jsme zminili chyby, kterych se dopousti pti konstrukei ploch
systém Rhinoceros. Uvedme nyni dal3{ pifklady téchto chyb a srovnejme je
s vysledky naseho programu.

Obrézek 4.6: Pfechodova plocha mezi dvéma pulkruznicemi

Méjme dvé pulkruznice v rovnobéznych rovindch (obr. 4.6a). Vidime, ze
vysledné plocha vytvoiend v prostiedi Rhinoceros obsahuje ,hranu“ - mnozinu
singularnich bodu. Na obrazku 4.6b je stejna tiloha feSend programem Generdtor
ploch, je celistva plocha. Protoze jednotlivé usecky splnuji kritéria povrsek roz-
vinutelné plochy (coz vychézi ze struktury algoritmu), muzeme feSeni povazovat
za spravné. Toto zadéni je k dispozici preddefinované v programu na piilozeném
CD (piiloha 1), nastaveni [k = 1,1 = 1]
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Obrézek 4.7: Ptechodova plocha dvou kruznic v riznobéznych rovinach

Zadany jsou dvé kruznice v ruznobéznych rovindch. Na obrézcich 4.7a-c je
opét patrnd chyba (ve skutecnosti dokonce dvé chyby, ,hrana“, a ,dira® v plose).
Na takto zadanych kruznicich lze totiz sestrojit hladkou plochu, jak jsme vidéli
v oddilu 4.4. Program Generdtor ploch vytvoii plochu na obrazku 4.7d. Jedna
se opét o celistvou plochu, jednotlivé tsecky jsou povrskami a mame tedy feSeni
(Piiloha 1, preddefinované zadani [k = 3,1 = 3]).

Posledni piiklad uvedeme bez srovnani. Jak je napsano v oddilu 4.4, 1ze se-
strojit rozvinutelnou piechodovou plochu i mezi dvéma Bézierovymi kiivkami,
pokud spojnice jejich pocatecnich bodu a spojnice koncovych bodu jsou ro-
vnobézné. Mame dvé Bézierovy kiivky (nyni navic v raznobéznych rovinéch,
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Obrézek 4.8: Ptechodova plocha mezi dvéma Bézierovymi kiivkami

obr. 4.8a). Rhinoceros spravné vypocte prechodovou plochu, jeji rozvinuti (obr.
4.8b) se v8ak nepochopitelné rozpada na nékolik segmentu.
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Zaver

V bakaldrské praci Krivosti ploch a jejich aplikace jsme se zaobirali nékolika
hlavnimi body:

Zavedli jsme pojmy normalové, Gaussovy a stiedni kiivosti ploch, popsa-
li t¥idéni ploch podle kiivosti a ukézali pfiklady. Obsdhleji jsme se vénovali
minimélnim, a hlavné rozvinutelnym plochdm.

Déle byly jmenovany a komentovany internetové zdroje, pojednavajici o plo-
chéch, hlavné z hlediska dostupného obrazového materidlu. Provedli jsme hod-
noceni internetovych stranek s galeriemi ploch na zakladé nékolika kritérii, jme-
novité piistupnosti, kvality, kvantity, ucelenosti a dalsich. U kazdého zdroje byl
pak shrnut celkovy ptinos.

Na zaveér jsme prozkoumali téma rozvinutelnych pfechodovych ploch. Pou-
kézali jsme na souvislost mezi modelovanim ploch a technickou praxi, také jsme
zaznamenali nékteré nedokonalosti pouzivanych softwart. Jako hlavni produkt
této ¢asti prace se podafilo navrhnout univerzalni algoritmus, ktery je schopen
konstruovat rozvinutelné prechodové plochy mezi prostorovymi k¥ivkami, a ¢as-
teéné ho implementovat (v tom smyslu, Ze, program nedokéze spolehlivé uréovat
celkovou Fesitelnost a neni stoprocentné uéinny).

Prace muze slouzit jako pomucka pii studiu zékladu diferencidlni geometrie
ploch, nebot je kladen diraz na vizualni pfedstavu a pochopeni souvislosti.
Téma rozvinutelnych prechodovych ploch zde vSak neni zdaleka vycerpané a je
mozné se jim do budoucna dale zabyvat.
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Prilohy

1. Generdtor ploch.nb - soubor notebooku prostiedi Mathematica, obsahuje
program generatoru ¢arovych modelu ploch. Na ptilozeném CD.

2. pics.zip - soubor archivu s obrézky, pouzitymi v praci, v plném rozliseni.
Na piilozeném CD.

3. BP_Hellus.pdf - soubor s elektronickou verzi tohoto textu. Na pfilozeném
CD.
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