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Abstrakt

Tato bakalarska prace je zamérena na vicebodové okrajové tlohy, zejména na tvar vlastnich
¢isel prislusnych diferencialnich operatori a Fucikovo spektrum. Nejdiive vySetfujeme Ne-
umannovu a periodickou okrajovou tlohu, poté se zabyvame ti¥ibodovou okrajovou tulohou,
ktera obé pfedchozi tlohy propojuje. Hlavni vysledky préace se tykaji tfibodové okrajové
tlohy s tlumenim, pro niz jsou analyticky odvozeny hodnoty parametri, pro které ma
tato tloha pouze trivialni feSeni. Dale je provedena numerickd konstrukce Fucikova spek-
tra a konstrukce jeho nepfipustnych oblasti, tj. mnoziny bodi, které do Fucikova spektra
nepatii.

Klicova slova: okrajova tloha, vicebodova okrajova tloha, vlastni ¢isla, Fucikovo spek-
trum, nepiipustné oblasti Fucikova spektra

Abstract

This Bachelor Thesis is devoted to the multi-point boundary value problems, the eigenva-
lues and the Fucik spectrum of the corresponding differential operators are investigated.
First, the Neumann and the periodic boundary value problem are studied, then the three-
point boundary value problem, which connects both previous problems, is investigated.
Main results of this Thesis concern the three-point boundary value problem with damping.
We provide the analytic description of the values of parameters for which the problem
has only the trivial solution. Finally, the numerical construction of the Fu¢ik spectrum is
provided as well as the construction of its inadmissible sets (i.e. the sets of points, which
do not belong to the Fuéik spectrum).

Keywords: the boundary value problem, the multi-point boundary value problem, eige-
nvalues, the Fucik spectrum, inadmissible sets of the Fucik spectrum
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Kapitola 1
Uvod a zakladni pojmy

Tématem této bakalarské prace jsou nékteré vicebodové okrajové tlohy a to i s tlumenim.
Jako motivaci za¢neme s matematickym kyvadlem a uplatnénim diagramu feseni a Fu-
¢ikova spektra v modelu nékolika matematickych kyvadel. V kapitole 2 se budeme zaby-
vat dvoubodovymi okrajovymi tlohami, konkrétné Neumannovou a periodickou okrajovou
tlohou. Najdeme vlastni ¢isla a sestrojime Fucikovo spektrum prislusnych diferencialnich
operatori. V kapitole 3 se budeme zabyvat tribodovou okrajovou tlohou, které tvori pre-
chod mezi Neumannovou okrajovou tlohou a periodickou okrajovou tlohou. Odvodime
tvar vlastnich ¢isel. V posledni kapitole 4 prozkoumame analyticky i numericky chovani
a nékteré vlastnosti tribodové okrajové tilohy s tlumenim a numericky sestrojime Fucikovo
spektrum s nepiipustnymi oblastmi (tj. mnoziny bodi, které do Fuc¢ikova spektra nepatii).

1.1 Existence a jednoznacnost reSeni

M¢jme zadanu linearni diferencialni rovnici druhého rfadu

y'(@) + by () + My(z) = f(x), zel, (1.1)

kde I je interval, b >0, A € R a f = f(z) je realna spojita funkce. ReSenim diferencialni
rovnice (1.1) rozumime funkci y = y(z) z prostoru C*(I), ktera splituje ve viech bodech
x € I diferencialni rovnici.

Diferencialni rovnici druhého fadu (1.1) muZeme prevést na ekvivalentni soustavu dife-
rencialnich rovnic prvniho fadu (viz |7])

yi () = yo,
Yp(r) = —bya(z) — Ay (z) + f(2). (1.2)

Oznacime-liy(z) = (y1(z), y2(x)) a f = f(2,y(2)) = (fi(2,y(2)), fo(z,¥(x))), kde fi(z,y(z)) =
?E(:p),(ﬁ)gm,y(x)) = —bys(z) — M\y1(z) + f(x), muzeme soustavu (1.2) zapsat jako y'(x) =
z,y(x)).

Poznamka 1.1. Uvazujme rovnici (1.1). Konstantu b > 0 u ¢y’ nazveme podle jejiho
fyzikadlniho vyznamu tlumenim.



1.1. EXISTENCE A JEDNOZNACNOST RESENI

Diferencialni rovnice (1.1) pro f = 0 je homogenni diferencialni rovnice s konstantnimi
koeficienty. Fundamentalnim systémem homogenni diferenciélni rovnice rozumime systém
funkei (jejich pocet odpovida fadu diferencialni rovnice, tedy pro diferencialni rovnici (1.1)
pro f = 0 rozumime systém dvou funkei), které jsou feSenim homogenni diferencialni rov-
nice a jsou linearné nezéavislé. Pro homogenni linearni diferenciélni rovnici dokédzeme vzdy
sestrojit fundamentalni systém. Obecné TeSeni linedrni homogenni diferencialni rovnice do-
staneme jako linedrni kombinaci prvki fundamentalniho systému. Obecné FeSeni linearni
rovnice s pravou stranou dostaneme jako linedrni kombinaci prvka fundamentélniho sys-
tému, ke které pricteme partikularni feSeni, tj. libovolné feseni rovnice s pravou stranou.
Obecnym FeSenim lze zapsat vSechna feSeni diferencialni rovnice (1.1).

1.1.1 Podcatecni uloha

Pocatec¢ni ulohou druhého fadu s rovnici (1.1) rozumime

y'(x) + by (x) + My(x) = f(z), zel,
y(@o) = wo, (1.3)
Y (w0) = yo,

kde g € I,90,y5 € R. Pocateéni podminky y(zo) = yo,y'(z0) = yj mizeme zapsat jako
y(z0) = yo, kde yo = (vo0,93)- £ = f(z,y) je definovana na D = {(x,y) : |z — zo| <
¢, |ly — yol| < d}, kde ¢,d jsou libovolné realné konstanty. Zapisem ||.|| rozumime 1-normu
v R? g [yl = fyi] + [yl

Véta 1.2 (Existence a jednoznac¢nost feseni soustavy diferencialnich rovnic prvniho fadu).
Necht £ je spojitd v obou slozkach a f spliiuje Lipschitzovu podminku (vzhledem k'y) na
D ={(z,y) : [z — x| < ¢, [ly = yol < d}. Oznacme

M = max [ (z,y)]|,

_ d
h = min <c, M)

a necht' I = (xo — h,xo + h) je interval. Potom ezistuje prdvé jedno feSeni pocdtecni tlohy
(1.3) na intervalu I.

Diikaz. Viz |2, véta 7.1, strana 22].

Musime ovérit predpoklady véty 1.2 pro diferencialni rovnici (1.1), kterou jsme prevedli
na ekvivalentni soustavu diferencialnich rovnic (1.2). Soustavu (1.2) mtzeme zapsat jako
y = f(z,y), kde f = (y2, —bys — Ay; + f). Vektorova funkce f je spojita v obou slozkach.
Aby f splnila Lipschitzovu podminku (vzhledem k y), musi existovat konstanta L > 0
takova, ze pro v8echna (z,y), (z,¥) € D plati

[(z,y) = £(z,9)I] < Llly = ¥1.



1.1. EXISTENCE A JEDNOZNACNOST RESENI

Vyuzitim vlastnosti normy muzeme psat (viz [1])

[f(z,y) — (2, 5)]

[(y2, —by2 — Ays + f) — (92, —bga — Ay + f)]
1(y2 — G2, —bya — A1 + f +bga + Mg — f)|
= [[(y2 — %2, =A(y1 — 91) — b(y2 — %))

= |y2 — | + | = Ay — 1) — b(y2 — )|
<=My =gl + QX+ =0)ly2 — v

< max{| = A[,1+ | = b[}(|y1 — 41| + [v2 — [
= max{|A|, 1 + b}y — ¥/

Nasli jsme Lipschitzovu konstantu L = max{|A|, 1+ b} nezavislou na volbé ¢, d. Diky tomu,
ze f je spojita v obou slozkach a splhuje Lipschitzovu podminku, spliuje f predpoklady
véty 1.2. Proto ma pocateéni uloha (1.3) pravé jedno feSeni. O

1.1.2 Okrajova uloha

Uvazujme interval I = (zg, 7). Okrajovou tlohou druhého fadu rozumime diferencialni
rovnici druhého Fadu a okrajové podminky y(xo) = o, y(z1) = y1, ¥ (z0) = 44,9/ (z1) = 5,
kdy zname alesponi jednu podminku v obou krajnich bodech intervalu a yo, 1,44, y1 € R.

Dosazenim obecného feseni do okrajovych podminek dostaneme soustavu dvou linear-
nich rovnic pro konstanty C7, Cs, které jsou konstantami linearni kombinace prvku funda-
mentéalniho systému.

Necht feseni diferencialni rovnice je urceno jednoznacné az na konstanty. Okrajové tiloha
mé pravé jedno TesSeni, pokud matice soustavy pro konstanty je regularni. Je-li singularni,
soustava, tedy i okrajova tloha, bud feSeni nemé, nebo jich mé nekoneéné mnoho.

Diferencialni rovnici druhého fadu s okrajovymi podminkami tvaru y'(zg) = 0,4/ (x1) =
0 nazveme Neumannovou okrajovou tilohou. Periodickou tlohou rozumime diferencialni
rovnici druhého fadu spolu s podminkami y(z) = y(z + T'),T > 0. Periodické okrajové
podminky muzeme zapsat ve tvaru y(0) = y(7'),y'(0) = ¢'(T).

1.1.3 Obecné reSeni homogenni rovnice

M¢jme diferencialni rovnici
y'(z) + by'(z) + My(z) = 0. (1.4)

Nejdiive uvazujme b = 0. Pfedpokladejme, Ze feSeni rovnice (1.4) ma tvar y(z) = e,
Dosadime-li toto feseni do diferencialni rovnice (1.4), dostaneme e**(a? + \) = 0. Tedy
y(z) = ™ je feSenim (1.1), je-li a kofenem tzv. charakteristického polynomu a? + A = 0.
Dalsi postup rozdélme na tii pripady.



1.1. EXISTENCE A JEDNOZNACNOST RESENI

1. Pro A < 0 méa charakteristickd rovnice tvar a®> + A = 0, tedy jeji kofeny jsou
a1 = +£v/—=\. Tim ziskime dvé feseni y,(z) = eV, yp(2) = ¢”V~>*. Z nenulo-
vosti Wronskianu
eV e~V

V=AeV 2 /T e VA

plyne, Ze FeSeni yy, y» jsou linearné nezavislé, tedy tvori fundamentalni systém. Obecné

feseni rovnice (1.4) pro A < 0 ma tvar y(x) = CreV=2 4 Che V=2 kde Cy, Cy € R,

protoze obecné feSeni diferencialni rovnice je tvoreno linedrni kombinaci prvki fun-

damentalniho systému.

W(x):det[y,l yf}:det{ 9T £0

Y1 Yo

2. Pro A = 0 mé charakteristickd rovnice jeden dvojnasobny koten a; o = 0, tedy jedno
feseni diferencialni rovnice ma tvar y;(r) = 1. Linedrné nezavislé k feSeni y; je
feSeni y(x) = . Proto ma obecné feSeni diferencialni rovnice (1.4) pro A = 0 tvar
y(l‘) =C1+ OQI, kde Ol, Cy € R.

3. Pro A > 0 jsou FeSenim charakteristické rovnice komplexni ¢isla a2 = +v/\i. Fun-
damentalni systém ma tedy tvar {eY7 e=VAir} Protoze linearni kombinace feseni
diferencialni rovnice (1.4) je také jejim FeSenim, muZeme ziskat redlné FeSeni uzitim
Eulerovy identity. Linearni kombinace zvolime ve tvaru

Viz —V iz

% = cos(VAz),

eﬁix_e—\/xim

s = sin(VAz).
i

Protoze cos(vAz) a sin(v/Az) jsou linearné nezavislé funkce, ziskame realny funda-
mentalni systém {cos(v/Az),sin(v/Az)}. Obecné feseni rovnice (1.4) pro A > 0 ma
tvar y(z) = C cos(vVAz) + Cysin(v/Az), kde Cy, Cy € R.

Celkem muzeme zapsat obecné feSeni diferencialni rovnice (1.4) pro b = 0 jako

CreV=2 4 Che=VAz, pro A < 0,
y(x) =< Cy + Cax, pro A =0, (1.5)
Cy cos(VAz) + Cysin(v/Az), pro A >0,

kde C1, Cy € R. V8echna FeSeni rovnice (1.4) pro b = 0 miuzeme tedy zapsat pomoci obec-
ného fesenf (1.5).

Pro b > 0 dostaneme podobnymi tvahami jako pro b = 0 obecné feSeni diferencidlni
rovnice (1.4)

y(r) = Cle_%bx + Cgme_%bx, pro A = (
Cre2b" cos(y/ A — (b/2)2x) + Che 3" sin(1/ X\ — (b/2)2x), pro A > (

4

N N[ N|o
SN—

V) [N
—~
[
(@)
SN—



1.2. FUCIKOVO SPEKTRUM

kde C1, Cy € R. Poznamenejme, Ze obecné feseni (1.6) pro b — 07 prechazi v obecné feseni

(1.5).

1.2 Fucikovo spektrum

Necht f je realné funkce. Jeji kladnou ¢asti rozumime funkei f* = max{f,0} a zdpornou
¢asti funkei f~ = max{—f,0}. Ziejmé plati f = f* — f~. Ukazku kladné i zaporné ¢asti
jisté funkce vidime na obrazku 1.1.

YA y = f(x)A YA y=[ft(x) YA y=f"(x)

Obrazek 1.1: Kladné a zaporna ¢éast funkce.

]y
]Y
]Y

Rovnici (1.4) muZeme ekvivalentné piepsat pomoci kladné a zaporné ¢asti funkce y jako
y"(x) + by (x) + Ay"(z) — Ay~ () = 0.
Uvazujeme-li koeficienty u kladné a zaporné ¢ésti obecné ruzné, dostaneme

y'(x) + by (2) + ay™ (2) — By~ (x) =0, (L.7)

kde a, 3 € R. Dvojici (o, ) € R?, pro kterou mé rovnice (1.7) netrividlni ¥egeni, budeme
nazyvat Fuc¢ikovym vlastnim ¢islem. Mnozina vSech Fucikovych vlastnich ¢isel se nazyva
Fuc¢ikovo spektrum. Definici Fu¢ikova spektra uvedeme v nasledujicich kapitolach pro kazdy
diferencialni operator zvIAst.

1.3 Matematické kyvadlo

Nejjednodussim modelem kyvadla je matematické kyvadlo, kterym rozumime matematicky
model kyvadla. U matematického kyvadla zkoumédme hmotny bod zavéSeny na pevném
vlaknu zanedbatelné hmotnosti. Zanedbavame odpor vzduchu a tfeni v zavésu. Gravita¢ni
pole povazujeme za homogenni.

1.3.1 Odvozeni rovnice

Je-li kyvadlo vychyleno z rovnovazné polohy, na hmotny bod o hmotnosti m na konci zavésu
pisobi kolmo dolu tiha G o velikosti G = mg, kde g je velikost gravitacniho zrychleni.
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1.3. MATEMATICKE KYVADLO

Obrézek 1.2: Matematické kyvadlo.

Situaci vidime na obrazku 1.2. Tihu rozlozime na dvé slozky. Slozka F, plisobici ve sméru
zaveésu pri pohybu kyvadla napina vlakno. Pro odvozeni rovnice matematického kyvadla
nas zajima slozka, ktera je kolma na zavés a pusobi proti sméru pohybu. Jeji velikost
vyjadiime jako ' = mgsin@, kde 6 je orientovany thel vychyleni kyvadla od rovnovézné
polohy. Uhel @ je proménny v ¢ase. Tiha piisobi na kyvadlo momentem M vzhledem k ose
kyvadla. Pro velikost momentu plati M = —[F = —Imgsinf, kde [ je délka zavésu. Pro
moment soucasné plati M = J6, kde J = mi? je moment setrvacnosti kyvadla vzhledem
k jeho ose. Celkem dostaneme
ml*6 = —lmgsiné,

tedy pohybova rovnice matematického kyvadla je diferencialni rovnici a ma tvar
0 + % sinf = 0.

Pro malé vychylky asi do 5° miizeme misto sinf uvazovat 6, protoze absolutni chyba
Taylorova rozvoje prvniho fadu funkce sinus kolem nuly je do p&ti stupiitt mensi nez 107°.
Potom dostaneme linearizovany tvar rovnice

i+ %9 ~0. (1.8)

Linearnim piipadem, tedy rovnici (1.8), se budeme zabyvat v dalsich kapitolach. Pohyb
kyvadla mizeme popsat periodickou okrajovou tlohou

O(t) + ¢sinf(t) =0, te(0,7),
0(0) = 0(T), (1.9)

0'(0) = 0'(T),

kde T je doba periody. Porovnani nelinedrniho modelu (1.9) a linearizovaného modelu

i(t) + 90(t), e (0,T),
0(0) = 0(T), (1.10)
0'(0) = 6'(T),

6



1.3. MATEMATICKE KYVADLO

vidime na obrazku 1.3, kde je zobrazen diagram feSeni pro oba piipady a uvazujeme \ = 9.
Modfe je zobrazen diagram feSeni pro linearizovanou tlohu a ¢erné je diagram feSeni pro
nelinearni ulohu. 7 diagramu je patrné, ze ¢im vice vychylime kyvadlo od rovnovazné
polohy, tim vétsi bude rozdil mezi chovanim obou modeli. Navic pro malé vychylky si
diagramy velmi dobfe odpovidaji.

9(0)1\

>y

\

Obrazek 1.3: Diagramy feseni nelinearni tlohy (1.9) (¢erné) a jeji linearizace (1.10) (modie).

1.3.2 Model nékolika matematickych kyvadel

Znamou aplikaci je model nékolika matematickych kyvadel, tzv. Pendulum Waves. Jedna
se o model nékolika navzajem nezavislych kyvadel s rtiznymi délkami zavést na tyci. Na
model se divame zepfedu, takze po rozkyvani vSech kyvadel vidime zajimavé jevy, které
pripominaji viny.

Obrazek 1.4: Urceni délek zévést z diagramu feSeni.

Experiment probiha nésledovné. Nejdiive se vSechna kyvadla vychyli o stejny thel a
potom se bez buzeni s nulovou pocéatecni rychlosti nechaji kyvat. Vsechna kyvadla se po
urc¢ité dobé v jednu chvili dostanou do vychozi polohy. Tim je urcena spole¢na perioda T’
kyvadel. Volbou spole¢né periody vsech kyvadel jsou uréeny vhodné délky zavési. Nasim
cilem je najit zptsob, kterym tyto délky urcéime.
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1.3. MATEMATICKE KYVADLO

Periodu T bereme jako predem znamou hodnotu. Pro vSechna kyvadla dostaneme spo-
le¢né podminky: 6(0) = 0(T"),0'(0) = ¢(T") = 0. Abychom tlohu mohli vyfesit a tim ziskat
diagram feseni, uvazujeme Neumannovy okrajové podminky #'(0) = 6'(T') = 0 a z nich
vybereme vhodné feSeni spliujici i podminku 6(0) = 6(T"). Abychom ziskali délky zavési,
zafixujeme v diagramu Feseni pocatecni vychylku 6y. Pruseciky této piimky s vétvemi dia-
gramu (viz obrazek 1.4) feSeni udavaji ¢isla A = ¢, z kterych jiz délky zavésu [ zjistime.
Diagram fteSeni tedy jednoznacné urcuje délky zavésu pro pevné zvolenou pocateéni vy-
chylku 6y. Jakym zpiisobem z diagramu feSeni zjistit délky zavésu vidime na obrazku 1.4.
Pokud bychom uvazovali realny model, v kterém jiz nezanedbédvame veskeré tlumeni, prin-
cip ziskani délek zavésua je obdobny. V takovém piipadé vSak nevybirame teSeni, ktera
spliji 6(0) = 6(T), protoZe tlumeny model tuto podminku s nulovou pocate¢ni derivaci
nikdy nesplni.

9/ 4 9/

0 0

Obréazek 1.5: Fazovy portrét jednoho kyvadla (vlevo) a fazové portréty nékolika kyvadel
(vpravo).

Na obrazku 1.7 vidime ukazky z modelu Pendulum Waves. Na obréazku 1.5 vidime pohyb
kyvadla ve fazové roviné (vlevo) a pohyby vSech kyvadel (vpravo). Cervené je zobrazeno
kyvadlo s nejdelsi délkou zavésu a modie kyvadlo s nejkratsi délkou zavésu.

Obrazek 1.6: Kyvadlo se zarazkou (Gerveng).

Do modelu pfidame zarazku (viz obrazek 1.6). Zarazkou docilime toho, Ze na jedné
strané bude délka zavésu kratsi. Takovy model pro jedno kyvadlo muzeme popsat jako

8






1.3. MATEMATICKE KYVADLO

o' o'

0 0
Obréazek 1.8: Fazové portréty nékolika kyvadel se zarazkou.

okrajovou ulohu
(t) + -
6(0) = 0(T), (1.11)

kde l,, [, jsou délky zavésti na opac¢nych stranach. I pro tento model ziskdme jevy podobajici
se vlndm. P¥i linearizaci (tj. pro malé vychylky ) dostaneme

6(t) + abt(t) — BO-(t) = 0, te (0,T), (1.12)

kde o = i, b= %.

Vhodné délky zavést mtuzeme opét ziskat z diagramu feseni, v kterém uvazujeme zavis-
lost 6(0) na l,,,. Délku [, dopoé¢itame podle vztahu [, = [,,, — d. Pokud uvazujeme linearizaci
tlohy (1.12), tedy

H(t) + %9*(75) — %9_(15) =0, te(0,7),
0(0) =0(T), (1.13)
0'(0) =6(T) =0,

miizeme priblizné vhodné délky zéavésu zjistit z Fucikova spektra prislusného operatoru.
Délky zavésu ziskame jako spoleéné body Fuc¢ikova spektra a parametrické kiivky k(l,,) =
(£, %), kde d je vzdalenost zarazky od horniho ramu. Na obrazku 1.8 vidime pohyby
nékolika kyvadel se zarézkou. Cervené je zobrazeno kyvadlo s nejdelsi délkou zavésu a
modfe kyvadlo s nejkratsi délkou zévésu. Zlute je zvyraznéno kiizeni jednotlivych fazovych
portréti a vpravo je detail tohoto kiiZeni.

Na obréazku 1.9 vidime ukazky z modelu Pendulum Waves se zarazkou (¢ervené).
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Kapitola 2

Dvoubodové okrajové tlohy

V této kapitole se zabyvame dvéma typy dvoubodovych tloh, a to Neumannovu okrajovou
tlohou a periodickou okrajovou ulohou.

2.1 Vlastni c¢isla a vlastni funkce

V prvni ¢asti hleddme vSechna feSeni téchto tloh a zejména nas zajimaji vlastni ¢isla
odpovidajicich operatort.

2.1.1 Neumannova tloha

Uvazujme Neumannovu tlohu

"(x) + My(z) =0, z€(0,1),
{ Y0 = /(1) = (21)

kde A € R je parametr. Resenfm tlohy (2.1) rozumime funkei z prostoru C1((0,1)) N
C?(0,1), ktera spliiuje ve viech bodech z € (0,1) diferencidlni rovnici v (2.1) a spliuje
okrajové podminky v (2.1). Neumannova okrajova tloha (2.1) mé vzdy trivialni feSeni (tj.
y = 0) pro libovolné A € R. Definujme operator L"

(L) (z) = —y"(=),
D(L") = {yeC'({(0,1))NC?*0,1):y'(0) =y'(1) = 0}.

Okrajovou tlohu (2.1) lze zapsat v operatorové podobé
L'y = \y. (2.2)
Cisla A, pro kterd ma tuloha (2.2) netrivialni FeSeni y, se nazyvaji vlastni ¢isla operatoru

LY. A odpovidajicim netrividlnim fesenim se ¥ika vlastni funkce operatoru LY. ReSeni tlohy
(2.1) je linearni kombinaci vlastnich funkei pro pevné vlastni ¢islo A.

12



2.1. VLASTNI CISLA A VLASTNI FUNKCE

Véta 2.1. Viastni ¢isla operdtoru LY magi tvar \, = (km)? a prislusné vlastni funkce magi
tvar ug(x) = cos(kmz), k € Ny.

Diikaz. Abychom nalezli tvar vlastnich ¢isel, budeme hledat takova ¢isla A, pro ktera mé
tloha (2.1) netrivialni FeSeni. Obecné Feseni rovnice v (2.1), jak jsme odvodili v kapitole 1,
ma tvar
CreV = 4 Che VAT, pro A < 0,
y(x) =< Ci + Cor, pro A =0,
Cy cos(VAx) + Cysin(v/Az), pro A > 0,

kde Cy, Cy € R. Uré¢ime konstanty C4, Cy tak, aby byly splnény podminky v (2.1).

1. Pro A < 0 dopocitame C} a Cy tak, abychom splnili Neumannovy podminky v (2.1).
Podminky v (2.1) vyjadiime jako soustavu rovnic pro dvé neznaméC; a Cs,

Cl\/_)\_OQ\/_)\ — 0,
C’l\/—)\e‘/j‘—sz—/\e_‘/j‘ = 0.

Z rovnice (2.3) je zfejmé, ze konstanty C7 a Cy musi byt shodné. Rovnice (2.4) za

podminky C; = Cy a po vydéleni v/ —\ # 0 ma tvar
Ch <e*/j’\ - e’ﬂ> = 0. (2.5)

Rovnice (2.5) je splnéna pouze pro C; = 0, ¢imz dostaneme trivialni feseni. Neuman-
nova tloha (2.1) pro A < 0 méa tedy pouze trividlni feSeni a proto nema operator L"
pro A < 0 zadné vlastni ¢islo.

2. Pro A = 0 méa derivace feSeni tvar y'(z) = Cy, proto z podminek v (2.1) plyne, Ze
konstanta Cy je nulova. ReSeni Neumannovy tlohy (2.1) ma tvar libovolnych kon-
stantnich funkei a A = 0 je vlastnim ¢islem operatoru LY a k nému je piislusnou
vlastni funkei uy(z) = 1.

3. Pro A > 0 okrajové podminky v (2.1) pfredstavuji soustavu rovnic

VA = 0,
—CyVAsin(VA) + Cov/hcos(VA) = 0.

Protoze VA # 0, je z prvni rovnice ziejmé, Ze konstanta C, je nulova. Tim dostaneme
z druhé rovnice

Cy sin(vVA) = 0.
Rovnice je splnéna, pokud je konstanta C) nulova (pak dostaneme trivialni feseni)
a nebo pokud je sin(v/A) = 0, tedy pokud A = (k)% kde k € N. Cisla \ =
(km)? jsou vlastnimi ¢isly operatoru LY. K nim piislugné vlastni funkce maji tvar

u(x) = cos(v/Az). Refeni Neumannovy tlohy (2.1) pro A > 0 ma tvar y(z) =
C cos(vVAz), C €R.

13



2.1. VLASTNI CISLA A VLASTNI FUNKCE

Vychazeli jsme z obecného FeSeni rovnice v (2.1), proto jsme vySe uvedenym postupem
nasli vSechna feseni, ktera splituji Neumanovu tlohu (2.1). Celkem muZzeme zapsat vlastni
¢isla operatoru LN ve tvaru A\, = (km)?, k € Ny a prislugné vlastni funkce ve tvaru uy(z) =
cos(kmx).

U

Na obrazku 2.1 vidime diagram feSeni pro ulohu (2.1) a néktera feseni pro prvnich pét
vlastnich &fsel A\g = 0, A\; = 7%, Ay = (2m)%, A\3 = (3m)% a Ay = (47)2. Vzhledem k tomu, Ze
feseni ma tvar y(z) = Cug(x), urcuje konstanta C' amplitudu feseni.

y(0) A
Co®
Cot 19
| M o A3 A4 A
CLe
Cse
y = Coup(x) y y = Cruy(x) y y = Caua(x) y = Csug(x y= C4u4( )

I | TA/T
i VVVV\

Obrazek 2.1: Diagram feSeni pro Neumannovu okrajovou tlohu bez tlumeni (2.1) a néktera
reSen.

]Y

Uvazujme Neumannovu okrajovou tlohu

"(x) +by'(z) + My(x) =0, z€(0,1),
{ J0) =~ y1) =0, (26)

kde A € R, b > 0. Reenim tlohy (2.6) rozumime funkei z prostoru C*({0,1)) N C%(0,1),
ktera spliiuje ve v8ech bodech x € (0,1) diferencialni rovnici v (2.6) a spliiuje okrajové
podminky v (2.6). Neumannova okrajova tloha (2.6) ma trivialni feSeni pro libovolné A € R
a b > 0. Definujme operator L}

(L)) = (@) by (),
D(LY) = {yeC((0.1)nC*0,1):(0) = y/(1) = 0}.

I zde hledame takova A € R, pro kterda ma tloha Ljy = Ay netrivialni FeSeni.

Véta 2.2. Viastni ¢isla operdtoru LY maji tvar \g =0 a A\ = (km)? + (%)2, ke N. K nim
prislusné vlastni funkce jsou ug =1 a up = e~2% gin (kmc) + %T’T e~2% cos (kmc)
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2.1. VLASTNI CISLA A VLASTNI FUNKCE

Diikaz. Obecné FeSeni rovnice v (2.6) méa tvar
2 2
~Lbe—\/(b2) A e e—%bx—l—\/(b/z) e
y(@) =4 ¢y e 2 +Cy e’%bx,
Cy e 2" sin(y/ X — (6/2)2x) +Cy e 3% cos(y/ A — (b/2)2x),

kde C7, Cy € R. VysSetiime existenci netrivialnich feseni.

e

> > >

VoA

~—~

[CIIS I SIS TS
LN

2 L, . o ~ , .
1. Pro A < (%)” dostaneme z podminek v (2.6) a obecného FeSeni soustavu rovnic,

kterou muzeme zapsat v maticovém tvaru
() > () > . .
1 _
b/2 1/ b/2 b/2 —)\ 1/ b/2 |: 02 :| |: 0 :|

Tato soustava ma vzdy trivialni feseni. Aby méla i netrivialni feSeni, musi mit vyse
uvedend soustava vice jak jedno TeSeni, proto matice soustavy musi byt singulérni.
Singularita matice je ekvivalentni nulovému determinantu. Polozime determinant ma-
tice soustavy roven nule a tpravou dostaneme rovnici

A 0" b () (2.7)

Pokud je A = 0, je rovnice (2.7) vzdy splnéna a proto je A\g = 0 vlastnim ¢islem
operatoru Lj. Pfislusnou vlastni funkei k tomuto vlastnimu ¢&islu je ug(z) = 1. Pro
A # 0 rovnici (2.7) vydélime Ae~2% # (0. Dostaneme

oV 02 )
Tato rovnost je splnéna pouze pro 1/ (b 2)2 — A =0, tedy pro A = (3)2.

2. Pro A = (3)2 dostaneme dosazenim do podminek v (2.6) soustavu rovnic

1
—§b01 + 02 = 0
1 1y 1 _1y _1y
—56016 27 — 5()026 27 + Cze 2 = 0,
ktera je splniteln& pouze pro b = 0.

2 ., )
3. Pro \ > (g) ziskdme soustavu rovnic

(b/2)2 — )\Cl — gCQ = O,

(e tsin /) = A ) = xeeos /07 = 0)
+ (—geg oS \/(b/z)2 A= \/(b/2)2 ~ Xe 3 sin (b/2)2 — )\) Cy, = 0.
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2.1. VLASTNI CISLA A VLASTNI FUNKCE

Stejné jako v predchozich ¢astech dikazu polozime determinant matice soustavy ro-
ven nule. Upravou ziskame rovnici

Asiny/ A — (b/2)2 =0,

kterou splnime, pokud je A = (km)? + (%)2, kde k& € N. Proto Ay = (k7)? +
b

2 : ¢ Yz 2 . v, v 2 , .
(5) jsou vlastni ¢isla operatoru Lj. K nim pfislusné vlastni funkce jsou ug(z) =

e~ 3% sin (lmrx) + %Tﬂ e~ 3% cos (k:m:)

U
y = Cy y y = Chuy(x) y y = Cous(x) y y = Csug(x) y = Cyuy(x)
! T | T T
> T T T %
A= Xo A=)\ A=A A= A3 A=\

Obrazek 2.2: Néktera feseni pro Neumannovu tlohu s tlumenim (2.6) pro b = 4.

Na obréazku 2.2 vidime néktera netrividlni FeSen alohy (2.6) pro b = 4. ReSeni ma tvar

y(x) = C pro Ay = 0 a y(z) = C’(e’%b‘” sin (k’7T.CE> + %TW e 2b% cos (kmc)), C € R, pro

k € {1,2,3,4}. Hodnotu A pro piislusné regeni dostaneme z A, = (km)? + (%)2

2.1.2 Periodicka aloha

Vysetiujeme periodickou tlohu

y'(x) + Xy(x) =0, =€ (0,1),
y(0) = y(1), (2.8)
y'(0) =y'(1),

kde A € R je parametr. Resenim tlohy (2.8) rozumime funkei z prostoru C'((0,1)) N
C?(0,1), ktera spliiuje ve viech bodech z € (0,1) diferencidlni rovnici v (2.8) a spliuje
podminky v (2.8). Periodické okrajova tloha (2.8) ma trivialni feSeni pro libovolné A € R.
Definujme operator L?

(Ly)(z) = —'(2),
D(LF) = {y € C'({0,1))nC*(0,1) : y(0) = y(1),5'(0) =y’ (1)}

Véta 2.3. Viastni éisla operdtoru L maji tvar N\, = (2km)* a k nim jsou piislusné dvé
vlastni funkce uy, = cos(2kmx) a uy, = sin(2knx), k € Ny.

Diikaz. Dtukaz provedeme analogicky k postupu v ditkazu véty 2.1. Pro A > 0 ziskame dveé
vlastni funkce, tedy nasobnost vlastniho ¢isla je dvé. ReSeni méa tvar linearni kombinace
vlastnich funkci, proto volime dvé libovolné konstanty. O
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2.1. VLASTNI CISLA A VLASTNI FUNKCE

Na obrazku 2.3 vidime ukazky nékterych feseni tlohy (2.8). Resenf ma tvar

() = Cy cos(v/ M) + Cysin(yv/ M),

kde C7,Cy € R a alesponn jedna konstanta C; nebo Cy je nenulova (tedy musi platit
C?+C2 #0) a \, = (2km)%

w_ﬁjﬁﬁﬁ_ ) y =y () , y = ya() , y = ys(x) , —
. T\ T/ / T@ AN, ﬂ /
L

’ x
A= X A=\ A=) A= A3

<
E
<
-

Obrazek 2.3: Néktera feseni periodické tlohy bez tlumeni (2.8).

Uvazujme periodickou tlohu

y'(x) +by'(x) + Ay(z) =0, x € (0,1),
y(0) =y(1), (2.9)
y'(0) =y'(1),

kde A € R, b > 0. ReSenim tlohy (2.9) rozumime spojité diferencovatelnou funkei na
uzavieném intervalu (0, 1) a soucasné dvakrat spojité diferencovatelnou na (0, 1), tj. funkei
z prostoru C*((0,1)) N C?%(0, 1), ktera spliwje rovnici (2.9) pro viechny body = € (0,1) a
splituje podminky v (2.9). Definujme operator L}
(Lpy) () = —y'(2) = by'(x),
D(LY) = {yeCh((0,1)) N C2(0,1) : 4(0) = y(1),5'(0) = y'(1)}.

Hled4dme takova A € R, pro ktera méa uloha Ljy = Ay pro pevné b > 0 netrivialni feSeni.
Periodicka tloha (2.9) ma jediné netrivialni feSeni a tim jsou konstantni funkce.

Véta 2.4. Operdtor Ly md pouze jedno vlastni ¢islo X = 0 a k nému prislusnou vlastni
funkciu = 1.

Diikaz. Stejné jako v dikazech predchozich vét (napf. 2.2), i tentokrat dikaz rozdélime do
t1{ casti.

2 P . C .
1. Pro A < (g) dostaneme dosazenim z podminek v (2.9) soustavu rovnic, jejiz matice
soustavy ma tvar

| () R CR O

2
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2.1. VLASTNI CISLA A VLASTNI FUNKCE

Pokud predpokladame, ze (1 e ~3b (b/ 2) )(1 e_llhL (b/ 2) )#0 potom deter-

minant matice A je nenulovy. Za podminky (1— %< —Vbi- )) (1—e2 L (-b+ m))

_1
0 je nulovost determinantu zajisténa. Podminku splnime, pokud (l—e 2bt (b/ 2) ) =
1, tedy pokud je A = 0. Proto je A = 0 vlastnim ¢islem operatoru Lj. Vlastni funkei

je u(x) = 1.

2. Pro A= ( ) dostaneme soustavu dvou rovnic, v niz hledame takové hodnoty b, pro
které je soustava vzdy splnéna.

C) — C’le_%b - C'Qe_%b = 0
1 1 1
—50C1+ 02+ 55018_%17 + 56026_%b —Che 2 = 0

Vyjadrenim konstanty C5 z prvni rovnice a dosazenim do rovnice druhé, dostaneme

1-2 2"+ =0 (2.10)
Vygetiime funkci )
g(b):==1—2e2" +e (2.11)
y y=g(b)
1
) g

Obrézek 2.4: Graf funkce g.

Pro funkei g = g(b) (viz obrazek 2.4) plati

dg(b) -b —1p
—_= _— 2 > .
ll)l_I)I(l) g(b) =0, hmC>O g(b) =1, 0 e’ +e 2" >0

Vzhledem k tomu, Ze derivace funkce g je nulova pouze pro b = 0 a vzhledem k hodno-
tam limit, je funkce g rostouci na intervalu (0, +00). Rovnost (2.10) je proto splnéna
pouze pro b = 0.

3. Pro A > (%)” dostaneme soustavu rovnic
(—e—S sin /A — (5/2)2) Oy + (1 — e 2 cos /A — (b/g)z) Cy = 0
(V= )" (1= e beosya— ()°) + e b o= (7
- (g e (gcos VA= () + /A — (@2 siny/a - (W)) ¢ o= 0
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2.2. FUCIKOVO SPEKTRUM

Podminka nulovosti determinantu matice soustavy predstavuje rovnici

1—2e 2 cos\/ A — (42)° +e = 0. (2.12)

Definujeme funkci h(A,b) := 1 — 2e 20 cos /A — (17/2)2 + 7. UkéZzeme, Ze funkce

h = h(A,b) nema zZadny nulovy bod pro A > (g)2 a b > 0. Uvazujme libovolné pevné

zvolené \. Tim dostaneme pro pevné A funkei jedné proménné, kterou mizeme omezit
1

zdola funkci g = 1 — 2e72% + e7*. Funkci ¢ jsme vysetiili v pFedchozim bodu diikazu

(2.11). Ukazali jsme, Ze je kladna pro vSechna b > 0. Protoze A volime pevné, ale

libovolné, je i funkce h je kladné pro A > (3)2 a b > 0. Tedy, nenasli jsme zadnou

hodnotu A, pro kterou by byla splnéna rovnost (2.12). Proto operator L} pro A > (g)2
nema zadné vlastni ¢islo.

m
2.2 Fucikovo spektrum
V druhé ¢asti této kapitoly prozkouméame Fucéikovo spektrum.
Uvazujme tlohu
y'(0)=y'(1) =0,

kde o, 8 € R. Ukazme konstrukeci feseni tlohy (2.13) v pfipadé, Ze feSeni je na intervalu
(0,7) kladné a na intervalu (v,1) zaporné pro v € (0,1). Nejdiive hledejme TeSeni pro
okrajovou ulohu
{ ye(@) + ayp(z) =0, = € (0,7),
k() = y,(0) =0,

tak, aby TeSeni bylo pouze kladné na (0, ). Potom hledejme feSeni pro

{ Y (x) + By.(x) =0

, T € (7,1),
y-(v) = y.(1) =0,

tak, Ze TeSeni je na intervalu (v, 1) zaporné. Dostaneme dvé funkce, které ovsem v bodu
v obecné nemaji shodné derivace. Pro kladné i zaporné teseni plati yx(y) = v.(y) = 0.
Podminka v} (v) = y? () je vzdy splnéna z predpisu diferencialni rovnice y” () = ay(y) =
0. Musime ale splnit i rovnost prvnich derivaci. Toho docilime tak, Ze zvolime napriklad
konstantu pro kladné feseni a tim jednoznac¢né urcime konstantu pro zéporné feseni, protoze
v bodé v musi byt zarucena shodnost derivaci az do fadu dvé. Néktera feseni okrajové tlohy
(2.13) jsou na obrazku 2.5.
Mnozina

S(LY) = {(a, B) € R?: L" = ay™ (z) — By~ (z) ma netrividlni YeSenf }
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2.2. FUCIKOVO SPEKTRUM

Obrazek 2.5: Nektera feSeni ulohy (2.13).

se nazyva Fucéikovo spektrum [3] operdtoru LY. Dvojici (a, 3) € R?, pro kterou mé tloha
(2.13) netrivialni feSeni, budeme nazyvat Fufikovym vlastnim ¢islem operatoru LY. Pro
a = f3 ziskdme tlohu nalezeni vlastnich ¢éisel operatoru LY, takze viechna vlastni ¢isla patii
do Fudikova spektra operatoru LY.

Abychom nagli Fuéikovo spektrum (L"), budeme postupovat nasledovné. Regeni miize
vypadat nékolika zpisoby. Bud nema nulovy bod (tj. na celém intervalu funkéni hodnoty
nezméni znaménko) nebo ma konecné popiipadé nekoneéné mnoho nulovych bodu (tj.
znaménko funkénich hodnot se zméni koneéné krat, popfipadé nekonecné krat). Nejdiive
uvazujme, ze je feSeni na ¢asti intervalu nulové. Diky vété 1.2 je FeSeni prochézejici danym
bodem jednozna¢né dano. Pocateéni tloha v bodu, kde feSeni prestane byt nulové, je
splnéna pouze trividlnim feSenim. Proto se nemuze v zadném bodé z nulového feseni stat
nenulové. Tedy moznost, Ze feSeni je nulové pouze na ¢asti intervalu, nemuze nastat.

1. Zédny nulovy bod: Nejdiive predpokladejme, Ze feSeni je na celém intervalu I = (0, 1)
kladné, tedy spliiuje y = y*. Protoze y~ se v rovnici viibec nevyskytne, 3 volime
libovolné. Ulohu (2.13) tak pfevedeme na tlohu

{ y'(z) + ay(x) =0, z€(0,1),
y(0)=y(1)=0,

pro kterou jiz zname z ptredchoziho textu hodnotu «, pro niz ma tloha netrivialni
feseni, konkrétns o = (k7)?, kde k € Ny. My ale hledame pouze takové Feseni, pro
které bude funkce y na intervalu I kladné. Kladnost na celém intervalu I spliiuje
pouze feseni pro a = 0. Uvedenym postupem ziskame Fucikova vlastni ¢isla ve tvaru
a =0, € R libovolné. Uvahu, Ze hledané feSent je na celém intervalu I zaporné, tedy
Ze splhuje y = —y~, provedeme analogicky, ¢imz dostaneme dalsi Fucikova vlastni
¢isla ve tvaru («, 0), kde a € R je libovolné. Muzeme souhrnné napsat, ze do Fucikova
spektra operatoru LY patif

Ky = {(a,8) eR*: af =0}.

2. Praveé jeden nulovy bod: Nyni budeme uvazovat, Ze feSeni je na ¢asti intervalu kladné
a na druhé ¢asti je zaporné, tedy Ze existuje jeden nulovy bod ~ € I. Uvazujme, Ze
na intervalu (0, y) mame kladné feSeni a na intervalu (v, 1) FeSeni zaporné. Abychom
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2.2. FUCIKOVO SPEKTRUM
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Obrazek 2.6: Rozdéleni intervalu (0, 1) na dva podintervaly a jejich délky.

ziskali feseni tlohy na celém intervalu, musime je v bodé v napojit. Vzdalenost bodu
v od pocatku miuzeme vyjadrit (diky tvaru feSeni a nulové derivaci v nule) jako 2\’}
Stejné tak vzdalenost bodu v od konce intervalu mtzeme VyJadrlt jako 3 \/B Protoze
délka intervalu je rovna jedné, dostaneme podminku 57 e T35 \/B = 1 (viz obrazek 2.6).

Dostaneme -
K = {(a,3) €R?: =1}

\/_ 2P

. Kiivka K7 je Fucikovou vétvi operatoru LY. Pro popis k¥ivky, kterd vyuziva zna-

losti polohy bodu 7, muzeme také pokracovat nasledovné. Na intervalu (0, ) chceme

kladné feSeni, z toho dostaneme podminku e = tedy a = (%)2 Nakonec

vyjadiime [ = (ﬁ)2 Tim dostaneme Fucikovu vétev s predpisem a = (%)2,
g = (2(1 = ) kde v € (0,1). Vzhledem ke konstrukei je zfejmé, ze nezélezi na tom,
zda budeme uvazovat nejdiive kladné a potom zaporné feseni nebo obracené.

3. Kone¢né mnoho nulovych bodi: Pro vice nulovych bodti postupujeme analogicky.
Protoze jednotliva feSeni opét navazujeme, musi byt splnéna podminka
% + - f =1, kde m je pocet nulovych bodu. Tim dostaneme

K" = {(a, f) € R? f =1}

kde m € N. Je-li prvni nulovy bod ve vzdalenosti v od poc¢atku, musi byt o = (%)2
2
a 6 (2(1 mw)) )

4. Nekonec¢né mnoho nulovych bodii: Vzdélenost mezi dvéma nulovymi body netrivi-
alnfho feSeni je kone¢na, nenulova. Proto na koneéném intervalu mize byt pouze
konec¢ny pocet nulovych bodu.

Fucikovo spektrum operatoru LY je na obrazku 2.7.
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2.2. FUCIKOVO SPEKTRUM

Véta 2.5. Fucikovo spektrum operdtoru LN je ddno jako

N N
(L= J K3,
meNy
N __ 2. _ N __ 2. mm mn
kde K ={(a,8) e R*: af =0}, K ={(a, ) €R .m+m—1}.

Diikaz. Reseni tlohy (2.13) jsme nasli jako navazani feSeni na prislusnych intervalech, kde
feSeni nezménilo znaménko. Na téchto intervalech je diky vété 1.2 feSeni jednoznacné.
V bodé navazani je nulova hodnota feSeni a z tvaru rovnice v (2.13) plyne, Ze i druha deri-
vace TeSeni je v tomto bodé nulova. Volbou derivace v bodé navazani na prvnim intervalu
jednoznac¢né urc¢ime feSeni i na vSech ostatnich intervalech. Tim je feSeni na celém intervalu
jednozna¢né dano. A vySe uvedenym postupem je nalezen jeho tvar.

O

A S(LM) VB A S(LY)

Vs \
A5

on
Ay Vs

A
Xe Va2
N ven
A
S PV PR VIR o YN VR VR Vh Ve va
M Non
Obrazek 2.7: Fucikovo spektrum operatoru LY.
Uvazujme
y'(0) =y'(1) =0,

kde b > 0, o, € R. Mnozina
(L) = {(o, B) € R?: L} = ay™ (z) — By~ (z) ma netrividlni YeSenf }

se nazyva Fucikovo spektrum operatoru Lj. Fuéikovo spektrum operatoru L} sestrojime
numericky. K tomu vyuzijeme tzv. metodu stielby. Jejim principem je pfevod okrajové
tlohy na posloupnost pocatec¢nich tloh, které budeme fesit numericky. Prevod se provede
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2.2. FUCIKOVO SPEKTRUM

nasledovné. Zname jednu pocateéni podminku (nulova derivace) a druhou (po¢atecni hod-
notu) volime libovolné a kontrolujeme, zda je splnéna i druhé okrajova podminka. Timto
postupem ziskdme spektrum, které je na obrazku 2.8 (¢erné). Numericky jsme neziskali
vétev, ktera odpovida konstantnimu Fegeni, tedy takové dvojice (o, 3) € R? pro které
plati @ = 0 (na obrazku 2.8 modfe). Porovname-li Fu¢ikovo spektrum operatoru L' a L,
tedy bez tlumeni a s tlumenim, vidime, Ze nékteré vétve ve Fuéikovu spektru L} se oproti
Fucikovu spektru LY rozdvojily a navic se zménou tlumeni dochazi k posunu.

VB 1 b=14 (L)

Vs
VAL

>
>

y"(x) +ay*(z) — By~ (x) =0, x€(0,1),
y(0) = y(1), (2.15)
y'(0) =y'(1),

kde a, 5 € R. Mnozina
Z(LP) — {(a, B) € R2: [P = ozgﬁ(x) — Py~ (z) ma netrivialni feéeni}

se nazyva Fucikovo spektrum operatoru LF. Vzhledem k tvaru feSeni periodické tlohy (2.8)
je zfejmé, Ze feSeni periodické tlohy (2.15) dostaneme z FeSeni Neumannovy tlohy (2.13)
vybérem pouze nékterych vlastnich ¢isel.

Véta 2.6. Fucikovo spektrum operdtoru LF je ddno jako

s = |J K.

meENy

kde K = {(a,8) € R*: af = 0}, KF, = {(a,8) € R*: ZZ + 22 =1},
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2.2. FUCIKOVO SPEKTRUM

81 = (LF) VB 4 =(L7)
Vz
A2
VA1
A1
: oo & o v n VA VA2 Va

Obrézek 2.9: Fuc¢ikovo spektrum operatoru LF.

Na obrazku 2.9 je vidét Fuéikovo spektrum operatoru L* . Pro porovnani jsou rozsahy
na osach voleny stejné, jako rozsahy pro X(L") (obrazek 2.7) a X(L}) (obrazek 2.8).
Uvazujme periodickou okrajovou tlohu

y" () + by (x) + ay™(z) — By~ (x) =0, z€(0,1),
y(0) = y(1), (2.16)
y'(0) =y'(1),

kde a, f) € R, b > 0. Mnozina
S(Ly) = {(a, 8) € R*: Lj = ay™* () — By~ (x) ma netrivialn feseni}
se nazyva Fucikovo spektrum operatoru Lj. Fucikovo spektrum operatoru L} je tvofeno

dvojicemi (a,8) € R2, které spliiuji a8 = 0. Ulohu (2.16) tedy fesi pouze konstantni
funkce.
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Kapitola 3

Tribodova 1tloha bez tlumeni

V kapitole 2 jsme vySetfovali dvoubodové okrajové tlohy. V této kapitole a v kapitole 4 se
zaméfime na zpusob, jakym miizeme realizovat prechod od Neumannovy okrajové tulohy
k periodické okrajové tloze.

3.1 Vlastni ¢isla

V této ¢asti nas bude zajimat tvar vlastnich ¢isel prislusného operatoru. Necht n € (0, 1)
je dano. VysSetfujme tlohu

y'(x) + My(x) =0, x € (0,1),
() (

y(0) =y/(1),

kde A € R. Reenim tlohy (3.1) rozumime funkci z prostoru C'({0,1)) N C2(0, 1), ktera
spliwje ve vSech bodech = € (0, 1) diferencialni rovnici v (3.1) a splije podminky v (3.1).
Pro volbu 7 = 1 podminky v (3.1) predstavuji periodické okrajové podminky. Periodickou
tlohu jsme vySetiili v kapitole 2. Z podminky y(0) = y(n) plyne podle Rolleovy véty, ze
existuje £ € (0,n) takové, ze y/(£) = 0. Jestlize n — 07, znamena to, ze £ — 07 a tudiz ze
spojitosti 4’ na (0, 1) dostavame

0= limy'(£) =4'(0%) = ¥/(0).

£—0t

y(
n) (3.1)
y'(1

Timto limitnim prechodem ziskdme Neumannovy okrajové podminky. Neumannovu tlohu
jsme také vysettili v kapitole 2. Je zfejmé, ze tiibodovou tlohu (3.1) vzdy spliuje trivialni
feSeni.

Definujme operéator L"

(L'y)(x) = —y"(z),
D(L") = {yeC'((0,1))NC?*(0,1) : y(0) = y(n),y'(0) = /(1) }.
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3.1. VLASTNI CISLA

Okrajovou tlohu (3.1) lze zapsat v operatorové podobé
Ly = \y. (3.2)

Cisla A, pro ktera ma uloha (3.2) netrivialni feSeni y, se nazyvaji vlastnimi ¢isly operatoru
L.

Véta 3.1. Viastni ¢isla operdatoru L™ maji tvar

n—1

A = (222)" m € N,

A = (2n7)°,n € Ny.
Diikaz. Abychom ziskali tvar vlastnich ¢isel operatoru L7, tlohu na vlastni ¢isla L7y =
Ay prevedeme na ekvivalentni tlohu nalezeni takovych ¢isel A, pro kterd méa tloha (3.1)
netrivialni feseni.
Pro A < 0 méa soustava rovnic, kterou dostaneme z podminek v (3.1), tvar

Cl + 02 = C’le‘/j‘" + C’ge‘/j‘",
CivV/=— Cov/=X = CvV—DeV™ — Cyr/— NV,

ProtoZe nas zajimaji takova ¢isla A, pro ktera méa uloha (3.1) netrivialni feSeni, musi byt
determinant soustavy nulovy. Po upravach dojdeme k rovnici eV=M = _eV=A Protoze
\/—_)\77 > 0 av/—\ > 0, nema rovnice V=M — _eV=2 7adné nenulové feseni. Proto ma
tfibodova tloha pro A < 0 pouze trivialni feSeni a operator L7 neméa zadné vlastni ¢islo
mensi nez nula.

Pro A =0 je podminka 3/(0) = ¢/(1) splnéna automaticky, nebot ' = Cy. Z podminky
y(0) = y(n) dostaneme rovnici C; = Cy + Cyn, z které plyne, ze konstanta Cy je nulova a
konstantu € volime libovolné. Resenim jsou libovolné konstantni funkce a ¢islo A = 0 je
vlastnim ¢islem operatoru L.

Pro A > 0 najdeme vice vlastnich ¢isel. Z podminek v (3.1) dostaneme soustavu rovnic

Cy = Ccos(VAn) + Cysin(vAn),
CoV A = —CyVAsin VA 4+ Cov/ )\ cos V.

Determinant matice soustavy polozime roven nule a tim ziskdme rovnici

(1 — cos(v/An)) (1 — cos V'A) + sin(v/An) sin VA = 0. (3.3)
Predpokladejme, 7e 1 —cos(v/An) # 0 a sin v/ # 0. Vydélenim rovnice (3.3) témito vyrazy

ziskame
cotg(@) = —tg(@).
Vyuzitim souc¢tovych goniometrickych vzorct dostaneme rovnici cos (@— @) = 0, kterou

splnime, pokud
A= (M)Q (3.4)

n—1
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3.1. VLASTNI CISLA

y = tyo(x) y="y(x y =2y (x) Yo(x)

™ 1A A hon
I VIR VAN RVATET A AVARVARY

2
Obréazek 3.1: Nékteré feseni pro A\, = (%) .

. 2
kde k € Ny. Cisla ')\, = ((2’;%?”) ,k € Ny, jsou vlastnimi ¢isly operatoru L.

2
2k+1 . o
Pro A = (%) mame FeSeni ve tvaru

Yye(z) =C cotg< )cos(\/_a:) + C'sin(vAz),
2yp(z) = Ccos(v/Az) + C tg(@) sin(vAx),

2
kde C' € R,k € Ny. Pro kazdé A = (%%?”) mame alesponi jedno z vySe uvedenych

fegeni. Na obrazku 3.1 vidime néktera netrivialni fesenf tlohy (3.1) pro vlastni &slo '\, =

2
k T
((an) ) pro hodnoty n = %’ n = %7 n= %) n= 451

Cely postup jsme provedli za piedpokladu, ze cos(v/An) # 1 a sin VA # 0. Uvazujeme-li
cos(vVAn) = 1, tedy \ = (2mT7r)2

, m € N, rovnici (3.3) splnime, protoze

2mm

sin(VAn) = sin(Tn) =0.

Tedy ¢isla 2\, (ﬂ)g, m € N, jsou vlastnimi ¢isly operatoru L".

n
Pro \ = (ZWT”) je podminka y(0) = y(n) vzdy splnéna a z podminky y(0) = y(n)

dostaneme Fesent

3Ym(z) = —C cotg( ) sin(vAz) + C cos(vAz),
Yym(z) = C'sin(vAz) — C tg(T) cos(vAz),

kde C' € R,m € N. Pro kazdé \ = (2”‘7“)2 méame alespon jedno z vyse uvedenych feseni. Na
obrazku 3.2 vidime néktera netrivialni feSeni tlohy (3.1) pro 2\, = (2’”7”)2 pro hodnoty
n=2%n=2n=3%n=2

Uvazujeme-li sin VA = 0, tedy A = (nm)2, n € N, rovnici (3.3) nesplnime vzdy, protoze

0 pro n sudé,
—2 pro n liché.

L—maviyzl—cwom):{
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3.1. VLASTNI CISL

y ="yi(x) y="ya(x y ="ys(x y = “yi(x)

] CVAD AL [\
VRV VTR A

Obrazek 3.2: Néktera reseni pro A, = (2’”7")2

w4+
K

Proto musi mit vlastni ¢sla operatoru L7 tvar ®)\, = (2n7r)2,n € N. Pro A\ = (2n7r)2 je
podminka ¢/'(0) = /(1) je vzdy splnéna a z podminky y(0) = y(n) dostaneme Feseni

Sy (z) = C cotg(@) cos(VAz) + Csin(v/Ax),
Sy () = C cos(vAz) + C tg(@) sin(v ),

kde C € R, n € N. Pro kazdé \ = (2n7r)2 méame alespon jedno z vySe uvedenych feSeni.
Na obréazku 3.3 vidime néktera netrivialni feseni tlohy (3.1) pro 2), = (2n7) pro hodnoty

n=%n=3n=%n=3

y ="y1(x) y="ys(x y = Sya(x) y="

is yﬁ/\ﬁﬂﬂﬁ
\VAVARR RVALVAY

Obrazek 3.3: Nektera feseni pro A, = (2nm)°.

1 ()

iS4
(S
KY

1
8

Vychazeli jsme z rovnice (3.3), kterou jsme vydélili vyrazy 1 — cos(v/An) a sin(v/)).
Mizeme postupovat i jinak. Rovnici (3.3) vydélime vyrazy 1—cos(v/A) # 0 a sin(v/An) # 0.
Podminka cos(v/A) = 1 je splnéna pro &sla A = (2n7)?, n € N, u kterych jsme jiz uréili,
ze se jedna o vlastni ¢isla operatoru L7. Stejné tak ¢isla A = 2’;” m € N, kterd dostaneme
z podminky Sin(\/Xn) = 0, jsou vlastnimi ¢isly operatoru L".

Vyse uvedenym postupem jsme nasli vSechna vlastni ¢isla operatoru L.

O

2
Najdeme hodnoty, pro které vlastni ¢isla '\, = ((22%)”) al, = (27”7”)2 splynou, tedy

(B - (' o

‘ot . _ om L 2m Dl et I\ 2
ROV112101 Z())3.5) splnfme pro n = ——5r—— a pro 1 = 5%~ Piislusna feseni pro " Ay = "\,
jsou 2y, 3y.
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3.1. VLASTNI CISLA

2
Stejné tak hledame hodnoty, pro které splynou vlastni ¢isla '\, = ((27]2%)”) a3\,

(2n7)?, tedy

2k + 1)\
(ﬂ) — (2n7)2 (3.6)
n—1
Rovnici (3.6) splnime pro n = %T’j_% apron = 1+22k—n_2" Piislusna feseni pro '\, = 3\,

jsou 2y = %y, °y. , ,
Totéz provedeme pro 2\, = (2’”7”) a’\, = (2n7)?. Vlastni ¢isla splynou, pokud n = o
Piislusna feSeni pro 2\, = >\, jsou *y, by.

Fucikovo spektrum operatoru L7 a jeho detailni popis véetné analytického popisu mu-
zeme najit v élanku [6]. Na obrazku 3.4 vidime Fué¢ikovo spektrum operéatoru L pro n = %
Vlevo je sestrojeno podle analytického predpisu z ¢lanku [6] a vpravo je ziskané spektrum
sestrojeno numericky metodou stielby.

BA n=

Wi
Wi

X ~

|
|
x
i

\
\\

(0% (0%

Obréazek 3.4: Fucikovo spektrum operatoru L7. Vlevo z analytického predpisu, vpravo nu-
mericky.
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Kapitola 4

Tribodova tloha s tlumenim

V této kapitole se budeme vénovat t¥ibodové tloze s tlumenim. Tiibodové tloha s tlume-
nim je dana stejné jako v kapitole 3, tedy tvofi pfechod mezi Neumannovou okrajovou
tlohou a periodickou okrajovou tlohou. V této kapitole provedeme nékolik numerickych
experimentili, které ndm pomohou odpovédét na otézky ohledné chovani tfibodové tlohy
s tlumenim.

Necht n € (0,1) je dano. VySetifujme tlohu

y'(z) + by (z) + Ay(z) =0, z € (0,1),
y(0) = y(n), (4.1)
y'(0) =y'(1),

kde A € R, b > 0. Reenim tlohy (4.1) rozumime funkei z prostoru C'({0,1)) N C%(0,1),
ktera spliuje ve vSech bodech x € (0,1) diferenciélni rovnici v (4.1) a spliwje podminky
v (4.1). Stejné, jako v tloze bez tlumeni (3.1), i uloha s tlumenim se pro n = 1 stane
periodickou okrajovou tlohu a pro n — 0% se stane Neumannovu okrajovou tlohu. Protoze
jsme obé tlohy vySetfovali v kapitole 2, budeme se dale zabyvat ulohou (4.1) pron € (0, 1).
Ttibodova tloha (4.1) mé vzdy trividlni feSeni.

Uvazujme operator

(Liy)(z) = —y"(z) —by'(x),
D(L]) = {yeC'({0,1))nC*0,1) : y(0) = y(n),y'(0) = /(1) }.

Uloha Ly = Ay je ulohou nalezeni vlastnich ¢isel operatoru L}, tedy takovych ¢éisel A, pro
ktera méa uloha (4.1) netrivialni feSeni.

4.1 Tribodova tloha pro A < (3)2

V prvni ¢asti se budeme vénovat tloze (4.1) pro A < (g) 2, Analyticky odvodime, Ze operator

L] mé pro A < (%)2 pouze jediné vlastni ¢islo.
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4.1. TRIBODOVA ULOHA PRO A < (%)

Véta 4.1. Operdtor L] md pro A < (g)2 vlastni ¢islo X = 0.
Diikaz. Nejdiive odvodime, co se déje v pripadé A < (3)2 a potom v pripadé \ = (3)2

b

1. Pro A < (5)2 postupujeme podobné jako v dikazu véty (2.2). Z podminek v (4.1)

dostaneme soustavu rovnic s matici soustavy

1— e—g?]b n (b/z)g—/\ 1— e—gnb-f—n (b/2)2_

—b—2 (b/g) -2
— 7

Determinant matice soustavy A polozime roven nule a dostaneme rovnici

A_:

(1 L (b/Q)Q_’\) w (1 e L (b/2)2—,\)

(1 _ e*%nbfn (%)2*/\) AR gb/Q)QA (1 _ e*%b+ (6/2)2”\)

(4.2)

_(1 — e_%ﬁbw (”/2)2_/\)% (1 — e_%b_ (b/2)2_)\) =0.

Protoze uvazujeme \ < (%)2, musf byt (—b— 2 (b/z)2 — A) # 0. Z toho plyne, Ze i

3o/ (02) - 1o/ ()
1—e 2™ <b/2) A #0al—e 2b (b/Q) A # 0 a my miizeme témito vyrazy rovnici

(4.2) vydelit. Tim ziskdme

Lo () —b—z,/ (1) -2 - (v2) —b+2\/ (1) —

| o amb (b/z) | it (b/?.) Y

(4.3)
Vidime, Ze je-li A = 0, rovnice (4.3) je splnéna pro vSechny hodnoty 7 i b. Regenf
ma pro A = 0 tvar libovolnych konstantnich funkci. Cislo A = 0 je vlastnim ¢islem
operatoru L; a funkce u(x) = 1 je vlastni funkei piislusnou k tomuto vlastnimu ¢islu.
Déle ukazeme, Ze rovnice (4.3) je splnéna pouze pro A = 0. Pro A € (=00, 0) nemuze
byt rovnice (4.3) splnéna, protoze plati

e (b/g)ix s (b/2)2 I (b/z)z,A —b+2 (b/2)2 -\

1— e_%nb_

N

n
~\~ ~~

<0 <0

tedy jedna strana rovnice je vzdy kladna a druha je vzdy zaporna. Pro A € (0, (%)2)
jsou obé strany rovnice (4.3) zaporné, ale protoZe plati

Lo dmny () oy g ()~ » _ e%b+ () =2 —p2y/(12)° — A
2

L oty (2) Loy ()
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4.2. TRIBODOVA ULOHA PRO X > (%)

tedy jedna strana rovnice je vétsi nez ta druhé, nemuze opét byt rovnice (4.3) splnéna
pro zadné b a 1. Rovnice (4.3) tedy nemuZe byt splnéna pro zadné jiné A < (g)2 nez
A=0.

2. Pro A = (g)z postupujeme nésledovné. Z prvni podminky y(0) = y(n) tvaru
01 = Cl e_%b77 + 02 e_%bnn

vyjadiime konstantu Cy
1
Cy = Cy=(—1+ 2",
n

Dosadime-li vyjadienou konstantu Cy do druhé podminky 4'(0) = /(1) a po zjedno-
duseni dostaneme rovnost

1 . 1,2
_4015 sinh (an) =0,

kterou splnime pouze tehdy, pokud bude konstanta C'; nulova. Tim musi byt ale
nulova i konstanta Cy a ziskdme trivialni feSeni. Tedy, pro A = (%)2 mé uloha (4.1)
b

ctloe v e e 2 P PN )
pouze trividlni feseni a ¢islo A = (5) neni vlastnim ¢islem operatoru L.

]

4.2 Tribodové tiloha pro A > (£)°

Z duvodu prehlednosti zavedme pro A > (3)2 novou proménnou j = 4/ A — (3)2, tedy

€ RY. Reseni rovnice v (4.1) mé potom tvar
y(x) =Cy e 2" sin(px) + Cy e 2 cos(ux),

kde C1, Cy € R, b > 0, p € RT. Vyjadfenim podminek v (4.1) dostaneme soustavu rovnic,
jejiz matice ma tvar

A — —e % sin(un) 1

o+ ge’g sin(u) — fie”3 cos(p) —

N o
+
SIS
CD\

Protoze hledame netrivialni feSeni, polozime determinant matice soustavy A roven nule.
Tim ziskdme spojitou funkci ¢ = ¢(u, b, n)

bn b bn b bn b b b

b
$p, b,m) = ge™= sinun) — je™z e sin(un) cos(u) — e” = ez psin(p) sin(un) — e~ sin(u)

b bn b bn b

— p+ efgu cos(p) + efb?nu cos(un) + §e’7e’5 sin(u) cos(un) — e~ 2 e 2 pcos(u) cos(un).
(4.4)
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Nejdrive jsme tlohu nalezeni vlastnich ¢isel operatoru Lj prevedli na ekvivalentni alohu
nalezeni takovych hodnot A, pro které méa tloha (4.1) netrivialni feSeni. Potom jsme pro
zjednoduseni zavedli proménnou p a nakonec jsme cely problém prevedli na hledani nulo-

vych bodi funkce ¢. Nulové body funkce ¢ (pro pevné hodnoty b,7n) totiz urcuji vlastni

¢isla A = (3)2 + p? operatoru L}, kde u predstavuji nulové body funkce ¢.

Vzhledem ke slozitosti funkce ¢ nejsme schopni pro pevné dané b, najit analyticky
predpis pro nulové body funkce ¢, proto nemiizeme pouzit podobné postupy jako v kapi-
tolach 2 a 3, abychom odpovédéli na otazky, co se v pfipadé tiibodové tlohy s tlumenim

d&je s vlastnimi ¢isly operatoru L;.

_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 8
b=1:1= 1 b=15n1=3 b=11=7%
YA YA YA

1 p 1

__ 15 _ 1 __ 15 1 __ 15 _ 8

\ b=15:1= 15 A b=15.1=3 A b=15:1=79
y‘ - - »
NN » V\/ Ll >
RTTA A

Obréazek 4.1: Grafy funkce y = ¢(u, b,n) pro pevné zvolené hodnoty b, 7.

Na obrazku 4.1 je nékolik ukazek grafi funkce ¢ pro pevné zvolené b, n. Funkce se chova
pro rizné hodnoty b,n velmi odlisné a tlumeni ma na nulové body velky vliv. Soucasné
ale mizeme odhadovat, Ze nulové body pravdépodobné existuji, tedy pro tyto hodnoty
b,n ziejmé existuje netrividlni FeSeni a operator L] pravdépodobné ma vlastni ¢isla i pro
A > (%)2 Pokud se dale v textu budeme zminovat o vlastnich ¢islech, vzdy mame na mysli
vlastni ¢isla operatoru L;. Na obrazku 4.2 je vlevo graf funkce ¢ pro pevnou volbu n = }1,
b= %, vpravo je detail grafu funkce ¢ a dole jsou néktera netrivialni feseni, ktera odpovidaji
zvyraznénym nulovym bodum funkce ¢, tedy po prepoctu vlastnim ¢islim operatoru L.

4.2.1 Vlastni cCisla

V této ¢asti budeme hledat odpovéd na otazku, jestli najdeme netrivialni feSeni pro kazdou
volbub > 0an € (0,1).
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s
|

T . T Ir/\ \/ A T/\\/ /\\/A\/;

Obrézek 4.2: Graf funkce ¢ pro n = 1, b = 1 a néktera netrivialni FeSenf tlohy (4.1).

N

PN
8]Y

Prvni numericky experiment

V prvnim numerickém experimentu vyjdeme z analytického predpisu (4.4) funkce ¢. Funkce
¢ je funkei t¥i proménnych, ale pro vypoc¢ty a odvozeni bude nejlepsi uvazovat vzdy pevné
b,n a tim vyuzit funkci v jejim zuzeni jako funkci jedné proménné p. Funkce ¢ je spojita,
umoznuje nam tedy velmi dobfe hledat nulové body numericky, protoze mezi dvéma body
s odlisnymi znaménky funkénich hodnot se musi nachézet nulovy bod. Numericky expe-
riment provedeme néasledovné. Postupné volime body (n,b) a pro tuto dvojici numericky
hleddme prvni nulovy bod funkce ¢. Pokud jej najdeme, v diagramu bod o souiadnicich
(n,b) obarvime &erné. Nulovy bod hleddme pro hodnoty p? € (0,1000). Pokud ani do
hodnoty p? = 1000 nulovy bod nenajdeme, bod nechame bily. Soucasné ovérime, jak moc
ziskané netrivialni feSeni spliuje tlohu (4.1) a zkontrolujeme, zda je nalezeny nulovy bod
(po pfepo¢tu do proménné \) dostatecné blizky vlastnimu ¢islu. Diagram prvniho nume-
rického experimentu je na obrazku 4.3 vlevo. Na diagramu je mozné pozorovat ,,propady*
do cCerné oblasti. Pro porovnani provedeme tentyz numericky experiment, ale s mnohem
vétsim rozsahem, konkrétné s rozsahem p? € (0, 10°). Vysledny diagram je na obrazku 4.3
vpravo. Vidime, Ze vétsina , propadi“ do ¢erné oblasti zmizela, ale napiiklad v bodé n = %
stale ,,propad® zustava. Na obou diagramech vidime velkou bilou oblast vpravo, kde jsme
nebyli schopni najit do ndmi zvolené maximélni hodnoty p zddné feseni. Oba diagramy
miizeme globalné popsat nasledovng: Cim vice se blizime Neumannové okrajové tloze (tedy
n — 07), tim vySsi je maximalni tlumeni, pro které jesté existuje netrivialni feseni. Naopak,
¢im blize jsme periodické okrajové tloze (n — 17), tim mensi je maximalni tlumeni, pro
které jesté najdeme netrivialni feSeni. Navic podle diagrami 4.3 pravdépodobné existuje
oblast, kde zadné netrivialni feSeni nenajdeme a zajimavy je bod n = %
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0 1 n 0 1 n

Obrazek 4.3: Diagramy existence netrivialnich feSeni.

Druhy numericky experiment

V prvnim numerickém experimentu jsme ziskali urc¢itou predstavu o tom, co se déje s vlast-
nimi ¢isly pri pfechodu mezi Neumannovou a periodickou okrajovou tlohou. Kombinovali
jsme zde analyticky a numericky pristup. Analyticky jsme odvodili funkci ¢ a numericky
jsme ziskali nulové body této funkce. Tentokrat k tloze ptistoupime jinak. Netrividlni feSeni
budeme hledat numerickou metodou strelby. Vysledkem tohoto experimentu je obdobny
diagram jako v prvnim experimentu, tedy obrazek 4.3 vlevo. Mame tedy ovéfeno dvéma
zcela odlisnymi zpusoby, jak priblizné vypada rozlozeni existence netrivialnich feseni v ur-
¢ité oblasti.

Tteti numericky experiment

V poslednim numerickém experimentu této ¢asti se zamérime na velikost prvniho nale-
zeného vlastniho ¢isla. Postup je stejny jako v prvnim numerickém experimentu a navic
©? € (0,10°). Pokud najdeme nulovy bod s funkce ¢, bod o soufadnicich (n,b) obarvime
v zévislosti na velikosti pg. Barevné skala je zvolena nésledovné. Tmavé zeleny bod zna-
mena velmi nizkou hodnotu py a naopak zluty bod znamené velmi vysokou hodnotu .
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0.33

0.99 1 1.03 "1

Obrazek 4.4: Diagram rustu velikosti prvntho nulového bodu funkce ¢ kolem bodu n = 1.

Bila opét znamend, ze pro danou dvojici (n,b) jsme zadny nulovy bod nenasli. Vysledny
diagram je na obrazku 4.5.

Z barevného rozlozeni je ziejmé, 7ze zafixujeme-li n a budeme zvySovat b, pro vétSinu
hodnot n v uré¢itou chvili dojde k velkému skoku ve velikosti prvniho nalezeného vlastniho
¢isla, coz je zobrazeno jako zietelnd zména v barvé. Pro zvySujici b jsme sice ocekavali
rust prvniho vlastniho ¢isla, ale rist spojity a ne po ¢astech nespojity. Proc¢ se tyto skoky
vyskytuji, zkusime odpovédét v dalSich c¢éstech této kapitoly. Dale vidime, ze skoky ve
velikosti vlastnich ¢isel tvori jakousi strukturu.

Na obrazku 4.4 vidime detailni pohled na okoli bodu 1 = 1, tedy co se déje v blizkosti
periodické dlohy. Diagram je spocitan i pro hodnoty 1 > 1, coz sice v zadani neuvazujeme,
ale je zajimavé, ze struktura diagramu se v ur¢itém smyslu zachovava.

V dalsim textu se pokusime odpovédét na otézky, které se diky témto tfem numerickym
experimenttim objevily.

4.2.2 Uloha pro 1 = %

V této casti detailné prozkoumame, co se déje s fesitelnosti tlohy (4.1) pro volbu n = %

Z numerickych experimentii plyne, Ze pro tuto hodnotu se dé&je néco zvlastniho. Nepodarilo
se najit zadny nulovy bod funkce ¢ a numerickou metodou stielby jsme Feseni pro b v fadu
107 sice nasli, ale rozsahem maximalnich a minimalnich hodnot na intervalu (0, 1) odpo-
vidalo témeér trividlnimu reSeni. Na zakladé numerickych experimentti predpokldadame, Ze
pron = % a libovolnou hodnotu b > 0 zadné vlastni ¢islo neexistuje.

Na obrazku 4.6 vidime vlevo diagram chovani vlastnich ¢isel kolem bodu n = % Jedna
se o detail z tfettho numerického experimentu. Uprostied vidime nékolik grafi funkce ¢
pron = % a razné hodnoty b. A vpravo je graf funkce ¢(u, b, %) Z diagramu je patrné, ze
¢im blize jsme bodu n = %, tim vyssi je vlastni ¢islo pfi pevné volbé b. Az presné v bodé

n= % podle diagramu zadné vlastni ¢islo nenajdeme. Diky vlastnostem funkce ¢ pron = %
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0 1 7

Obrézek 4.5: Diagram rtstu velikosti prvniho nulového bodu funkce ¢.
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0.49 0.5 0.51 71

Obrazek 4.6: Vlevo je diagram zavislosti 7 na b pro n v blizkosti % Uprostied jsou grafy
funkce ¢(p1,b, 3) pro pevné b. Vpravo je graf funkce ¢(y, b, 3).
muzeme formulovat nasledujici vétu.

Véta 4.2. Operdtor L} nemd pro X > (3)2 an= % Zadné vlastni cislo.

Diikaz. Zavedli jsme proménnou p = 1/ A — (%)2, tedy dokazeme, ze pro n = % a >0 ma
tloha (4.1) pouze trivialni feseni.
Pii dikazu vyjdeme z analytického predpisu funkce ¢ = ¢(u, b, %)

d(p, b, 3) = —%e_Tab (1+ e3 — et cos (4)) (263/1 + 2 cos (5) — bsin (4)). (4.5)
y=fi(p),b=2 y=/fi(p),b=3 y=fi(p),b=4
y“ y“ yﬂ
W - .
p? p? ?

Obrazek 4.7: Graf funkce f; = fi(u) (¢erné) a omezeni zdola konstantou (modfe).

Abychom ukazali, ze pro tiibodovou tlohu (4.1) pro n = % najdeme pouze trivialni
feSeni, ukazeme, ze funkce ¢(u, b, %) nemé zadny nulovy bod. Konkrétné, ze funkce ¢(pu, b, %)
je zéporné pro p > 0. Budeme postupovat nésledovné. Na ¢(u, b, 1) se budeme divat jako
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na funkci jedné proménné p s pevnou hodnotou b. Uk4dZeme, Ze pro Vsechny hodnoty b je
funkce zaporna. Mame ji rozloZenu na soucin tii Ciniteli. Prvni ¢initel ——e = je zfejmé
zaporny, u dalsich dvou ukazeme, ze jsou vzdy kladné.
Uvazujme pevné b. Abychom ukézali, Ze pro druhy ¢initel
filp) =1+ €3 — et cos )
plati fi(x) > 0, najdeme infimum této funkce a ukazeme, ze je vzdy vétsi nez nula. Tedy

ue(i()r,lf-oo)fl(u) —1+4e2— “6?£Ew)(263 CoS (g)): 1+e2 —2ei = (eg — 1)2 > 0.

Protoze funkci f; umime omezit zdola kladnou konstantou, je druhy ¢initel vzdy kladny.
Na obrazku 4.7 vidime graf funkce f; a jeji omezeni zdola konstantou (@Z — 1)2.
U posledniho ¢initele

fa(p) = Qeg,u + 2p cos (’5‘) — bsin (‘5‘)

opét uvazujme pevné b. Postup rozdélime do nékolika ¢asti. Schematicky je postup znazor-
nén na obrazku 4.8.

0

N
[\
=

Obréazek 4.8: Schematicky postup, ktery pouzijeme pii dikazu toho, Ze funkce fo(p) je
kladna pro vSechny hodnoty g, b.

(i) Prvni omezeni funkce f, provedeme pro p > 2. Funkci f, omezime zdola funkei

Falp) = 2etp —2p—b.

. Oznaéme ¢,(b) = —L2—. Ukazeme, Ze piesto,
(e4 1) 2(ed1—-1)
ze kladnost funkce f;5 zélezi na hodnoté b, je od urc¢itého p kladna pro vSechna b.

Limity funkce g; jsou

Funkce f5 je kladné pro p >

lim ¢y (b) =2, lim ¢1(b) =0
b—+o00

b—0
a navic je g; klesajici pro b > 0. Tedy, funkce f3 je kladné pro p > 2. Z toho plyne, ze
i funkce f5 je kladna pro pu > 2 nezavisle na hodnoté b. Na obrazku 4.9 vidime grafy
funkci fy a f3 a jakym zptisobem vypada jejich omezeni.
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yA b= y A b=1 Y

N[

\

[

Obrazek 4.9: Graf funkce fy (¢erné) a omezeni zdola funkei f3 (modfe).

(ii) Druhé omezeni provedme pro p € (2,2). VyuZijeme toho, ze funkce cos (£) i sin (&)
jsou na intervalu (0, 2) kladné.

H - H e
264,u + uél%f? (2,u oS (5) — bsin (5)) 264,u + ué%% (Q,u cOS (5)) — uil(lol?z) (b sin (5))

= 264/L—b.

Ozna¢me fy(pu) = Ze%,u — b. Funkce f; je kladna pro p > :—21,. Stejné jako v bodu II.,
e2
i zde zavisi omezeni na velikosti b. Oznacme g¢5(b) = 2% Maximum této funkce je 2
4

(v bodé b = 4), tedy dojdeme k zévéru, Ze funkce f, je kladna na intervalu (2,2).

Omezeni vidime na obréazku 4.10.

=l=1=1"

w1y

Obrazek 4.10: Graf funkce fy (Gerné) a omezeni zdola funkei fy (modfe).

(iii) Abychom ov&Fili, Ze funkce fo je kladnd i pro p € (0,2), vyuZijeme derivaci funkce
f27 tedy
b .
f3() = 7; (€% + (4 = b)cos (§) — 2usin (§))

Clen t je vzdy kladny, proto dale budeme uvazovat pouze
q(p) = e + (4 — b) cos (4) —2psin (&) . (4.6)
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Vypocet rozdélime na dvé c¢asti.

(a) Nejdiive podobnymi uvahami jako v predchozich bodech dikazu najdeme pro
b < 4 funkci g3(b) := e — % sin (%), ktera je pro funkci ¢(u) kladnou konstantou
a ji omezuje zdola.

(b) Pro b > 4 funkci se stejnymi vlastnostmi je g4(b) := et +4—b— Tsin (1).
Nasli jsme kladné konstanty, kterymi muzeme funkci ¢(p) zdola omezit, proto je

funkce ¢(p) kladna. Tedy, kladné je i derivace funkce f; a funkce fy je na intervalu
(0, 2) rostouci. Navic lim f2(p) = 0. Proto je funkce f, na (0, 2) kladné. Na obrazku
n—0

4.11 vidime graf funkce d(u) a jeji omezeni zdola konstantami.

»
s [

\J

Obrézek 4.11: Pritbsh funkce ¢ (¢erné) a omezeni zdola konstantou et — sin (1) (modie)

a konstantou e +4 — b — sin (1) (zeleng).

Celkem jsme ukazali, ze funkce ¢ pro n = % je zaporna pro libovolné y > 0 a libovolné

b > 0. Proto nema operator L; pro A > (%)2, b>0an= % zadné vlastni ¢islo. O

Podarilo se nam najit bod n = 3, pro ktery ma uloha (4.1) libovolné b > 0 a A > (%)2

pouze trivialni reSeni.

1
2

4.2.3 Pocet netrivialnich reseni

Jiz v predchozim textu jsme vidéli prabéhy funkce ¢ pro nékolik voleb b,7n (viz obrazek
4.6). Nabizi se otazka, kolik vlastnich ¢isel pro danou dvojici b, n existuje. V predchozi ¢asti
4.2.2 jsme ukazali, ze pro bod n = % a libovolné b > 0 existuje pouze trivialni feSeni, tedy ze
neexistuje zadné vlastni ¢islo pro n = %, 1> 0,b> 0. Soucasné z kapitoly 2 vime, Ze totéz
nastane pro n = 1. Z numerickych experimenti plyne, ze pravdépodobné existuji hodnoty
b a n, pro které minimalné jedno vlastni ¢islo existuje. Stéle ale nevime, zda vlastnich ¢isel
existuje nekonecné nebo konecéné mnoho. Navic se ndm nepodafilo v jisté oblasti najit ani
jedno vlastni ¢islo (oblast vpravo v diagramu na obrazku 4.5). V této ¢asti se pokusime
rozmisténi poc¢tu vlastnich ¢isel popsat.
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yA b=21n=1 yA  b=0.9223,17=0.6029 yA b=1,n=1%
Y b=3%,n=1 ya  0=09223,7=06029 b=3%,n=3%
1t w iz

Obrazek 4.12: Graf funkce ¢ (¢erné) pro pevné b,n a omezeni piimkou (modfe). Zleva:
nekone¢né mnoho nulovych bodi, koneéné mnoho nulovych bodi a zadny nulovy bod.

Omezeni primkou a ¢tvrty numericky experiment

Abychom rozlisili, zda funkce ¢ pro pevné zvolené b, méa koneéné mnoho, nekonecné
mnoho nebo zadny nulovy bod, provedeme numerickou konstrukci primky, kterou graf
shora omezime. Konstrukce bude vypadat nésledujicim zptsobem. Nejprve zvolime inter-
val I = (0,d) pro d > 1, v némz numericky uré¢ime maximum funkce (napt. p € (0,600)).
Poté zvolime dalsi rozsahly interval mnohonésobné dal, nez je délka prvniho intervalu, kde
provedeme totéz (napt. p € (4000,8000)). Obé maxima spojime piimkou. Tato piimka
(pokud maxima vybirame z velkych intervali) velmi dobfe omezuje funkci shora. U této
primky uréime smérnici. Je-li smérnice kladné, nejspiSe se jedna o nekonec¢né mnoho nulo-
vych bodu. Je-li zaporna, ale prvni maximum je kladné, jedna se zfejmé o konecny pocet
nulovych bodu a je-li ziporné a prvni maximum je zaporné, funkce ziejmé zadny nulovy
bod nema. Ukazky tohoto numerického uréeni poc¢tu reSeni vidime na obrazku 4.12. Vlevo
je zfejmé nekonecné mnoho nulovych bodu, uprostied je konetné mnoho nulovych bodu a
vpravo zadny nulovy bod neexistuje.

Tohoto omezeni mizeme vyuzit v numerickém experimentu. Podobné jako v pfedcho-
zich experimentech, i zde bod (n,b) obarvime. A to podle toho, kolik feseni jsme pro danou
volbu b, n nasli. Svétle modra reprezentuje nekoneéné mnoho nulovych bodi, tmavé modra
kone¢né mnoho nulovych bodi a ¢erné zadny nulovy bod. Diagram vidime na obrazku 4.13
vlevo. Vpravo pak vidime detailni pohled na zluté vyznacenou oblast.

Oblast bez netrivialnich resSeni

Ze vSech ¢tyT numerickych experimentii plyne, ze by mohla existovat oblast v roviné 7, b,
kde nenajdeme zadné netrivialni feSeni. Analyticky takovou oblast neumime najit, ale
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0.75
1°7 0.54 0.687 1

1
2

Obréazek 4.13: Numericky urcené rozmisténi poc¢tii netrivialnich feseni.

umime alesponl analyticky najit oblast, kde je maximéalné koneény pocet netrividlnich fe-
Seni. Uvazujme funkci ¢ proménné p pro pevné zvolené b, n

bn b bn
2

b
¢(u) = g2 sin(un) — ge”

b

e 3 sin(un) cos(p) — e’%ne’%u sin(p) sin(un) — Ee’% sin(pu)
b

—p+ efgu cos(u) + e*%}u cos(un) + §e’%e’% sin(u) cos(un) — e’%ne’%u cos(u) cos(un).

Vsechny funkce kosinus a sinus nahradime jejich supremem v piipadé, Ze sinus nebo kosinus
pri¢itame a infimem opa¢né. Tim dostaneme linearni funkci

p(p) = p( =1+ e 30 4 e 3% 4 207 30730) %be‘ib + %be—éb’? 1 e zbn—zbn,

Funkee p(u) funkei ¢ omezuje shora. ProtoZe p(i) je linearni funkei, uréime, zda je rostouci
nebo klesajici podle ¢lenu a = —1 + e~20 4730 4 2730730 Jeli q < 0, je funkce p ostre
klesajici, coz znamena, ze funkce ¢ musi byt od né&jakého p; zaporna. Tedy, musi mit

maximalné kone¢ny pocet nulovych bodi. Omezeni vidime na obrazku 4.14.
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b= 15, n=% b=2,1=% b=4,1=%

YA YA YA

=
=y
=V

YA YA YA

=
=Y
=Y

Obrazek 4.14: Graf funkce ¢ (¢erné) a omezeni linearni funkei p(u) (Cervend).

Tohoto omezeni nejdiive vyuzijeme k tomu, abychom nasli piipad dvojice b,n, pro
kterou je ¢len a omezujici funkce p zaporny a my i presto najdeme nulovy bod. Tedy
takovou funkci ¢, u které vime, ze mé konecény pocet nulovych bodu. Graf této funkce
vidime na obrézku 4.15. Vlevo je pohled na funkci, kde vidime lokalni chovani. Uprostied
detail dvou nulovych bodu a vpravo je globalni chovani funkce.

Oznacme neomezenou otevienou oblast, kde je maximalné konecny pocet netrivialnich
reSeni, jako ;. Potom hranice oblasti 02y je ddna jako nulova hladina funkce

ar(1,0) = —1+ e 3 75 4 93030,

|7V

Obrazek 4.15: Graf funkece y = ¢(p, 11%5, m), ktera mé konecny pocet nulovych bodi.

Ty

VY

Oznacme ()5 podoblast oblasti €21, kde neexistuje netrivialni feseni. Hranici této oblasti
0€)y zkonstruujeme numericky. Na obrazku 4.15 vidime funkci ¢, pro kterou hodnoty b,n
patii do oblasti €2y, pfesto existuji nulové body. Proto 9€); a 9€2; nemohou byt shodné. Pro
pevné b,n neni funkéni hodnota p(u) pro p — 07 nulova. Pokud je ¢len a = —1 4 e 2t 4
e~2% 4 9303 zaporny, je interval 7, na kterém je funkce p(u) nezédporna, omezeny a
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I, = (0,¢), kde

%be_%b + %be_%b” + he—zbn—3bn

—1+4 e 20 4 eabn 4 2e-zb 3’

V numerické konstrukci 0§25 volime body hranice 0€2; a zkontrolujeme, zda na intervalu
I existuje nulovy bod funkce ¢. Pokud neexistuje, je z chovani funkce ¢ pro zvysujici se
tlumeni zfejmé, Ze ani pro vyssi b jiz funkce ¢ mit nulové body nemuze. Na obrazku 4.16
vidime jak analyticky sestrojenou oblast, kde je maximéalné kone¢ny pocet netrivialnich
feSeni (Cervené), tak numerickou hranici oblasti, kde Zadné netrivialni feSeni neni (¢erné).
Obé hranice vizualné splyvaji a zacnou se lisit az v blizkosti Neumannovy okrajové tlohy,
tedy pro n blizké nule.

c=—

bA
8

»
0 1n

Obrazek 4.16: Oblast, kde je maximalné kone¢ny pocet netrivialnich reSeni (¢ervené) a hra-
nice 0€2y, od niz nenajdeme 7adné netrivialni feseni (Cerné).

4.2.4 Shrnuti pro A > (g)z

Celkem muzeme chovani tiibodové tdlohy s tlumenim pro A > (g)2 shrnout nasledovné.
Existuje zde neomezena oblast, kde neni zadné netrivialni feSeni (viz obrazek 4.16). Pro
hodnoty n = 1 an = % vime, Ze pro b > 0 existuje pouze trivialni feSeni. Nasli jsme
koneény pocet netrividlnich FeSeni (viz obrazek 4.15). Numericky jsme nasli oblast, kde ne-
trivialni feSeni existuje (viz obrazek 4.5) a pravdépodobné rozdéleni po¢ti feseni (konecné
a nekone¢né mnoho) je na obrazku 4.15.

Na obrazku 4.17 vidime celkovy pohled na existenci vlastnich ¢isel operatoru L] pro

A > (g)2 a operatoru L7 pro A > 0. Zelena barva znamena, Ze existuje nekoneéné mnoho
vlastnich ¢isel. Zelené je zobrazena usecka odpovidajici hodnotam b =0 a n € (0,1), tedy

45



4.2. TRIBODOVA ULOHA PRO \ > (g)2

N

Obrézek 4.17: Existence vlastnich ¢isel operatoru L] pro A > (%)2

46



4.3. FuUCIKOVO SPEKTRUM

Neumannova okrajova tloha bez tlumeni (7 = 0), tfibodova tloha bez tlumeni (n € (0,1))
a periodickd tuloha bez tlumeni n = 1. Déle je zelené zobrazena poloptimka n = 0, b > 0
ktera reprezentuje Neumannovu okrajovou tlohu. Naopak ¢ervena barva znamena, ze zadné
vlastni ¢islo neexistuje. Jedné se o poloptimku (respektive o poloptimku bez krajniho bodu)
n =1, b > 0 (odpovidajici periodické okrajové tiloze s tlumenim), o polopiimku n = %,
b > 0 (respektive o polopfimku bez krajniho bodu) a o neomezenou oblast, kterou jsme
se zabyvali v predchozim odstavci. Barvami Sedi je zobrazen tieti numericky experiment,
tedy body, kde alespon jedno vlastni ¢islo existuje. A bile jsou oblasti, u kterych neumime

rozhodnout.

4.3 Fucikovo spektrum

V predchozich ¢astech této kapitoly jsme na fadu otéazek ohledné chovani tfibodové tilohy
s tlumenim odpovédéli. Jednou otazkou jsme se ale jesté nezabyvali. Pro¢ pro pevné n a
rostouci b neroste hodnota prvniho vlastniho ¢isla spojité? Z chovani funkce ¢ je zfejmé,
pro¢ tomu tak je. Piipad, kdy dojde k nespojité zméné velikosti prvniho vlastniho ¢isla,
vidime na obrazku 4.18. Prvni vlastni ¢islo je v pripadé grafu vlevo v blizkosti prvniho
lokélni maxima funkce ¢ pro pevné b, n. Oproti tomu napravo (pro vyssi tlumeni) je prvni
vlastni ¢islo v blizkosti az druhého lokalniho maxima funkce ¢ pro pevné b, 7. Proto do-
jde k nespojitému skoku ve velikosti vlastniho ¢isla. Navic, vlastni ¢isla se vyskytuji po
dvojicich. Velikost prvniho vlastniho ¢isla roste a velikost druhého vlastniho ¢&isla klesa,
az se v momentu, kdy se lokalni maximum dotkne osy u, stanou jednim vlastnim ¢islem.
Vsechny tyto vlastnosti vlastnich ¢isel bychom meéli pozorovat i na Fucikové spektru, na
diagonale, kde najdeme vlastni ¢isla operatoru.

Y b=0.1 Y b=0.4

N

‘ L
AW

Obrazek 4.18: Graf funkce y = ¢(u, b, %) pro pevné b, u které pozorujeme nespojity rist
prvniho vlastniho ¢isla pro zvysujici b.

Pribéh zmény velikosti prvniho vlastniho ¢isla pro rizné hodnoty 7 vidime na obrazku
4.19. Hodnoty jsou ziskany z tfetiho numerického experimentu.
Uvazujme
y'(z) + by (z) + ay™(z) — By~ (x) =0, =€ (0,1),
y(0) =y(n), (4.7)
y'(0) =y (1),

kde (o, ) € R2.
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n=0.33 n=04 n = 0.499 n = 0.67
A ’ HA -~ A Iy
300 18 1200 400
//
- |~ ____-"'--.- -
0 > 4 » 0k > 0 >
0 1.5 0 1.5 0 b 0 b

Obréazek 4.19: Zména velikosti vlastnich ¢isel. Zavislost b na p pro pevné zvolené 7.

Mnozina S(L}) = {(o, 8) € R* : L} = ay™(z) — By~ (=) ma netrividlni FeSeni} se
nazyva Fucikovo spektrum operatoru L;.

Fucikovo spektrum operatoru L; hledame vzhledem k obtiZznosti ulohy numericky.
Ukazky Fucikova spektra vidime na obrazku 4.20, kde je Fucikovo spektrum ziskano nu-
mericky. V8imnéme si odchylovani Fucikova spektra od diagonaly o = 3 pro zvysujici
tlumeni. Vlevo je Fuc¢ikovo spektrum ziskano metodou stielby a vpravo je nahled na Fu-
¢ikovo spektrum metodou TopView. Princip metody TopView pro néhled na Fucikovo
spektrum operatoru L spoc¢iva v tom, Ze splnime metodou st¥elby podminku ¢/(0) = /(1)
a u druhé podminky hliddme znaménko rozdilu y(0) — y(n). Je-li rozdil zaporny, obarvime
bod (v/a, v/B) svétle modre, je-li kladny, obarvime jej tmavé modie. Bod Fucikova spektra
vidime piiblizné na hranici, mezi barvami. Numerickym vypoctem ziskame ¢ast spektra
lezici nad diagonalou. Abychom ziskali ¢ast pod diagonélou, staci ¢ast nad diagonalou
zrcadlit podle diagonaly ov = (. Jestlize do Fucikova spektra patii dvojice (o, 3) s odpovi-
dajicim feSenim y, patii do néj i dvojice (3, «) s odpovidajicim feSenim —y. Dal3i ukazky
Fucikova spektra vidime v piiloze, kde jsou zobrazeny i s nepiipustnou oblasti, jejiz smysl
vysvétlime v nésledujicim odstavci.

4.3.1 Nepripustna oblast Fuc¢ikova spektra
V této ¢asti zkonstruujeme aproximaci nepfipustnych oblasti Fucikova spektra. Mnozina

B 1
I(Ly =)

(L)) = {(v — td(v), v + td(v)) € R : d(v) St E (LD v e R\o (L))}

je nepfipustnou oblasti Fuéikova spektra (L) (viz [5]), kde o(L}) je spektrum opera-
toru L}, které je v naSem piipadé tvofeno vlastnimi ¢isly operatoru. Nepfipustnou oblasti
rozumime takovou oblast, jejiz prinik s Fucikovym spektrem je prazdny.

Abychom byli schopni nepfipustnou oblast zkonstruovat, operator L} nahradime dosta-
tecné velkou matici A a tim prejdeme k diskrétni tiloze. Protoze matice A je diskretizaci,
zkonstruujeme pouze piibliznou oblast. Cim vétsi zvolime tad matice, tim lépe spojitou
tlohu aproximujeme a tim presnéjsi ziskame vysledky.

Abychom aproximovali operator Ly = —y”(z) — by'(z) matici A, zvolime nejdiive
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n=0.67, b=0.1

\/BA “7720.67,1):0.1 VB

n =067, b=05 n=0.67, b=0.5

Ja

Obrazek 4.20: Numericky ziskané Fucikovo spektrum operatoru L} (vlevo) a nahled na
Fucikovo spektrum metodou TopView (vpravo).

pocet n stejnych podintervala, na které chceme interval (0, 1) rozdélit. Diskretiza¢ni krok
je potom h = % [8]. Proto je matice A ¢tvercova rozméru n — 1.
Na vnittku intervalu aproximujeme derivace centralnimi direferencemi

’ xT; — T;—
y(xl) ~ y( +1)2hy( 1)’

" y(wio1) — 2y(xi) + y(zig1)
Yy (i) 52

Q
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n=015 b=15

Va

n =065, b=0.1

Ja

Obrazek 4.21: Nahled na Fucikovo spektrum operatoru L; a nepiipustné oblasti (Sedé).

Protoze pracujeme s diskretizovanym intervalem, ozna¢ime y(z;) = Y;. Tim ziskdme pro-

ménné Y;, 1 =0,1,...,n, kterych je n 4 1.

Oznacme j bod diskretizovaného intervalu, ktery odpovida ve spojité tloze bodu n €
(0,1). Vyjadiime podminku y(0) = y(n) jako Yy = Y; a podminku 3/(0) = 3/(1) vyjadiime

pomoci dopfedné a zpétné diference jako

n—1
0 _
0

1
9
J—1
J
n—2
n—1

Yi-Y, Y,-Y,._
L0 L= Y, =Y - Yo+ Y
h h
Tedy Yy nahradime Y a Y, nahradime Y; —Y; +Y,,_;. Timto postupem dostaneme matici
A ve tvaru
1 2 7 —1 Ji n—2
- 2 1 b 1 b
N 0 e 0
-7zt 5 7z 0 0 . 0
0 0 2 1 _ b 0
A= R B2 2R
0 0 “wtwm oW
0 0 0 0 %
1 b 1 b 1 b
) 0 0 T —wz t o

Nepripustnou oblast zkonstruujeme a vysledek pro nékteré hodnoty b, vidime na ob-
razku 4.21. Fucikova spektra pro jiné hodnoty b, 7 i s nepfipustnou oblasti najdeme v pii-

loze.
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4.3.2 Fucikovo spektrum pro n =3

Zjistili jsme, Ze v pro n = % a libovolné kladné tlumeni, nenajdeme zadné vlastni cislo

) 2 .« p -« PRy . .
operatoru L} pro A > (g) . Protoze vime, Ze pro b = 0 vlastni ¢isla najdeme, tedy Fucikovo
spektrum neni prazdné, zajima nas, co se s Fuc¢ikovym spektrem stane pro zvysujici tlumeni.

VEN :

Va Va

Obrézek 4.22: Nahled na Fuéikovo spektrum operatoru L, pro n = % ab= %. Vlevo velky
rozsah a body Fucikova spektra, vpravo nepiipustna oblast.

Fucikovo spektrum jsme ziskali vyuzitim programovaciho jazyka Fortran90, ktery je
pro tento typ vypoc¢tu velmi rychly. Ale pro hodnoty « > 1000, si jiz numericky neporadi
s TeSenim diferencialnich rovnic. Abychom ziskali predstavu, co se d&je s Fu¢ikovym spek-
trem i pro hodnoty vétsi nez je a = 1000, pouzijeme podstatné pomalejsi, ale stabilnéjsi a
presnéjsi vypocet. Konstrukce celého Fucikova spektra do daného rozsahu by byla casové
netinosnéa, proto volime jiny postup. Nebudeme hledat celé Fucikovo spektrum, ale pouze
body, které patii do Fucikova spektra a lezi na pfimce o smérnici k, k > 1, v soufadnicich
Va, /B. Na obrazku 4.22 vidime vpravo Fucikovo spektrum pro n = %, b = % is ne-
pripustnou oblasti. Vlevo vidime nékteré body Fuc¢ikova spektra pro velky rozsah. Vétve
Fucikova spektra se od diagonaly odchyluji v souradnicich y/c, /B pfiblizné po p¥imce se
smérnici £ = 1.39.
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Shrnuti

Cilem této bakalarské préace bylo prozkoumat Neumannovu okrajovou tlohu, periodickou
okrajovou tulohu a pfechod mezi témito tlohami, ktery je reprezentovan tiibodovou okra-
jovou tlohou.

V kapitole 1 jsme zkoumali model nékolika matematickych kyvadel (tzv. Pendulum
Waves) i se zarazkou. Nasli jsme postup, kterym ziskdme vhodné délky zavésu jednotlivych
kyvadel a to pouzitim diagramu feseni a Fucikova spektra.

V kapitole 2 jsme se zabyvali zakladnimi tilohami - Neumannovou okrajovou tlohou
a periodickou okrajovou tilohou. Odvodili jsme tvar vlastnich ¢isel jednotlivych diferenci-
alnich operatoru a detailné popsali postup analytického odvozeni Fucikova spektra u Neu-
mannovy okrajové tlohy bez tlumeni.

V kapitole 3 jsme se zabyvali tfibodovou okrajovou tlohou bez tlumeni, popsali jsme
postup, kterym ziskdme vlastni ¢isla daného operatoru a numericky zkonstruovali Fucikovo
spektrum.

V kapitole 4 najdeme hlavni vysledky této prace. Zkoumali jsme zde vlastnosti t¥ibodové
tlohy s tlumenim. Protoze vlastni ¢isla jsme nebyli schopni ziskat analyticky, zamérili jsme
se na néekolik dilezitych otédzek. Podafilo se nAm analyticky najit hodnotu parametru n, pro
kterou ma prislusny diferencidlni operétor jediné vlastni ¢islo. V roviné 7, b jsme analyticky
nasli oblast, kde existuje pouze kone¢ny pocet vlastnich ¢isel a numericky jsme nasli oblast,
pro kterou méa prislusny diferencialni operator jediné vlastni ¢islo. Numericky jsme sestrojili
Fucikovo spektrum a diskretizaci ziskali pribliznou nepfipustnou oblast Fucikova spektra.

Jednim z cilii prace bylo prozkoumat tiibodovou okrajovou tlohu s tlumenim a nenulo-
vou pravou stranou. Vzhledem k obtiZznosti ziskani jakychkoliv informaci o tloze s nulovou
pravou stranou (kapitola 4), jsme usoudili, Ze toto téma presahuje rozsah této bakalarské
prace a je zajimavym podnétem pro dalsi praci.
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Priloha

va va

Obrazek P.1: Néahled na Fuc¢ikovo spektrum X(L}) pro n = 0.5 pro rostouci koeficient
tlumeni b.



Va Va

Obrazek P.2: Nahled na Fucikovo spektrum X(LJ) pro n = 0.85 pro rostouci koeficient
tlumeni b.
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Va Va

Obrazek P.3: Fuc¢ikovo spektrum (L)) pro n = 0.67 ziskané tzv. metodou stielby.



Va Va

Obrazek P.4: Nahled na Fuéikovo spektrum (L) pro n = 0.67 ziskany metodou TopView
pro rostouci koeficient tlumeni b.
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Obrazek P.5: Nahled na Fu¢ikovo spektrum (L) pro n = 0.65 a nepfipustné oblasti pro
rostouci koeficient tlumeni b.



Va Va

Obrazek P.6: Nahled na Fu¢ikovo spektrum (L) pro n = 0.15 a nepfipustné oblasti pro
rostouci koeficient tlumeni b.



