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Abstrakt

Prace se zabyva metodami pro feSeni advekéni rovnice. Obsahuje teoreticky po-
pis téchto metod a popis jejich implementace v programovém vybaveni MATLAB.
V zéavéru prezentujeme ziskané vysledky z provedenych experimeti a stanovujeme
nejlepsi metodu.

Klic¢ova slova : advekce, numerické metody, upwind, Laxova-Wendroffova metoda,
Hartenova-Zwasova metoda, semilagrangeovskd metoda, BFECC

Abstract

This thesis deals with numerical methods for solving advection equation. The paper
contents theoretic description of the methods and their implementation in MATLAB
software. In conclusion we present experimental outcomes and provides the best
method.

Keywords : advection, numerical methods, upwind, Lax-Wendroff method, Harten-
Zwas method, semilagrangian method, BFECC
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Uvod

Lidé se odedavna snazili namodelovat dynamiku fyzikalnich jevi jako tok feky, ohen,
proudéni vétru, apod. Na rozdil od minulosti dnes mame k dispozici velky vypocetni
vykon, a proto je mozné tuto kapacitu vyuzit a vytvaret numerické modely, které
dostatecné piresné odpovidaji realité. Takovéto modely vyuzivaji advek¢ni rovnici
jako zaklad pro simulaci dynamiky tekutin & jiného pohybu fyzikadlné odpovidaji-
cimu proudéni. Lze tedy napiiklad provést simulaci chovani vody v fi¢nim koryté,
pohyby mrakt nebo dokonce proudéni koufe.

Zminéné modely neslouzi jen védctim a jejich laboratofim. Velmi casto jsou po-
uzivané v pocitacové grafice a pii tvorbé pocitacovych her, ve kterych se vyvojari
snazi vytvofit co nejrealnéjsi prostfedi (kouf¥, voda, ohen). Nutno podotknout, ze
s rostoucim vykonem dneSnich pocitaci se jim to daii vice nez dobfe.

Pro modelovani téchto jevii ovSem nestac¢i jen advekéni rovnice, ale je tieba
aplikovat nékterou z nepreberného mnozstvi metod.

Cilem této prace je poskytnout ¢tenaii piehled o zakladnich metodach pro feseni
advekeni rovnice. Pokud by se mél text zaobirat kompletni problematikou numeric-
kého modelovani problémi s advekéni rovnici ¢i problémt dynamiky tekutin, musel
by byt o mnoho rozsahlejsi a ve vysledku by mohl pilisobit znac¢né chaoticky. Proto
se prace zaméfuje jen na urcity omezeny okruh problematiky zahrnujici vybranou
pétici zakladnich metod. Tyto metody byly vybrany na zékladé jejich vlastnosti a
typt. Je v8ak nasnadé rici, ze je text zaméien spiSe matematicky.

Soucasti prace je kromé teorie také rozbor implementace. Ctenafi nalezne po-
tfebné informace vcetné konkrétnich tryvka kodu. Z praktickych davodu je vSak
tento kod napsédn v pseudojazyku a nikoliv pfimo v néjakém konkrétnim jazyku.
Hlavnim divodem pro tento krok je zejména omezena Sitka stranky a prehlednost
uvedenych algoritmai.

Prvni kapitola se zabyva teorii potfebnou k pochopeni pojmii a uvedenych metod.
Konkrétné se jedna o metodu typu upwind, Laxovu-Wendroffovu metodu, Hartenovu-
Zwasovu metodu , algoritmus BFECC a semilagrangeovskou metodu. Informace
o prvnich tfech zminénych metodach byly ¢erpany z [5], k algoritmu BFECC pak
z [4] a k semilagrangeovské metodé z [7]. Soucasti teoretické ¢asti bude samoziejmé
vysvétleni zakladnich pojmii.

V druhé kapitole je provedena analyza problematiky z pohledu implementace.
Jinymi slovy je zde provedena analyza a diskuze jednotlivych moznosti implementace



metod a pouziti urcitych technik k jejich implementaci z teoretického hlediska.

Kapitola ¢islo tfi se pak zaobird samotnou implementaci metod pro advekéni
rovnici. Jsou zde rozebrany algoritmy jednotlivych metod a popsany zptsoby jakymi
byly dosazeny vysledky uvedené ve ¢tvrté a posledni kapitole této prace.



Kapitola 1

Teorie

1.1 Advekce

Vyraz advekce je pouzivan pro prenos hmoty proudénim. Naptiklad se mize jednat
o proudéni vody v Tece, proudéni vzduchu, dynamiku koute a ohné. Vsechny tyto
déje se daji ¢astecné popsat pomoci advekéni rovnice:

kde q(z,t) je funkce reprezentujici neznamou veli¢inu v bodé z a v ¢ase t. Funkce
u = u(z) reprezentuje rychlost. V piipadé 1D bude proménna z vektor a rychlost
bude dana zvolenou konstantou.

Pro advekéni rovnici je nutné definovat pocatecni a okrajové podminky, jelikoz
vétSina tloh neni FeSena na celém oboru redlnych ¢isel, ale jen na kone¢ném inter-
valu. Naptiklad na tseku délky L, kde L je predem zvolené. Obvykle se poc¢atecni
podminky definuji nasledovné:

q(2,0) = qo() (1.2)

Okrajové podminky se definuji na zakladé typu feSené tlohy. Tyto podminky jsou
obvykle specifikovany fyzikdlnim jevem, ktery chceme modelovat. Nékteré z nich
mohou byt definované na pravém okraji, jiné na levém, vzdy vyuzijeme k jejich
definici rychlost a jeji smér.

u >0 = qt) V u <0 = qg(t), (1.3)

kde qr(t), resp. qr(t) je hodnota, ktera popisuje chovani na levém, resp. pravém
okraji zvoleného intervalu.

Advekéni rovnici lze FeSit analyticky, neni to vS8ak tak jednoduché, jak by se
na prvni pohled mohlo zdat. Advekéni rovnice je parcidlni diferencialni rovnici a
jeji feSeni pro pocatecni podminku zadanou pomoci hodnot neni jednoduché. Praveé
z tohoto divodu se Tesi spiSe numericky. Pro kompletnost vSak bude déle uvedeno i



feSeni analytické.
Méjme advekéni rovnici v zakladnim tvaru a pocatecni podminku:

G +ug, = 0, q(z,0) = qo(x) (1.4)

Definujme feSeni po piimkach:
r=ut+c (1.5)

Vezméme obecny bod 7 v case ta definujme bod z, ktery urcuje polohu zvoleného
bodu z v ¢ase 0:

Q( /ZE\,%\) - Q<i>0) - qo(*’f)a (16)

Potom 7 = ut 4 ¢. Z této rovnice vyjadiime ¢ a dosadime jej do obecné rovnice
piimky x = ut + 7 — ut. Nyni dosadime do vztahu pro ¢:

o(%t)=q(T—ut0)=qF-ul) (1.7)
Z této rovnice vyplyne obecné feSeni advekce:

q(z,t) = qo(x — ut) (1.8)

V praxi se vSak ¢asto setkdvame s vicerozmérnymi piipady. Proto jsou vSechny simu-
lace v této praci zalozeny na dvourozmérnych datech i dvourozmérném rychlostnim
poli. Obecné by se tato rovnice dala zapsat stejnym zptisobem jako rovnice pro 1D
pripad uvedena vyse, ale pro prehlednost bude lépe uvést ji v rozepsaném tvaru.

¢ +u-Vg=0 (1.9)

I pro tento tvar advekce plati, Ze ¢ = q(z,y,t) jsou data v bodé (z,y) a ¢ase t, dale
u = (u(z,y),v(x,y)) je vektor, jehoz slozky jsou rychlostni pole ve sméru z (slozka
u), resp. y (slozka v).

Pro advekéni rovnici je i zde nutné definovat pocatecéni a okrajové podminky,
jelikoz vétSina dloh neni feSena na celém prostoru, ale jen na konkrétnim intervalu.
Napiiklad (z,y) €< 0, K > x < 0,L >, kde K a L jsou pfedem zvolené. Obvykle
se pocatecni podminky definuji nasledovné:

q(a?,y,O) = QO(x>y) (110)

Okrajové podminky se definuji na zakladé typu feSené tlohy. Tyto podminky jsou
specifikovany na zakladé modelovaného fyzikalniho jevu. V tomto piipadé okrajové
podminky definuji pomoci sou¢inu vnéjsi normaly plochy ¢i oblasti s vektorem rych-
losti. Zde zalezi na znaménku, které nam udava smér toku.

Analytické feseni advekéni rovnice pro dvé neznamé (z a y) je obdobné jako pro
jednorozmérny pripad. Pro kompletnost zde bude uvedeno. Méjme advekéni rovnici
v zakladnim tvaru a pocate¢ni podminku:

¢ + uq, + vg, = 0, q(z,y,0) = qo(z,y) (1.11)
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Definujme feseni po piimkach:
r=ut+ec, y=vt+d (1.12)

Vezméme obecny bod (Z,7) v Case ¢ a definujme bod (Z,7), ktery uréuje polohu
zvoleného bodu (7, y) v Case 0:

¢(7,5,t) = q(Z,7,0) = qo(%,9), (1.13)

Pak 7 = ut +¢, § = vt+d. Z téchto rovnic vyjadfime ¢ a d a dosadime je do rovnic
pro piimku x = ut + ¥ — ut a y = vt + y — vt. Nyni dosadime do vztahu pro g:

o~ ~ o~ ~

q(Ev@\a%\)ZQ(?B\_Ut7:/y\_vt70)ZQO(?f_u 7@\_1] ) (114)
Z této rovnice vyplyne obecné feSeni advekce:

Nyni je ovSem nutné stanovit, zda je vySe uvedené feseni jednoznac¢né. Vyslovime
tedy nésledujici tvrzeni:

Je-li pocatecni podminka o spojité diferencovatelnd, funkce u je také spojité di-
ferencovatelna Vz. Kazdym bodem mnoziny M = ((z,t),z €< 0,L >,t €< 0,T >
prochazi jedina charakteristika a tato charakteristika protina interval < 0, L > v je-
diném bodé. Pak existuje jediné feSeni tilohy. Toto feSeni se nazyva klasické.

Reseni se d4 zobecnit i na nespojita data, ale timto se v této praci nebudeme zaby-
vat. Trzeni lze formulovat i pro vicerozmérny piipad pocatecni podminky.

Jelikoz vétsinou nemame zadano analyticky ¢g a zaroven potiebujeme efektivné vy-
hodnotit neznamou ¢, tak se pro feseni pouzivaji numerické metody, jejichz typy a
vlastnosti budou uvedeny dale v tomto textu.

1.2 Numerické metody

Obecné se numerické metody pro feSeni advekéni rovnice déli na dva druhy a to
metody konecnych diferenci neboli eulerovské a metody vyuzivajici chrakteristik ne-
boli lagrangeovské. Oba dva druhy metod maji specifické vlastnosti. V dalsim textu
budou popsany zejména metody eulerovského typu. Jedinou vyjimku bude tvofit
semilagrangeovska metoda, kterd spojuje oba pristupy.

Metody kone¢nych diferenci vyuzivaji pro feSeni problému pomérné diference, tedy
rozdil hodnot mezi dvéma body mftizky, kterymi nahrazuji derivace. VSechny tyto
metody jsou snadné na pochopeni a implementaci ale maji velkou nevyhodu, ze
nejsou vhodné pro nehladki data. Nékteré z téchto metod jsou v bodech nespoji-
tosti nachylné k oscilacim. Jak bude dale uvedeno mezi metody kone¢nych diferenci
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patii napiiklad metoda upwind, Laxova-Wendroffova metoda a Hartenova-Zwasova
metoda. Tyto metody budou porovnany, jak mezi sebou, tak s metodou semilagran-
geovskou.

Druhym typem metod jsou metody lagrangeovské. Tyto metody vyuzivaji k te-
Seni charakteristiky dat neboli v tomto ptipadé jejich rychlostni pole. Tyto metody
narozdil od eulerovskych nemaji pevné stanovenou miizku pro data, respektive mé
tato miizka proménlivy krok. Jako piiklad uvedme silo¢ary okolo ty¢ového magnetu.
Ty jsou v blizkosti magnetu vice nahusténé nez ve vétsich vzdalenostech od objektu.
Body mitizky by pro tento pfiklad byly rozmistény stejnym zpisobem. Na rozdil od
pevné dané miizky v piipadé diferencnich metod muzou lagrangeovské metody lépe
vystihnout rozmisténi bodl v prostoru véetné mist nespojitosti dat. lagrangeovské
metody jsou proto obvykle stabilnéjsi nez metody konecnych diferenci.

Jednotlivé numerické metody uvedené v této ¢asti budou fazeny podle svého fadu
a slozitosti. Jinymi slovy bude nejprve uvedena metoda upwind zastupujici me-
tody prvniho fadu. Nasledné budou zminény metody druhého fadu (napt. Laxova-
Wendroffova metoda) a nakonec se text zaméfi na metodu BFECC, které ke svému
béhu vyuziva jednodussi metody upwind a semilagrangeovskou metodu. V ptipadé
metody BFECC se nejedna o samostatnou metodu feSeni advekéni rovnice, ale o al-
goritmus zpresnujici feSeni.

Pro potieby této prace bylo nutné zvolit miizku, na kterou budou aplikovany jed-
notlivé metody a ktera bude rozmérové odpovidat zvolenym datim. Byla zvolena
¢tvercova, pravidelnd miizka s konstantnim krokem. Tato miizka byla zavedena néa-
sledovné:

Ax > 0, At >0

t, = nAt n €N

Tyto vztahy popisuji jednoduchou mfizku aplikovanou na dana data. At a Ax jsou
zvolené kroky casu a délky, j je celé ¢islo udavajici velikost dat a n je celé ¢islo
udavajici pocet casovych kroki.

V této ¢asti textu bude pouzito oznaceni ¢ pro presnou hodnotu dat a () pro apro-
ximaci dat.

1.2.1 Metoda typu upwind

Tato metoda je nejjedodussi metodou z metod uvedenych v této praci. Upwind lze
odvodit piimo z advek¢ni rovnice rozvinutim do Taylorova polynomu, kde uzijeme
vSechny ¢leny az do ¢leni s derivacemi prvniho fadu. Tyto derivace nahradime po-
mérnymi diferencemi prvniho fadu. Jedna se tedy o metodu prvniho radu.
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Metoda ke své Cinnosti vyuziva dopfednych a zpétnych diferenci. Diferenci rozu-
mime rozdil hodnot dvou bodt nachéazejicich se vedle sebe ve zvoledné miizce dat
déleny krokem miizky :

Q; — Q1

Ax
V zavislosti na znaménku hodnoty rychlostniho pole bereme bud bod pied nebo
bod za aktuilnim bodem vzhledem ke sméru vektoru rychlosti. V uvedené diferenci
je aktudlni bod z; s hodnotou @); bodem, ve kterém stanovujeme novou hodnotu.
P1i implementaci metody je mozné brat v iivahu jen levé nebo jen pravé diference.

Ptesnéjsi je oviem kompaktni verze metody, ktera bere v ivahu oba druhy diferenci.
Kompaktni metoda upwind mé nasledujici tvar :

At
Q" = Qf — (7 (QF — Q1) + 5 (@1 — Q))), (1.16)

kde u , resp. u;, jsou definované jako maximum, respektive minimum, z piislusné

hodnoty rychlostniho pole a hodnoty 0, tedy uj = maz{u;,0}, resp. u; = min{u;,0}.

Vzorec metody ve zminéném tvaru odpovidd metodé upwind pro jednorozmérna
data. Jelikoz budou v této préci pouzivana vyhradné dvojrozmérné data, bude nutné
pouzivat také metodu upwind ve tvaru odpovidajicim vstupnim datim :

At
n+1 __ n + n n — n n
A AN (U”( i i,j—l) + uzj( i+l i,j))_
T
At
+ n n — n n
_Ax(vi,j( ij i—l,j) + Ui,j( i+t1,j i,j))a (1.17)
kde v} " s resp. v, jsou definované jako maximum, respektive minimum, z pii-

slusné hodnoty rychlostniho pole a hodnoty 0 ve sméru kolmém na u, tedy vfj =
mazx{v; ;,0},resp. v, ; = min{v;;,0}.

Vyhodou metody je jeji implementac¢ni jednoduchost, rychlost vypoctu a pamé-
tova nenarocnost.
Hlavni nevyhodou metody typu upwind je fakt, ze zkresluje data, ¢imz se stava prak-
ticky nepouzitelnou. V pripadé jiz zkreslenych dat metoda nepfesnosti umocnuje a
vysledné chyba naprosto znehodnoti ziskané vysledky.

1.2.2 Laxova-Wendroffova metoda

Stejné jako predchozi metoda je i tato odvoditelna z Taylorova rozvoje advekéni
rovnice s jednim vyznamnym rozdilem. Je nutné brat i ¢len reprezentujici druhy rad
Taylorova polynomu. Jedné se tedy o metodu druhého fadu.

Dal$im moznym zptisobem pro jeji ziskani je piidani korek¢niho ¢lenu do rovnice
pro metodu upwind. Nésledné pak dostaneme tvar Laxovy-Vendroffovy metody pro
jednorozmérné data:

1

At
Q= Q) — ( 1 (QF = Q1) +u; (@1 = Q7)) 5wy (1= | ) (@4, —2Q +Q5

(1.18)

13
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Tato metoda funguje velice dobfe na jiz zkreslena data zejména v porovnani s meto-
dou upwind. Na druhou stranu miize nastat problém u dat, kterd maji ptilis strmy
gradient nebo pro data s nespojitostmi. V takovych pfipadech se v procesu této
metody vytvareji oscilace a tim se snizuje presnost metody.

Ovsem v tomto tvaru je metoda témér nepouzitelna kviili velkym oscilacim a proto
v této praci bude pouzita metoda v nasledujicim tvaru pfevzata z ¢lanku [5]. Tento
tvar metody taktéz produkuje oscilace pii nespojitosti dat, ovSem tyto oscilace jsou
mensi nez u vySe uvedeného tvaru této metody.

At At
Q" = @) @ @)+ 3 (50) 02 Qa2 @) (119

Ten je ovSsem pouze pro jednorozmérné data a proto zde uvedu i metodu ve tvaru
pouzitém pro experimenty:

At 1/ At\?
n+1 __ n n n 2
i = Wi T oAy Wi (QF ;1 — Q1) + 5 <E) up; (QF 1 — 207+ QF 1)

At . . 1/ At\?
~oag Vi (@ing — iw)+§<ﬂ) viy (Qiy =200+ Q) (1.20)

1.2.3 Hartenova-Zwasova metoda

V tomto pripadé se jedna o metodu, které je odvozena z vyse uvedené metody. Jedna
se 0 zpfesnéni a zobecnéni Laxovy-Wendroffovy metody. Tvar metody bude velice
podobny rovnici uvedené vyse. Pouze korekéni ¢len bude piendsoben tzv. limite-
rem ®. Zakladni myslenka je takova, Ze pokud bude limiter vhodné zvolen, budou
vysledky metody presnéjsi a omezi se rozkmitani, které by zptsobovalo v pripadé
klasické Laxovy-Wendroffovy metody vétsi chybu. Piedpis metody pak bude vypa-
dat nasledovné [5]:

n n n ?’L n n At n n n
Q! = Q) R Q=@ )5 (@ =)+ 5 s (= T o) Q5 @))%
(1.21)
Vhodnou definici limiteru muze byt napiiklad funkce ve tvaru:
n n n Qn n

kde J je definované na zakladé znaménka u pfislusné hodnoty rychlostniho pole
(podobné jako prvky vt a v~ u metody upwind), tedy u > 0 — J = j — 1 a pro
u<0—J=j+1 Z vyse uvedeného vztahu pro 07 je vidét, Ze se jedna o pomeér
diferenci. Diference ve jmenovateli je ddna jako diference ve sméru rychlostniho pole
a diference v citateli je zpétnou diferenci pro aktualni bod.

Limiteru existuje cela fada. Napiiklad [8]:
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6% + 0
van Albada #(0) = i

2 +1
koren é(6) = max(0, min(26, @, 2))
minmod ¢(0) = max(0,min(1,0))
van Leer o(0) = ?i :Z:

Limiter van Leer bude pouzit v této praci pii veskerych experimentech s touto
metodou. Z pfedpisu pro tuto metodu je patrné, Ze limiter ®; mize do zna¢né miry
ménit tvar metody. Pro ®; = 0 Vj se vynuluje cely korekéni ¢len a vysledkem je
rovnice zékladni metody typu upwind. Pii dosazeni ®; = 1 Vj je pro zménu vy-
sledkem Laxova-Wendroffova metoda. Tento fakt mize velice usnadnit implementaci
obou vyse zminénych metod. V praxi postaci vytvorit metodu s limiterem a pomoci
parametru pouze meénit tvar limiteru.

1.2.4 Semilagrangeovski metoda

V nésledujicim odstavei bude popséna semilagrangeovskd metoda. Tato metoda se
od vySe popsanych metod lisi, jelikoz spojuje vlastnosti lagrangeovskych metod a
metod kone¢nych diferenci, k nimz se fadi vSechny metody popsané vyse. Metoda
snoubi presnost feSeni metod kone¢nych diferenci se stabilitou metod zalozenych na
lagrangeovském ptistupu.

Cela tato metoda je zalozena na zakladnim vztahu pro rychlost:

dx
— =u(x

o = u(®)
Kazda hodnota bodu z se da urc¢it pomoci vztahu:

q(z,t) = q(x — ut,0),

coz znamend, ze kazdy bod lze urcit pomoci hodnoty rychlostniho pole a daného
¢asu. Z vyse uvedeného vztahu lze odvodit platnost nasledujici rovnosti:

q(z,t) = q(z — ult,t — At).

Vztah pro metodu lze odvodit na zékladé koeficientu posunu o« a néasledujiciho
vztahu:
O = Ty — T
Q@

Tpe1 = T + u(Tpp1 — 5) (1.22)
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Po tpravach a dosazeni za o dostaneme metodu ve tvaru:

Tk + $k+1>

5 (1.23)

Tht1 = T T+ U <

Z vyse uvedenych vztaht vyplyva, ze vypoc¢tem nového bodu z se dostaneme mimo
body miizky a tedy hodnotu v tomto novém bodé je t¥eba interpolovat z hodnot
v okolnich bodech. Tedy hodnota v bodé z;.; je interpolovina z bodi lezicich na
jeho okoli, do kterého se posuneme vlivem rychlosti.

Tento tvar metody je aplikovatelny na jednorozmérna data. Pro tplnost bude
uveden i tvar metody pro dvojrozmérna data. V tomto piipadé mame bod (z,y) a
stejné jako je uvedeno vySe muzeme uvazovat platnost néasledujicich vztahu:

Q(.T, Y, t) = q<.T - ut7 Yy — Utv 0)7
q(z,y,t) = q(z — ult,y — vAt,t — At).
Tvar metody se poté lze rozepsat do nasledujicich vztaht:
o= Tpr1 — T
B = Yk+1 — Uk
_ o p
(@kt1, Y1) = @k + w(@pr1 — 55 Yk + V(Y1 — 5))

2
Po dosazeni za koeficienty a tpravach dostaneme metodu v kone¢ném tvaru:

T+ +
(l‘k+1,yk+1) = (xk +u <%> y Yk U (%)) (1-24)

Dale stejné jako v 1D pripadé nasleduje interpolace hodnot v bodech urcenych vyse
uvedenym vztahem.

1.2.5 Metoda BFECC

V tomto piipadé se opét nejedna o jednoduchou metodu, nybrz (stejné jako u metody
Hartenovy-Zwasovy) se jedna o algoritmus zpiesnéni metody pouzité v jeho zakladu.
Algoritmus BFECC m4 iterativni charakter.

Necht funkce L(.,.) pFestavuje implementaci metody upwind nebo semilagran-
govské metody. Je mozné zapsat rovnici pro funkei L:

Qn+1 — L(U,Qn)

Rovnice predstavuje jedno provedeni funkce, respektive algoritmu definovaném v L.
Metodu BFECC je pak mozné zapsat ve tvaru:

Q= L Q"+ Q" - Q). (1.25)
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kde o
Q= L(—u,L(u,Q"))

Jedna se tedy o algoritmus zptesnéni vysledki metody definované v L pomoci vice-
nasobného volani zminéné metody s riznymi vstupnimi daty.
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Kapitola 2

Algoritmizace

V této casti prace budou popsény cile a mozna tskali ptri implementaci jednotlivych
metod z teoretického hlediska. Postupné budou popsany vsechny potiebné ¢asti,
které budou pak v dalsi kapitole implementovany.

2.1 Cil implementacni ¢asti prace

Hlavnim cilem je implementovat jednotlivé metody popsané v kapitole 2 a provérit
jejich vlastnosti. Z toho vyplyvé, 7e bude potfeba pouzit rizna vstupni data a rizna
rychlostni pole tak, aby byly vlastnosti metod potvrzeny nebo vyvréaceny.

2.2 Matlab

Jednotlivé metody budou implementovany v prostiedi Matlab firmy Mathworks.
Mezi prednosti tohoto systému patii jednoduchost zapisu programu a obrovské
mnozstvi predvytvorenych funkei. Diky tomu je mozné v Matlabu velice rychle vy-
tvorit funkéni prototyp algoritmu a teprve poté se vénovat programu z pohledu
estetiky, prehlednosti a rychlosti. Posledni zminéna vlastnost tohoto programového
vybaveni je jeho nejvétsi nevyhodou. Rychlost vypoctu je oproti jinym programova-
cim jazykim velice mala. To je také divod pro¢ musi byt pouzit vykonny pocitac i
pro relativné malé mnozstvi dat.

2.3 Data

V praci budou pouzita rizna data, jejichz presnd podoba bude zminéna v kapitole 4.
Obecné vsak algoritmy budou testovany na programové vytvoienych datech apro-
ximujicich nespojité i spojité objekty, ¢ernobilém a barevném obrazku. A¢ se dle
nazvu jednd o 4 druhy naprosto rozdilnych dat, maji spolecnou reprezentaci v po-
¢itaci. Jinymi slovy se ve vSech piipadech jedna o matici fadu MxN. Da se k nim
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tedy po vytvofeni/na¢teni pfistupovat stejnym zpusobem.

Obrazek 2.1: Piiklad dat

To je zaroven duvod, pro¢ je nasnadé vytvorit matlabovsky skript, ktery v reakci
na ur¢ity parametr nabidne ta data, kterd jsou potifeba pii experimentu. V zasadé
bude potieba jen jeden textovy parametr a tim je typ zvolenych dat. Navrh podoby
tohoto parametru ukazuje nasledujici tabulka :

Typ dat Parametr
Vilec 'valec’
Kvadr ‘ctverec’

Gaussova funkce ‘gauss’
Cernobily obrazek | ’cb_obr’
Barevny obrazek | ’bar_obr’

2.4 Rychlostni pole

Je velice dulezitou sou¢asti viech experimenti, nebot metody pracuji s daty pravé
v zavislosti na podobé rychlostniho pole. Zakladnim rychlostnim polem muze byt
napiiklad konstantni pole ve sméru osy z i y. Dalsim polem, které bude v experi-
mentech pouzito bude pole otacejici se kolem urc¢eného stredu. Takovéto pole mé
velice zajimavou funkci z pohledu obrazki. Vse bude ukizano v kapitole 4.

Tvorba jednotlivych poli je zaloZena na stejném postupu. Pro posuvné pole je
tfeba zvolit pouze konstanty v obou smérech, abychom uréili, kam chceme posou-
vat. Tedy dvojrozmérné posuvné pole u = (u,v) ma dvé slozky u a v, které jsou
konstantami a ur¢uji smér posunu. V piipadé rota¢niho pole u = (u, v) neni tvorba
takto jednoduchéa. Zde je tieba zvolit stfed rotace (v nasem piipadé stied miizky)
a poté pomoci rovnic kruznice napoc¢itavat body a jednotlivé hodnoty pole. Tedy
soufadnice bodu (x,y) jsou stanoveny:

x = stred + rsinp

y = stred + r cos p,
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e Velikost dat podle kterych se nastavi i velikost rychlostniho pole

e Krok mifzky (vzdalenost dvou sousednich bodi pole)

rozdil od skriptu pro vytvareni dat zde bude potieba vice parametrii. Konkrétné se
e Typ rychlostniho pole

hodnoty cyklu, kde poc¢itame x a y). Hodnoty u a v v bodech (x,y) jsou dany:
jeden skript, ktery bude na zakladé parametri vracet potfebné rychlostni pole. Na-

bodu. Vzhledem k tomu, Ze struktura vsech poli je stejna, bude dobr

kde r je polomér kruznice, na které lezi bod (x,y)

kde r je polomér kruznice, na kter
jako idealni jevi kombinace téchto tif :

o 19} o Lo o Lo o Lo o
< ™ o™ N N - —

15 20 25 30 35 40 45
20

10
Obrazek 2.2: Ptiklad rychlostniho pole




2.5 Metody

V této sekci bude uveden pouze obecny rozbor pro metody. Podrobnéji budou me-
tody rozebrany v nésledujici kapitole. Kazda z metod pouzitych pii experimentech
bude potiebovat vlastni skript, ktery na zédkladé zadanych parametri - to jest vstup-
nich dat, rychlostniho pole, konstant vrati data upravena. Nésleduje vypis predpo-
kladanych parametria pro jednotlivé metody :

e Matice dat

e Rychlostni pole

° éasovy krok

o Velikost miizky

e Krok miizky (prostorovy krok)

Cilem této kapitoly bylo teoreticky popsat postup pii implementaci metod. VSe bude
podrobnéji rozebrano v dalsi kapitole.
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Kapitola 3

Implementace

Jak uz bylo feceno v predeslé kapitole, bude implementace jednotlivych metod pro-
vedena v programovém vybaveni Matlab spole¢nosti Mathworks. V dalsich odstav-
cich bude popsana implementace jednotlivych ¢asti skriptu pro experimenty a také
implementace jednotlivych metod.

3.1 Tvorba dat pro experimenty

V této casti bude podrobné popsano vytvareni dat, nad kterymi bude algoritmus
jednotlivych metod provadét experimenty. VSechny typy dat budou z pohledu algo-
ritmu dvou-dimenzionélni.

3.1.1 Valec a kvadr

Tato data byla pouzita pro nejjednodussi experimenty. V piipadé valce jejich vy-
tvofeni spo¢iva v nastaveni matice dat tak, aby byla do ur¢itého poloméru (kolem
stfedu matice) vyplnéna jednickami a mimo tuto oblast nulami. Pro kvadr je vy-
tvofeni jednodusi nebot jde pouze o naplnéni matice jednickami a nulami tak, aby
jednicky tvorily ¢tverec. Jednd se tedy o programové vytvorena nespojita data. Na
nasledujicich obrazcich je graf téchto dat vykresleny v programu Matlab. Vypocet
dat ve tvaru valce je jednoduchy. Pro vilec se nejprve pocitaji v cyklu body na
kruznicich jak jiz bylo uvedeno u rychlostniho pole. Tedy vytvofime 2 vnotené cykly
vnéjsi pres thel a vnitini pfes polomér. Timto cyklem pocitame jednotlivé body.

x = stred + rsinp

= stred + rcos ¢

Dale se v tomto cyklu nachazi podminka, kterd bodtim, lezicim uvniti nami zvole-
ného polomeéru valce, pritadi hodnotu 1. Pro kvadr se pouze dosadi matice jednicek
do vétsi matice o rozméru dat naplnéné nulami tak, aby se jejich stiedy kryly.
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Tedy pro valec dostaneme:
qo(z,y) = IVx € (stred — r, stred + r)Vy € (stred — r, stred + r),
kde r je polomér valce. Pro kvadr dostaneme:
qo(x,y) = I¥Y(x,y) € (gridSize/4,3/4gridSize)x(gridSize/4,3/4gridSize)
Je potieba rici, ze pro dokonaly valec by bylo potieba, aby se valec skladal z neko-
nec¢ného mnozstvi bodii a byl tedy v proménnych x a y spojity. To ovSem pii nu-

merickych pokusech neni mozné. Proto je pouzita miizka urcité velikosti a vznikla
data jsou pouze aproximaci skute¢ného valce.

Obrézek 3.1: Data ve tvaru valce a kvadru

3.1.2 Gaussova funkce

Pro potieby pokusi bylo potieba vytvorit také hladka data. To splhuje pravé Gaus-
sova funkce. Jeji vytvoreni spociva ve vyuziti funkce Gaussova pravdépodobnost-
niho normalniho rozdéleni, které lze v Matlabu snadno rozsitit do dvou rozmeéru
a nasledné vykreslit pomoci funkce surf(). Pro vytvoreni je vyuzita funkce hustoty
Gaussova norméalntho rozdéleni

(z —p)?

= e_ 20’2 ,

V2T
kde p je stfedni hodnota a o2 je rozptyl. Na nasledujicim obrazku je graf Gaussovy
funkce. I zde se jedna o urc¢itou aproximaci pozadované funkce.
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Algoritmus 1: Algoritmus tvorby dat ve tvaru Gaussovy funkce

1. vytvoreni Gaussova rozdéleni s pozadovanymi parametry pomoci
matlabovské funkce normpdf(), g = normpdf(body pro
tvorbu,pramér,smeérodatnd odchylka) v této praci g = normpdf(1:gridSize,

sgridSize, sgridSize)

2. rozmnozeni dat na dvojrozmérny tvar (funkce repmat() - nazveme matici

X), tedy X = repmat(g,gridSize,1)

3. znasobeni matice X s transpozici sama sebe s = X x X’
4. prenésobit ¢islem ¢ tak, abychom dostali hodnoty blizké k 1, ¢ = cs

AN
AT
%wm\
;‘,’f’”{b"‘“ ‘\\\\\\N\

l

()
i

Obrazek 3.2: Data ve tvaru dvojrozmérné gaussovy funkce

3.1.3 Obrazek

Poslednim typem dat je cernobily a barevny obrézek. Ty byly pouzity spole¢né
s rychlostnim polem otéacejicim se kolem urceného stfedu. Pouziti cernobilého ob-
razku je prakticky stejné jako v ptipadé vytvofenych dat. M4 to velice jednoduchy
duvod. Obrézek je z pohledu pocitace stejna matice jako v pfipadé vyse zminénych

dat.

Algoritmus 2: Algoritmus tvorby dat ve tvaru ¢ernobilého obrézku

1. nac¢teni obrazku pomoci matlabovské funkce imread(), tedy

obrl = imread(name)

2. pokud je obrazek barevny, ale je pozadovan cernobily pouzijeme funkci pro
prevod rgb2gray/() jinak pokrac¢ujeme bodem 3, obr = rgb2gray(obrl).
3. pfevedeni typu dat z uint8 na double, obr new = double(obr)
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Obrazek 3.3: Data ve tvaru ¢ernobilého obrazku

V piipadé barevnych obrazki je v prvni fadé potieba védét jak jsou v Matlabu (re-
spektive v technologii, ve které se budou experimenty provadét) uchovavany. V této
praci byly pouzity pouze obriazky v barevné paleté RGB. Tyto obrizky maji data
uloZena v trojrozmérné matici o rozméru obrazku a tieti rozmér je 3 (pocet ba-
revnych slozek). Pro aplikaci je tfeba je rozlozit na jednotlivé matice pro barevné
slozky. Matice R - ¢erveny kanal, matice G - zeleny kanal, matice B - modry kanal.

Obrézek 3.4: Data ve tvaru barevného obrazku
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Algoritmus 3: Algoritmus tvorby dat ve tvaru barevného obrazku

1. nac¢teni obrazku pomoci matlabovské funkce image = imread()

2. rozlozeni obrazku na jednotlivé matice reprezentujici kazdou ze 3
zékladnich barev pomoci jednoduchého piikazu: napi pro ¢erveny kanéal
R = (double)(image(:,:, 1)), zarovenr pievedeni na typ double

3.2 Rychlostni pole

V této ¢asti popisi tvorbu jednotlivych rychlostnich pouzitych pfi experimentech
z implementacniho hlediska. Celkem byly pouzity tyto typy rychlostnich poli:

e rotacni pole
e posuvné pole

Na nasledujicich fadcich bude popsan algoritmus tvorby poli:

Algoritmus 4: Algoritmus tvorby rychlostnich poli
1. Vytvoreni miizky velikosti odpovidajici datim ¢ = zeros(vel. mrizky, vel.
miizky)
2. pocitani jednotlivych bodu na kruhu pomoci rovnic kruznice
x = stred + rsinp, y = stred 4+ rcosp
3. Kazdému bodu se podle typu pole pfifadi hodnota (konstanta nebo
hodnota pro rotaci)
4. Pole se vykresli pomoci funkce quiver

3.3 Metoda typu upwind a Laxova-Wendroffova me-
toda

Implementace téchto dvou metod je jednoducha. Jedné se pouze o piepsani rovnic
metod do matlabovské syntaxe a aplikace na data s vyuzitim rychlostniho pole.
V nasledujicim algoritmu bude ukizano schéma, které bude pouzité u vSech metod.
Kazda metoda bude implementovana jako funkce jak jiz bylo popséno v predchozi
kapitole.

3.4 Hartenova-Zwasova metoda

Opét se jedna o obdobnou implementaci jako vySe pouze je zde tieba oSetfit spravné
nastaveni hodnot u* a u~ popfipadé v a v~ v ramci cyklu, ktery pocita jednotlivé
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Algoritmus 5: Schéma pro tvorbu metod v pseudokodu

l.nacteni parametru - data, rychlostni pole, konstanty

2.v cyklu urceni potfebnych hodnot v kazdém bodé&(napf. pro upwind
hodnoty u™ = max(u;,0),u” = min(u;,0),

3.vlastni metoda - pfepsani metody uvedené v teorii do matlab. syntaxe, zde
konec cyklu

4.vraceni vystupu funkce - vzdy data

iterace. Proto je v této praci k implementaci vyuzit vysledek metody upwind, jelikoz
toto staci pro spravné vysledky. Ve skriptu implementujici tuto metodu se nachazi i
cyklus pocitajici metodu upwind. Algoritmus pro tento skript je stejny jako u metody
upwind, ale navic se pocitaji hodnoty limiteru.

3.5 Semilagrangeovska metoda

Implementace téhle metody se da rozdélit do dvou krokii. Prvnim krokem je vypo-
¢et koeficientu posunu « pomoci metody prosté iterace, ktera je realizovana while
cyklem, ktery konc¢i po splnéni zvolené podminky. Druhym krokem je interpolace.
Zde bylo vyuzito funkce interp, resp. interp2, ktera je soucésti zakladni sady matla-
bovskych funkei. Tato funkce mé parametry - maticemi x, resp x a y, reprezentujici
body miizky ([z,y] = meshgrid(1 : Ax : gridSize,1 : Ax : gridSize) ), dale data
a poté body, ve kterych je provadéna interpolace. Tyto body jsou dany pomoci ko-
eficientu a, resp. « a 3, a tvoii matici zi, resp. zi, yi, xi(i,j) = x(i,j) — . Funkce
interp umoznuje pocitat interpolaci pro vSsechny body najednou nebo interpolovat
polohy jednotlivych bodu postupné.

Pro dvojrozmérnou metodu je potifeba algoritmus rozsitit o druhy koeficient tak,
aby kazdy koeficient byl pro jeden smér, tedy o pro smér osy z a [ pro smér osy y.
Oba koeficienty je tieba pocitat ve stejném cyklu. Pro dvojrozmérna data je pouzita
funkce interp2, kterd ma nasledujici zapis:

Q _new = interp2(z,y, Q, xi, yi),

kde z a y jsou matice urcujici miizku, @) jsou pocateéni data a xi a yi jsou matice
bodi, ve kterych provadime interpolaci.
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Algoritmus 6: Algoritmus semilagrangeovské metody v pseudok6édu

1.vypocet a pomoci prosté iterace (cyklus while),

lo, B] = Atpole(x(i) — §,y(j) — g) v cyklu pies rozméry dat (koeficienty i a
7) a vypocet matic zi,yi. (zde x(i),y(j) body vektori x = 1: Az:gridSize, y =
1: Ax:gridSize)

2.interpolace na danych bodech (xi,yi) pomoci funkce interp2,

q = interp2(x,y, q, xi, yi, typ interopolace)

3.6 Metoda BFECC

Tato metoda se od vysSe uvedenych lisi, jelikoz je implementovina pomoci vlast-
niho algoritmu uvedeného nize a pomoci metody upwind nebo semilagrangeovské
metody. Piikaz First-Order-Step muze v algoritmu pfedstavovat implementaci

Algoritmus 7: Algoritmus BFECC v pseudokédu
1. First — Order — Step(u, v, q") — q*
2. First — Order — Step(—u, —v,q") — @

3. ¢ =q¢"+3(q" -7
4.  First — Order — Step(u,v, ¢*) — ¢!

metody upwind nebo metody semilagrangeovské. Tento piikaz odpovida funkci L
popsané v teorii. Vstupem do piikazu First-Order-Step je rychlostni (parametry
u a v) a datové (vSechny parametry q) pole. Do tohoto skriptu je opét vstupem
rychlostni pole, data a konstanty.

3.7 Vykreslovani

Pro vykreslovani jednotlivych vysledku je v Matlabu k dispozici nékolik funkei,
jejichz pouziti znac¢né ulehéi praci. Na druhou stranu neexistuje metoda, ktera by
na zakladé typu dat rozhodla, jak dana data vykreslit. Proto bylo potieba takovyto
skript vytvorit. V zasadé skript obaluje a sjednocuje pouziti dvou matlabovskych
funkef :

e Funkci imshow(), kterd vykresli obrazova data tak jako klasicky prohlize¢ ob-
razki - tj. hodnoty reprezentuje jako jednotlivé barvy ¢ernobilého nebo RGB
spektra.

e Funkci surf(), ktera trojrozmérné vykresli zadana dvojrozmérna data.

Obé zminéné funkce maji jen jeden parametr, ktery reprezentuje data pro vykresleni.
Obalujici skript méa proto dva parametry. Prvnim jsou data stejné jako u vestavénych
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funkci a pak typ dat, aby funkce védéla, jak data vykreslit. Skript vytvoreny pro
vykresleni mé v této praci parametri vice, jelikoz prvnich n parametri uréuje data
od n metod urcena k vykresleni.

3.8 Testovaci skript

V této sekci bude popsana struktura skriptu vytvoreného pro testovani. Zakladem
skriptu je soubor index.m. V tomto souboru jsou volany jednotlivé skripty pro
nacteni dat, tvorbu rychlostniho pole, skripty pro metody, vykresleni vysledku a
nakonec jsou tu i vypocitdvany normy pro porovnéni metod. Nésledujici algoritmus
znézornuje postup jakym je provadén test.

Algoritmus 8: Postup testovani metod

1.urceni koeficientti (¢asovy a prostorovy krok, velikost miizky) - pevné
zadané

2.nac¢teni nebo vytvoreni dat pomoci skriptu datal()

3.vytvofeni rychlostniho pole pomoci skriptu pole()

4.casovy cyklus obsahujici jednotlivé metody

5.vykresleni dat pomoci skriptu vykresleni()

6.vypocet jednotlivych norem

Mimo vizualniho porovnani metod pomoci obrazki je tfeba vytvofit i porovnani,
které lze vyjadiit presnéji (napf. ¢iselné). Proto pro jednotlivé metody testovaci
skript vypocitd normy. Tyto normy urcuji, jak moc se lisi ptivodni data od dat, na
které byla alplikovana dana metoda. Pro tento vypocet je pouzita funkce norm(),
kterd je implementovana piimo Matlabem.

norma = norm(Q) — Qupraven);

kde Q,praven jesou data po aplikaci nékteré z metod. Pro kazdou metodu bude vy-
pocitana tato norma a poté bude provedeno porovnani. Plati, Ze ¢im mensi je norma,
tim je metoda presnéjsi. Podrobné vysledky budou znazornény v dalsi kapitole.
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Kapitola 4

Zhodnoceni vysledkii

V této kapitole budou ukazany vysledky metod na nékolika typech dat a poté bude
provedeno porovnani piesnosti metod pomoci norem, jak jiz bylo zminéno v minulé
kapitole. Cel4 kapitola bude ¢lenéna podle typu dat, na kterych je provadén kon-
krétni test. Pro kazdou podkapitolu bude vzdy uvedena sada obrazki, kde budou
zndzornény vysledky pivodnich metod. Na konci kazdé podkapitoly bude uvedena
tabulka s ¢iselnymi hodnotami norem pro jednotlivé metody. Nasledné provedu po-
rovnani metod a slovné popisi, co normy vyjadiuji.

Pro vSechny typy dat bylo pouzito jednotné nastaveni a to bylo nasledujici:

e casovy krok At = 0.0005 (ve skriptu ozna¢eno pismenem k)
e krok miizky Az =1 (ve skriptu oznac¢eno pismenem h)

e rota¢ni pole (typ 1 nebo 2, viz. obr.4)

Normy uvedené v tabulkach a vysledky jsou pro rotac¢ni pole typ 1 a ¢asovy tdaj je
pro jeden casovy krok dané metody. Pocet ¢asovych kroki pro jednotlivé typy dat
byl volen tak, abychom dostali stejny tvar kvili posouzeni pfesnosti pomoci norem.
Pro dalsi typy pole se normy lisi jen minimalné a je zachovian pomér mezi normami
pro jednotlivé metody.
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Rychlostni pole
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Rychlostni pole pouzita k testovani metod (vlevo typ 1, vpravo typ 2)
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typ metody norma | doba vypoé¢tu jednoho ¢asového kroku [s]
metoda upwind 4.0891 0.103485
Laxova-Wendroffova metoda 2.8415 0.006319
Hartenova-Zwasova metoda 2.5457 0.110195
semilagrangeovska metoda 4.1147 0.502500
metoda BFECC se zakl. upwind 2.7848 0.274589
metoda BFECC se zakl. semilagrange | 2.9210 1.703359

Tabulka 4.1: Tabulka norem pro vélec

4.2 Kvadr

Pivodni data byla ve tvaru zndzornéném na nasledujicim obrazku. Je to kvadr o roz-
mérech poloviénich nez rozméry miizku. Miizka méa rozméry 60x60. Pocet iteraci byl

Obréazek 4.3: Data ve tvaru kvadru

volen T = 500, tedy otoceni o ¢tvrtinu (timto dostaneme stejny ¢tverec). Vysledky
metod jsou uvedeny v piloze (5). Nasleduje tabulka norem pro jednotlivé metody.
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typ metody norma | doba vypoé¢tu jednoho ¢asového kroku [s]
metoda upwind 8.5384 0.138074
Laxova-Wendroffova metoda 6.3651 0.007146
Hartenova-Zwasova metoda 6.2704 0.128437
semilagrangeovska metoda 8.9406 0.527506
metoda BFECC se zakl. upwind 6.3834 0.286875
metoda BFECC se zakl. semilagrange | 6.1027 1.661483

Tabulka 4.2: Tabulka norem pro kvadr

4.3 Gaussova funkce

Puvodni data byla ve tvaru znézornéném na nasledujicim obrazku. Pocet iteraci

/I \\ \
"u‘é\\*\

‘\\ \\\
‘0«\“\‘\‘&\\\\\

Obrazek 4.4: Data ve tvaru dvojrozmérné Gaussovy funkce

byl volen T'" = 250, tedy otoceni o osminu (neni tfeba volit vice diky soumérnosti
funkce). Vysledky metod jsou uvedeny v piiloze (5). Nasleduje tabulka norem pro

jednotlivé metody.
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typ metody norma | doba vypoé¢tu jednoho ¢asového kroku [s]
metoda upwind 1.2108 0.122016
Laxova-Wendroffova metoda 1.6359 0.026933
Hartenova-Zwasova metoda 1.6441 0.161784
semilagrangeovska metoda 1.2927 0.896581
metoda BFECC se zakl. upwind 1.6591 0.291043
metoda BFECC se zakl. semilagrange | 0.0363 1.618665

Tabulka 4.3: Tabulka norem pro Gaussovu funkci

4.4 Cernobily obrazek

Pivodni data byla ve tvaru zndzornéném na nasledujicim obrazku. Pocet iteraci byl

Obrazek 4.5: Data ve tvaru ¢ernobilého obrazku

volen T' = 2000, tedy otoceni o cely kruh. Vysledky metod jsou uvedeny v piiloze
(5). Nésleduje tabulka norem pro jednotlivé metody.
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typ metody norma doba vypoctu jednoho ¢asového kroku |[s]
metoda upwind 3.66785e03 0.287784
Laxova-Wendroffova metoda 1.4808e03 0.035861
Hartenova-Zwasova metoda 1.4180e03 0.342171
semilagrangeovska metoda 4.9376e03 1.691374
metoda BFECC se zakl. upwind 1.5379e03 0.812007
metoda BFECC se zakl. semilagrange | 1.0388e03 4.753137

Tabulka 4.4: Tabulka norem pro ¢ernobily obrazek

4.5 Barevny obrazek

Puvodni data byla ve tvaru znidzornéném na nasledujicim obrazku. Pocet iteraci byl

Obrézek 4.6: Data ve tvaru barevného obrazku

volen T = 2000, tedy otoceni o cely kruh. Vysledky metod jsou uvedeny v piiloze (5).
V piipadé téchto dat jsou normy vytvoreny jako primér norem pro matice jednot-
livych barevnych kanali obréazku. Nésleduje tabulka norem pro jednotlivé metody.
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typ metody norma | doba vypoc¢tu jednoho ¢asového kroku |s]
metoda upwind 3.5309e03 0.306232
Laxova-Wendroffova metoda 1.6070e03 0.034638
Hartenova-Zwasova metoda 1.4883e03 0.376165
semilagrangeovska metoda 4.5953e03 1.856436
metoda BFECC se zakl. upwind 1.6292¢03 0.901415
metoda BFECC se zakl. semilagrange | 1.1035e03 4.368316

Tabulka 4.5: Tabulka norem pro barevny obrazek

4.6 Zhodnoceni

Z hodnot uvedenych v jednotlivych tabulkich vyplyva, Ze ve vétsiné pripadu je nej-
lepsi metodou Hartenova-Zwasova metoda. Dalsi metodou, ktera dava velmi dobré
vysledky je metoda BFECC se zakladem semilagrangeovské metody. Tato metoda
je velmi dobra na hladka data (Gaussova funkce, obrézek), ale vysledky na data
s nespojitostmi jsou horsi. Dalsi metody davaji Spatné vysledky a to z nékolika
divodu.

Pro metodu upwind vychazi norma velka, jelikoz upwind je metoda prvniho
radu. Pro Laxovu-Wendroffovu metodu dostavame lepsi vysledek, ktery neni diky
oscilacim nejlepsi, ale je lepsi nez u metody upwind diky vys$simu faddu metody. Déle
ovsem vysledek Laxovy-Wendroffovy metody zhorSuje fazovy posun, coz je dobie
patrné na datech ve tvaru obrazku (5,5) a proto je samotna Laxova-Wendroffova
metoda nepouzitelna.

Semilagrangeovska metoda dava Spatny vysledek kvili typu pouzité interpolace.
Oba dva typy metody BFECC davaji pfimérené dobry vysledek ale stile nejsou
nejlepsi, jelikoz produkuji oscilace. Pro BFECC se zakladem semilagrangeovské me-
tody dostavame relativné lepsi vysledky. Oscilace v tomto piipadé jsou mensi, nez
u druhého typu BFECC a tato metoda je velmi dobra na hladka data (viz. 4.3,).

Pro lepsi vysledky vSech metod kone¢nych diferenci by bylo tieba oSetiit vznik
oscilaci a obdobné jako je to u Hartenovy-Zwasovy metody tomuto jevu zabranit. Pro
semilagrangeovskou metodu je tieba pro lepsi vysledek pouzit jiny typ interpolace
nez linearni, ktera je pouzita v tomto ptripadé. Pro metodu BFECC je tieba taktéz
oSetfit vznik oscilaci. Timto bychom docilili lepSich vysledkii nez dostaviame nyni.
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Kapitola 5
Zaver

Tato prace se zabyvala metodami pro feSeni advekéni rovnice. Celkem byly zmi-
nény 4 metody eulerovského typu a metoda semilagrangeovska. Tyto metody byly
popsany z teoretického hlediska a poté rozebrany z hlediska implementacniho. Na za-
kladé tohoto rozboru byly nasledné metody implementovany. OvSem implementaci a
testovanim bylo provéfeno mnohem vice. Zejména je fe¢ o vlastnostech jednotlivych
metod.

Metody byly testovany na nékolika riznych typech dat a na zakladé téchto testi
bylo zjisténo potadi jednotlivych metod dle presnosti vysledku a rychlosti vypo-
¢tu. Ve vétsiné pripadi se jako nejlepsi metoda jevila Hartenova-Zwasova metoda.
U ostatnich metod se ve vysledku projevily vlastnosti, které zhorsily vysledek, napft.
u Laxovy-Wendroffovy metody se projevily oscilace.

Dalsimi tkoly, které je tieba vytesit je vylepSeni jednotlivych metod. U metod
kone¢nych diferenci se jedna o oSetieni vzniku oscilaci, u metody semilagrangeovské
se jedné o vytvoreni lepsi interpolace. Nasledné je tfeba vytvorit komplexnéjsi systém
posouzeni spravnosti a presnosti metod a dalsim tkolem je vytvorit a aplikovat
¢asové promeénné pole.

Vysledkem celé této prace tedy bylo jednak implementovani metod pracujicich
s advekeni rovnici dile vyhodnoceni vysledki a stanoveni primérné nejlepsi metody.
Dalsim cilem této prace bylo prehledné sepsat a usporadat metody pro praci s ad-
vekéni rovnici a to takovym zpusobem, aby byly pochopitelné i pro ¢lovéka, ktery
s advekéni rovnici dosud nepracoval.

Vysledky a postupy obsazené v této praci jsou popsany relativné obecné a pii
pripadné aplikaci na konkrétni problém z redlného svéta bude dozajista potieba do
danych postupiu zavést vlastnosti a zakonitosti fyzikalni podstaty daného problému.
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Obrazek 5.1: Vysledky metod - vlevo nahofe metoda upwind, vpravo nahoie Laxova-
Wendroffovametoda, uprostied Hartenova-Zwasova (vlevo) a semilagrangeovska me-
toda, dole metoda BFECC se zakladem upwind (vlevo) a semilagrangeovské metody

(vpravo)
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Obrazek 5.2: Vysledky metod - vlevo nahofe metoda upwind, vpravo nahoie Laxova-
Wendroffovametoda, uprostied Hartenova-Zwasova (vlevo) a semilagrangeovska me-
toda, dole metoda BFECC se zakladem upwind (vlevo) a semilagrangeovské metody

(Vpravo)
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Obrazek 5.3: Vysledky metod - vlevo nahofe metoda upwind, vpravo nahoie Laxova-
Wendroffovametoda, uprostied Hartenova-Zwasova (vlevo) a semilagrangeovska me-
toda, dole metoda BFECC se zakladem upwind (vlevo) a semilagrangeovské metody

(vpravo)
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Obrazek 5.4: Vysledky metod - vlevo nahofe metoda upwind, vpravo nahoie Laxova-
Wendroffovametoda, uprostied Hartenova-Zwasova (vlevo) a semilagrangeovska me-
toda, dole metoda BFECC se zakladem upwind (vlevo) a semilagrangeovské metody

(vpravo)
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Obrazek 5.5: Vysledky metod - vlevo nahofe metoda upwind, vpravo nahoie Laxova-
Wendroffovametoda, uprostied Hartenova-Zwasova (vlevo) a semilagrangeovska me-
toda, dole metoda BFECC se zakladem upwind (vlevo) a semilagrangeovské metody

(vpravo)
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