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Konečnoprvkový model piezoelektrického nosnı́ku namáhaného
na ohyb
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1 Úvod
Piezoelektrický jev, schopnost některých třı́d krystalických látek přeměnit mechanickou

deformaci na elektrické pole a naopak, se využı́vá již od začátku 20. stoletı́. Od 70. let vznikaly
také práce týkajı́cı́ se numerické simulace tohoto jevu, který je dnes základem senzorů a aktu-
átorů, předevšı́m metodou konečných prvků, čemuž se podrobněji věnuje Benjeddou (2000).
Konečné prvky s piezoelektrickou vazbou jsou dnes již součástı́ řady FEM balı́ků (Ansys,
MSC.Marc, Comsol aj.), a to předevšı́m v podobě 3D solid prvků a 2D plane prvků.

2 Konstitutivnı́ vztahy pro piezoelektrické materiály
Vztahy mechanických a elektrických veličin v piezoelektrickém jevu lze vyjádřit sousta-

vou rovnic
σij = Cijklεkl − elijEl (1)

Di = eiklεkl + µilEl (2)

kde σij je Cauchyho tenzor napětı́, Cijkl je elastický tenzor a εkl je tenzor přetvořenı́, eikl je
tenzor piezoelektrické vazby, Di je vektor elektrické indukce, µil je tenzor permitivity (nebo
dielektrický) aEl je vektor intenzity elektrického pole. Vztah elektrického poleEl a elektrického
potenciálu φ je

Ek = −φ,k. (3)

3 Numerický model v Ansysu
Z dostupných konečných prvků s piezoelektrickou vazbou v programu Ansys byly s

ohledem na pravidelnou geometrii vybrány lineárnı́ nebo kvadratické čtyřúhelnı́ky a šestisteny.
Pomocı́ těchto konečných prvků byl modelován nosnı́k z piezoelektrického materiálu polarizo-
vaného po tloušt’ce (ve směru z), který je na jedné straně vetknutý a na volném konci zatı́žen
jednotkovou silou. Hornı́ a spodnı́ plocha nosnı́ku představujı́ elektrody, které byly v tomto
přı́padě zkratovány. Smyslem úlohy je porovnánı́ průběhů výsledného elektrického potenciálu
φ po tloušt’ce a průhybu u při ohybu nosnı́ku.

Při modelovánı́ byly měněny jak typy konečných prvků, tak jejich počet po tloušt’ce n a
délku (s ohledem na zachovánı́ ideálnı́ho tvaru konečného prvku). Na obrázku 1 jsou znázorněny
průběhy elektrického potenciálu. Na okrajı́ch je φ = 0, což bylo dáno okrajovými podmı́nkami,
a uvnitř nosnı́ku se měnı́ v závislosti na řádu tvarové funkce pro elektrický potenciál v určitém
řezu. U lineárnı́ho prostorového prvku se projevuje tzv. shear-locking (Sun (2006)), umělé
zvýšenı́ tuhosti materiálu v ohybu vlivem nedostatečné aproximace, což se projevı́ snı́ženı́m
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Obrázek 1: Průběh elektrického potenciálu po tloušt’ce.

deformace v ohybu. Je tedy nutné zvýšit počet prvků přes tloušt’ku anebo využı́t volby „extra
shapes“ (ozn. ES), která zvýšı́ stupeň tvarové funkce a výsledky lépe odpovı́dajı́ řešenı́ pomocı́
kvadratických prvků. Aplikace těchto prvků přinášı́ přesnějšı́ výsledky. Při zjemněnı́ sı́tě a při
zachovánı́ dobré kvality prvků značně narůstá výpočetnı́ čas už pro jednoduché statické úlohy.

Kon. prvek n u [mm] φ [V] max(Ez) [V·m−1]
8-uzlový 2 3,13×10−2 18,6 445
šestistěn 4 3,33×10−2 19,0 634
8-uzlový 2 3,40×10−2 18,2 814
šestistěn + ES 4 3,40×10−2 18,9 827
20-uzlový 1 3,40×10−2 19,4 851
šestistěn 2 3,40×10−2 18,9 824

4 3,41×10−2 18,7 812

Tabulka 1: Porovnánı́ výsledků průhybu, elektrického potenciálu a intenzity elektrického pole
při použitı́ různých typů a počtů konečných prvků.

4 Závěr
Při numerickém modelovánı́ piezoelektrického převodnı́ku je třeba brát v úvahu kvadra-

tický průběh elektrického potenciálu po tloušt’ce a použı́t konečné prvky s kvadratické prvky
nebo lineárnı́ se zvýšeným stupňem tvarových funkcı́.
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