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Redukce matematických modelů převodových soustav s rázy
v ozubenı́

Bc. Štěpán Dyk1, Ing. Miroslav Byrtus, PhD.2

1 Úvod
Rázy se objevujı́ v řadě jevů jak v přı́rodě, tak v technice. V technických aplikacı́ch mo-

hou být tyto jevy dvojı́ho druhu; zaprvé jde např. o nejrůznějšı́ projevy konstrukčnı́ch vůlı́, kdy
jsou rázy považovány obecně za negativnı́, nebot’ při nich docházı́ ke zvýšenému namáhánı́ sty-
kových částı́ těles, čı́mž se snižuje jejich životnost. Rázy jsou navı́c doprovázeny nežádoucı́m
vyzařovánı́m hluku. Existuje však rovněž třı́da technických zařı́zenı́, jejichž chod je na přı́tom-
nosti rázových jevů přı́mo založen, např. zhutňovacı́ vibrolisy, buchary, kladiva, apod. Z hle-
diska matematických modelů těchto soustav je přı́tomnost rázů typická silnými nelinearitami.
Tento přı́spěvek je zaměřen na matematické modelovánı́ tzv. testovacı́ převodovky [Byrtus &
Zeman 2006] s uvažovánı́m možnosti odlehnutı́ zubového záběru, a tedy s potenciálnı́ přı́tom-
nostı́ rázů v ozubenı́. Jde o jednoduchou jednostupňovou převodovku, sestávajı́cı́ ze dvou ro-
torových subsystémů a jednoho statorového subsystému. Statorová část je v prvnı́m přiblı́ženı́
uvažována jako tuhá a modely rotujı́cı́ch subsystémů jsou sestaveny metodou konečných prvků.

2 Matematický model testovacı́ převodovky
Matematický model systému sestavajı́cı́ho ze subsystémů lze sestavit metodou modálnı́

syntézy [Byrtus et al. 2010]. V přı́padě rozsáhlých soustav, kde modely subsystémů byly se-
staveny např. pomocı́ metody konečných prvků, lze užı́t metody modálnı́ syntézy s konden-
zacı́, která umožňuje významně zredukovat počet stupňů volnosti soustavy při zachovánı́ jejı́ch
základnı́ch spektrálně modálnı́ch vlastnostı́. Matematický model s-tého rotorového subystému
rotujı́cı́ho úhlovou rychlostı́ ωs lze vyjádřit v prostoru zobecněných souřadnic qs(t) ∈ Rns ve
tvaru

Msq̈s + (Bs + ωsGs)q̇s + (Ks + ωsCs)qs = fE
s (t) + fB

s (t) + fG
s (t), (1)

kde Ms ∈ Rns,ns je matice hmotnosti, Bs ∈ Rns,ns je matice tlumenı́, Gs ∈ Rns,ns je matice
gyroskopických účinků, Ks ∈ Rns,ns je matice tuhosti a Cs ∈ Rns,ns antisymetrická tzv. cir-
kulačnı́ matice. Na pravé straně jsou vektor vnějšı́ho buzenı́ fE

s (t) ∈ Rns , vektor ložiskových
vazebnı́ch sil fB

s (t) ∈ Rns a vektor zubových vazebnı́ch sil fG
s (t) ∈ Rns . Po aplikaci neúplné

modálnı́ transformace [Byrtus et al. 2010] na model (1) a po převedenı́ systému do globálnı́ho
prostoru redukovaných modálnı́ch souřadnic lze matematický model celého systému formulovat
ve tvaru

(m)ẍ+ (B̃r + ωG̃r + B̃r
B + B̃r

G)
(m)ẋ+ (Λr + ωC̃r + K̃r

B + K̃r
G)

(m)x =

= (m)V T [fE(t) + f I(t)],
(2)

1 Bc. Štěpán Dyk, student navazujı́cı́ho studijnı́ho programu Aplikované vědy a informatika, obor Mechanika,
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Univerzitnı́ 22, 306 14 Plzeň, e-mail: mbyrtus@kme.zcu.cz



14

kde (m)xs ∈ Rm je vektor hlavnı́ch modálnı́ch souřadnic globálnı́ho modelu, V = diag{(m)Vs}
je redukovaná modálnı́ matice, (m)Vs je redukovaná modálnı́ matice s-tého subsystému a všechny
koeficientové matice globálnı́ho systému s pravým hornı́m indexem r jsou redukované, čtvercové
řádu m < n =

∑
s ns. Matice K̃r

B, B̃
r
B, K̃

r
G, B̃

r
G jsou redukované matice tuhosti a tlumenı́

ložiskových (B) a zubových (G) vazeb. Zde fE(t) je vektor vnějšı́ho buzenı́ a f I(t) je vektor
vnitřnı́ho buzenı́ od kinematické úchylky ozubenı́ a ω jsou referenčnı́ otáčky. Různé metody
redukce jsou potom založeny na různých způsobech výběru hlavnı́ch tvarů kmitu. Je-li navı́c
uvažována možnost odlehnutı́ zubového záběru, lze matematický model (2) doplnit o vektor
silně nelineárnı́ch sil fN(dz), kde dz je deformace ozubenı́. Tato funkce zohledňuje možnost
styku pracovnı́ch boků zubů, možnost pohybu v bočnı́ vůli v ozubenı́ a možnost styku nepra-
covnı́ch boků zubů. Na matematickém modelu doplněném o vliv buzenı́ nelineárnı́mi silami
byla provedena analýza vlivu rychlosti rotace hnacı́ho hřı́dele na kvalitativnı́ změnu deformace
ozubenı́ dz. Tu lze sledovat prostřednictvı́m bifurkačnı́ch diagramů (pro konkrétnı́ hnacı́ mo-
ment viz obr. 1), v němž jsou ukázány extrémy deformace v ozubenı́ v závislosti na otáčkách
hnacı́ho hřı́dele.

Obrázek 1: Bifurkačnı́ diagram - maxima (šedě) a minima (černě) deformace v ozubenı́
v závislosti na rychlosti hnacı́ho hřı́dele pro hnacı́ moment Mh = 150 Nm

3 Závěr
Uvedený přı́stup lze beze změny v metodice modelovánı́ aplikovat na komplexnějšı́ mo-

dely reálných převodových ústrojı́. Výstupnı́ bifurkačnı́ diagramy umožňujı́ predikovat oblasti
otáček, pro které bude docházet k nežádoucı́mu rázovému pohybu soustavy, či detekovat oblasti
s minimálnı́ periodickou deformacı́ ozubenı́.

Poděkovánı́: Tato práce byla podpořena grantem SGS-2013-036.
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