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Úloha řı́zenı́ kyvadla pomocı́ dynamického programovánı́

Jan Škach1

1 Úvod
Automatické řı́zenı́ systémů je nejenom v technice významnou vědnı́ discilpı́nou. Obsah

tohoto přı́spěvku je zaměřen na návrh optimálnı́ho regulátoru systému se známým matema-
tickým modelem systému pomocı́ dynamického programovánı́ (DP). DP má uplatněnı́ nejen
v technických oborech, ale také např. při řešenı́ ekonomických problémů. Aplikaci najde v
úlohách přiměřeného množstvı́ diskrétnı́ch stavů a řı́zenı́, avšak použitı́m aproximačnı́ch metod
může být využité i v následujı́cı́ úloze řı́zenı́ kyvadla se spojitým prostorem stavů. DP je možné
aplikovat na lineárnı́ i nelineárnı́ systémy. Obecný problém může být formulován na konečném
nebo nekonečném horizontu, tedy problém s končeným nebo nekonečným počtem kroků řı́zenı́.

2 Návrh regulátoru pomocı́ DP
Nelineárnı́ spojitý model kyvadla je reprezentován rovnicı́ ml2ϕ̈(t) = −mgl sin(ϕ(t))−

cϕ̇(t) + u(t), kde ϕ(t) [rad] je úhel natočenı́ kyvadla z dolnı́ rovnovážné polohy a u(t) [N m]
představuje vstupnı́ točivý moment. Šimandl et al. (2014) použitı́m Eulerovy metody diskreti-
zace spojitého stavového modelu s periodou vzorkovánı́ Ts = 0.05 [s], hmotnosti kyvadla m =
2 [kg], jeho délky l = 1 [m] a koeficientu tlumenı́ c = 6 [kg m2 s−1] zı́skal následujı́cı́ diskrétnı́
stavový popis systému v časovém okamžiku k = 1, 2, . . . s vektorem stavů xk = [xk,1, xk,2]

T ,
xk,1 = ϕk, xk,2 = ϕ̇k

xk+1 = fi(xk, uk) + wk =

[
1 0.05
0 0.85

]
xk +

[
0

0.025

]
uk +

[
0

−0.4905

]
sin(xk,1) + wk, (1)

kde wk ∼ N
(
[0, 0]T , 0.01I2

)
představuje stavový šum. Úloha předpokládá diskrétnı́ konečnou

množinu možných řı́zenı́ U ⊂ R. Spojitý prostor stavů S ∈ R2 je aproximován diskrétnı́
mřı́žkou Sg. Agregačnı́ funkce g : S 7→ Sg zajistı́ promı́tnutı́ stavu xk ∈ S do bodu mřı́žky x̄k ∈
Sg, x̄k = g(xk) = arg minξ∈Sg ‖xk − ξ‖2, ξ představuje bod mřı́žky.

Cı́lem úlohy je nalézt strategii řı́zenı́ ρ : Sg 7→ U , která každému bodu mřı́žky přiřadı́
řı́zenı́ z množiny přı́pustných řı́zenı́ U takové, že je minimalizováno zvolené kritérium J(ρ) =
limF→∞

∑F
k=0 λ

kL(xk, uk) s diskontnı́m faktorem λ = 0.98 a kvadratickou ztrátovou funkcı́
definovanou jako

L(xk, uk) = [h(xk,1), xk,2]Q[h(xk,1), xk,2]
T + ru2k, (2)

kde h(xk,1) = ((xk,1 + π) mod 2π)− π, Q =

[
2 0
0 1

]
, r = 0.01.
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Postup nalezenı́ optimálnı́ strategie řı́zenı́ se opı́rá o řešenı́ nelineárnı́ funkcionálnı́ rov-
nice, tzv. Bellmanovy rovnice optimality. Jejı́ obecný tvar pro úlohu nekonečného horizontu
řı́zenı́ je následujı́cı́

V ∗(xk) = min
uk∈U

E {L(xk, uk) + λV ∗(xk+1)|xk, uk} , (3)

kde V ∗ je Bellmanova funkce, E označuje střednı́ hodnotu. Po nalezenı́ funkce V ∗ lze vypočı́tat
strategie řı́zenı́ u∗k = ρ∗(xk) = arg minuk∈U E {L(xk, uk) + λV ∗(xk+1)|xk, uk}. Použitı́m jed-
notné mřı́žky a agregačnı́ funkce aproximuje optimálnı́ Bellmanovu funkci po částech konstatnı́
funkce V̄ : Sg 7→ R. Jednu z numerických metod hledánı́ V ∗ představuje metoda iterace Bell-
manovy funkce, která rekurzivně zjišt’uje nové hodnoty Bellmanovy funkce z funkcionálnı́ rov-
nice V̄ (i+1)(ξ) = minuk∈U E

{
L(ξ, uk) + λV̄ (i)(ξ′)|ξ, uk,

}
, ξ′ = g(xk+1) ∈ Sg. Lze ukázat,

že V̄ (i+1) konverguje k V̄ . Zvolená zastavovacı́ podmı́nka iteračnı́ metody je ‖V̄ (i+1)(ξ) −
V̄ (i)(ξ)‖∞ ≤ δVI, δVI = 0.01 a maximálnı́ počet iteracı́ nVI = 100.

3 Zhodnocenı́ výsledků
Simulačnı́ experiment obsahoval přı́pustné řı́zenı́ U = {0, −20, −10, 10, 20} a mřı́žku

definovanou Sg = {−π, −59π/60, . . . , 59π/60, π} × {−4, −3.95, . . . , 3.95, 4}. Střednı́
hodnota E

{
V̄ (i)(ξ′)|ξ, uk

}
byla vypočı́tána pomocı́ 100 Monte Carlo simulacı́. Metoda ite-

race Bellmanovy funkce byla ukončena po 100 iteracı́ch s rozdı́lem ‖V̄ (i+1)(ξ)− V̄ (i)(ξ)‖∞ =
0.0191. Nalezená Bellmanova funkce a strategie řı́zenı́ do dolnı́ rovnovážné polohy kyvadla je
zobrazena na obrázku 1. Algoritmus hledá strategii řı́zenı́ offline. Strategie řı́zenı́ je následně
použita online při řı́zenı́ systému. Aktuálnı́ stav systému xk určı́, jaké řı́zenı́ bude aplikováno.
Tento přı́stup je pamět́ově a výpočetně náročný, jelikož musı́ být ohodnoceny všechny kom-
binace stavů systému a možných řı́zenı́. Výhodou je jistá univerzálnost přı́stupu a aplikace na
řı́zenı́ nelineárnı́ch systémů.
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(a) Bellmanova funkce V̄ (100)(xk,1, xk,2).
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(b) Strategie řı́zenı́ ρ(xk,1, xk,2).

Obrázek 1: Výstupy simulačnı́ho experimentu použitı́m metody iterace účelové funkce.
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