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Stanovenı́ tlumenı́ tělesa pomocı́ experimentálnı́ modálnı́ analýzy

Luboš Smolı́k1

1 Úvod
Tlumenı́ b kmitajı́cı́ho mechanického systému s jednı́m stupněm volnosti se obvykle

zjišt’uje z časového záznamu odezvy q(t) tohoto systému na nenulové počátečnı́ podmı́nky.
V odezvě q(t) je pak sledován pokles velikosti amplitud vyjádřený tzv. logaritmických dekre-
mentem δ, který je přı́mo úměrný tlumenı́ b.

Pro popis kmitánı́ reálných těles obvykle nestačı́ model o jednom stupni volnosti a tak je
zaveden komplexnějšı́ model obecně o n stupnı́ch volnosti, jehož pohybovou rovnici je možné
vyjádřit pomocı́ maticového zápisu

M q̈(t) +B q̇(t) +K q(t) = f(t), (1)

ve kterém M , B, K jsou matice hmotnosti, tlumenı́ a tuhosti a q(t), f(t) jsou vektory zo-
becněných souřadnic a silových účinků. Matice tlumenı́ B bývá sestavena pomocı́ různých
postupů, často při je jejı́m sestavenı́ využit Rayleighův model tlumenı́, podle kterého je matice
tlumenı́ proporcionálnı́ vůči maticı́m hmotnosti i tuhosti a tedy platı́

B = αM + βK, (2)

kde α, β jsou koeficienty proporcionálnı́ho tlumenı́ nebo též Rayleighovy koeficienty. Velikost
proporcionálnı́ho tlumenı́ je závislá na frekvenci budicı́ch sil a proto nenı́ výhodné tlumenı́
reálného tělesa, u něhož je předpokládáno širokospektrálnı́ buzenı́, stanovit pomocı́ logarit-
mického dekrementu.

2 Vztah Rayleighových koeficientů a poměrného modálnı́ho útlumu
Rayleighův model tlumenı́ je výhodný při přechodu z konfiguračnı́ho prostoru zobecně-

ných souřadnic do prostoru modálnı́ch souřadnic. Matice tlumenı́ (2) v prostoru modálnı́ch
souřadnic se totiž stane diagonálnı́ se členy 2 ζi ωi na diagonále. ζi v těchto členech je poměrný
modálnı́ útlum odpovı́dajı́cı́ i-té vlastnı́ frekvenci ωi systému (1) v rad/s.

V prostoru modálnı́ch souřadnic je matice hmotnosti jednotková a matice tuhosti dia-
gonálnı́ se členy ω2

i na diagonále, což je odvozeno např. v Zeman et al. (2004). Protože i
v prostoru modálnı́ch souřadnic zůstává vztah (2) v platnosti, je možné s využitı́m zmı́něných
vlastnostı́ matic M a K sestavit následujı́cı́ rovnost

2 ζi ωi = α + β ω2
i ⇔ 4π ζi fi = α + 4 π2 β f 2

i , (3)

kde fi je vlastnı́ frekvence v Hz. Označı́me-li ζf,i := ζi fi, můžeme tuto veličinu po nahrazenı́
konečné posloupnosti (fi)ni=1 v rovnosti (3) spojitou veličinou f vyjádřit kvadratickou funkcı́

ζf (f) = b f 2 + a, (4)
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která definuje frekvenčnı́ útlum mechanického systému (1) v závislosti na frekvenci budicı́ch sil
a kde pro koeficienty a a b platı́ rovnosti α = 4π a, β = b

π
.

3 Aproximace funkce ζf(f) z výsledků experimentálnı́ modálnı́ analýzy

Obrázek 1: Zkušebnı́ segment leteckého profilu.

Výsledkem experimentálnı́ modálnı́
analýzy popsané např. ve Schwarz et al.
(1999) je soubor vlastnı́ch frekvencı́ {fi} a
jim přı́slušejı́cı́ch modálnı́ch vlastnostı́, mezi
něž patřı́ mj. vlastnı́ tvary kmitu a poměrné
modálnı́ útlumy. Vynásobenı́m poměrných
útlumů přı́slušnými vlastnı́mi frekvencemi
je zı́skána množina frekvenčnı́ch útlumů
{ζf,i}.

Obě uvedené množiny je možné
uspořádat do vektorů a sestavit přeurčenou
soustavu rovnic

{ζf,i} = b {f 2
i }+ a, (5)

kterou lze vyřešit např. metodou nejmenšı́ch čtverců.

4 Závěr
Praxe ukazuje, že pomocı́ Rayleighova modelu tlumenı́ může být popsán strukturálnı́

útlum i takových těles, která nejsou homogennı́ ani izotropnı́. Přı́kladem může být zkušebnı́
segment leteckého profilu vyrobený ze skelné tkaniny, epoxidové pryskyřice a kepru ukázaný
na Obr. 1, jehož poměrný modálnı́ útlum a odpovı́dajı́cı́ funkce ζf (f) je zobrazena na Obr. 2.

Obrázek 2: Porovnánı́ vypočı́taného a změřeného průběhu funkce ζf (f) tělesa z Obr. 1.
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