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Použitı́ nespojité Galerkinovy metody pro řešenı́ úloh mechaniky
tekutin

Aleš Pecka1

1 Úvod
Nejrozšı́řenějšı́ numerickou metodou ve výpočtové mechanice tekutin je metoda koneč-

ných objemů, popsaná v práci Ferziger a Peric (2001). Tato metoda vycházı́ z diskretizace
integrálnı́ch tvarů rovnic vyjadřujı́cı́ zákony zachovánı́. Dı́ky tomu je metoda konzervativnı́ a
robustnı́, navı́c je snadno aplikovatelná na nestrukturované sı́tě. V základnı́ podobě je metoda
konečných objemů prvnı́ho řádu přesnosti v prostoru, přičemž s formálnı́m rozšı́řenı́m na druhý
řád se setkáváme poměrně často. Jejı́ významnou nevýhodou je však komplikovaná implemen-
tace vyššı́ch řádů přesnosti.

Dı́ky tomu se začı́najı́ využı́vat modernı́ numerické metody vyššı́ho řádu přesnosti, je-
jichž hlavnı́m zástupcem je nespojitá Galerkinova metoda konečných prvků, viz Cockburn a
Shu (1989) a Feistauer at al. (2003). Jedná se o zobecněnı́m metody konečných objemů,
která využı́vá rozvoje řešenı́ jako lineárnı́ kombinace zvolených bázových funkcı́, podobně
jako tomu je u klasické Galerkinovy metody konečných prvků, s tim rozdı́lem, že na hranici
element připouštı́me nespojitosti v řešenı́. Hlavnı́ nevýhodou nespojité Galerkinovy metody je
jejı́ vysoká výpočetnı́ náročnost.

Řád přesnosti nespojité Galerkinovy metody závisı́ na počtu stupňů polynomů zvolených
bázových funkcı́. Při použitı́ některého z explicitnı́ch schémat pro diskretizaci času, napřı́klad
Rungeovy-Kuttovy metody, viz Cockburn a Shu (2001), je velikost časového kroku omezena
CFL podmı́nkou, která je nutnou podmı́nkou konvergence metody. Tato podmı́nka se zpřı́sňuje
při použitı́ polynomů vyššı́ch řádů. Tomuto nepřı́jemnému omezenı́ se lze vyhnout využitı́m
některé implicitnı́ metody pro disktretizaci času, viz Feistauer et al. (2010). Implicitnı́ metody
jsou obzvláště výhodné u úloh hledánı́ ustáleného řešenı́, jelikož nám zde nezáležı́ na časovém
průběhu řešenı́, který může být volbou velkého časového kroku zkreslený.

V předložené práci je demonstrováno využitı́ nespojité Galerkinovy metody, za použitı́
implicitnı́ Eulerovy metody, k modelovánı́ prouděnı́ stlačitelných, nevazkých a tepelně nevo-
divých tekutin ve dvou dimenzı́ch. Matematickým modelem pro tekutinu s těmito vlastnostmi
je soustava Eulerových rovnic, viz Vimmr (2002), což je systém nelineárnı́ch parciálnı́ch dife-
renciálnı́ch rovnic prvnı́ho řádu.

2 Numerické výsledky
Pro otestovánı́ řešiče využı́vajı́cı́ nespojité Galerkinovy metody byla použita úloha s

názvem GAMM kanál. Tato úloha se často využı́vá k ověřenı́ správného fungovánı́ řešičů pro
modelovánı́ prouděnı́ stlačitelných tekutin, jelikož výsledky této úlohy byli naměřeny experi-
mentálně. Jde o úlohu definovanou na obdélnı́kové oblasti s vyřı́znutou částı́ kruhu, tak jak je
vidět na obrázku 1. Na levém okraji obdélnı́ku je jako okrajová podmı́nka nastaven subsonický
vstup o stagnačnı́m tlaku p = 1, stagnačnı́ hustotě ρ = 1 a úhlu náběhu proudu α = 0. Na
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Obrázek 1: Geometrie Obrázek 2: Výpočetnı́ sı́t’

Obrázek 3: Izočáry Machova čı́sla Obrázek 4: Izočáry tlaku

pravém okraji je subsonický výstup o statickém tlaku p = 0.737. Zbytek okraje, čili hornı́ a
dolnı́ část obdélnı́ku i s vyřı́znutým kruhem, je nepropustná stěna.

V této práci je úloha řešena nespojitou Galerkinovou metodou 2. řádu, čili za použitı́
bázových funkcı́ až prvnı́ho stupně, s časovou diskretizacı́ pomocı́ implicitnı́ Eulerovy metody.
Na obrázku 3 jsou zobrazeny izočáry machova čı́sla a na obrázku 4 izočáry tlaku. Problema-
tickou oblastı́ v této úloze je rázová vlna, která se vytvářı́ nad obloukem. Vzniká zde velká
nespojitost způsobujı́cı́ oscilace v přı́padě metod vyššı́ch řádů. V blı́zkosti rázové vlny je tedy
nutné použitı́ tlumenı́, které snı́ženı́m řádu přesnosti zamezuje nežádoucı́m oscilacı́m.

3 Závěr
Pomocı́ nespojité Galerkinovy metody můžeme dosáhnout libovolného řádu přesnosti v

prostoru. Za použitı́ tlumenı́ v problémových oblastech jako jsou rázové vlny nám nespojitá Ga-
lerkinova metoda poskytuje vhodný nástroj na řešenı́ úloh prouděnı́ tekutin. Vysokou výpočetnı́
náročnost metody lze obzvláště u úloh hledánı́ ustáleného řešenı́ kompenzovat volenı́m velkého
časového kroku za použitı́ některé z implicitnı́ch metod.
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