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Ocenovani opci inverzni Fourierovou transformaci
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1 Uvod

Pted vice nez ctyfmi dekadami, v roce 1973, Fischer Black a Myron Scholes piedstavili
pfelomovy matematicky model finan¢niho trhu vhodného k ocefiovani financnich derivati
(opce, forwardy, swapy etc.), ktery je dnes celosvétové znam jako Black-Scholestiv model.
Tento model je zalozen na Brownové pohybu a pozdéji, v roce 1997, za né¢j Myron Scholes
obdrzel Nobelovu cenu za ekonomii. Fischer Black, jez zemiel v roce 1995, se jiz bohuzel
tohoto ocenéni nedozil.

Velice obecny princip oceniovani, jez je aplikovatelny v ramci Black-Scholesova modelu,
je takzvané rizikové neutralni oceniovani. Spotova cena (tedy cena v ¢ase t = 0) finanéniho
derivatu s realizacni cenou K, dobou do splatnosti T a stochastickou vyplatni funkci h(St, K),
kde S; je nahodna veli¢ina popisujici cenu podkladového aktiva v Case T, je dana vyrazem

PVo(T, K) = E°[h(Sr, K)]

=e T f+ooh(x, K) ggT(x) dx, (1.1)

kde E9[+] je linearni operator stfedni hodnota pod rizikové neutralni pravdépodobnostni mirou
oznacenou Q, ggT znadi rizikove neutralni hustotu pravdepodobnosti ndhodné veli¢iny S ar
je spojita bezrizikova urokova mira prevladajici na finan¢nim trhu.

2 Cena evropske call opce
Evropska call opce je finan¢ni isntrument, jez dava drZiteli pravo (nikoli vSak povinnost) v ¢ase
T zakoupit jednu jednotku podkladového aktiva za cenu K od upisovatele opce. Vyplatni
funkce h tohoto typu finanéniho derivatu je tedy dana vyrazem max(Sy — K, 0).

V Black-Scholesové modelu je ndhodny proces popisujici cenu aktiva {S; :t = 0}
V rizikové neutralnim prostfedi modelovan jako

1

S, = Soe(r—q—iaz)tﬂrWt’ (2.1)
kde {W, : t = 0} je standardni WienerGv proces (Browntv pohyb), parametr o fidi volatilitu
procesu, r je spojitd bezrizikova Urokova mira ptevladajici na financnim trhu a g je spojita
dividendova mira asociovana s podkladovym aktivem. Ozna¢me u? := (r -q-— %0'2) a poté
z (2.1) plyne, Ze nahodna veli¢ina S; se fidi log-normalnim rozdéleni se stfedni hodnotou
E[S;] = Soe#°T a rozptylem Var[X] = SgeZ“QT(e"ZT —1). Tedy hustota g_?T je znama
V uzaviené podobé a problém (2.1) spoc¢iva v jednoduché integraci vyrazu (1.1) S dosazenim
pfislusnych funkci. OznaCme & distribu¢ni funkci standardniho normélniho rozdéleni.

V Black-Scholesoveé modelu Ize poté odvodit uzaviené analytické feseni pro cenu evropské call
opce, jez je dano vyrazy
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Co(T,K) = Spe~ T d(d;) — Ke " d(dy),
In(Sy/K)+ (r —q +02%/2)T
1= oNT ’ (2.2)
dz = dl - O-\/T

Drtiva empirickd evidence ovSem ukazuje, ze Wienertiv proces sam o sobé neni vhodnym
kandidatem pro modelovani finan¢nich aktiv, jelikoz neni schopny zachytit zapornou Sikmost
a tézké konce, jimiz se rozdéleni finan¢nich aktiv obvykle vyznacuji, a ani dal$i empiricky
potvrzené jevy jako je shlukovani volatility ¢i pakovy efekt. Proto je vhodné modelovat cenu
aktiva jako exponencidlni funkci komplexnéjSich procest, pfipadné i kombinace nékolika
procest, z nichZ nékteré fidi dynamiku ceny a jiné dynamiku volatility aktiva. Ve velké vétsiné

téchto pfipadi ovSem hustota ggT nelze vyjadiit analyticky pomoci znamych matematickych
funkci. Naopak témét vzdy je dostupné analytické vyjadieni charakteristické funkce <p1(f1 Sp
piirozeného logaritmu nahodné veli¢iny S; (napiiklad v Black-Scholesové modelu plati
o’ s (0) = e(i6(InSo+u°T)=0262T/2)y T i uvédomili matematici Peter Carr a Dilip Madan a
ve svém slavném ¢lanku Carr a Madan (1999) odvodili pro cenu evropské call opce nasledujici
semi-analyticky vzorec zalozeny na inverzni Fourierové transformaci funkce gpl% sy

—ol o -rT ,,Q i
e ® an+ e—i@an € ¢lnST(9 l(1+9)) do (23)

T,K) =
Co(T. K) 02+0—-62+i0(20+1)

kde o > 0 je kladna konstanta. Formule (2.3) ptedstavuje velky skok v ocefiovani opci, jelikoz
umoziuje relativné snadnym zptisobem nalézt cenu evropské call opce i1 ve velmi komplexnich
modelech, kdykoliv je dostupna pfislusna charakteristicka funkce. Vyrazy (2.2) a (2.3) jsou
tedy dve totozné entity vyjadiené naprosto odlisnym zpisobem. O tom se miizeme presvedcCit
na Obr. 1, kde v dolni ¢asti vidime dekadicky logaritmus chyby numerické aproximace vyrazu
(2.3) v zavislosti na K ana T, ktera se v obou ptipadech pohybuje fadove okolo 1 x 10712,
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Obrazek 1: Numerické chyba oceniovani inverzni Fourierovou transformaci (Panos 2014)
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