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Abstract: In this paper we study nontraditional model which can occur for the bus scheduling problems.
It is motivated by answer to the question: At what minimum shortening of the driving time in some
sections of the transport network will happen that an existing bus schedule is optimum? The possibility
of using linear programming approach is presented. First, a new model for calculating the distance
matrix in the transport network is formulated. Following is a known model for the bus scheduling
problem with the minimum fleet size which is formulated as an assignment problem. In the conclusion,
original model is derived to the one that connects this two formulations using shadow prices from the
dual formulation of the assignment problem. Our nontraditional approach to the bus scheduling problem

could affect to the economics of companies, which provide public bus services.
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Problematike  tvorby ~ modelov  obehov
autobusov v mestskej i primestskej doprave sa
v minulosti venovala (Palich, Cerny 1995),
(Wren, Rousseau 1995) a v sucCasnosti
(Prileszky&Horvath, 2011), (Paluch, 2013),
(Paluch, Majer 2015, 2016) venuje velka
pozornost nakolko ich rieSenia ponukaju
prevadzkovatelom  redlne  Uspory  poctu
autobusov resp. neproduktivnych prejazdov
medzi zastavkami. Nestretli sme sa vSak so
Studiami, ktoré by sa venovali nejakej forme
analyzy existujuceho pripustného rieSenia. V
tomto prispevku ukazeme ako by bolo mozno
aplikovat inverznu optimalizaciu na obehové
rozvrhy autobusov.

1. INVERZNY LP PROBLEM
Kvalitny  prehlad  problematiky inverznej
optimalizacie v sietach, s mnoZstvom
referencii, mozno najst v &lanku (Xu & Xu
2013). Modely inverznej optimalizacie popisuju
problém, ked' je zname pripustné rieSenie x"0,
ktoré vSak nie je optimélne vzhladom na
ciefovd funkciu. Na rozdiel od beznych
optimalizaCnych metéd sa nehlada optimalne

rieSenie problému k tejto ciefovej funkcii ale sa

hlfada ¢o najmenSia Uprava koeficientov

ciefovej funkcie, po ktorej sa stane pripustné

rieSenie x*0 optimalnym rieSenim.

Dalej budeme vychadzat z linearnych modelov

a preto tento pristup vysvetlime na inverznom

LP probléme. Majme vSeobecny tvar dlohy LP:

min{cx| Ax = b, x = 0},

kde je vektor ceR*n a matica A € R*mxn).

Nech je x"0 jeho pripustnym rieSenim.

Potrebujeme zmenit vektor ¢, ale ¢o najmene;

tak, aby sa x*0 stalo optimalnym rieSenim LP.

Ak definujeme

F(x°) ={¢ € R"min{cx| Ax =b,x >
0}=cx%},

potom inverzny LP problém definujeme takto:

min{|lc —¢|| |¢ € F(x°)}.

2. MODEL PRE VYPOCET MATICE
VZDIALENOSTI

Dopravnu siet budeme modelovat suvislym
hranovo ohodnotenym digrafom G=(V,H,d),
ktorého vrcholmi V su uzly dopravnej siete
tvorené zastavkami autobusov resp. krizovatky
a orientovanymi hranami H jazdené useku siete
ohodnotene dizkou d(h) v minttach.
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Hoci tedria grafov (Demel, 2002, s. 105)
ponuka efektivny Floydov algoritmus na
vypocet vzdialenosti medzi lubovolnou dvojicou
roznych vrcholov grafu my dalej vyuzijeme
vhodnejSi pristup, ktory je zalozeny na
linedrnom programovani. Ozna¢me A mnoZinu
vSetkych navzédjom rdznych usporiadanych

Yijpeaz(i,j)— max

dvojic vrcholov grafu tj. A= {(i,j)|i€V,
j € V,i= } medzi ktorymi hladame dizky z(i,j)
najkratSich ij-ciest.

Maticu vzdialenosti méZeme hfadat pomocou
nasledujuce; LP ulohy (VZD):

z(i,k) +z(k,j) =z(@,j)v(, k) e HV(kj)eAV(,j)EAi+j+k+Ii,

z(i,j) < d(i,))
z(i,j)=0
Podmienka (3) zabezpeduje, Ze dizka najkratde;
ij-cesty z(i, j) je zhora ohrani¢ena dizkou d(i, j)
pokial je dvojica (i, j) hranou digrafu tj. moze
existovat kratsia cesta. Dizky vsetkych ij-ciest
su nezdporné a tak vyhovuju obligatorne]
podmienke (4). Obmedzujuca podmienka (2),
zodpoveda trojuholnikovej nerovnosti platnej
pre vzdialenost, ohraniuje zhora dizku
najkratSej ij-cesty z(i,j) aj pre dvojice (i, j), ktoré
nie s hranami digrafu. Citatela moze prekvapit
ciefova funkcia (1) - sucet vSetkych dolnych
odhadov dizok roznych ciest v digrafe, ktora sa
maximalizuje. Kazda najkratSia ij-cesta totiz
musi obsahovat nejaku (i, k) hranu dizky d(i,k)
z ktorej vychadza takze plati z(i,j)=z(i k) + z(k,)),
kde z(i,k)=d(i,k) nadobuda maximainu hodnotu.

t? +d(mf,m?) < ¢,

¢o budeme znait s_i [<s] _j. Obeh
autobusov sa realizuje turnusmi, obehom O_j
autobusu rozumieme sled spojov
S_j1<s_j2<..<s_(jr_j ). Obehovym rozvrhom
autobusov potom rozumieme mnozinu turnusov
R = {0.1,0.2,...,0_p}, ktoré pokryvaju

X:i: =
Y10 nat
a je ohodnotena Cislom
14 [
¢, = d(mi ,m; ) ak s; < Sj,
M inac,

kde M je dostatocne velka penalizacna
konstanta.

iEN JEN

(1)
(2)
v(i,j) € H, (3)
v(i,j) €A (4)

3. LEXIKOGRAFICKY OPTIMALNY
MODEL OBEHU AUTOBUSOV

V' uvaZzovanej dopravnej sieti, modelovanej
hranovo  ohodnotenym  digrafom G =
(V,H,d), je dany cestovny poriadok v tvare
mnoZiny spojov S = {s4,Sy,, ..., S, }. Kazdy
spoj je urCeny usporiadanou Stvoricou s; =
(m¢,t8,mP,tP), i € N={12,..n} kde

e m{ —miesto odchodu spoja, m_i*o€V,

e t? —Cas odchodu spoja,

o mf — miesto prichodu spoja, m_i*p€V,

o tP - cas prichodu spoja.
Dva spoje s; a s; mozu byt jazdené jednym
autobusom ak spoj s; predchadza spoj s;, ak
plati

()

mnozinu spojov S. Nasim ciefom je najst taku
mnozinu turnusov s minimalnym poCtom p
turnusov, ktora ma minimalne celkové doby
prejazdov medzi spojmi (v turnusoch).
V nasom modeli je rozhodovacia premenna x_ij
definovana pre i, j €N takto:

_ {1 ak s; <sjalebo je s; poslednym spojom as; prvym spojom v turnusoch

Teraz uz modzeme formulovat a rieSit nasu
optimalizacnu Ulohu LP ako priradovaciu ulohu
(PU):

min (6)
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ZXU =1

ieEN
xij >0
Cielovou funkciou je cena priradenia (6).
Podmienka (7) zabezpe€i, Ze zo spoja s_i bud
existuje prejazd na iny spoj alebo je to posledny
spoj turnusu. Podmienka (8) zase zabezpeCi,
Ze spoj s_j je bud prvym spojom turnusu alebo
nan existuje prejazd z iného spoja. Podmienka
u; + v; N
ieN
Uu; + Vj < Cij

Ak sU x_ij, u_i, v_i optimalne rieSenia Uloh
(PU) a (DU), potom platia, (Plesnik a kol., 1990,

Xij =1 =>
xij =0 =

ul-+ 'Uj =Cij
ul-+ Uj SCL']'

ktoré vyuZijeme v naSom inverznom modeli.

4. INVERZNY MODEL OBEHU
AUTOBUSOV
Zhodne, ako v hore uvedenom modeli obehu
autobusov, budeme predpokladat, ze je dana
mnozina spojov S = {s;:i € N}a dopravna
siet je modelovana sulvislym  digrafom
G=(V,H,d). Budeme ale predpokladat, ze
ohodnotenie jeho hran nepozname presne ale
vieme jeho horny odhad, priCom pripiStame
maximalnu moznu odchylku & minut tj. doba
trvania jazdy po hrane (ij)€H je v intervale

PREHER

VieN (7
Vj€EN, (8)
V (i,j) €N X N. (9)

(9) je obligatornd, priCom  Strukturalne

podmienky (7) a (8) vedu k {0,1} hodnotdm
premennych v optimalnom rieSeni.

Duélne zdruZenou ulohou k nasej priradovacej
ulohe (PU) je nasledujuca LP uloha (DU):

max (10)
V (i,j) €N X N. (11)

s. 88), nasledujuce implikacie (podmienky
komplementarity):

(12)
(13)

Budeme este predpokladat, Ze je dany sucasny
obehovy rozvrh autobusov v tvare permutacie y
na mnozine indexov spojov N s takouto
interpretaciou: Nech j= y(i), potom zo spoja s_i
bud existuje prejazd na spoj sy, ;) alebo je s;
posledny spoj turnusu a sy,; prvym spojom
nejakého turnusu (pripadne i toho istého
turnusu). NaSim ciefom je najst také co
najmenSie maximalne skratenie & niektorych
usekov dopravnej siete, po ktorom sa stane
rozvrh @ optimalnym.

Takto formulovany problém mozno formulovat
ako nasledujucu LP ulohu linearneho (IOB):

—  max (14)
(,)eA
z(i, k) + z(k,j) 2 z(i,)) v(i,k) e HV(k,j) € AV(i,j) €A, (15)

i#j#k+i

d(i,j) —6 <z(i,)) < d(,)) v(i,j) € H, (16)
U+ vy = Z(mf,mfj,(i)) VieN:i<y(i), (17)
u+ v < z(mf,mfj,(i)) v(i,j) € B, (19)
tip +u; + 2010 < tlt,l))(i) VieN:i< l/)(l), (20)
z(m?,ml) < ¢ —¢? Vi€eN, (21)
z(i,i) =0 Vi€ev, (22)
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z(i,j) =0 v(i,j)eA—H, (23)
w,v; =0 VieN (24)
§>0 (25)

V tomto modeli sme pouzili premenné
z predchadzajucich modelov a tieto indexové
mnoziny:

e A= {(l'])l 1eV,jeV, l¢]}a
o B={(i,j)|ieN,jeN,t’ +
d(m?,m?) < t?}.

Cielova funkcia (14) lexikograficky maximalizuje
celkové dolné odhady diZzok roznych ciest v
modifikovanej dopravne;j sieti ako prvé kritérium
a minimalizuje maximalnu moznu odchylku na
jej usekoch ako druhé kritérium. Trojuholnikova
nerovnost (15) je zhodnd s nerovnostou (2)
pricom horna hranica (3) je doplnena aj o dolnu
hranicu (16) na dizky najkratSich ciest medzi
zastavkami autobusov. Podmienky (17), (18) a
(19) zaruCia, Ze neexistuje lacnejsi rozvrh
autobusov takze ocenenie zadaného obehu
autobusov, formulované pomocou duélnych
premennych, je optimalne. Obmedzenia (20) a
(21)  zabezpeCuje pripustnost  zadaného
rozvrhu. Podmienka (22) je vynutena
moznostou zhodnych miest prichodu a
odchodu spojov v turnuse autobusu.
Obmedzenia (23), (24) a (25) su obligatorné.

ZAVER

V tomto prispevku sme sa zamerali na otazku,
ktoru si  moéze polozit prevadzkovatel
autobusovej dopravy: Pri akej minimalnej
najvacSej Casove] odchylke na Usekoch
dopravnej siete autobusov je prevadzkovany
obehovy rozvrh autobusov optimalny? Ak
dostane odpoved, ze je tato odchylka par
minut, mdze ju povazovat za pripustnu a
upustit od optimalizacie obehovych rozvrhov
autobusov. NaSe praktické skusenosti totiz
ukazuju, Ze realizovat novy obehovy rozvrh
naraza v praxi nielen na zvykoveé obmedzenia
ale i mnohé technologické podmienky (Paluch,
Majer 2007), ktoré vedu po heuristickych
upravach optimalneho rieSenia, napr. ziskané
modelom (PU), k pribliznému (suboptimalnemu)
rieSeniu.

V' modeli (IOB) sa nam podarilo vyuZit
netradicny vypoCet matice vzdialenosti, model

(VZD) v suvislej dopravnej sieti, pomocou
podmienok komplementarity dualnej ulohy (DU)
a primarnej priradovacej Ulohe (PU). Doteraz
sme realizovali len pocitaCové experimenty na
malych ilustraénych prikladoch s niekolkymi
desiatkami spojov. Tieto ndm sluzili na
odladenie modelu. Daldi vyskum bude
zamerany najskor na testovanie
prezentovaného  modelu  na  reélnych
inStanciach MHD. Ocakavame, Ze praktické
vypoCty povedd k istému zjemneniu nasho
modelu. Jednou z moznosti je nahradenie
jednotnej maximélnej odchylky na Usekoch
siete maximalnymi odchylkami na jednotlivych
usekoch. To by znamenalo tieZz, Ze na
niektorych Usekoch siete nebude pripustné
skratenie dobu jazdy.

Podakovanie: Tento prispevok vznikol vdaka
podpore projektu VEGA 1/0582/16 Ekonomicka
optimalizacia procesov na sietach.
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