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Abstrakt

Tato prace se zabyva alternativnim piistupem k posouzeni stability a existenci feSeni
parametrickych kmitajicich systémi s jednim i1 vice stupni volnosti. Pro pfipad systému
S jednim stupném volnosti uvazujeme kmitajici systém s periodicky proménnou hmotnosti,
tlumenim, tuhosti a budici silou. Nicméné hlavnim cilem prace je aplikace zminéného
alternativniho postupu na model rotoru s rotatn¢ nesymetrickym prifezem. Matematicky
model rotoru sestavime pomoci energetického ptistupu pii vyuziti Lagrangeovych rovnic
a metody konecnych prvka (MKP). Zminéné konecné prvky budeme uvazovat jako 1D
elementy reprezentujici osu rotace rotoru. Tento matematicky model rotoru
S nesymetrickym prafezem je popsan Casové periodicky proménnymi maticemi, které
rozvineme do Fourierovych tad. Hlavni mysSlenkou alternativniho pfistupu je ptevod
diferencialni rovnice, tj. matematického modelu rotoru, na integro- diferencialni rovnici
s degenerovanym jadrem pomoci tzv. periodické Greenovy funkce (PGF), kterou
definujeme jako vychozi bod pro hledani periodického feSeni zminéného matematického
modelu. PGF lze chépat jako odezvu systému na buzeni ve tvaru Diracova hiebene.
Existenci analytického periodického feSeni I1ze ovéfit pomoci Rungeovy- Kuttovy metody.
Jestlize existuje feSeni, tak se vysledky analytického feSeni shoduji s ustdlenym stavem
ziskanym pomoci Rungeovy- Kuttovy metody. Dal$im ukolem této prace je posuzovani
stability rotorového systému, které je zaloZzeno na urCeni znaménka realné hodnoty
determinantu systémové matice. Tento novy postup feSeni je ovéfen pomoci metody
vyuzivajici Floquetovou teorii.

Kli¢ova slova: kmitani, rotorové systémy, MKP, matematicky model, integro-
diferencialni rovnice, periodické feseni, stabilita, Floquetova teorie



Abstract

This thesis deals with the alternative approach to stability assessment and the existence
of periodic solution of one-degree-of-freedom or multiple-degrees-of-freedom parametric
vibrating systems. In the case of one-degree-of-freedom system we consider vibrating
system with periodically variable mass, damping, stiffness and exciting force. However,
the main goal of this thesis is application of the mentioned alternative approach to model
of rotor system with rotationally non-symmetrical cross-section. The energetic approach is
used to obtain mathematical model of rotor system by using Lagrange equations and finite
element method (FEM). The rotor is modelled as 1D continuum using 1D elements, which
are representing the axis of rotation of the rotor. The mathematical model of rotor system
with non-symmetrical cross-section is described by periodically variable matrices, which
are decomposed into the Fourier series. The main idea of the alternative approach is
transformation of differential equation, ie. mathematical model of rotor system,
into integro-differential equation with degenerated kernel by using periodical Green’s
function (PGF), which is a response of the system to excitation in the form of the Dirac
chain. The PGF is used as a starting point of searching the periodical solution of the
mentioned mathematical model. The existence of the analytical periodical solution can be
verified by using the Runge-Kutta method. If the solution exists, the results of this solution
correspond with the steady stage obtained by the Runge-Kutta method. Another goal
of this study is the stability assessment of the rotor system, which is based on identification
of the sign of the real value of the determinant of the system matrix. This new procedure
of solution is validated by method using Floquet theory.

Keywords: vibration, rotor systems, FEM, mathematical model, integro-differential
equation, periodic solution, stability, Floquet theory
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Uvod

Predkladana diplomova prace navazuje na zkoumanou problematiku piedchozi bakalarské
prace autora [2], ktera se zabyvala feSenim ustaleného stavu a posuzovanim stability
parametrického systému s 1 stupném volnosti s periodicky proménnou tuhosti a budici silou.

V prvni ¢asti této prace rozsifime zkoumany parametricky systém s 1 stupném volnosti
s periodicky proménnou tuhosti a budici silou o periodicky proménnou hmotnost a tlumeni.
Pro takto rozsifeny parametricky systém nejdiive popiSeme metodu pro ziskani analytického
periodického feSeni. Tato uloha vede na feSeni integro- diferencidlni rovnice
s degenerovanym jadrem, které je zaloZeno na tzv. periodické Greenové funkci. Existence
analytického teSeni bude ovéfena pomoci Rungeovy- Kuttovy metody, kdy pii existenci
feSeni by mélo dojit ke shod¢ vysledka analytického periodického fesSeni s ustalenym stavem
ziskanym pomoci Rungeovy- Kuttovy metody. Déle bude prezentovana novéd metoda
pro posouzeni stability systému a urceni hranic stability. Se zminénym posuzovanim stability
uzce souvisi jiz zminéna existence ¢i neexistence analytického periodického feseni systému,
jak bude ukazano na testovacim piiklad¢é na systému s 1 stupném volnosti. Stanoveni hranic
stability bude ovéteno metodou vyuzivajici Floquetovu teorii.

Ve druhé casti prace pieneseme problematiku ze systému sjednim stupném volnosti
na systémy s Vice stupni volnosti, konkrétné se zaméfime na modelovani rotoru s rotacné
nesymetrickym prafezem pomoci metody konecnych prvkd. Zminéné rotory jsou vyuzivany
napiiklad v dvoupdlovych generatorech nebo u rotort helikoptér v leteckém primyslu.
Po urceni aproximacnich funkei rotorového prvku stanovime kinetickou a potencidlni energii
elementu, a poté aplikaci Lagrangeovych rovnic a metody konecnych prvka ziskdme
matematicky model rotoru. Tento matematicky model rotoru s rotacné nesymetrickym
prifezem je popsan casové periodicky proménnymi maticemi, které je nutné rozvinout
do Fourierovych fad, jelikoz hledani analytického periodického feSeni a novd metoda
posuzovani stability systému vychazi z vyjadieni periodicky proménnych matic ve forme
Fourierovy fady. Tzv. periodickou Greenovu funkci definujeme jako vychozi bod pro hledani
periodického feSeni zminéného matematického modelu. Tato funkce umoziuje prevést
diferenciélni rovnici na integro- diferencialni rovnici s degenerovanym jadrem.

Hlavnim cilem ptedkladané prace je urCeni a ovéfeni existence analytického periodického
feSeni a posouzeni stability parametrického rotorového systému s rotacné nesymetrickym
prifezem. Tento alternativni pfistup je ovéfen na testovacim piikladé, kde stanoveni hranic
stability systému je porovnano s metodou zalozenou na Floquetové teorii a existence
analytického feseni je ovéfena pomoci Rungeovy- Kuttovy metody.

Numerické vypocCty jsou provedeny v interaktivnim prostiedi MATLAB.



1 Systétm s 1 stupném volnosti s periodicky proménnou
hmotnosti, tlumenim, tuhosti a budici silou

1.1  Analytické periodické FeSeni systému
Ptredpokladejme, ze chovani parametrického systému je popsano pohybovou rovnici [1]

[mg — iy m()]6i(t) +[os — gb®]a®) + ks — u k®)Iat) = (1), (1.1.1)

kde mg vyjadiuje stacionarni hmotnost, b je stacionarni tlumeni a K znaci stacionarni

tuhost. Casové proménné m(t), u.b(t) a k(t) odpovidaji parametrickému buzeni.
p Hwm Hgp Hy 1Y J1 p

Ly Mgy My JSOU miry modulace hmotnosti, tlumeni a tuhosti, vyjadfujici intenzitu

parametrického buzeni, q(t) je zobecnéné posunuti a f (t) znaci zobecnéné buzeni.

Mg — £y M(t)
ks — a1 K(t) N

— —" ()

’_lf/—'
—— 1L

by — ugh(t)

R
é »

Obr. 1.1 — Parametricky systém s 1 stupném volnosti

Diky T - periodicité ¢asové proménnych funkci m(t), b(t), k(t) a f(t) mizeme piedpokladat
i periodicitu odezvy systému q(t) speriodou T. VSechny tyto funkce musi splfiovat
podminky periodicity a 1ze je zapsat ve form¢ Fourierovy fady

m(t) =m(t+T) = _gmjej(t) =m’e(t), (1.1.2)

b(t) =b(t+T) = ﬁ:ijej(t) =b'e(t) (1.1.3)

k(t)=k(t+T)= _gkjej(t) =Kk'e(t), (1.1.4)

ft)=f(t+T)= _ZN:ijej(t) = fTe(t), (1.1.5)
=



qt) =q(t+T), (1.1.6)

kde vektor e(t) je tvofen témito prvky

e(t)=le (@) ... e () 1 e() ... e,®)] eCc®™* (1.1.7)
a s ohledem na zavedeny zkraceny zapis

e;(t) =e’", (1.1.8)

dile definujeme | jako imaginarni jednotku, j zna¢i index ¢lenu fady, N odpovida
celkovému poctu Clenti fady a @ vyjadiuje zékladni thlovou frekvenci, pro kterou plati vztah

=" (1.1.9)

Ve vztazich (1.1.2) — (1.1.5) jsme zavedli vektory s Fourierovymi koeficienty

m=[m, .. m, .. m[ eC¥ (1.1.10)
b=[b, .. by ... byJ eC® (1.1.11)
k=[k, ... kg ... kgJ eczat (1.1.12)
f=[f, ... f, ... fy] ec? (1.1.13)

Pro dalsi postup je nutné piedpokladat existenci T - periodického feSeni, tj. neznamé
vychylky q(t) jsou feSenim vySe zminéné pohybové rovnice (1.1.1) a po prevedeni Casové
proménnych ¢lentd na pravou stranu rovnice ziskdme

Mg 6i(t) +bs a(t) +ksq(t) = f(t) + 21, MO)E(H) + gb(O)A(T) + 22, k(D)D) (1.1.14)

ProtoZe chceme urcit periodické feSeni, tj. ustdlenou odezvu systému, hledame partikularni
feSeni rovnice (1.1.1) a neuvaZzujeme tedy homogenni ¢ast feSeni, pfesnéji pfechodovou fazi
kmitd.

Obdobng, jako byla pouzita periodicka Greenova funkce H (t) (dale PGF, viz nize) v [4], tak
ji také definujeme jako vychozi bod pro hledani periodického feSeni zminéné pohybové
rovnice PGF lze chépat jako odezvu stacionérni casti rovnice (1.1. 14) na Diracﬁv hfeben

v

parametrt systému a buzeni. Diractv hieben je vykreslen na obr. 1.2 a lze jej vyjadtit pomoci
Fourierovy tady

S; (t) = Ze”“’t :% i [cos(jet) +isin(jwt)], (1.1.15)

J_, _



a jelikoz Diraciv hieben je suda funkce dle [3], tj. sinové ¢leny jsou nulové, poté s ohledem
na (1.1.8) lze psat

5. () =% ﬁ:cos( jot) =% ﬁ:e 0. (1.1.16)
o (t)
1
tfttt
“

Obr. 1.2 — Diractiv hieben jednotkovych impulst opakujicich se s periodou T [2]

Tato periodicka odezva odpovida partikularnimu feSeni stacionarni ¢asti rovnice (1.1.14)

Mg +bHO +kHO =T e, ) 1.117)

—N

Vzhledem Kk tomu, ze systém je linearni, tak lze vyuzit principu superpozice a PGF lze
vyjadfit nasledovné

HO = SH, (), (1.1.18)

j=N

kde H; je odezva v ustaleném stavu odpovidajici j- t¢ harmonické, a proto lze feSeni

rozdélit na feSeni systému nezavislych rovnic

mg H ; () +bg H [O+ksH ;) =06, ()= %ej (t). (1.1.19)
Partikularni feSeni odpovidajici j - t& harmonické odhadneme ve tvaru

H (t)=H e, (t)=H e"", (1.1.20)
kde I-A|j je amplituda, a derivace (1.1.20) jsou

H,(t)=ijoH ", (1.1.21)

H,(t)=-j’0’H e"". (1.1.22)

10



Po dosazeni odhadu partikularniho feSeni a jeho derivaci (1.1.20) — (1.1.22) ziskame
komplexni amplitudu odezvy na | - tou harmonickou slozku buzeni ve tvaru

H, =2 Le, 0. (L1.23)

kde L; oznacuje dynamickou poddajnost odpovidajici j - t¢ harmonické

Ly = (- jPw’mg +ijobs +k ). (1.1.24)
PGF je poté dana jako suma
N 1 N
H(t) = 'zNHj(t):? _ZNLjej(t)- (1.1.25)
j=— j=—

Celkovou odezvu systému (1.1.14) na vngj$i parametrické buzeni lze vyjadiit ve formeé
konvoluéniho integralu

) = [ HEt-9)F()ds + s [ H(t-s)m(S)d(s)ds +
° 0 ) (1.1.26)
+ g [, H(t=9)(8)d($)ds + i [| H(E-5)k(s)a(s)ds,

kde PGF v ¢ase (t—s) ma tvar

iL,-e,- (t-s)= iLjej(t)e,-(—S) - iLjej(t)e_j (s). (1.1.27)

H(t—s) =~ 1 1
T T T i

Nyni s ohledem na Fourierovy fady (1.1.10) — (1.1.13) a na (1.1.27) mizeme zapsat celkovou
odezvu systému (1.1.26) nasledovné

a(t) :%LT i Le e, feus) o|s+“T—Mj0T i Le (e, (5) S mie, (5)a(s) ds +

T N N T N N
+%j0 ZLjej(t)e_j(s)Zbkek(s)q(s)ds+lfl_—"_[o 3L, (e (5) Y ke (s)a(s) ds.
j=—N k=—N j=-N k=—N
(1.1.28)
Pfi pouziti vztahu

ec(s)e_;(s) =e,;(s), (1.1.29)

11



1ze rovnici (1.1.28) ptepsat

qﬁ)—%i it fe, O e, () ds+ 22 i iL mee, (e, ()6i(s) ds +
e iL,—bKeja)ekf,-(s)q(s)dH Ll S 3Lk ©Ou

(1.1.30)

Tento vztah reprezentuje integro- diferencidlni rovnici s degenerovanym jadrem
pro funkci q(t). Zavedeme-li matice AY,, A% AY, e €2V

Lm.. pro kK+je(—=N,-N+1...,N),

Al = P J_€< ) (1.1.31)
0 pro k+je(—N-N+1..,N)

AP _ L,b.; pro k+j:e<—N,—N +1,....N), (11.32)
0 pro k+je(-N,-N+1...N),

AK _ LK; pro k+j.e<—N,—N +1,....N), (11.33)
0 pro k+je(-N-N+1..N)

a respektujeme-li podminku ortogonality funkci sinus a cosinus v prvnim integralu
vztahu (1.1.30)

T (T koS o—ijos 4o _ T pro k=],
.fo ekfj(s)ds_.foe e "ds =Toy _{O oro k| (1.1.34)
muizeme celkovou odezvu systému (1.1.30) vyjadrit takto
—eT (t)Lf + A 6T (1) AMe(s)d(s)ds+ “BeT (t)[ ABe(s)g(s)d
q(t) =e' (t)Lf + T-e (t)f0 e(s)d(s) ds + e (t).[0 e(s)q(s) ds +
) : (1.1.35)
K aT K
re (t)IOA e(s)q(s) ds,
kde L je komplexni diagonalni matice
o ;
I‘—NJrl
L,
L= 0 eC NN, (1.1.36)




Poté zavedeme substituce

1«
o= ?J.O A"e(s)q(s)ds, (1.1.37)
1, & .
p=—[ Ae(s)d(s)as, (1.1.38)
Y= %IOT AMe(s)d(s)ds. (1.1.39)

S ohledem k zminénym substitucim, které dosadime do (1.1.35), ziskame
q(t) =" (tILFf + s, €7 ()7 + sge” (O)B + 18" (t)o, (1.1.40)

kde e’ (t)Lf reprezentuje periodickou odezvu stacionarni ¢asti na vng&jsi buzeni z rovnice

(1.1.14) a ostatni ¢leny vztahu (1.1.40) vyjadiuji periodickou odezvu stacionarni Casti
na parametrické buzeni z rovnice (1.1.14).

Pro dal$i postup bude nutné provést prvni a druhou derivaci vztahu (1.1.40), ale nejdiive je
potieba uvést ¢asové derivace e(t)

&(t) = i Nelt), (1.1.41)
8(t) = —0® N2e(t), (1.1.42)

kde N je diagonalni matice

-N

-N+1
N = YAk (1.1.43)
N+1

a plati
N? = NN. (1.1.44)

Nyni miizeme vyjadfit hledanou prvni a druhou derivaci vztahu (1.1.40) nasledovné
4(t) =i @[e” (()NLF + 41,67 )Ny + 22" ()N + 21 €” (t)Nee, (1.1.45)

() = — 0 [eT ())NPLF + 21,67 ())NPy + zge” ())N?B + sz €7 (t)N2ar]. (1.1.46)

13



.. 1 . . .
Rovnici (1.1.40) vynasobime zleva ?AKe(t), integrujeme na intervalu (0,T) a v souladu

s (1.1.37) ziskame vztah
o = ANILF + 21, A¥Ty + g A¥IB + 1, A¥la, (1.1.47)
pfi platnosti

[ e()e’ M)at=T1, (1.1.48)

kde 1 je jednotkova diagonalni matice s jednotkami na vedlejsi diagonale

1
€R2N+l,2N+l. (1.1.49)

_)
I

1 . : .
Analogicky vynasobime rovnici (1.1.45) zleva ?ABe(t), integrujeme na intervalu <O,T>

avsouladu s (1.1.38) a (1.1.48) ziskame vztah
B = iwAPINLF + iz, APINY + iz, AP INB + i1, 0AP NG (1.1.50)
. 1 . . .
Nakonec vynasobime rovnici (1.1.46) zleva ?AM e(t), integrujeme na intervalu <O,T>
a Vv souladu s (1.1.39) a (1.1.48) ziskame vztah
¥ =-? AV INALF — 1, 0* AV IN?y — p1,0° AMIN?B — 11, 0° AM IN?a. (1.1.51)

Maticové souciny AMI,ABl a A®i lze lépe vyjadfit s ohledem na (1.1.31) — (1.1.33)
jako souciny

AYi=LH,,, (1.1.52)
APl =LH,, (1.1.53)
AfT=LH,, (1.1.54)

14



kde pasové matice H; jsou Hermitovské [5]

(X, X, X, Xy ]
X, X, X, X,
X, X X Xy oo Xy
H, = X, X X . bolec®™ N e {M,B,K} (1.1.55)
Xy X_,
X,
i Xy X, X X |

m; jestlize 1=M,
X;=1b; jestlize i=B, proj=(-N,—N+1...,N) (1.1.56)
ki jestlize i=K

Jelikoz pro ¢leny Hermitovskych matic H; plati x_; = Xjpro j=0 a X, € R, miZeme psat
H, =H" =Hi, (1.1.57)

kde pruh nad pismenem oznacuje komplexné¢ sdruzenou hodnotu. Pii respektovani (1.1.52) —
(1.1.54) Ize ptepsat rovnice (1.1.47), (1.1.50) a (1.1.51) do kompaktni maticové formy

o c, LH, cyLH ¢, LHy a LH, Lf

B|=uy iowc,LHN loc,LHN ioc, LHgN || B |+| ToLHgNLf |,

Y -w’c,LH, N? —a)ZCﬁLHMN2 —a)zcyLHMN2 Y —w*LH, N°Lf
(1.1.58)

kde parametr u vybirdme zmmnoZiny ue{u, . p,} a odpovidajici koeficienty
C,,Cz,C, €R poté nabudou hodnot

{M_ﬂ_} {ﬂ_lﬂ_} {ﬂ_ﬂ_l} (1159)
Hg Hy Hyx Hw

Hx Hp

Rovnici (1.1.58) miizeme zkracené vyjadfit ve tvaru

4= uAq+b, (1.1.60)

15



kde

c,LH c,LH c,LH,
A=| iwc,LH.N ioc,LHN iwc LH N | eV D3N (11 61)
~o’c,LH,N* —o’c,LH,N* —o’c LH,N’

LH,Lf
b=| iwLH/NLf |eC**"H! (1.1.62)
—o’LH,,N°Lf
a
q=[a B [ eC*"H% (1.1.63)

Z (1.1.61) je zifejmé, Ze druhy a tfeti blokovy sloupec jsou linearné zavislé na prvnim
blokovém sloupci a z toho plyne skutecnost, ze hodnost matice h(A) = 2N +1.

Upravou vztahu (1.1.60) ziskame
q=(1-xA)"b, (1.1.64)

kde 1 eR3¥ND3END 6 jednotkova diagonalni matice. S ohledem na (1.1.59) miZzeme fedeni
(1.1.40) prepsat do tvaru

q(t) =e' (t)Lf + y[caeT (t)a+c e’ (t)B+c e’ (t)y}. (1.1.65)

Pti zavedeni matice E(t) e 3N

E(t):[caeT 1) c,et) ce (t)] (1.1.66)

muiZeme zapsat feSeni nasledovné
q(t) =e' (t)Lf + E(t)q. (1.1.67)

Nakonec dosazenim vztahu (1.1.64) do (1.1.67) ziskame celkové feSeni pohybové rovnice
(2.1.1) ve tvaru

q(t) =e" (t)Lf + E(t)(1 - zA)'b. (1.1.68)

Presnost tohoto analytického periodického feSeni zavisi na zvoleném poctu uvaZovanych
¢lenti Fourierovy fady periodickych funkei, tzn. ¢im vétsi N, tim piesnéjsi feSeni dostaneme.
Nutné dodat, ze se zvySujicim se N dochazi ke zvySeni ¢asové ndroc¢nosti numerického
vypoctu.
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Jak je patrné z rovnice (1.1.68), pro systémovou matici | —#A mohou nastat dva piipady.

Pokud je systémova matice regularni, tak jeji determinant nabyva nenulovych hodnot [5],
systémova matice je invertovatelna, a diky tomu ma rovnice (1.1.68) feseni, jestlize toto
feSeni existuje. Naopak, kdyz je systémova matice singuldrni, tak jeji determinant je nulovy
[5] a mira modulace u nabyva kritické hodnoty, kterd vymezuje hranici mezi oblasti stability

a nestability. V tomto ptipad¢ je n€které z vlastnich ¢isel matice A rovno 1 1.
U

e A{AL (1.1.69)

Témto piipadiim se budeme vice vénovat v kapitole 1.3, kde je detailn¢ prozkoumana stabilita
systému a posouzeni hranic mezi oblastmi stability a nestability.
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1.2  Numerické FeSeni odezvy systému

V minul¢ kapitole jsme se vénovali urceni analytického periodického feSeni pohybové rovnice
(1.1.1). Nyni se zaméfime na ziskani numerického feSeni zminéné pohybové rovnice pomoci
Rungeovy- Kuttovy metody, které slouzi k ovéfeni existence analytického feSeni. Jestlize
existuje analytické periodické feSeni, tak vysledky tohoto feSeni se shoduji s ustalenym
stavem ziskanym pomoci Rungeovy- Kuttovy metody.

Pti odvozeni numerického feSeni odezvy systému vyjdeme z pohybové rovnice (1.1.1)
s nulovymi po¢ate¢nimi podminkami (q(0) = 0, (0) = 0)

[mg — sy, m@)]ict) + [os — wsb(®)]6(t) +[ks — 22, k®Ia) = (1),

kterou upravime do tvaru

G(t) = {f () —[obs — ugb®]act) —[ks — u k®)a(t)}. (1.2.1)

[ms — Uy m(t)]

Pii respektovani (1.1.59) Ize ptepsat vztah (1.2.1) do tvaru

0 — :cym(t)]{f © ~lbs - ueb®)a0) - ks -~ uc kOla®)  @22)
Po zavedeni substituce

X, (t) =q(t), (1.2.3)

X, (t) =q(t), (1.2.4)

muizZeme psat

1
Mg —,ucym(t)]

% (t) = {F0)—[bs — e o) x 0 - [ks - ue kOO,  (1.25)
[

%, (t) = X, (t). (1.2.6)

Rovnice (1.2.5) a (1.2.6) Ize vyjadtit v maticové formée

[Xl(t)}_ ~bs +4CB(  —ks +p k(Y {Xl(t)} m f(::)mt 1.2.7
%, (t) —| Mg _;Licym(t) Ms _/’(I)C}/m(t) X, (t) S _/6;/ (®) | (1.2.7)

a poté miiZeme tento maticovy zapis zkracené formulovat ve tvaru
X(t) = Ag (1) X(t) + by (1), (1.2.8)
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kde

—bg +puc,b(t) —kg + uc k(t)

Art)=| mg —uc m(t) mg—puc m(t) |€C*, (1.2.9)
1 0
f(t)
be(t) =| my —uc m(t) | eC** (1.2.10)
0
a
X(t) = {;(1((?)} eC*. (1.2.11)

Timto jsme ziskali vychozi vztah Rungeovy- Kuttovy metody pro numerické feSeni odezvy
systému (1.1.1). Vice o této metod€ a jejim algoritmu Ize najit v [6]. V nasem piipade
vystac¢ime pii numerickém feSeni odezvy s vestavénym modulem ode23 pro feSeni Rungeovy-
Kuttovy metody v prosttedi MATLAB [7], jak bude ukazano na vybranych piikladech
v kapitole 1.6.
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1.3 Nova metoda posouzeni stability systému a urceni hranic stability

V kapitole 1.1 jsme se zabyvali hledanim analytického periodického feSeni pohybové rovnice
(1.1.1), ale béhem celého odvozeni jsme pouze predpokladali existenci T - periodického
feSeni, a jiz jsme se dale nezabyvali stabilitou tohoto feseni, kterd je rozhodujici pro existenci
periodického feseni.

U zminéného systému popsan¢ho pohybovou rovnici (1.1.1) se projevuji tzv. parametrické
rezonance. Naladéni parametrti soustavy, pii nichz nastdvaji parametrické rezonance, mohou
zaptiCinit nestabilitu systému. Urcovani téchto pasem nestability bude provedeno pomoci
nové metody, viz déle.

Pro posuzovani stability je nezbytné vzit v ivahu 2T - periodické feSeni s poloviéni frekvenci
~

W= o které lze dle [1] a [2] vyjadfit analogicky k rovnici (1.1.65) pomoci puvodni
frekvence

q @) =eT(ELF +u [cae*T (t)e +ce (t)p +ce” (t)y*], (1.3.1)

kde

I-—N+l
L — . eC4N+1,4N+l

, (1.3.2)

ktera obsahuje prvky na diagonale
j

L, = (- j2@°mg +ijabs +k, )" pro j :<— N,~N +%,—N +1,...,N>, (1.3.3)

dale

e*(t)={e_N(t) e t) e . ... ey, eNi(t) eN(t)} eC™N ) (1.3.4)

1
"2
f =[f, 0 f,, ... f, 0 f, 0 f .. f,, 0 f,] eC*™* (135)

1
2

a*(t)z{a_N(t) a t) o, .0 .. aN(t)} e ¢ (1.3.6)
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B*(t)z{m(t) B 2O Ll .. ﬁN(t)} e ¢ (1.3.7)

1
“N+=
2

v*(t){m(t) 7 2O raa® 7N(t)} e (1.38)

1
2

Pro prvky vektoru v (1.3.4) plati zapis (1.1.8) s pivodni frekvenci ®. Mezi pivodnimi
a novymi veli¢inami plati tyto vztahy

et)=J"e"(t), (1.3.9)

foJTf" (1.3.10)

L=JTL"J, (1.3.11)

H =J"HJ (1.3.12)
a

LH,L=J"L'HLJ. (1.3.13)

Matice J je definovana

100 0
000 0
010 0

J=|0 0 0 0| =iy ig g, iy, e RN (1.3.14)
001 0
000 0 1]

ve které kazdy vektor 1, odpovidd k-tému sloupci jednotkové diagonalni matice

AN+1,4N+1
| e R
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Matice H; e C*N***N*! jsou stejng jako matice H, Hermitovské a pasové se strukturou

X 0 x; 0 x, 0 .. X,
X, 0 x;, 0 x, O Xy
X 0 x, 0 x; 0 x,
0O xx 0 x 0 x,; O X_y
X,2 0 x 0 x O . . . .o
Hi=|0 x, 0 x 0 x, . . . " 0 |ie{mbk}
i 0 x, 0 ' ' R X,
Xy - .0
Xy 0 x,
.0 x, O
| Xy 0 x, 0 x 0 x|
(1.3.15)
apro x; plati dle (1.1.56)
m; jestlize 1=m,
X; =4b;, jestlize i=hb, pro i=(-N-N+1...,N).
kj jestlize 1=Kk,

Indexy odpovidaji pivodni frekvenci @. Ziskani vektorti Fourierovych koeficient (1.3.6) —
(1.3.8) provedeme stejnym zplisobem jako u T - periodického feSeni v kapitole 1.1, a poté

rovnice pro vypodet matice S vektory Fourierovych koeficientd ma analogicky tvar
k rovnici (1.1.60), resp. (1.1.64)

q =pA'q +b’, (1.3.16)
resp.
q =(1"=A )", (1.3.17)
kde
¢, L Hy c,L"H}, ¢, L'H,
A" =| ioc,LHN"  iwc,L'HZN™  iwc L'HGN™ |ecND3ena,

~0’c,LH,N? -0’c,L'H,N? —w’c L'H,N"™
(1.3.18)
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L'H Lt
b"=| IwL HNLF  |ec®" ™D (1.3.19)
— o’ H, N2Lf"
q* _ -a* B* y*:lT c ((:3(4N+1),1’ (1320)
—N 1
— N +£
. 2

N = N +1 eRANHANT (1.3.21)

N

a 1" eR¥NDIAND o iednotkova diagonalni matice. Celkové 2T - periodické feseni
pohybové rovnice (1.1.1) ma analogicky tvar k (1.1.68), tedy

-1 %

Q") =eT O+ 4E Q)1 - pAT) 0", (1.3.22)

kde
E"(t)=[c.e™ () c,e™(t) ceT(t)]ect e, (1.3.23)

Jak jiz bylo dokazano v [1] a [2] pro soustavu s 1 stupeii volnosti s periodickym tlumenim
a buzenim, tak i pro soustavu se v§emi periodickymi parametry plati, ze T - periodické feSeni

je identické s 2T - periodickym fesenim q(t) = q*(t), tedy

-1 %

e’ (t)Lf + Et)(1—2A) b= (LF + yE*(t)(I* = ,uA*) b’ (1.3.24)

Dale bylo v [1] a [2] prokdzano, Ze vlastni ¢isla matice A jsou podmnoZinou mnoZiny
vlastnich &isel matice A"

PINISPIN? (1.3.25)
a to ma za nasledek, ze oblasti stability nejsou totozné.

Ze vztahu (1.3.25) vychazi zavér, ze pro posouzeni oblasti a hranic stability pouZijeme
obecngjsi ptipad pro 2T - periodické feseni (1.3.22), tedy

-1 %

q (t)=e (LT +,uE*(t)<I* —,uA*) b,

Pro zjednoduseni a zrychleni vypoétu zavedeme, stejné jako v [1], redukovanou matici A
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k matici A”, kterou definujeme
A, =C,LH +iwc, L' H,N  —@’c L'H N? eC* 4N, (1.3.26)

Matice A, ma identickou mnozinu nenulovych vlastnich ¢isel s matici A" a vlastni &isla
matice A, jsou realna nebo tvoii komplexné sdruzené pary, coz bylo dokazano v [1]. Proto

lze tvrdit, ze determinant matice A,, je realny. Redlna vlastni ¢isla odpovidaji zméné
znaménka determinantu a vymezuji hranici stability, viz nize.

Ze zavedeni matice A, plyne, Ze pro posouzeni oblasti a hranic stability pouzijeme matici

A, misto A", tedy systémova matice s ohledem na (1.3.22) m4 tvar
Iy — A CHNHAN (1.3.27)

V prvnim piipadé, kdy systémova matice |, —uA,, je singularni [5], tj. neni
invertovatelnd, vymezuje nulovy determinant této matice hranici stabilnich a nestabilnich
oblasti, tedy

det(l,., — A, )=0. (1.3.28)
Po Upravé
1
det[Ared (@) ——1 4 ) =0 (1.3.29)
Y7

: : . VR .1 CLre
je puvodni matice |, —uA,, singularni pravé tehdy, kdyz — je rovno nékterému

Z realnych vlastnich ¢isel matice A ;. To znamena, ze parametr 4 uruje zminénou hranici
stability a celkova stabilita systému je zavisla na frekvenci @, jelikoz prvky matice A, jsou
funkcemi frekvence @ v souladu s (1.3.26). Z toho plyne, ze s ménicim se ®, se bude ménit

1
i odpovidajici hodnota vlastniho ¢isla —. A tedy parametry dané @ a vypoétené u urcuji
U

kritické hodnoty, které vymezuji hranici mezi stabilni a nestabilni oblasti systému.

Ve druhém piipadé, kdy je systémova matice |, — A,y regularni, tj. je invertovatelna
a jeji determinant je nenulovy, rozhoduje o stabilit¢ systému znaménko determinantu
systémové matice. Z numerického experimentu bylo vypozorovdno nasledujici; jestlize je
znaménko determinantu systémové matice | . — ¢ A, kladné, systém je stabilni a existujte
periodické feSeni. V opacném piipad¢, pro zdporné znaménko determinantu, je systém
nestabilni a neexistuje periodické feSeni. Vysledek nové metody posuzovani stability systému
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a ur€ovani hranic stability 1ze shrnout timto zapisem

> (0 = systém je stabilni a periodickéieseniexistuje,
det(l,., — #A 4 (®)){ =0 = hranice stabilni a nestabilni oblasti,
< 0 = systém je nestabilni a periodické feseni neexistuje.
(1.3.30)

Duikazy pro vztahy (1.3.24) a (1.3.25) jsou detailn¢ zkoumany v [1].
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1.4 Floquetova teorie [2]

Pro ovéteni spravnosti nové metody posuzovani stability systému a uréovani hranic stability
je vyuzita metoda vyuzivajici Floquetovu teorii, kterd vychazi z pohybové rovnice
parametrického systému (1.1.1)

[mg — s,y m@®)]aict) + [og — wgb(®)]6(t) +[ks — 2 k®Ia) = (1),

ale pro aplikaci Floquetovy teorie je dle [1] a [2] vhodnéjsi zavést obecny matematicky model
S Casov¢ proménnymi maticemi, ktery lze pouzit pro libovolny pocet stupfiit volnosti n . Tedy
obecny matematicky model vyjadiime

M) &) +B®)§(t) + KO q(t) = (1), (1.4.1)

kde M(t) oznaCuje Casové proménnou matici hmotnosti s periodou T, B(t) je Casové
proménna periodickd matice tlumeni, K(t) vyjadiuje ¢asové proménnou periodickou matici
tuhosti a q(t) je hledany vektor zobecnénych soutfadnic. Na pravé strané vystupuje ¢asove
proménny periodicky vektor zobecnénych budicich sil f(t). U takového systému se projevuji
tzv. parametrické rezonance. Naladéni parametrti soustavy, pii nichz nastdvaji parametrické

rezonance, mohou zapficinit nestabilitu systému. Urcovéani téchto pasem nestability bude
provedeno pomoci jiz zminéné Floquetovy teorie.
K pohybové rovnici pfidame identitu

M) a(t) -M(®)q(t) =0 (1.4.2)

a ob¢ rovnice prepiSeme do kompaktniho maticového tvaru

Bt) M@®)|g®)| |[-K® 0 [a®)| [f(t)
[I\/I(t) 0 }[q(t)}[ 0 M(t)}[q(t)}{ 0 } (1.4.3)

coz lze déle vyjadtit nasledovné

Ne (t)u(t) —Pe () u(t) = Fe (0), (1.4.4)
kde
[B® M) [-K® 0 [t
NF(t)—{M(t) 0 } PF(t){ 0 M(t)] FF(t)—{O} (1.4.5)
a
~la®
u(t) = {q(t)} . (1.4.6)
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Pokud je matice N (t) regularni, tj. lze ji invertovat, vyndsobime rovnici (1.4.4) zleva
NE (1)

N () Ng () ult) - N () P () u(t) = N2 (t) Fe (t) (1.4.7)
a zavedeme
Ap(t) =NF ()P (1), be(t)=NI)F: (). (1.4.8)

Po tpravé a dosazeni (1.4.8) do vztahu (1.4.7) obdrzime

u(t) = Ag ()u(t) +bg(t). (1.4.9)
Dle Floquetovy teorie feSeni homogenni ¢asti rovnice (1.4.9) rozhoduje o stabilite, tedy

u(t) = Aq (tu(t). (1.4.10)
Ptedpokladejme, ze

U =[u,() u,() ... u,®)] (1.4.12)

je fundamentalni matice feSeni, jejiz sloupce U, (t) jsou nezavisld feSeni (coz je mozné
predpokladat u linedrnich systémil), ktera spliiuje soustavu diferencidlnich rovnic (1.4.10)

U(t) = A, (HU(1), (1.4.12)
poté

Ut+T)=A (t+T)Ut+T)=A ()U{t+T), (1.4.13)
a U(t+T) je také fundamentéalni matici ve tvaru

Ut+T) =[u,(t+T) u,t+T) ... u, (t+T)] (1.4.14)

Predpokladejme, ze kazdy vektor U, (t+T) muiZeme vyjadfit jako linearni kombinaci vektorti

u,(t) u,(t) ... u,(t).Predchozi vztah je pak mozné zapsat jako
Ut+T)=U({t)Z,, (1.4.15)

kde matice Z_ je konstantni matice koeficienti linearni kombinace. Zvolime-li
fundamentalni matici U(0) =1, kde | je jednotkova matice, znamena to, ze matice U(t) je

v t =0 charakterizovana nezavislymi pocate¢nimi podminkami. Pak mtzeme (1.4.15) v t =0
psat ve tvaru

Um)=U(0)Z, =Z,, (1.4.16)
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a tedy fundamentalni matice v ¢ase t =0 je rovna matici Z_, kterou oznacujeme jako matici
monodromie. Vlastni Cisla této matice rozhoduji o stabilité¢ dané¢ho systému. Jestlize vSechna
vlastni ¢isla lezi v komplexni roviné v jednotkové kruznici (véetné hranice), pak se jedna
o stabilni systém, viz obr. 1.3. Pokud vSak alespon jedno z vlastnich ¢isel lezi mimo tuto
hranici, pak je systém nestabilni, viz obr. 1.4.

Obr. 1.3 — Stabilni systém [2] Obr. 1.4 — Nestabilni systém [2]

28



Postup feSeni stability systéml popsanych diferencidlnimi rovnicemi S periodickymi
koeficienty podle (1.4.14) miizeme shrnout do jednotlivych krok:

1) Zjisténi matice monodromie U(T)=Z_ numerickou integraci pii zadané pocate¢ni
podmince U(0) =1 muizeme pro jednoduchost zapsat postupné pro jednotlivé
sloupce matice U(t) nasledovné

0
u,(t) =A:Ou,t), u,(0)=e =|.erR* =u,(T) (1.4.17)
_0_
az do 2n
0
Uy (1) = A (U, (1), U, (0) =6y =| . [ER™ = Uy, (T). (1.4.18)
1

Po sestaveni téchto sloupcti do matice ziskdme matici monodromie U(T) =2Z_.
2) Urcenti vlastnich ¢isel matice monodromie Z z problému vlastnich hodnot
(Zz. -Al)p=0. (1.4.19)

3) Analyza stability systému z absolutnich hodnot vlastnich ¢&isel A, matice
monodromie Z_, pfi¢emz plati nasledujici relace

V|4 |<1= stabilita, (1.4.20)

34| >1= nestabilita. (1.4.21)

Diikaz Floquetovy teorie byl detailn€ rozebran v [2].
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1.5 Aplikace teorie na testovacim piikladé

V této kapitole se budeme vénovat aplikaci odvozené teorie a postupti z predchozich kapitol
na jednoduchém systému s 1 stupném volnosti, ktery je zndzornén na obr. 1.1. Pro numerické
experimenty byl vyuzit vypoctovy systém MATLAB.

Necht’ je dano

Oznaceni Velicina Hodnota | Jednotky

N pocet ¢lend fady 200 _
N pocet ¢lenti fady pro posouzeni stability 25 _
M, stacionarni hmotnost 1 kg

Kq stacionarni tuhost 10000 N/m
fe stacionarni sila 10 000 N
to konec¢ny Cas 100T S
D pomérny utlum 0.01 _

0

Tab. 1.1 — Dané parametry systému

Pomoci danych parametri systému ztab. 1.1 mizeme dopocitat dal§i potfebné veliCiny
ze vztahl

k
Q= |—=>, (1.5.1)
mS
by =2Dm, Q, (1.5.2)
viz tab. 1.2.
Oznaceni Velicina Hodnota | Jednotky
Q vlastni frekvence 100 rad/s
b staciondrni tlumeni pro D = 0,01 2 Ns/m
S
stacionarni tlumeni pro D=0 0

Tab. 1.2 — Vypoctené parametry systému

Numericky experiment se provadi na systému s ¢asoveé proménou hmotnosti, tltumenim,
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tuhosti a buzenim, jejichZ charakteristiky jsou vykresleny na obr. 1.5 a popsany Fourierovymi

fadami
ot ot Mg
m(t) =mg cos(wt) =m_e”“ +me”, my=m = -0 (1.5.3)
pro nenulové stacionarni tlumeni by
—iot iot bS
—-iot iot kS
a
f) = fE+T)=for =54 fs Z e te(0T). (15.6)
T 2 2 ©
n¢0
10000 1
B000 0e
_. B00D -
= = 0
= 4000 =
2000 05
0 : : : 1 :
0 0.5 1 15 2 i 05 1 15 2
T[] T[]
w10
2 1
1 0.5
£ E
£ 0 % i
-1 0.5
-2 L L L -1 L
D 0.5 1 15 2 i 05

T [-]

tT [-]

Obr. 1.5 — Casové proménné periodické funkce buzeni, hmotnosti, tlumeni a tuhosti

Urceni pasem nestability systému je provedeno pomoci metody vyuZzivajici Floquetovu teorii.
Z kapitoly 1.4 vyplyva, zZe o stabilité systému rozhoduje feSeni homogenni rovnice (1.4.10).
Zminéna metoda je vyuzita pro ovéfeni spravnosti nové metody posuzovani stability systému
a ur¢ovani hranic stability. Novd metoda vychéazi ze vztahu (1.3.30) a je zalozena na urceni
—UA g, je-li systémova matice regularni

znaménka determinantu systémové matice | gq
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a invertovatelnd. V opacném piipadé, kdy je systémova matice singularni, nulovy determinant
systémové matice | g — A eq Vymezuje hranici mezi stabilni a nestabilni oblasti.

. : . 1
V ptipadé singularity systémové matice |.oq — A q je — rovno nékterému z realnych
U

vlastnich ¢isel matice A,,. Z&ehoz vyplyva, ze parametr x urCuje zminénou hranici
stability a celkova stabilita systému je zavisla na frekvenci @, jelikoz prvky matice A, jsou
funkcemi frekvence . Ztohoto divodu je vySetfovani stability systému provadéno
na $irokém pasmu parametrii o = (5; 350) s krokem 1,25[rad/s] a ux=(0; 0,9) s krokem
0,005 [—] Vv piipad¢ nové metody a pro metodu vyuzivajici Floquetovu teorii bylo voleno
o = (5; 350) s krokem 25[rad/s]a ux=(0; 0,9) s krokem 0,02[-]. Volba kroku parametr
je ptizpusobena Citelnému vykreslovani vysledki.

Po definovani pasem parametri je nutné urcit mnoZinu koeficienti c,,Cgz,C,. Pro testovaci

ptipad bylo zvoleno
c,=Cz; =1L c, =1 (1.5.7)

Vysledky posouzeni stability novou metodou ovéfenou Floquetovou metodou jsou ukazany
na obr. 1.6 a 1.7 pro pomérny Gtlum D=0 a D =0,01. Pro pfipad s pomérnym utlumem

D=0,01 je redukovana matice A,y definovana vztahem (1.3.26) ve tvaru
Areq =C,L Hk +ia)cﬂL*HEN*—a)20yL*HK,| N" a pro pomémy utlum D=0 nabyva
matice Aeq tvaru Ay =c,L Hyg —w’c,L'HyN". V obou pripadech jsou dle legendy

u obrazkd modfe oznaceny body vysetiované Floquetovou metodou a ¢ervené jsou oznacené
body vymezujici hranice mezi stabilni a nestabilni oblasti, které byly ziskany pomoci
prezentované nové metody urceni hranic.

09

Forad Joneons Fovealearersorerssrornrarale Hrrrrrsersslosnsrsarssrrrarrses
E.u JONee '{00000000000000000000000000 FA0000000000 0000000000000
s asf Bovessd ...........................’ ,.‘..................................
0.8 1004 3 D009 l!.....u......u..u....... [{S9000000000I0NINNISINISINNIDRIPRE
000 £ 00008 POODIDOONIOOONNIIDEONNN | HO0000000000000000009000I00000000¢
JODE: 3 1000000 | 20000000000000000090000900¢ FA0000000000090000009800900090000 00904
TS XS Y LR R N s é’“”"”“"“”"”“""”””“”"
07 DO J90000¢ [roesovossssrsrotsstresrorios [ 2000000000000000000000000000000000900904 |
00 § 0900004  JOOO0OOO00MI00000000000004 FA0000000000000000000000000000000000000008
JODOE 3 NOPIN, SO0EONISUIEINSEINISIINIINS - 3000000000000 0I00NEINESRIIIEIIOINRIIE
0B JODSE 3 HOD0NE JSSSISNISNNNNNNSINPIDRENNN! (90000000000 I0S0S00IRNINNINDNSINNNISNINRE |
JOORE : 20000000 JOOS0OR0S0NENRINNIDNO0NY: F/000000000000000000000000000000000000 00000004
05 HO00E : M0N0 p0000000S000000000000908090¢ ' 20000000000000000000099009000090090080000000908
IORISLIONIRNIDNN0E : JODNE HONNN0S: JOSSIRINISISINIINNINNS00S Joveonornsrasersroorarroreotsarssnssarsanrsensonss
= T R R YT T ) EXT XY TR Y. LR L e Y L T Y T T
R R i TR TRy R T L s ’0000000000000000000000000000000600006000000000000
i 00000000800000000¢ : J0000¢ : SI09ISENE JO0E00S080000080009000000809 04 10000000900000000000008000009000008099009000908004
JOPIOIIOUIORIORINS : JOODRE DOPIPPIN /PIOIIONIONISINSINPIOPOPIPO e s et et st satstnstssestsstsstssnsssssssssssastes
D3 errrasrrsrrrssorstroreerrrrsssesred 0000000000000 90000000000000000¢ FOSSSONSNNISSISNNEINNISEINSNNEINNINESDNENNNINN00S |
[i12] 19000000000000909000900000000 9009904 POOSSNDNINEINENSNEDSINIININRN: [900000090000900090000000000000000000000909050000000008
B T L sy B R R S T L s R T §'oooooo'ooo"oo"ooooo0"00"0000oo'oo"'oo'ooo'oo"'o -
pAl I D a0 Floguetova metoda b
s i é““"“““""““"' «= Hranice oblasti stahility |+
Gt bbb bbbt bbbt bbb bbb bbb bbb d B bt e bbb bbbt bbb bbb bbbt bbb bbb G bbb bbb e bbb bbbt ¥ie
JOOEIDNIINNNISRISINIINNNIIDINPIIIONINL  SOPIILSIININIDIISIIIINIDIISSINDN: * IDOISSIODIPRSINDINRRRRL YL Tt e Y
a0 100 150 200 250 300 350

om

Obr. 1.6 — Pasma nestability pro pomérny Gtlum D = 0,01

32



k.‘.”‘.‘.u é.‘..l..................‘l‘l I 2SN P
e trerey }00000000000000000000000000 ".00000000000000000000000000000000
e tretet D LR TRy R R R ST PR RS
[908 15 2000004 [rorereresrsararerosroracsne F JROO0S0000000S000S0000030000000009008
IOODNON. 2 JOS IS OO0 § DOPON NOS0SSISIE0ENNNSIISEINENNS [ 2900000000050000000000000000 000000000000
DG4t sdbsoess s setel Breveres Gt bbbt bbbt bbb Footototototototetototototsototststotsdststoit
JOOOS: J000¢ 4 1§ JO008 7 0000000 JSOPSSIIOPEIIPEPOLIPINIOPONE Jeb b eesesatateritetetisssesatatatatetersesses
§oe JOO00 20 208 & 0008 ; JOOPOOON 1990000000000000909000000000¢ [: 29000000000000000000000000000000000900000900¢
N X I T vy R Fhoassoteastotetstotetstotetststetstststssssss
[if:1 000000000 0. 206 & DOOK 3 MODODOON rrreratereraereresrerareraey P ENNENINNINNINENNISeNNeE
[IF1 00000000000 J0000E | ISR | SOSSSSH JOSSSSSSSSSSIESSPDSESSPISPENE et atetstasssstasesetasesstatssssntssssnnsesess]
O‘O‘O‘g:ot +ssesfforss +rsesase i‘o‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘000‘0‘0‘ *00000000000000000000000000‘00000‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0
PRRITRE - TRE: - TRPTRY £ 2R tetetate B R R LR TRy R T
sesssasssadfforssafforsactfrostsanas g:‘o‘o‘o‘o‘o‘o‘o‘o‘o‘o‘o‘ooo‘o‘o‘ 000000000000 000000080008080808080t0t0setstesssssss
D3fresssssssssssssssffrossssfdrosssssse P ™ e a 00 00000000000000404040404040404040404040400000000
D . R D R R s %00ooooooooooooooooooooooooooooo00000000000000000000000
[if] 99900000000000000¢  9900000900000000¢ 199099000009000009000000000000009¢ 2 0000000000000
IHOOOPOPINNIINN SISOOIORORIRIRN IF JOOOOOIIIIOIORIRIRIRIDIRIDIITItT S HOOIOIIIOIIIPIIINON [
prpsnnnninnELLLnLL L pnnnnnnnnnnnnany gnnninnnnniil ¢ Floqustova metoda [l
mnnnnnnnpnnnnnnnng pnnnnnnnnnnnnnn . gunnnnnnnnny o et stabiity b

o
a0 100 160 200 250 300 350

am

Obr. 1.7 — Pasma nestability pro pomérny Gtlum D =0

Jak je patrné z obr. 1.6 a 1.7, pro ptipad s pomémym utlumem D =0, tj. pro netlumeny
systém, dochazi ke zvétSeni pasem nestability.

Nyni se zaméfime na systém spomérnym uUtlumem D =0,01, na kterém budeme
demonstrovat existenci periodického feSeni daného parametrického systému. Dale budeme
zkoumat znaménko determinantu systémové matice |poq —f£Aq. Byly vybrany dva
libovolné body, jeden ze stabilni oblasti (zeleny) a druhy z nestabilni (rizovy), viz obr. 1.8.
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Obr. 1.8 — Vybrané body pro systém s pomérnym ttlumem D = 0,01
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Pro zvoleny bod (a) =150; u = 0,3) lezici
feSeni existuje a je vykresleno na obr. 1.9.

2

ve stabilni oblasti (zeleny) analytické periodické

0.5 H

at) [m]

L5

Runge- Kutta
Analyticke reseni

a0
T[]

100

Obr. 1.9 — Celkové feseni odezvy pro stabilni systém pro pomérny utlum D = 0,01

Jak je zfejmé z obr. 1.9, vliv nulovych pocatecnich podminek pfi Rungeové- Kuttové metodé
je omezen jen na homogenni ¢ast celkového feSeni, a diky tlumeni (D =0,0l) tento vliv
po kratkém casovém useku vymizi. Z pribéhu lze vypozorovat postupné piiblizovani
analytického periodického feseni k ustalenému stavu ziskaného pomoci Rungeovy- Kuttovy
metody. Na obr. 1.10 je zobrazen detail celkového feSeni odezvy pro stabilni systém mezi 80.

a 100. periodou.
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Obr. 1.10 — Detail celkového feSeni odezvy pro stabilni systém pro pomérny Gtlum D = 0,01

Pro zvoleny bod (@ =100; = 0,5) lezici v nestabilni oblasti (riZzovy) analytické periodické

feSeni neexistuje, viz obr. 1.11.
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Obr. 1.11 — Celkové tfeseni odezvy pro nestabilni systém pro pomérny Gtlum D = 0,01

Z vysledkli numerického experimentu plyne, jestlize existuje analytické periodické fesSeni, tak
vysledky tohoto feSeni se shoduji s ustalenym stavem ziskanym pomoci Rungeovy- Kuttovy
metody, naopak pro nestabilni systém analytické periodické feSeni neexistuje. Analyzou

znaménka determinantu systémové matice |.oq —#Aq byl potvrzen zavér ze vztahu

(1.3.30), tj. pro nestabilni systém je determinant zaporny a pro stabilni systém nabyva
determinant kladnych hodnot.

Z prostorového vykresleni oblasti nestabilit (obr. 1.12) ziskanych pomoci Floquetovy metody
je patrné, Ze oblasti nestability se rozSifuji se zvySujicim se parametrem u. Déle
pii zvySovani uhlové frekvence @ dochazi ke snizeni miry nestability, ktera je zde
reprezentovana maximalni absolutni hodnotou vlastnich ¢isel matice monodromie Z., tedy

max| 4|

| O K

am

Obr. 1.12 — Prostorové vykresleni oblasti nestabilit ziskanych pomoci Floquetovy metody
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2 Rotor s rotaéné nesymetrickym priifezem

2.1 Modelovani rotoru jako 1D kontinuum
2.1.1 Diskretizace rotorovych systémii

V této Casti prace se zaméfime na rotor s rotacn¢ nesymetrickym prufezem, ktery budeme
modelovat pomoci metody konec¢nych prvka (dale MKP), jejimz vychodiskem je rozdéleni
spojitého kontinua na konec¢ny pocet prvkl. Zminéné konecné prvky budou uvazovany jako
Casti rotoru délky |, reprezentovany osou rotace rotoru — tedy 1D elementy, jak je patrné

z obr. 2.1. Kazdy element je charakterizovan dvéma krajnimi uzly, ve kterych zjistujeme
nezndmé veli¢iny posuvi a natoCeni. Pro popis prubehu veli¢in mezi krajnimi uzly jsou
vyuzity aproximacni funkce, jejichZ volba je popsédna v dalsi podkapitole.

i—ty element

Obr. 2.1 — Diskretizace rotorovych systémi
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2.1.2 Aproximacni funkce

MKP je zalozena na totoznosti vdhové funkce s bazovymi funkcemi, jejichz linearni
kombinace aproximuje feSeni dané rovnice. Vyhodou pouziti MKP je, Ze bazové funkce maji
v uzlech funkéni hodnoty rovny 0 nebo 1 a kone¢né prvky se navzajem nepiekryvaji.

Prihybova ¢ara i— tého rotorového elementu je znazornéna na obr. 2.2 v lokalnim
soufadnicovém systému X,Y,z. Rotorovy prvek uvazujeme homogenni a prizmaticky

se dvéma krajnimi uzly po ¢tyfech stupnich volnosti, tj. zobecnény posuv V ve sméru osy Y,
zobecnény posuv W ve sméru osy z a K nim pfislusejici dvé natoceni ¢, w kolem zminénych
0s. Z toho vyplyva, Ze budeme respektovat pouze pruhyby v roviné xy a xz, tedy zanedbame
tah neboli posuv u ve sméru osy X a krut neboli natoceni ¢ kolem osy X. Se zanedbanim
veli¢in u,¢ souvisi nerespektovani vlivu deplanace prifezu pti deformaci rotoru. Jak bylo

ukazano v [10], vliv deplanace prifezu se projevuje pouze pii torznich tvarech kmitani
a ziskané¢ velikosti vlastnich frekvenci pii respektovani zminéného vlivu se zanedbatelné lisi
od vlastnich frekvenci bez respektovani vlivu deplanace.

}r

A

> X
Obr. 2.2 — Prithybova ¢ara i — tého rotorového elementu
Prihyb v roviné xy miZeme aproximovat kubickym polynomem
V(x,t)=c,(t)+c,(t)x+c,(t)x* +c,(t)x°, (2.1.1)
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ktery lze vyjadfit i maticové

¢t

V(x,t):[l X X2 x3: Cz((i

eyt

= ®(x)c,(t), (2.1.2)

o

i
)
)
)

kde pruhem zna¢ime posunuti bodil lezicich na stfednici, matice (I)(X) je matici bazovych
funkci a cl(t) je vektor casovych funkci obsahujici neznamé koeficienty

Colt) (1), c, () (1)

Za ptedpokladu malych vychylek mlizeme natoceni kolem osy z vyjadfit jako derivaci
prihybu \7(X,t) (2.1.1) dle proménné X

W(x,t)z%z") _,(t)+ 26, (1) + 3, ()5 213

a analogicky k (2.1.2) 1ze vztah (2.1.3) zapsat maticové

co(t]
y/(x,t)z[o 1 2x 3x2: Cl(t; = @'(x)c, (t), (2.1.4)
)]

o[t
s(t

kde (I)'(X) je matice derivaci bazovych funkci. Do vztahu (2.1.1) a (2.1.3) dosadime okrajové
podminky a ziskame

C
C

v, (t)=v(0.t)=c,(t), (2.15)
v (t) =y (0,t)=c,(t) (2.1.6)
v, ()= (1, t) = e )+, (O)l, + e, )1 +cy )1, (217)
va(t) =y (e, t)=cy(t)+ 2c5 (t)l, +3c5(t)I¢. (21.8)

Piepiseme-li rovnice (2.1.5) — (2.1.8) maticové, dostaneme

fv(t)] [vOt)] [1 0 0 0 ]c,lt)]
R TR (SR
_V/z(t)_ _‘//(Ie’t)_ 0 21, 3|:__C3(t)_
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poté vektor ¢asovych funkei cl(t) lze vyjadtit pomoci vektoru zobecnénych soutfadnic ﬁl(t),
ktery ma ptimy fyzikalni vyznam posuvu krajnich bodda, tedy

Cl(t)zsl_lal(t)f (2.1.10)
kde
1 0 0 0]
0o 1 0 O
L1 3 2 3 1
SSETE L T (2.1.11)
1 2 1
[N

Nakonec dosazenim (2.1.10) do (2.1.2) ziskdme zavislost pruhybu v roviné Xy V obecném
misté X na zobecnénych posunuti krajnich bodt

v (x,t)= @(x)S;'q, (t) (2.1.12)

a obdobné¢ dosadime (2.1.10) do (2.1.4) a dostaneme zavislost natoCeni kolem osy z
V obecném misté X na zobecnénych posunuti krajnich bod

v (x,t)=@'(x)s; "G, (t). (2.1.13)
Prihyb v roviné Xz aproximujeme analogicky jako v (2.1.1) kubickym polynomem

W(x,t)=c,(t)+c,(t)x+c,(t)x* +c,(t)x°, (2.1.14)
ktery 1ze vyjadiit maticové

c,(t
co(t
ot

c,(t

(]

o)
w(xt)=fl x x* x] iz(l)(x)cz(t). (2.1.15)
¢ (1))

Za predpokladu malych vychylek miizeme natoCeni kolem osy y vyjadfit jako zaporné
vzatou derivaci prithybu W(x,t) (2.1.14) dle proménné X

s(x,t)z—%=—c5(t)—2c6(t)x—3c7(t)x2 (2.1.16)
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a analogicky k (2.1.15) Ize vztah (2.1.16) zapsat maticoveé

c4(t)]
g(xt)=-Jo 1 2x 3x’] CS(t; =-®'(x)c, (t).
)

ot

c, (t

o

Do vztahu (2.1.14) a (2.1.16) dosadime okrajové podminky a ziskame
w,(t)=w(0,t)=c,(t)
4 (t)=3(0,t) = —c,(t),
w, (1) =w(l,,t)=c,(t)+c,(t)l, +c N2 +c, ()12,

8,(t) = 9(l,.1) = ~c5(t) - 2c6 (t)le 3¢, ()1

Piepiseme-li rovnice (2.1.18) — (2.1.21) maticové, dostaneme

‘w,(t)] [wOt)] [2 0 0 0 Tc,(t)]

- )| {90t [0 -1 0 0 |ct)

L 1 T e PR PN
0] [90.0] lo -1 -2, 3] c,(0)]

(2.1.17)

(2.1.18)

(2.1.19)

(2.1.20)

(2.1.21)

(2.1.22)

poté vektor ¢asovych funkci c, (t) 1ze vyjadiit pomoci vektoru zobecnénych soufadnic g, (t),

ktery ma ptimy fyzikalni vyznam posuvu krajnich bodt, tedy

C, (t) = Sglaz (t) = Silpsaz (t)1

kde
1 0 0 0 |
0 -1 0 0
L, 3 2 3 1 .
ST a0, [T
2 1 2 1
e e e
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1 0 0 O
10 -10 O

Ps =Ps = 00 1 0 (2.1.25)
0 0 0 -1

Nakonec dosazenim (2.1.23) do (2.1.15) ziskdme zavislost prihybu v roviné Xz V obecném
misté X na zobecnénych posunuti krajnich bodt

W(x,t)=®(x)S;Psd,(t) (2.1.26)

a obdobn¢ dosadime (2.1.23) do (2.1.17) a dostaneme zavislost natoCeni kolem osy vy
V obecném misté¢ X na zobecnénych posunuti krajnich bodt

3(x,t)=—-®'(x)S; P50, (t). (2.1.27)
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2.1.3 Odvozeni matic rotorového prvku a sestaveni pohybové rovnice rotorového
prvku

Pohybovou rovnici rotoru Ize ziskat pomoci Lagrangeovych rovnic, a proto je nutné vyjadrit
vztahy pro kinetickou a potencidlni energii. Nejdiive se budeme vénovat kinetické energii,
pro jejiz vyjadieni si vytkneme element rotoru a zavedeme pomocné soufadnicové systémy
X',y z', dale x",y",z" a &,n,¢, viz obr. 2.3.

Obr. 2.3 — Rotorovy element a soufadnicové systémy

Pohyb elementu rozlozime dle zakladniho rozkladu na unasivy pohyb posuvny referen¢niho
bodu R a na sféricky pohyb kolem referenéniho bodu R. Nejprve se vytknuty element
natoCil okolo osy y o thel precese &, poté okolo osy z' o thel nutace w. Nakonec

zavedeme rotaci konstantni tthlovou rychlosti @, zminéného elementu jako rotaci o thel w,t
kolem osy rotace &.
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Vektor rychlosti unasivého posuvného pohybu pii zanedbani tahu ma tvar
v
V= {_} (2.1.28)

a vektor vysledné tthlové rychlosti sférického pohybu pii zanedbéni krutu a deplanace mé tvar

w, +9sin(y)
o, =|ysin(o.t)+cos(y )cos(apt) |, (2.1.29)
y cos(w,t)— $cos(y )sin(w,t)

ktery 1ze ptepsat pii respektovani malych vychylek a natoceni (Sin (1//) =y, COS(l//) = 1)

w, + Sy
o, =|ysin(ogt)+dcos(wt)|. (2.1.30)
v cos(myt) — 9sin(m,t)
Celkovou kinetickou energii infinitezimalniho elementu lze zapsat jako soucet kinetické
energie od unasivého posuvného pohybu a druhotného sférického pohybu. Po integraci

ptes objem kone¢ného prvku dostaneme vztah pro celkovou kinetickou energii elementu
ve tvaru

EY =E® +EY. (2.1.31)

Kinetickou energii elementu E{ od unésivého posuvného pohybu vyjadiime nasledovn
1 |E 1 Ie =2 —=2
Elg?r) :EpAeIo v vdx:E,erJ.0 (v +W )dx, (2.1.32)

kde p je hustota, A, piedstavuje obsah prifezu elementu, V,W jsou rychlosti bodi lezicich

na neutralni ose (y =0,z= O). Dosadime-li do (2.1.32) Casové derivace vztahi (2.1.12)
a (2.1.26) z ptedchozi podkapitoly, miizeme piepsat kinetickou energii elementu od unasivého
posuvného pohybu v maticové formeé

£l = L ony [ [ (055707 (10 (x)51% 1)+ 3 ()PS:™ @ (x)x)577Psdin o
(2.1.33)
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Dale zavedeme indexové matice dle vztahu

ij|:jole@_'i X x2 - xk]T;X—Jjb X X2 . x']dx,

133 _J' @' (x)d(x)dx, 15 _J.e(I)’T (x)@'(x)dx, 133 _J'E(I)"T (x)®"(x)dx.
(2.1.34)

Po integraci rovnice (2.1.33) s ohledem na (2.1.34) ziskame
[pAeql 15518, + pA T ()P,ST 1 SR8, ()] (2.1.35)

Vztah (2.1.35) pro kinetickou energii elementu unasivého posuvného pohybu lze poté prepsat
do tvaru

e 1‘“‘ </
B =24 Mg, (2.1.36)

kde M (ﬁ) predstavuje matici hmotnosti elementu nepodléhajici transformaci

_ S; T 335 1 0
M = {pAe e } (2.1.37)
0 PAPSS; 155 S; P

a ® je vektor zobecnénych rychlosti

~ ~ ~ T
)=l & (2.1.38)
Kinetickou energii elementu od sférického pohybu lze vyjadiit ve tvaru

e 1 IE
EL =Ej0 ol dlo,, dx, (2.1.39)

kde d I je matice setrva¢nosti infinitezimalniho elementu a respektujeme-li skute¢nost, ze &
je hlavni osou setrvacnosti, nabyva matice tvaru

I, 0 0
dl=p[0 I, D, |dx (2.1.40)
0 -D, I,

Plosné kvadratické momenty setrvacnosti 1, a I, jsou definovany dle obr. 2.4

= [¢%dA,, 1, = [n%dA,. (2.1.41)
A
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Polarni moment setrvaénosti | , Ize urdit ze vztahu

=1, +1, = [(¢2+7°)dA, (2.1.42)
A

a plosny deviacni moment setrvacnosti D, je definovan

D, = [n¢ dA.. (2.1.43)
A

N A

Obr. 2.4 — Prutez A, V soufadnicovém systému &,7,{ pevné spojeném s elementem
Po roznasobeni ve vztahu (2.1.39) a zanedbani ¢lent vys§iho fadu ziskame

EY = %pj'ole [2I s o9 +c0s’ (wpt)1,9° — 2¢05* () D, Y9 +sin* (gt 1,9° +

+2cos(@yt)sin(emgt) 1,179 — 2cos(w,t )sin(a,t) D, 4% + 2c0s(w,t)sin (@yt) D, 9 +
+5sin®(wpt)1,y° +2sin*(w,t) D, Y —2cos(wyt)sin(w,t) I 49 + cos? (w,t )| .y Joix.

(2.1.44)
Kinetickou energii elementu sférického pohybu zapiseme
EY =EQ +ES, (2.1.45)

kde prvni ¢len vztahu (2.1.45) obsahuje ¢len vyjadiujici gyroskopické ucinky a s ohledem
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na (2.1.13), ¢asovou derivaci vztahu (2.1.27) a (2.1.34) 1ze psat
1 I, . - . ~
ES) = Epjo 21, oo ddx =—wyp 1, @1 (t)S 135 S;'PsT, (1), (2.1.46)

coz lze vyjadfit maticoveé

EE) — GO 1, GO G, (2.1.47)
kde
~ 0 —pl STIES'P
0,C®" =, ) Pl P (2.1.48)
a G je vektor zobecnénych vychylek
§© =[a,(t) G, ()" 2.1.49
- =1a:.\l) 9z - (2.1.49)

Druhy ¢len vztahu (2.1.45) obsahuje zbyvajici nestacionarni c¢leny s goniometrickymi
funkcemi z (2.1.44)

E) :—pI [cos? (@t t)1,9% — 2cos’ (wot) D, 4 +sin?(w,t )1 9% +sin*(wt) 1,y % +

+2¢0s(a,t)sin (a,t) 1,179 — 2cos(amyt)sin (w,t) D,y + 2cos(@,t)sin (wyt) D, §* +
+25in*(w,t) D, 179 — 2c0s(w,t )sin (gt ) .y + cos® (ayt) | 47 Jax

(2.1.50)
a po dosazeni (2.1.13), (2.1.27), jejich ¢asovych derivaci a (2.1.34) lze psat
ES) —Ep{[cos oat)1, —2c0s(wyt)sin(a,t)D, , +sin® (ot)1, JaT (t)S,T 1% 46, (1) +
+[2c08%( (@ot)D,, +2c0s(ayt)sin(@,t )1, —2cos(ayt)sin(w,t)1, (2.1.51)
- 2sin? (,t)D,, & (V0P 57157 8761, (1) +
+[cosz(a)0t)l,7+2cos(a)0t)sin(a)0t)D +sin? ]q2 P ST 12 S*P. g, (t )}
Vztah (2.1.51) Ize formulovat maticové
£S =23 T OMETRE, (2.152)
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kde I\7I§e) predstavuje matici hmotnosti elementu podléhajici transformaci

e [ ASs T1¥s! D, S;T 12 8P 2153)
b D P SIS St ol PSS TS SRy
a :I:(t) je transformacni matice
) - cos(m,t)l  sin(mw,t)Pq 2.150
—sin(w,t)Ps  cos(wpt)l | .

Pro aplikaci Lagrangeovych rovnic II. druhu je nutné vyjadfit derivaci transformac¢ni matice

Tt)
T(t) = Q) (2.1.55)

kde jsme zavedli matici thlové rychlosti rotace Q ve tvaru

- [ o P
o { “ S}. (2.1.56)
— w,Ps 0

Celkova kineticka energie rotorového elementu je dana souctem c¢lent (2.1.36), (2.1.47)
a(2.1.52)

) £+ B+ EL =28 0+ TOMOTOR® +aT 0,875, @157

Nyni se zaméfime na vyjadieni potencidlni energie. Dle obr. 2.2 1ze posunuti obecného bodu
o soufadnicich [x;y;z] zapsat ve tvaru

u(xt)=—yw(xt)+z9(xt). (2.1.58)

Prvky tenzoru deformace pifi prostorové napjatosti jsou v kartézskych soufadnicich x,vy,z
dany kinematickymi vztahy a s ohledem na (2.1.58) lze psat

ou oy 09 , v oW
Ex = a)( —ya+Z&:—yW +29, 5y:5’ &7 :El (2159)
u v _ov(xt)
—w(x,t)=w(x,t)—w(x,t)=0, 2.1.
LR VRl w(x,t)=w(xt)—p(xt) (2.1.60)

= 9(x,t)-9(x,t)=0, (2.1.61)
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Yy :@+@=0. (2.1.62)
oz oy

Vztah mezi prvky tenzoru deformace a napéti vyjadiuje rozSiteny Hookelv zakon
Vv kartézském souradnicovém systému ve tvaru

- 1-v v 0 0 o |
Tx v 1l-v 0 0 0 | %
Oy 1-v 0 0 0 &y
o, E 1-2v g,
- = |0 o0 o0 5 0 0 . (2.183)
T, | (+v)A-2v) =y 7y
7, 0 0 0 0 > 0 -
[P O 0 0 0 0 12|/l
L 2
kde v znaci Poissonovo Cislo a E predstavuje modul pruznosti v tahu. Modul pruznosti
E
ve smyku je definovan G = 20+r) Z (2.1.59) — (2.1.62) plyne, Ze napjatost v rotorovém
1%

prvku je vyjadiena pouze jednou nenulovou sloZzkou napéti o,, ostatni slozky jsou nulové
a vektor napjatosti 6 ma tedy tvar

6=[c, 0 0 0 0 Of (2.1.64)
a vektor deformace ¢ ma dle (2.1.59) — (2.1.62) tvar

€= [gx & ¢ 00 O]T. (2.1.65)
Dosadime-li do Hookeova zakona (2.1.63) vztahy (2.1.64) — (2.1.65), ziskame konstitutivni

vztah mezi nap&tim a deformaci

o 1-v v 1% 0 0 o |
Oy v 1-v v 0 0 0 Ex
0 1% v 1l-v O2 0 0 &y
0 E 1-2v g
- |0 o0 o 0 0 " (2.1.66)
0 @L+v)L-2v) 1- 2y 0
0 0 0 0 > 0 0
| 0 | 0 0 0 0 0 1—221/ | 0 |
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nebo 1épe zapsano

o, 1-v v v | &

0 - B v 1-v v |¢ (2.1.67)
1+v)L-2v) i o

0 1-vie,

Odectenim 2. a 3. rovnice (2.1.67) ziskdme rovnost mezi pomérnymi deformacemi
V roviné yz

y = ¢ (2.1.68)

a zpétnym dosazenim do 2. rovnice ziskdme vztah mezi pomémymi deformacemi ve sméru
0Sy X a ostatnimi osami

£y =&, =—Vey. (2.1.69)

Nakonec s ohledem na (2.1.69) vyplyva z 1. rovnice (2.1.67) nasledujici

o, = Es,. (2.1.70)

Potencialni energii deformace prvku mizeme vyjadfit ve tvaru
EF =2 [ sTodv == [ sTEsdv. 2.1.71)
P2 2
V souladu s (2.1.64), (2.1.65) a (2.1.70) lze ptepsat (2.1.71) nasledovné
E(e):lEngdv (2.1.72)
=5 : 1.
a dosadime-li (2.1.59) s ohledem na (2.1.13) a (2.1.27), dostaneme

e = Ef,Fval ()5 07 (- 281 ()RS, 0" (- y 07 (x)5;78,(1)- 207 (S, P, (V.
(2.1.73)

Po upravé miZzeme psat

=5 j H [y2 a7 (t)S," @™ (x)@"(x)S;G, (t)+ 2yz @} (t)PS,T @ (x)®"(x)S, 4, (t) +

+228; ()PS,T @ (x)@"(x)S; ", (t)]JdA, dx.
(2.1.74)

Z obr. 2.4 l1ze snadno odvodit transformacni vztahy mezi soufadnicovymi systémy Xx,Yy,z
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ag.n.¢
y =ncos(agt) - ¢ sin(agt), 2 =nsin(wyt)+ ¢ cos(wyt). (2.1.75)

Po dosazeni (2.1.75) do (2.1.74) 1ze psat

Ege) :%EJ.OIE_UAE{[U ZCOSZ(a)Ot)—2n§COS(mOt)Sin(m0 )+é/ sin a)o ]ql Sy (I)”T( )(D”( ) 1 ch()
+2[n? cos(@yt)sin(a,t)—1¢ sin®(wgt)+ n¢ cos?(@yt) -
~¢? cos(a)ot)sm o0 )]G (1)S,TP®"™ (x)@"(x)S;G, (t)+ [ 25in* (egt)+ 212 cos(@yt)sin (argt)+

+ 2 cos (a, ]G] (1)S,T P@"™ ()@ (x)S; P, G, (t) JdA, dx.
(2.1.76)

Pro integraci ptes plochu prufezu A, vyuZijeme vztahy (2.1.41), (2.1.43) a s ohledem
na (2.1.34) mizeme vyjadfit potencialni energii deformace prvku

ng):%E{[I;COSZ(a)O) 2D, , cos(@yt)sin(egt)+ 1, sin(wt)J&7 (£)S; 1% S, 5, (t)+
+2[I§cos(a>ot)sin(a)0t)—Dngsin( t)+ D, cos’(ayt)-

—1,, cos(@yt)sin (e, )[a5 (t)S;T Pl 871G, (t)+ 1 sin? (eyt)+ 2D, cos(ayt)sin(yt)+
+1, 008" (wnt [ ()5 P12 S, PG, (1)}

(2.1.77)

Vztah (2.1.77) Ize formulovat maticové

£ = LG ()R @ ()G
kde R§e> predstavuje matici hmotnosti elementu podléhajici transformaci

—-Ty33 -1 -Ty33 o-1
r(ge) _ EI.S; 15,5, ED,.S; 15, S, P (2.1.79)
-T133 -1 -T133 -1 P
ED, PsS; 1,5, El PSS 15, S, P

Pohybové rovnice rotorového prvku vyjadiime pomoci Lagrangeovych rovnic II. druhu, které
maji tvar bez tlumeni a vnéjsiho buzeni nasledujici

(e) ) pE®
d aEk —alfk +—~=0 proi=12, (2.1.80)
dt\ ag® ) gl og®

kde Q, piedstavuje vektor zobecnénych soufadnic. Aplikaci Lagrangeovych rovnic II. druhu
na celkovou kinetickou (2.1.57) a potencidlni (2.1.78) energii rotorového elementu ziskame
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pohybovou rovnici rotorového prvku s ohledem na (2.1.55) ve tvaru

kde matice w, {C(e)—C(e)T} odpovida antisymetrické matici gyroskopickych uc¢inku

elementu ,G"®

T3 -1
GO - { 0 PSSP (2.1.82)

—pl, PSS 0

a matice T'(t)|Q [ "™M© +I\7I§e)ﬁ]'T'(t) odpovida symetrické matici Coriolisovych u¢inkt
elementu T7(t)BY T(t)
TI(1)BY T() = T (1)l ME + MEOQ[T(). (2.1.83)

Dale budeme-li uvazovat slabé (proporcionaln¢) tlumenou soustavu, kde matice tlumeni
elementu TT( t)B) T(t) podléhajici transformaci je dana linearni kombinaci matic hmotnosti

prop
a tuhosti, tedy

prop

TR, T a[l\~/l(,ﬁ) ﬁT(t)mge)f(t)} + FTTORET(). (2.1.80)

Pii volbé koeficientt a=0, f =10, bude mit matice tlumeni elementu tvar

T ( )B(Sr)op ~(t) = ﬂ-T_T(t)Rge)-T_(t) (2.1.85)

V souladu s (2.1.82), (2.1.83) a (2.1.85) muZzeme zapsat finalni podobu pohybové rovnice
rotorového prvku ve tvaru

prop

[+ FrOmEFo i) { GO TT(1)E) T(t)+‘T’T(t)l§(c")‘T'(t)}a(e)(t)+

T ORETE) )
(2.1.86)
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2.1.4 Model rotoru s rota¢né nesymetrickym praiezem

Jak je uvedeno v podkapitole 2.1.1, rotor s rota¢né nesymetrickym prifezem je rozdélen na n
kone¢ny pocet prvkl, znichz kazdy je popsan pohybovou rovnici rotorového elementu
(2.1.86). Prvky matic obsazenych ve zminéné pohybové rovnici jsou fazeny dle vektoru

zobeenénych vychylek G©(t) (viz (2.1.49))

(0] [ul)

w(0)| |wilt)

o vt [

~(e g, (t w .t ot
0| 40) on| | v @167

s00)| | )

w0 | w0

5.0 |50

Poradi soufadnic ve vektoru (2.1.87) je nepraktické, protoze parametry krajnich bodi jsou
promichdny. Abychom od sebe odd¢lili parametry obou krajnich bodl, zavedeme
transformacni vztah vyuzivajici permutaéni matici J,,

§9t)=3,9°(), (2.1.88)

po rozepsani

(v,(t)] [21 0 0 0 0 0 0 O v(t)]
w,(t)| {0 0 01 0 0 0 0 w,i)
v,(t)| [0 0 0 01 0 0 0} 3()
v,(t)] |0 0 0000 0 1/[y) (2159
w,(t)| [0 2 0 0 0 0 0 0O v,(t)]| -
()] 10 0100 0 0 0fw,l(t)
w,(t)] |0 0 0 0 0 1 0 0| ()
1 9,(t)] [0 00 00 0 1 0w,

Pro matice rotorového prvku, které nepodléhaji transformaci a odpovidaji fazeni danym
vztahem (2.1.88), plati

X =37 X©J (2.1.90)

q°

Pro matice rotorového prvku, které podléhaji transformaci a odpovidaji fazeni danym
vztahem (2.1.88), plati

XO(t)=37 T'(t)XOT(t) I, = T"(t)X“'T(t), (2.1.91)
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kde

T(t)=T(t)J, =

[ cos(myt)  sin(w,t) 0 0 0 0 0 0

0 0 —sin(w,t) cos(m,t) 0 0 0 0

0 0 0 0 cos(myt)  sin(w,t) 0 0

0 0 0 0 0 0 —sin(myt) cos(m,t)
~ | =sin(amt) cos(wt) 0 0 0 0 0 0

0 0 cos(m,t)  sin(aw,t) 0 0 0 0

0 0 0 0 —sin(w,t) cos(m,t) 0 0
0 0 0 0 0 0 cos(wyt) sin(wyt)

(2.1.92)

Po transformaci dle (2.1.90) a (2.1.91) mGzeme piepsat pohybovou rovnici rotorového prvku
do tvaru

M+ MEE) [6€)t) + [0, 6© + BEL (1) + BEH) [a @) + KUt g©t) = 0. (2.1.93)

Pti sestavovani globalnich matic soustavy X postupné pricteme ve smyslu MKP piispévky
od jednotlivych matic X© dle nasledujiciho schématu

X(l)

(n)
i X— . (2.1.94)

Matematicky model rotorové soustavy ma po sestaveni globalnich matic soustavy tento tvar

My + M, (1)](t) +[0p G +B o t) + B(t) Jat) + Ky(t) at) = . (2.1.95)
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2.2 Analytické periodické FeSeni systému

V kapitole 1.1 jsme se zabyvali hledanim analytického feSeni parametrického systému s 1
stupném volnosti. V pfedchozi kapitole 2.1 jsme rozdélili rotor s rotaéné nesymetrickym
prafezem na konecny pocet prvklli pomoci MKP a kazdému rotorovému elementu jsme
prifadili 8 stupiii volnosti ve dvou krajnich uzlech elementu. Nakonec jsme ziskali
matematicky model rotorové soustavy (2.1.95) v maticovém tvaru

My +My(0)]6(t) + o6 G+ B o () + Be(t) Jalt) + K (t) at) = 0.

Proto je nezbytné rozsitfit a zobecnit hledani analytického feSeni parametrického systému
pro n stupni volnosti.

Nejdrive pfepiSeme zminény matematicky model parametrické soustavy do tvaru
My +M)]d(t) + [, G +B(t)]a(t) + K(t) alt) = F(t). (2.2.1)
kde jsme zavedli periodicky proménné matice

M(t) =M, (1), B(t) =B e (t) +Bclt).  K(t) =K(t), (2.2.2)

 prop
dale periodicky proménny vektor zobecnéného buzeni f(t).

Periodicitu matic (2.2.2) lze snadno dokazat dle [10] na piikladu rotoru s rotacné
nesymetrickym prufezem, ktery je symetricky jen podél dvou os, a proto prithyb rotoru je
zavisly na poloze prifezu, tzn. na Ghlu otaceni @, kolem osy rotace. Jak je ziejmé z obr. 2.5,

pfi otoceni o thel 27 se prifez dostane dvakrat do stejné polohy, z ¢ehoz plyne zminéna
periodicita matic soustavy.

Obr. 2.5 — Model rotoru s rotaéné nesymetrickym prifezem [10]

Diky T - periodicité Casové proménnych matic M(t), B(t), K(t) a vektoru f(t) muizeme
predpokladat i periodicitu odezvy systému qt) speriodou T. Viechny zminéné matice
a vektory musi spliiovat podminky periodicity a lze je zapsat ve formé Fourierovy fady

M(t) = M(t+T) = _ZN:Mjej(t):MofiMjej(t), (2.2.3)
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B =B(t+T)= Y B e ()=B,+ B e, 1) (2.2.4)

K({t)=K({t+T) = inej(t) =K, + _inej(t), (2.2.5)

f(t) =f(t+T)= ifjej(t), (2.2.6)
j=—N

q(t) =at+T), (2.2.7)

kde vektor e(t) je dle (1.1.7) tvofen témito prvky

et)=[e, (1) ... e ®) 1 e(t) .. e @] e 2N
a Vv souladu s (1.1.8) Ize zkracen¢ psat
e, (t) =e"™".

Pro zékladni thlovou frekvenci plati vztah

@ =7 (2.2.8)

Ve vztazich (2.2.3) — (2.2.6) jsme zavedli vektor s Fourierovymi koeficienty f; a matice
s Fourierovymi koeficienty M;,B;, K. Struktura téchto koeficientovych matic se nejlépe

odvodi na prvkové rovni, tj. pred sestavenim globalnich matic modelu dle struktury (2.1.94).
Tedy pro matice rotorového prvku podléhajici transformaci plati dle (2.1.91)

XO(t)=37 T () XOT(t)I, = T'(t)X©T(t),

kde matice T(t) je tvofena periodicky proménnymi funkcemi cos(awgt), sin(wot),
viz (2.1.92). Rovnice (2.1.91) lze ptepsat do formy

X© 1) =TT ([()X®1() = (C+5) X®(c+5)=c"XEc+cTXEs+5TXEc +sTXE)s,
(2.2.9)
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kde

cos(mt) 0
0 0
0 0
0 0
0 cos(m,t)
0 0
0 0
0 0
0 sin(w,t)
0 0
0 0
0 0
—sin(w,t) 0
0 0
0 0
o 0

|
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o
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o

O O O O O o
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o
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o
~+
N—"

0 0 0
0 0 0
cos(mt) 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 cos(mt) 0

0 0 cos(m,t)

0 0 0

0 0 0

0 sin(m,t) 0

0 0 —sin(

0 0 0

0 0 0

—sin(w,t) 0 0

0 0 0

~> O O O
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o
o
w
S
o
—
~

o O o o

Jednotlivé ¢leny rovnice (2.2.9) lze rozepsat jako soucin permutacnich matic s ptivodni matici
X®. Prvni ¢len CTX®C tedy vyjadiime nasledovné

CTXE)c = cos(wqt)

X1
0
0

X21

X31
0

0

| Xa1

X12
0
0

X22

X3
0

0

X2
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0 00 0O0O1O0TO0

01000000~(e)000000—10
X

0 010O0O0O0TGO

0 00 0O0OOT10

0 00 0O0O0OOT1

0 001O0O0O0TGO

cos(apt)sin(awpt)

COS(a)Ot)Sin (a)ot);(cs .

©ags =

| S
cX

cos(wpt)sin (@ot)J

(2.2.13)
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Déle vyjadiime &len STX®'C

0 —Xgg —Xgg 0
X11 0 0 X129
— Xo1 0 0 — X9
STX®)c = cos(wgt)sin(wgt) 0 X Yw O
0 —X75 —X7g 0
X31 0 0 X3p
— X1 0 0 — X4
0 Xg5 Xg6 0
0 0 0 01 0 O O]
1 0 0 0 0O O 0 O
0 -1 0 0 O O O O
:cos(a)ot)sin(a)ot)g 8 8 8 g 01 (1) 8 x©)
0O 01 0 0 O 0 O
0 0 0O-120 0 0O
0 0 0 0 0 0 0 -1

= cos(wpt)sin(wgt) ILX®3 L = cos(wyt)sin (wgt) XLs.

Nakonec upravime ¢len STX®'S

Xs5 0 0 —Xs5 Xg
0 X11 — X2 0 0
0 — X071 Xo9 0 0
= - X 0 0 X - X
sTx(e)g = sinz( a)ot) 65 66 67
X75 0 0 -X X7z
—Xs 0 0 X —Xg

58

0 —Xs7 —Xsg
X13 0 0
—Xo3 0 0
0 Xe7  Xes
0 —X77 —Xgg
X33 0 0
—X43 0 0
0 Xg7  Xeg
1 0 0 00 O
0O 0 0 10 O
0 0 0 01 O
0 0 0 00 O
0 -1 0 00 O
0 0 -1 00 O
0O 0 0 00 -1
00 0 00 O
0 0 —Xsg |
X3 —Xg 0
X3 Xq 0
0 0 Xe8
0 0 —xgql|
X33 —X O
— X4z Xyg 0
0 0 Xgg |

O O O O r O O O




0O 0 001 0 0 O 01 0 0 00 0 O
1 0 0 0 0O 0 O 00 -1 0 00 0 O
0 -10 0 0 O O O 00 0 0 01 0 O
0 0 00 0O-10 O0|~,H/0OO0 O0OC OCO0OO0CS-20
= Sinz(a)ot) x(€) _
0O 0 0 00O 0 1 o 10 0 0 00 O O
0O 01 0 0 0 O O 00 0 -1 00 0 O
0O 0 0-10 0 O O 00 0 0 10 0 O
0 0 0 0 0 0 0 -1] 00 0 0 00 0O -1]
= Slnz(a)ot)JIS;((e)J SI = Sin2((()0t);(s
(2.2.15)
Dosadime-li (2.2.12) — (2.2.15) do vztahu (2.2.9), Ize psat
X©)(t) = cos?(pt) X +c0s(@yt)sin(@pt)(Xes + XLs )+ sin(@yt)Xs, (2.2.16)

z Cehoz vyplyva, ze prvky matic rotorového elementu jsou ndsobeny pouze periodickymi
funkcemi cos®(a,t), sin(w,t) a cos(ayt)sin(@yt). Zminéné periodické funkce rozvineme
ve Fourierovy fady dle vztahd, viz [3],

2

N B 1 T B ) @ B
ft)= Y c e, c == f@)e'dt=—2|f(t)e"*dt. 2.2.17
0= 3¢ == 10 2ﬁ!() (2:2.17)

Pro funkci cos’(w,t) ziskame

2z
o {2 04 _ 1
Co = jcos (wgt)e’dt = =, (2.2.18)
Ty 2
2
c, =2 Icos2 (wpt)e @ ™'dt = 1 (2.2.19)
Ty 4
1
C,=C,= Ve (2.2.20)
a tedy dle (2.2.17) lze psat
cos?(m,t) = % + %(ez”"Ot +e2ioot ) (2.2.21)
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Déle pro funkci sin*(w,t) obdrzime

2z
wy ¢ 1
Co === [ sin’(apt)e’dt = =, (2.2.22)
2r 0 2
27
) P 2impt 1
c, =— | sinlo,t)e " dt =—=—, 2.2.23
2 = j (0t) . (2:2.23)
C,=C, = —1, (2.2.24)
4
a tedy dle (2.2.17) lze psat
sin’(o,t) = %—%(e‘z”"f“ +e?t), (2.2.25)

Nakonec pro funkci cos(w,t)sin(m,t) dostaneme

27
o

c, = ;0—0 Icos(a)ot)sin(a)ot)e'Z‘“’Otdt __L (2.2.26)
Ty 4
21
C,= Z)—; fcos(wot)sin (w,t)e® ™ dt = i (2.2.27)

a tedy dle (2.2.17) lze psat
cos(mwyt)sin(w,t) = %(e‘z””ot —e?t), (2.2.28)

Nyni za periodické funkce dosadime do vztahu (2.2.16) Fourierovy fady (2.2.21), (2.2.25),
(2.2.28) a ziskame Fourierovu fadu matice rotorového prvku podléhajici transformaci

X(e)(t): [l _}_E(efZia)ot 4 eliont )} ;(c +i(e72ia)0t _p2ioyt )(;(cs N 5'(1(;8 )+ {% _%(EZia)ot +eziwot)}~<s |

2 4 4
(2.2.29)
coz lze vyjadtit jako
©f) =X© + 3%
X)) =X + Y XPe; 1), (2.2.30)
j=—N
j#0
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kde stacionarni koeficientova matice rotorového prvku ma tvar

~

%o :%(;(C +x5):%(Jg>~<<e>Jg LIIXOIY )

X11 F Xss 0 0 Xip = Xgg X3+ Xg7 0 0 X14 — Xsg
0 Xgs + X131 X5 — X 0 0 Xs7 + X1z Xgg = Xy 0
0 Xes = Xa1 Xes T X2 0 0 X7 = Xoz Xgg T Xpq 0
_ Xa1 — Xes 0 0 X2 T Xes  Xo3 = Xe7 0 0 X24 T Xeg
X3 T X35 0 0 X3 = X6  Xgz T Xgg 0 0 X34 — X7g
0 X5 T X3 X7 = Xz 0 0 X77 T Xg3 Xyg = Xy 0
0 Xgs — Xa1 Xgs T Xy 0 0 Xgr = Xs3 Xgg T Xy4 0
| Xa1 — Xgs 0 0 Xgp T Xgs  Xgz = Xg7 0 0 Xgg + Xuq |
(2.2.31)

a ostatni ¢leny Fourierovy fady jsme oznacili

i;((je)ej () = %(e—Ziwot N eZia)ot)S'(C +%(e—2i%t _eZimOt)<5'<CS +XT )_%(e—Zia)ot N eZia)Ot)S'(S.
j==N
" (2.2.32)

Pii sestavovani globalnich matic X postupujeme analogicky jako v podkapitole 2.1.4
dle schématu (2.1.94)

X(l)

X(ﬁ)

Poté s ohledem na (2.2.3) — (2.2.6) Ize vyjadiit matematicky model (2.2.1) nasledovné

N N

My + Mg+ > M e (t) G(t) +| @, G +B, + >'B e (1) alt) +
j=—N i=-N
j=0 j=0

- (2.2.33)

N N

+ Ko+ Y K e (1) qlt) = e (),
j=-N j=-N

j#0
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a kdyz zavedeme stacionarni matice
M, =M, +M,, B;=0,G+B,, K;=K,, (2.2.34)

muizeme psat

M, + Y M e, 0|60 | By + YB,e,0 |d)+| Ke + Y K,e,0 g zf .

i==N j=-N i==N
j#0 j#0 j=0

(2.2.35)

Pro dalsi postup je nutné piedpokladat existenci T - periodického feSeni, tj. neznamé
vychylky q(t) jsou feSenim vySe zminéné pohybové rovnice (2.2.1) a po prevedeni Casové
proménnych ¢lend na pravou stranu rovnice ziskdme

M. §(t) + B, q(t) + K, qt) ijej(t) Zl\/ljej(t) (t) -

j=—N j=—N
j#0
(2.2.36)
N
| 2B o) -| YKem o
j=—N j=—N
j=0 j#0

Protoze chceme urcit periodické feseni, tj. ustdlenou odezvu systému, hleddme partikularni
feSeni rovnice (2.2.1) a neuvaZzujeme tedy homogenni ¢ast feSeni, pfesnéji pfechodovou fazi
kmitd.

Nyni vyuzijeme PGF H(t), kterou definujeme jako vychozi bod pro hledani periodického
feSeni zminéné pohybové rovnice. PGF lze chéapat jako odezvu staciondrni Casti rovnice
(2.2. 36) na buzeni v k- tém misté ve tvaru Diracova hfebene jednotkOV}'Ich impulsﬁ

v v

tedy

Ze”“’o =i,0; (). (2.2.37)

j——N

Diractiv hieben je vykreslen na obr. 1.2 a Ize jej vyjadiit pomoci Fourierovy fady dle (1.1.15)
a (1.1.16) takto

1S 13 13
S;(t)== D e == D cos(jo,t) == D e, (t).
T~ T & T =,

Zminéna odezva ve tvaru Diracova hiebene odpovida partikularnimu feSeni stacionarni ¢asti
rovnice (2.2.36)

M, AY(t) +B, HY() + K HY(t) =i, 5 (t). (2.2.38)
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Diky linearité systému lze vyuzit principu superpozice a PGF lze vyjadfit nasledovné
Oy S HE
= > HY®), (2.2.39)
i=—N

kde H je odezva v ustaleném stavu odpovidajici j - té harmonické v k - tém misté, a proto

1ze feSeni rozd¢lit na feSeni systému nezavislych rovnic
. . 1.
M A1) +B HI() + K HY()= Zie; 0. (2.2.40)
Partikularni feSeni odpovidajici j - t€ harmonické odhadneme ve tvaru
®) ty = Y& — Y &aiiat
HY'(t) = Hi'e, (t) = H ™, (2.2.41)
kde H' je amplituda a derivace (2.2.41) jsou
W) =ija, AW, A1) = — j2azAWeint, (2.2.42)

Po dosazeni odhadu partikularniho feSeni (2.2.41) a jeho derivaci (2.2.42) ziskame komplexni
amplitudu odezvy na j - tou harmonickou slozku buzeni v k - tém misté ve tvaru

(t) —L e, (2.2.43)
kde L; oznacuje matici dynamické poddajnosti odpovidajici j - t¢ harmonické

L, = (- j2@ZM; +ijw,Bs +K ) eC. (2.2.44)

Celkova PGF je poté dana jako suma

H, (t) = ZH (t)——iLjej(t). (2.2.45)

=N

Celkovou odezvu systému (2.2.36) na vn¢j$i parametrické buzeni lze vyjadiit ve forme
konvoluéniho integralu

a(t) = [ Hy (t-)f(s)ds—|] H. (t—s)M(s)ci(s)ds -

5 ) (2.2.46)
—jo H. (t —s)B(s)g(s)ds —jo H, (t —s)K(s)q(s)ds,
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kde PGF v ¢ase (t—sS) ma tvar

H,(t—s)= ZL —s)== ZL (e (s). (2.2.47)

]——N J—*N

Dosadime-li do rovnice (2.2.46) Fourierovy fady (2.2.3) — (2.2.6) sohledem na (2.2.47),
ziskame

q(t)—% > Z Lfe, (t)j e, J(s)ds——J ZL.Mkej(t)ekfj(s)q(s)ds—

j=—N k= j=—N k=
k¢0
N
——j > DL B, e, (9)4() ds——j > LiK.e; (e, (s)a(s) ds,

I=—N kk¢0 J=—N kk¢0

(2.2.48)
kde vektor f, s Fourierovymi koeficienty je dan

fo=[f® 12 .. 1™ ecm. (2.2.49)

Vztah (2.2.48) ptedstavuje integro- diferencialni rovnici s degenerovanym jadrem pro funkci
q(t). Zavedeme-li matice A\, A% A, e NN

A'}/Ik: Lij+j pro k+J:E<—N,...,—1,1,...,N>, (2250)
‘ 0 pro k+je(-N,..,-11....N),
AB, LBy, pro k+ j e(=N,...,=1L1...,N), (2.251)
' 0 pro k+je(-N,...,-11....N),
AK, LiKy.j pro k+!e<—N,...,—1,1,...,N>, (2.257)
) 0 pro k+je(-N,..,—-11....N),
definujeme-li matici E(t) e €™+
Et)=[e.n )1 eyl - eyt)l]=
ey € a1 ey
_ €N € na en
€ N €N en
(2.2.53)

a respektujeme-li podminku ortogonality (1.1.34) funkci sinus a cosinus v prvnim integralu
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vztahu (2.2.48)

, . T pro k=],
J'T e, ;(s)ds = IT e e ds =TS, = b J
o ! 0 10 pro k=#j,

muzeme celkovou odezvu systému (2.2.48) zapsat takto

q(t)ziL,- e, EWA"E () ds - 2 [[ EWAE () s -
(2.2.54)

——j (t)ARET (s)q(s) ds.
Poté zavedeme substituce

o= TELT AKE" (s)q(s)ds, B = TELT APET (s)4(s)ds, v = leOT AVET (s)d(s)ds,
(2.2.55)

které dosadime do (2.2.54) a ziskame

q(t) = iL e, —E(t)y -E(t)B-E(t)a, (2.2.56)

=N

kde z L ;f,e;(t) reprezentuje periodickou odezvu stacionarni ¢asti na vn&jsi buzeni z rovnice
=N

(2.2.35) a ostatni ¢leny vztahu (2.2.56) vyjadiuji periodickou odezvu stacionarni casti
na parametrické buzeni z rovnice (2.2.35).

Pro dal$i postup bude nutné provést prvni a druhou derivaci vztahu (2.2.56), ale nejdtive je
potieba uvést ¢asové derivace E(t)

E(t)=iw, NE(t), E(t)=-wi N?E(t), (2.2.57)

kde N je diagonalni matice dle (1.1.43)

~NI

(=N +1)I
N = e 7, "eN+InN+) (2.2.58)
(N +1)1

NI

a dle (1.1.44) plati

N? = NN.
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Nyni miizeme vyjadfit hledanou prvni a druhou derivaci vztahu (2.2.56) nasledovné

q(t) =i, {i jiL,fe;(t)—E(t)Ny —E(t)NB - E(t)Na}, (2.2.59)
G(t) = —o? {i i’L,f e (t) —E(t)N*y —E(t)N’p - E(t)Nza}. (2.2.60)

1 . . .
Rovnici (2.2.56) vynasobime zleva ?AKET (), integrujeme na intervalu (0,T) a v souladu

s (2.2.55) ziskame vztah
a = AXILf — Afly —AXip—AXla, (2.2.61)

pfi platnosti

[[E" (WEQ)d =T, (2.2.62)
i LTET (t)e, (t)dtL f, =T iLf, (2.2.63)
=N

Z Jj E" (t)e, (t)dtL f, =T INLF, (2.2.64)
ZJ j e, (t)dtL f, =TINZLF, (2.2.65)

kde | je jednotkova diagonalni matice s jednotkovymi maticemi |eC™ na vedlejsi
diagonale

cR n(2N+1),n(2N+1)

_,
Il

, (2.2.66)
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L je komplexni diagonalni matice

< € "@N+Din(2N+1) (2.2.67)

f=[fy fo, - fy] eCcreva (2.2.68)

1 . i .
Analogicky vynasobime rovnici (2.2.59) zleva ?ABe(t), integrujeme na intervalu <O,T>
avsouladu s (2.2.55) a (2.2.62) — (2.2.65) ziskame vztah
B =iw,APINLF —iw, A®INy —icw, ABINB —icw, A®INa. (2.2.69)
1 . . .
Nakonec vynasobime rovnici (2.2.60) zleva ?AM e(t), integrujeme na intervalu <O,T>
avsouladu s (2.2.55) a (2.2.62) — (2.2.65) ziskame vztah
¥ = -0 AMIN?LF + 0 AMIN?y + 0> AV IN?B + 02 AM IN?a. (2.2.70)

Maticové souciny AM1,ABl a AX1 lze 1épe vyjadrit s ohledem na (2.2.50) — (2.2.52) jako
souciny

A"lI=LH,, APi=LH,, A*i=LH,, (2.2.71)

kde pasové matice H; jsou Hermitovské [5]

0 X, X, .. X, ]
X, 0 X, X,
X, X, 0 X, . Xy
H=l ! X, X 0 P e e M| B, K}
X, E X,
X,
] Xy X, X, 0

(2.2.72)
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Mj jestlize 1=M,
Xj = Bj jestlize 1=B, proj :<— N,...,—l,l,...,N>. (2.2.73)
KJ- jestlize 1=K,

Jelikoz pro ¢leny Hermitovskych matic H; plati X_; = X'J-'| pro j =0, mizeme psat

H, =H! =H;, (2.2.74)

kde pruh nad pismenem oznacuje komplexné sdruzenou hodnotu. Diagonaly matic H, jsou
nulové, jelikoz jsme matice X; s koeficienty odpovidajici j =0 vyjmuli z Fourierovy fady,
viz vztah (2.2.30). Zminéné stacionarni matice X, jsou vyuZzity pro stanoveni matice
dynamické poddajnosti L ;, jak lze snadno nahlédnout v (2.2.34) a (2.2.44).

Pfi respektovani (2.2.71) lze piepsat rovnice (2.2.61), (2.2.69) a (2.2.70) do kompaktni
maticové formy

o] [-LH, —LH, ~LH, a LH, Lf
Bl=|-iw,LH,N —iw,LH,N —iw, LH N | B |+| iw, LH,NLf |. (2.2.75)
Y o¢LH,N?  olLH,N?*  oLH,N? |y —a)gLHMNZLle

Rovnici (2.2.75) miizeme zkracené vyjadfit ve tvaru

g=Aq+Db, (2.2.76)
kde
~LH, ~LH, ~LH,
A=|-iwyLH N —iw, LH N —i@, LH N |e ¥ @M 3neN, (2.2.77)
o;LH,N?  @fLH,N* @?LH, N’
LH, Lf
b=| iw, LHNLf |[eC*®ND! (2.2.78)
— w?LH,, N°Lf
a
q=la p y[ eceNd (2.2.79)
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Upravou vztahu (2.2.76) ziskame
a=(1-A)"b, (2.2.80)

kde | eR3CNDICND 46 jednotkova diagonalni matice. P¥i zavedeni matice

Eq(t)=[Et) Et) E(t)]ec*CND, (2.2.81)

muizeme piepsat feSeni (2.2.56) do tvaru

a0 = 3L fe 0 -E, g (2.2.82)

j=N

Nakonec dosazenim vztahu (2.2.80) do (2.2.82) ziskame celkové feeni q(t) € C"* pohybové
rovnice (2.2.1) ve tvaru

qt) = ‘iLjfjej 0 -E,(t)(1-A)"b. (2.2.83)

j=N

Jak je patrné z rovnice (2.2.83), pro systémovou matici | —A mohou nastat dva piipady.
Pokud je systémova matice regularni, tak jeji determinant nabyva nenulovych hodnot [5],
systémova matice je invertovatelnd, a diky tomu ma rovnice (2.2.83) teSeni, jestlize toto
feSeni existuje. Naopak, kdyz je systémova matice singularni, tak jeji nulovy determinant [5]
vymezuje hranici stabilnich a nestabilnich oblasti.

Témto ptipadim se budeme vice vénovat v kapitole 2.4, kde je detailn¢ prozkoumana stabilita
systému a posouzeni hranic mezi oblasti stability a nestability.
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2.3 Numerické FeSeni odezvy systému

V této kapitole se zaméfime na ziskani numerického feSeni pohybové rovnice (2.2.1) pomoci
Rungeovy- Kuttovy metody, které slouzi k ovéieni existence analytického periodického
feSeni. Postup bude identicky jako v kapitole 1.2 s tim rozdilem, Zze problematiku rozsitime
a zobecnime pro N stupnd volnosti. Jak jiz bylo napsdno, jestlize existuje analytické
periodické feSeni, tak vysledky tohoto feSeni se shoduji s ustalenym stavem ziskanym pomoci
Rungeovy- Kuttovy metody.

Pfi odvozeni numerického feSeni odezvy systému vyjdeme z pohybové rovnice (2.2.1)
s nulovymi pocate¢nimi podminkami

My +M(UJ6() + [, G+ B(D)]a(t) + K(t) olt) = (2),

(a0 | |ag| |0 CR2
p{q(O)HqJ‘[o} R (231)

Nejdiive pro jednoduchost zapisu oznac¢ime matice

My () =M +M(t), B (t) = @, G +Blt), (2.3.2)
poté mizeme rovnici (2.3.1) upravit do tvaru

G(t) = Mg (0)[F (1) — B (t) a(t) - K(t)a(t) | (2.3.3)
Po zavedeni substituce

X (1) =), x,(t)=q(t) (2.3.4)

lze psat v maticové formé

{xla)} _ {M w (OO - B (1) x, (0 -K(D)x, (t)]}_ (235)
X, (t) X, (t)
Poté miizeme tento maticovy zapis zkracené formulovat ve tvaru

X(t) =fo (x(1),1), (2.3.6)
kde

fR (X(t),t) — |:M;I-< (t)[f (t) - BRK (t) Xy (t) - K(t)XZ (t)]:| cC 2n,1, (237)

X, (t)
X (t) 2n1
X(t) = L(z (t)} eC. (2.3.8)
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2.4 Nova metoda posouzeni stability systému a urceni hranic stability

V kapitole 2.2 jsme odvodili analytické¢ periodické feSeni pohybové rovnice (2.2.1)
za predpokladu existence T - periodického feSeni, ale jiz jsme se dale nezabyvali stabilitou
tohoto feSeni, ktera je rozhodujici pro existenci periodického feseni.

U zminéného systému popsaného pohybovou rovnici (2.2.1) se projevuji tzv. parametrické
rezonance. Naladéni parametrii soustavy, pfi nichZ nastavaji parametrické rezonance, mohou
zapfiCinit nestabilitu systému. Urcovani téchto pasem nestability bude provedeno pomoci
nové metody, viz dale.

Pro posuzovani stability je nezbytné vzit v ivahu 2T - periodické feSeni s polovi¢ni frekvenci

~ O
w, = 70, které lze vyjadfit analogicky k rovnici (2.2.56) pomoci piivodni frekvence o,

N
q )= Y Lfe/t)-E(t)y -E (t)p -E (t)e, (2.4.1)
j*=-N
kde
E™(t)=|e n(t)! e_N+1(t)I e a1 - eN(t)I}e(C”’”(“N”), (2.4.2)
L 2
B T
o (t)=|a_, @ 4 Oy . Oy @ aN} e N (2.4.3)
i N B
B T
B*(t): BfN B_N+1 B7N+l e BN71 BN_E BN} e«:n(4N+l)vl’ (2_4.4)
L 2 2
r T
YO={vnv 7 1 Ywa - Ywa T 1 VN} e N (2.4.5)
L 2
.
*_ | f@ (2) -1 n,
fj_[fj* LR & ffP} eC™, (2.4.6)
L, = J2@2M; +ij@,Bs + K ) eC™, (2.4.7)
e; (t) = "™ (2.4.8)

aindex fady j jedan j :<— N,—N +%,—N +1,--, N>.
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Pro prvky vektoru v (2.4.2) plati zapis (1.1.8) s ptuvodni frekvenci @,. Mezi pivodnimi
a novymi veli¢inami plati tyto vztahy (1.3.11) — (1.3.13)

L=J"L"J, H,=J"HJ, LHL=JLHLJ

E(t)=E (t)J, (2.4.9)

kde

I——NJrl
L = E(Cn(4N+l),n(4N+l). (2-4.10)

Matice J je definovana analogicky k (1.3.14)

100 0
000 - 0
010 - 0

J=|0 0 0 --- 0|eR"Nn@Nw), (2.4.11)
001 - 0
000 0 1]
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Matice H; e C"*N)"4N+) jsoy stejné jako matice H, Hermitovské a pasové se strukturou

0 0 X, 0 X, 0 Xy
0 0 0 X, 0 X, 0 Xy
X, 0 0 0 X, 0 X,
0 X, 0 0 0 X, 0 Xy
X, 0 X, 0 0 0 : . Lo
Hi=|0 X, 0 X, 0 0 . . " " 0 |ie{M,BK]}
0 X, 0 . . X,
Xy - -0
Xy 0 X,
S .0 0 O
I Xy . 0 X, 0 X, 0 0

(2.4.12)

apro X; plati dle (2.2.73)

M; jestlize 1=M,
X, =4B; jestlize i=B, proj=(-N,..,-11...,N).
K, jestlize i=K,

Indexy odpovidaji piivodni frekvenci @,. Ziskani vektorti Fourierovych koeficientt (2.4.3) —
(2.4.5) provedeme stejnym zpiisobem jako u T - periodického FeSeni v kapitole 2.2, a poté

rovnice pro vypodet matice q S vektory Fourierovych koeficienti ma analogicky tvar
Kk rovnici (2.2.76), resp. (2.2.80)

q =Aq +b’, (2.4.13)
resp.
q =(1"-A")"p", (2.4.14)
kde
~L'H, ~L'H, ~L'H,

A" =|-ioLHGN" —ioLHN" —ioL H N | N3N,
@’LUH N?  0’LH N? o’L'H, N
(2.4.15)
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L'H Lf"
b"=| oL HNLF" |ec®ND (2.4.16)
—w’L'H, N2Lf"
q* _ -‘l* l‘}* '\{*:IT c ((:3n(4N+l),1, (2417)
S _
(— N +%)I
N* _ (_ N +1)| E]Rn(4N+l),n(4N+1), (2.4.18)
- N I_
T
£ {f_N 0 fyy O - 0 f } e (2.4.19)

a I” eR¥MNDIEND o dednotkova diagonalni matice. Celkové 2T - periodické FeSeni
pohybové rovnice (2.2.1) ma analogicky tvar k (2.2.83), tedy

M= YU -EQN AT (2.4.20)
=N
kde
E:(t)z{E(t)* £ E(t)*}e(C”B"(“N”). (2.421)

Jak jiz bylo dokazano v [1] a [2] pro 1 stupefi volnosti, tak i pro N stupfili volnosti obdobné
plati, ze T - periodické feSeni je identické s 2T - periodickym Fesenim q(t) =q’ (t), tedy

SLfeO-E01-A b= YU -E00 -AT) b (2.4.22)

PN

Déle bylo v[1] a [2] prokdzéno, Ze vlastni ¢isla matice A jsou podmnoZinou mnoziny
vlastnich &isel matice A”

MALc A" (2.4.23)

a to ma za nasledek, ze oblasti stability nejsou totozné.
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Ze vztahu (2.4.23) vychézi zavér, ze pro posouzeni oblasti a hranic stability pouzijeme
obecngjsi ptipad pro 2T - periodické feSeni (2.4.20), tedy

70= YU O-Eni AT b

=N

Pro zjednoduseni a zrychleni vypoétu zavedeme, stejné jako v [1], redukovanou matici A
k matici A”, kterou definujeme

A, =0’ LH,N?—ioL H,N" —L'H, ecn“Nann) (2.4.24)

Matice A, ma identickou mnozinu nenulovych vlastnich ¢isel s matici A" a vlastni &isla
matice A, jsou realna nebo tvoii komplexné sdruzené pary, coz bylo dokazano v [1]. Proto

lze tvrdit, ze determinant matice A,, je realny. Realnd vlastni ¢isla odpovidaji zméné
znaménka determinantu a vymezuji hranici stability, viz nize.

Ze zavedeni matice A, plyne, Ze pro posouzeni oblasti a hranic stability pouzijeme matici

A4 misto A", tedy systémové matice s ohledem na (2.4.20) ma tvar

I ; _Amd GCn(4N+1),n(4N+l). (2.4_25)

re
V prvnim ptipadé¢, kdy systémova matice |, — A, je singularni [5], tj. neni invertovatelna,
vymezuje nulovy determinant této matice hranici stabilnich a nestabilnich oblasti, tedy

det(l, 4 — A, (@,))=0. (2.4.26)

red
Ve druhém piipadé, kdy je systémova matice |, —A,, regularni, tj. je invertovatelna
a jeji determinant je nenulovy, rozhoduje o stabilit¢ systému znaménko determinantu
systémové matice. Z numerického experimentu bylo vypozorovdno nasledujici; jestlize je
znaménko determinantu systémové matice |, —A,, kladné, systém je stabilni a existujte
periodické feSeni. V opacném piipad¢, pro zdporné znaménko determinantu, je systém
nestabilni a neexistuje periodické feSeni. Vysledek nové metody posuzovani stability systému
a ur€ovani hranic stability 1ze shrnout timto zapisem

> 0 = systém je stabilni a periodickéfeseniexistuje,
~ A, (®,)){ =0= hranice stabilni a nestabilni oblasti, (2.4.27)
< 0 = systém je nestabilni a periodickéfeSeni neexistuje.

det(l

red
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2.5 Aplikace teorie na testovacim prikladé

Pro ovéteni odvozené teorie a postupl z piedeslych kapitol byl jako testovaci piiklad zvolen
rotor s obdélnikovym prifezem o celkové délce 4m, ktery jsme rozd¢lili na 4 konecné prvky

o délce elementu |, =1m, jak je patrné z obr. 2.6.

Obr. 2.6 — Rotor s obdélnikovym prifezem

V misté 3. uzlu je excentricky umistén nevyvazek rotujici konstantni thlovou rychlosti @y,

viz obr. 2.7. Diky rotaci pisobi na rotor odstiediva sila od nevyvazku Amew3, kterou
rozlozime pomoci smérovych thli do slozek ve sméru soutadnicovych os pevné spojenych
s elementem 7,¢, tedy F,(t)= Amea{ cos(w,t) a Fy(t) = Ameayq sin(m, t).

y=n
Amea

Am

X
A

Obr. 2.7 — Excentricky umistény nevyvazek v zakladni poloze (Z X,y,Z= Z§ NN )
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Z obr. 2.6 a 2.8 je ocividné, Ze vektor vné¢jsiho buzeni nabyva tvaru
f(t)=[0 0 0 0 0 0 F,(t) Fgt) 0 0 0 0 0 0 0 Of. (2.5.1)

Rotor je oboustranné ulozen pomoci radidlnich lozisek, které pfenaSi pouze natoceni
a pfi nerespektovani posuvu U ve sméru osy X a natoCeni ¢ kolem osy X je ziejmé, Ze

zvoleny rotor m4 16 stupnid volnosti. Pro sestaveni matematického modelu rotoru (2.1.95)
pomoci MKP byl vyuzit vypoctovy modul vytvofeny autorem, pracujici v prostiedi
MATLAB stejné tak, jako ostatni moduly pouzit¢ v navazujicich numerickych
experimentech.

Dany rotor uvazujeme homogenni, prizmaticky a jeho mechanické, resp. geometrické
vlastnosti jsou popsany v tab. 2.1.

Oznaceni Velicina Hodnota | Jednotky
le délka elementu 1 m
P hustota 7870 kg/m®
E Youngtiv modul pruznosti v tahu 21x101 | N/m?

koeficient matice proporciondlniho tlumeni | 1,103

Am hmotnost nevyvazku 0,585 kg
e excentricita nevyvazku 0,0003 m
a délka strany elementu pro ctvercovy praiez 0,025 m
ta konec¢ny cas 2000T S
N pocet ¢lent Fourierovy fady 2 _

Tab. 2.1 — Mechanické a geometrické vlastnosti rotoru

Jelikoz hledani analytického periodického feSeni a novd metoda posouzeni stability systému
vychazi z vyjadfeni periodicky proménnych matic M(t), B(t),K(t) (2.2.2) ve formé
Fourierovy fady, které byly popsany v kapitole 2.2, je nezbytné obdobné vyjadfit vektor
vnéjSiho buzeni f(t) dany zépisem (2.5.1), jehoZ nenulové slozky obsahuji periodické funkce
cos (a)ot) a sin (a)ot). Zminéné periodické funkce rozvineme ve Fourierovy fady dle (2.2.17)

a pro funkci cos(w,t) ziskame

2z
c, =0 [cos(@,t)e > dt = 1 C,=C = 1 (25.2)
72 2
a lze psat
cos(wyt) = %(e‘i%t +e' ™! ) (2.5.3)
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Pro funkci sin(mgt) ziskame

2z 2z
@ Tt H -i o i @ Tt H i o i
C, = i _!Sln(a)ot)e o'dt = —5, C,= i .([Sln(wot)e "dt = E (254)
a lze psat
sin(w,t) = %(e“"‘)t —elent) (2.5.5)

Nenulové slozky vektoru vnéjsiho buzeni f(t) (2.5.1) poté vyjadiime nasledovné

F, (t)= Amew{ cos(mg t) = %Amea)g (e‘i Ot 4 gloot ) (2.5.6)

Fy(t) = Amea? sin(w, t) = 'EAmea)j (it —gient), (2.5.7)

Urceni pasem nestability systému je provedeno pomoci metody vyuZivajici Floquetovu teorii.
Z kapitoly 1.4 vyplyva, Ze o stabilité systému rozhoduje fesSeni homogenni rovnice (1.4.10).
Zminéna metoda je vyuzita pro ovéfeni spravnosti nové metody posuzovani stability systému
a urovani hranic stability. Nova metoda vychazi ze vztahu (2.4.27) a je zalozena na ur¢eni
znaménka determinantu systémové matice | g —Ayeq, Vv piipadé je-li systémova matice
regularni a invertovatelna. Naopak je-1i systémova matice |,oq —Aeq singularni, jeji nulovy
determinant vymezuje hranici mezi stabilni a nestabilni oblasti.

Celkova stabilita systému je zavisla na frekvenci @y, jelikoz prvky matice A, jsou

funkcemi frekvence @g. Dale zavedeme parametr x, ktery je definovany jako pomér
mezi kvadratickymi ploSnymi momenty prifezu

o1 (2.5.8)

Tento parametr byl zaveden z divodu, abychom prozkoumali vice stavii nesymetrie prifezu,
1épe feCeno budeme posuzovat stabilitu rotoru pro proménnou plochu prifezu, jak bude patrné
Z nésledujiciho.

Nejdiive je nutné zavést konstantni stiedni plosny kvadraticky moment setrvacnosti |, ktery
definujeme jako soucet plosnych kvadratickych momentd setrvacnosti pro ¢tvercovy priiez

l,s: 1,5 Ostrané ag

_I,73+I4S _E

ad..
s 2 2 12 °

(2.5.9)
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Dale dle obr. 2.6 1ze urcit pro obecny obdélnikovy prifez stranu b(zc) ze vztahu

3
I —ab b2
K=—77=112—=—2 = b(K)= xa’. (2.5.10)
L

Vztah (2.5.9) pro stfedni plosny kvadraticky moment setrvacnosti lze zapsat i pro obecny
obdélnikovy prafez a s ohledem na (2.5.10) obdrzime

|+ ia.b3 +ia3b 4
| =2 <12 12 _3 jo (2.5.11)
2 2 12

Uvazujeme-li a > 0,x > 0, ziskame ze vztahu (2.5.11) vztah pro a(l(‘)

1

a(x) =121,V ) 2. (25.12)

Ze vztahi (2.5.10) a (2.5.12) je zfeyjmé, ze strany prafezu rotoru jsou funkei x. Z této
skute¢nosti plyne, ze se zménou parametru x se bude ménit i velikost plochy prifezu rotoru,
kterd je dana vztahem

A(x) = a(x)b(x). (2.5.13)

VySetfovani stability rotoru je provedeno na Sirokém pasmu parametrl @y :<10; 400>
s krokem 1[rad/s] a x =(0,5;1) s krokem 0,0025[-] v piipad& nové metody a pro metodu
vyuzivajici Floquetovu teorii bylo voleno @ = (10; 400) s krokem 2[rad/s] a x=(0,5; 1)
s krokem 0,01 [—] Volba kroku parametrt je ptizptisobena Citelnému vykreslovani vysledk.

Ze zvolenych intervald a vztahi (2.5.10) a (2.5.12) vyplyva, Ze stabilita rotoru je vySetfovana
pro strany prufezu z intervalll a = <0,025;0,0273> ab= <0,0193;0,025> % [m]

Vysledky posouzeni stability novou metodou ovéfenou Floquetovou metodou jsou ukdzany
na obr. 2.8, kde jsou dle legendy u obrazki modie oznaceny body vysetfované Floquetovou
metodou a ¢ervené jsou oznacené body vymezujici hranice mezi stabilni a nestabilni oblasti,
které byly ziskany pomoci prezentované nové metody urceni hranic.
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Obr. 2.8 — Pasma nestability

Dale jsme z daného pasma parametri vybrali dva libovolné body, jeden ze stabilni oblasti
(zeleny) a druhy z nestabilni oblasti (rizovy), jak je znazornéno na obr. 2.8. V téchto bodech
budeme demonstrovat existenci periodického feSeni dané rotorové soustavy a vySetfovat

znaménko determinantu systémové matice |oq —Aeq. Pro zvoleny bod lezici v nestabilni

oblasti (rizovy) pro soufadnici 0g(t) analytické periodické feSeni neexistuje, viz obr. 2.9.

4

w10
I
251 Runge- Kutta 1
Analyticke reseni
2 —
15
1 —
05+ H
= ﬂ
T A [\
05k _
Ri= —
15+

| | | | |
0 5 1a 15 20 25 30 35
4T [-]

40 45 a0

Obr. 2.9 — Celkové feSeni odezvy soufadnice Qg (t)
pro nestabilni systém (@ = 200; x = 0,5)
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Pro zvoleny bod leZici ve stabilni oblasti (zeleny) pro soufadnici Qg (t) analytické periodické
feSeni existuje a je vykresleno na obr. 2.10.

w10t

Runge- Kutta

Analyticke reseni

‘I .l”mlllj.
| 'H”Hll"

q[m]

a5 | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 BOO 700 800
T [-]

Obr. 2.10 — Celkové feseni odezvy soufadnice Qg(t) pro stabilni systém (wy =150; x = 0,75)

Jak je zifejmé zobr. 2.10, diky proporcionalnimu tlumeni vliv nulovych pocéate¢nich
podminek na homogenni cast celkového feSeni pifi Rungeové- Kuttové metodé vymizi
po 700. periodé, resp. po 293s. Zpribéhu lze vypozorovat postupné piiblizovani
analytického periodického feSeni k ustdlenému stavu ziskaného pomoci Rungeovy- Kuttovy
metody. Na obr. 2.11 je zobrazen detail celkového feSeni odezvy pro stabilni systém
mezi 775. a 800. periodou.

10°

kb Runge- Kutta
Analyticke reseni

q[m]

775 780 785 750 795 800
T[]

Obr. 2.11 — Detail celkového feseni odezvy soufadnice Qg(t) pro stabilni systém
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Z vysledkli numerického experimentu plyne, jestlize existuje analytické periodické feseni, tak
vysledky tohoto feseni se shoduji s ustdlenym stavem ziskanym pomoci Rungeovy- Kuttovy
metody, naopak pro nestabilni systém analytické periodické feSeni neexistuje.

Analyzou znaménka determinantu systémové matice |q —Aq byl potvrzen zavér

ze vztahu (2.4.27), tj. pro nestabilni systém je determinant zaporny a pro stabilni systém
nabyva determinant kladnych hodnot.

Z prostorového vykresleni oblasti nestabilit (obr. 2.12) ziskanych pomoci metody zalozené

VA4

x Nebo-li pasma nestability se rozSifuji se zmensujicim se pomérem stran obdélnikového
prifezu. Dale pii zvySovani hlové frekvence @, dochazi ke sniZzeni miry nestability, ktera je
zde reprezentovana maximalni absolutni hodnotou vlastnich ¢isel matice monodromie Z.,

tedy max|4|.

400 1

am

Obr. 2.12 — Prostorové vykresleni oblasti nestabilit ziskanych pomoci Floquetovy metody
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Z.avér

Hlavnim cilem predklddané prace bylo urceni a ovéieni existence analytického periodického
feSeni a posouzeni stability parametrickych kmitavych systémi.

V prvni Casti této prace byl odvozen postup pro alternativni pfistup k posouzeni stability
a existence analytického periodického feseni kmitajiciho systému s jednim stupném volnosti
s periodicky proménnou hmotnosti, tlumenim, tuhosti a budici silou. Tento piistup byl
aplikovan na testovacim ptiklad¢, ve kterém byla nejdiive porovnana nova metoda stanoveni
hranic stability a posouzeni stability systému s metodou vyuzivajici Floquetovu teorii. Dale
byly vybrany dva libovolné body, jeden ze stabilni oblasti a druhy z nestabilni oblasti.
V téchto bodech jsme demonstrovali (ne)existenci analytického periodického feSeni systému
a vySetfili jsme znaménko determinantu systémové matice g — A q. Z vysledki
numerického experimentu plyne; jestlize existuje analytické periodické fesSeni, tak vysledky
tohoto feseni se shoduji s ustalenym stavem ziskanym pomoci Rungeovy- Kuttovy metody,
naopak pro nestabilni systém analytické periodické feSeni neexistuje. Déle bylo dokézéano, ze
znaménko realné hodnoty determinantu systémové matice |.oq —#Aq rozhoduje
0 existenci periodického feseni, a tim i o stabilité systému. Z numerického experimentu bylo
vypozorovano nasledujici; jestlize je znaménko determinantu systémové matice | oq — £ Areqg
kladné, systém je stabilni a existujte periodické teSeni. V opacném pftipadé,
pro zaporné znaménko determinantu, je systém nestabilni a periodické feSeni neexistuje.
Nulovy determinant této matice vymezuje hranici mezi stabilnimi a nestabilnimi oblastmi.

Ve druhé casti predkladdané prace byl nejdiive stanoven matematicky model rotoru
s nesymetrickym priafezem (2.1.95), ktery je popsan c¢asové periodicky proménnymi
maticemi. Zminéné matice byly rozvinuty do Fourierovych fad a po upravach jsme ziskali
obecny analyticky ptfedpis pro stacionarni koeficientovou matici rotorového prvku (2.2.31).
Dale byl odvozen postup pro posouzeni stability a existence analytického periodického feSeni
obecného rotorového systému s vice stupni volnosti. Tento postup byl testovan na ptikladé
rotoru s obdélnikovym priifezem o 4 konecnych prvcich, ktery byl ulozen pomoci radidlnich
loZisek. Hranice, resp. pasma nestability byly vykresleny pro zvolené konstruk¢ni a provozni
parametry. Nova metoda byla ovéfena pomoci metody zalozené na Floquetové teorii, podle
které o stabilité¢ systému rozhoduje modul maximalniho vlastniho ¢isla matice monodromie
Z ¢, viz kapitola 1.4. Z porovnani zminénych metod plyne, Ze nova metoda je pfi vykresleni

vvvvvv

pro algoritmické zpracovani.

Dale byly vybrany dva libovolné body, jeden ze stabilni oblasti a druhy z nestabilni oblasti.
V téchto bodech jsme jako v prvni c¢asti demonstrovali (ne)existenci analytického
periodického feSeni systému a vySetfili jsme znaménko determinantu systémové matice
lreq —Ared- Z vysledki numerického experimentu systému s vice stupni volnosti plyne
stejny zaveér jako pro systém s 1 stupném volnosti. Tedy existuje-li analytické periodické
feSeni, tak vysledky tohoto feSeni se shoduji s ustalenym stavem ziskanym pomoci Rungeovy-
Kuttovy metody, naopak pro nestabilni systém analytické periodické feSeni neexistuje. Déle
bylo vypozorovano nasledujici; jestlize je znaménko determinantu systémové matice
lreg —Areqg kladné, systém je stabilni a existujte periodické feSeni. V opacném ptipadg,
pro zaporné znaménko determinantu, je systém nestabilni a periodické feSeni neexistuje.
Nulovy determinant této matice vymezuje hranici mezi stabilnimi a nestabilnimi oblastmi.
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Velkou vyhodou nové metodiky je moznost zavedeni redukované matice A,, (2.4.24)
’ W W r M * W M I W W W 14 I W s /4
misto rozSifené matice A , coz velmi vyrazné pfisp€lo ke zrychleni vypoctu. Casova

naro¢nost vypoctu se po zavedeni redukované matice A ., snizila o 50%.

Nejveétsim prinosem této prace je moznost velice rychlého posouzeni stability, resp. existence
periodického feSeni parametrick¢ho kmitavého systému pro konkrétni parametry na zakladé
znalosti znaménka realné hodnoty determinantu systémové matice, ¢imz je splnén hlavni cil
diplomov¢ prace.
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