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Abstrakt

Tato práce je zaměřena na analýzu porušení kohezivního rozhraní pomocí
konečno-prvkového softwaru Abaqus 6.14. V rámci této práce byl vytvořen
automatizovaný nástroj k identifikaci materiálových parametrů kohezivního
rozhraní. Pomocí tohoto nástroje byly identifikovány materiálové parame-
try lepidel Hunstman Araldite 2021 a Gurit Spabond 345 a mezivrstvy la-
minátu. Materiálové parametry definující porušení byly nalezeny využitím
standardizovaných testů DCB (double cantilever beam), ENF (end notched
flexure) a MMF (mixed mode flexure) uhlíkových jednosměrových kompo-
zitních nosníků. Analýza porušení je založena na určení materiálového pa-
rametru Gc (kritické rychlosti uvolňování deformační energie vnitřních sil).
Parametr Gc je z experimentálních dat určen pomocí analytických vztahů
pro test DCB, ENF a MMF. Konečno-prvkové modely jsou složeny ze dvou
distinktivních částí označených jako spojované členy a kohezivní rozhraní.
Spojované členy jsou definovány lineárně elastickým ortotropním materiálo-
vým modelem. Kohezivní rozhraní je tvořeno kohezivním kontaktem, který
je v každém svém uzlu určen bilineárními vztahy mezi napětím a posuvem
(traction-separation law), quadratic stress kritériem určujícím iniciaci po-
škození a pevnostním kritériem power law, které určuje porušení rozhraní.
Materiálový parametr Gc je v numerické analýze identifikován pomocí díl-
čích materiálových parametrů rozhraní: tuhosti k, posuvu iniciujícího po-
škození δ0 a posuvu určujícího porušení δc.

klíčová slova: porušení rozhraní, Abaqus 6.14, Hunstman Araldite 2021,
Gurit Spabond 345, mezivrstva laminátu, DCB, ENF, MMF, jednosměrový
uhlíkový kompozitní nosník, kritická rychlost uvolňovaní deformační energie
vnitřních silGc, metoda konečných prvků, traction separation law, quadratic
stress kriterium, power law kriterium, laminát, lineární elastický ortotropní
materiálový model.



Abstract

This master’s thesis deals with finite element analysis (FEA) of a cohe-
sive interface failure. Analysis is carried out by a FE software Abaqus 6.14.
Automated tool for identifikation of material parameters was crated within
realization of this work. Material parameters for two adhesives, Hunstman
Araldite 2021 and Gurit Spabond 345 and an epoxy inner layer of a lam-
inated composite were identified with this tool. Failure defining material
parameters were determined by following standardized tests of an unidirec-
tional carbon fiber-reinforced epoxy beams: DCB (double cantilever beam),
ENF (end notched flexure) a MMF (mixed mode flexure). Failure analysis
is based on identification of a critical value of a strain energy release rate
(SERR) Gc. Critical value of the SERR extracted from experimental data
is determined via analytical equations for DCB, ENF and MMF tests. Fi-
nite element model consists of two distinct parts marked as follows: joined
components, cohesive interface. Joined components are defined by elastic
orthotropic material model. Cohesive interface is created by a cohesive con-
tact. Cohesive contact is defined by a bilinear traction-separation law, a
quadratic stress criterion and a power law criterion applied in each node of
a contact pair. Critical value of SERR obtained from FEA is determined
through secondary material parameters of cohesive interface: stiffness k,
displacement δ0 (damage initiation) and displacement δc (failure determi-
nation).

key words: interface failure, Abaqus 6.14, Hunstman Araldite 2021, Gu-
rit Spabond 345, epoxy inner layer of laminated composite, DCB, ENF,
MMF, unidirectional carbon fiber-reinforced epoxy beam, critical value of
strain energy release rate Gc, finite element method, traction separation law,
quadratic stress criterion, power law criterion, laminated composite, linear
elastic orthotropic material model
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Seznam nejčastěji použitého značení:

Symbol Jednotka Název
O(1, 2, 3) Kartézský souřadnicový systém materiálových os 1, 2, 3
O(x, y, z) Kartézský souřadnicový systém os x, y, z
O(nn, ss, tt) Kartézský souřadnicový systém os nn, ss, tt
a [m] Počáteční délka trhliny; délka trhliny
A [Nm−1] Matice tahové tuhosti
Aij [Nm−1] Prvek matice tahové tuhosti
b [m] Šířka standardizovaného vzorku
B [N] Matice vazebné tuhosti
Bij [N] Prvek matice vazebné tuhosti
C [Nm−2] Matice materiálových konstant
Cij [Nm−2] Prvek matice materiálových konstant
C [N−1m2] Poddajnost standardizovaného vzorku
D [Nm] Matice ohybové tuhosti
Dij [Nm] Prvek matice ohybové tuhosti
E [Nm−2] Modul pružnosti v tahu izotropního tělesa
Ei [Nm−2] Modul pružnosti v tahu ve směru osy i, i = 1, 2, 3
Ex [Nm−2] Efektivní modul pružnosti v tahu ve směru osy x
Ey [Nm−2] Efektivní modul pružnosti v tahu ve směru osy y
f [-] Koeficient tření
F [N] Vnější zatížení
G [Jm−2] Rychlost uvolňování deformační energie vnitřních sil
Gi, i = I, II, III [Jm−2] Aktuální hodnota rychlosti uvolňování deformační ener-

gie vnitřních sil pro mód zatížení I, II nebo III
GI/II [Jm−2] Aktuální hodnota rychlosti uvolňování deformační ener-

gie vnitřních sil pro kombinaci zatížení módy I a II
Gc [Jm−2] Kritická rychlost uvolňování deformační energie vnitř-

ních sil
Gc
i , i = I, II, III [Jm−2] Kritická rychlost uvolňování deformační energie vnitř-

ních sil pro mód zatížení I, II nebo III
Gc

I/II [Jm−2] Kritická rychlost uvolňování deformační energie vnitř-
ních sil pro kombinaci zatížení módy I a II

Gij [Nm−2] Modul pružnosti ve smyku v rovině îj, ij = 12, 23, 13
Gxz [Nm−2] Efektivní modul pružnosti ve smyku v rovině x̂z
Gxy [Nm−2] Efektivní modul pružnosti ve smyku v rovině x̂y
Gyz [Nm−2] Efektivní modul pružnosti ve smyku v rovině ŷz
h [m] Tloušťka standardizovaného vzorku; tloušťka vrstvy la-

minátové desky
Jy [m4] Kvadratický moment setrvačnosti průřezu k ose y



Symbol Jednotka Název
k [m−1] Vektor křivosti střední vrstvy laminátu
K [Nm−3] Matice tuhosti kohezivního rozhraní
l, L [m] Délka standardizovaného vzorku; rozteč podpěr stan-

dardizovaného vzorku
M [N] Matice momentů vztažených na jednotku délky
N [Nm−1] Matice výslednic sil na jednotku délky
Q [Nm−2] Matice mimoosové tuhosti
Qij [Nm−2] Prvek matice mimoosové tuhosti
S [N−1m2] Matice poddajnosti
π [J] Potenciální energie deformace vnitřních sil
tmat [m] Tloušťka jednosměrového kompozitního nosníku

(exp. vzorek)
tglue [m] Tloušťka lepidla (rozhraní) mezi kompozitními nosníky
t [Nm−2] Vektor trakčních napětí
tii [Nm−2] Aktuální hodnota trakčního napětí ve směru osy ii,

ii = nn, ss, tt
t0ii [Nm−2] Hodnota trakčního napětí ve směru osy ii iniciující po-

škození ve směru téže osy, ii = nn, ss, tt
Tε [-] Matice transformace deformace
Tσ [-] Matice transformace napětí
u, v, w [m] Posuv ve směru osy x, y, z
u0, v0, w0 [m] Posuv bodu na střední ploše laminátové desky ve směru

osy x, y, z
Wf [J] Práce třecích sil
α, β, γ [-] Materiálové parametry kohezivního rozhraní
δ [m] Charakteristický posuv v místě zatížení
δ [m] Vektor separací
δii [m] Separace ve směru osy ii, ii = nn, ss, tt
δ0
ii [m] Posuv ve směru osy ii iniciující poškození ve směru téže

osy, ii = nn, ss, tt
δcii [m] Posuv ve směru osy ii určující velikost posuvu, při kte-

rém dojde porušení ve směru téže osy, ii = nn, ss, tt
ε [-] Tenzor deformace zapsaný ve formě vektoru
ε0 [-] Tenzor deformace střední plochy laminátové desky za-

psaný ve formě vektoru
εx [-] Poměrná deformace ve směru osy x
εy [-] Poměrná deformace ve směru osy y
εxy [-] Zkos v rovině x̂y
νij [-] Poissonovo číslo v rovině îj



Symbol Jednotka Název
η [-] Materiálový parametr kohezivního rozhraní
σ [Nm−2] Tenzor napjatosti zapsaný ve formě vektoru
σx [Nm−2] Normálové napětí ve směru osy x
σy [Nm−2] Normálové napětí ve směru osy y
σxy [Nm−2] Smykové napětí v rovině x̂y
Φ [◦] Úhel určující směr posuvu v testovací úloze
ϕ [◦] Úhel o který je natočen souřadnicový systém O(x, y, z)

od O(1, 2, 3) kolem osy 3; úhel určující orientaci laminy
v laminátové desce

ψx, ψy [◦] Sklon střední roviny laminátové desky



1 Motivace
Cílem práce bylo vytvořit spolehlivý automatizovaný nástroj k identifikaci ma-
teriálových parametrů kohezivních rozhraní, například lepených spojů a rozhraní
vrstev kompozitů. Nástroj by měl být schopen automaticky vytvořit ve vybraném
konečno-prvkovém systému standardizované testy DCB, MMF a ENF na základě
geometrie zadané do protokolu z měření, porovnat data s provedenými experi-
menty, vyhodnotit požadované materiálové parametry a vykreslit příslušné repre-
zentativní grafy s výsledky. Nástroj by měl být dále snadno modifikovatelný a
rozšířitelný. Motivací k této práci bylo vyhodnotit možnosti komerčního konečno-
prvkového softwaru Abaqus 6.14 pro řešení problematiky porušení rozhraní ma-
teriálů, zejména poté sestavení modelu rozhraní s využitím kohezivních kontaktů.
Metoda konečných prvků byla vybrána z důvodu implementovatelnosti nástroje
do větších konstrukčních celků.
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2 Rozhraní
V této kapitole bude nejprve definováno rozhraní a rozdělení jeho namáhání pomocí
módů, poté bude ve zkratce definován parametr rychlosti uvolňování deformační
energie vnitřních sil G a popsáno šíření trhliny v tomto rozhraní. Na konci kapitoly
jsou uvedena dvourozměrná a třírozměrná pevnostní kritéria, která určují kritickou
hodnotu parametru G, kdy dojde k růstu trhliny. Spojíme-li dva poddajné mate-
riály s vysokou tuhostí (výrobky) jiným materiálem, vznikne mezi těmito materi-
ály rozhraní. Toto rozhraní může určovat pevnost výsledného systému materiálů.
Příkladem takového rozhraní může být matrice kompozitního materiálu spojující
jednotlivé vrstvy s výztuží, nebo lepidlo mezi dvěma výrobky. V předkládané práci
je předpokládáno, že je rozhraní tvořeno z izotropním materiálem.

2.1 Definice rozhraní
Tato práce je zaměřena na popis šíření trhliny v rozhraní. Obecné porušení ko-
hezivního rozhraní je způsobeno normálovým nebo smykovým napětím působícím
v tomto rozhraní, nebo jejich kombinací. Takové porušení představuje šíření trhliny
mezi dvěma vrstvami materiálu s vysokou tuhostí. Jedná se tedy o úlohu lomové
mechaniky, kdy dojde k plnému porušení rozhraní. Pro jednotlivá interaktivní kri-
téria rozhodující o šíření trhliny se z tohoto důvodu používají parametry lomové
mechaniky, např součinitel intenzity napětí K, rychlost uvolňování energie defor-
mace vnitřních sil G a podobně. Šíření trhliny v kohezivním rozhraní bylo v této
práci analyzováno pomocí standardizovaných testů (viz kapitola 4) vzorků jedno-
směrového kompozitu. U kompozitního vzorku se takové porušení označuje jako
delaminace, která nastává mezi dvěma sousedními vrstvami výztuže kompozitního
materiálu [10].

U úlohy lomové mechaniky existují tři základní módy namáhání (viz obrá-
zek 2.1). Módem I se označuje situace, kdy je zatížení kolmé na rovinu, ve které se
trhlina šíří (dále rozhraní), i na čelo trhliny. Pro mód namáhání II je zatížení rov-
noběžné s rozhraním a kolmé na čelo trhliny. Situace, kdy je zatížení rovnoběžné
s rozhraním i čelem trhliny, je označována jako mód III. Obecné namáhání vzorku
lze poté popsat kombinací těchto módů.
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Obrázek 2.1: Základní módy namáhání rozhraní [16]

2.2 Určení parametru rychlosti uvolňování deformační ener-
gie vnitřních sil G

V následujících podkapitolách je uvedena teorie, která byla použita k analýze nos-
níků vyskytujících se ve standardizovaných testech. Parametr G byl v předkládané
práci zvolen jako základní parametr sloužící k popisu šíření trhliny, neboť je po-
užíván v řadě prací zabývajících se touto problematikou. Parametr G lze obecně
určit pomocí přírůstku potenciální energie deformace vnitřních sil dπ

G = −1
b

dπ
da , (2.1)

kde b je šířka tenkostěnného vzorku standardizovaného testu a a je délka jeho trh-
liny. Délku trhliny ve většině případů měříme od podpory ve směru ke středu
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vzorku (více informací lze nalézt v kapitole 4). Pro problematiku nosníků lze
rovnici (2.1) transformovat zavedením poddajnosti C do tvaru [6]

G = F 2

2b
dC
da , (2.2)

kde poddajnost nosníku C je definována pomocí charakteristického posuvu δ v
místě kde působí zatížení F

C = δ

F
. (2.3)

2.3 Šíření trhliny
Jak již bylo popsáno v kapitole 2.1, jedním z parametrů, který vypovídá o šíření
trhliny, je rychlost uvolňování deformační energie G. Pro posouzení růstu trhliny
použijme Griffithovo kritérium, které lze shrnout do následujících čtyř bodů [11]:

1. Trhlina roste je-li G ≥ Gc, kde Gc je kritická hodnota parametru G.

2. V daném časovém okamžiku v místě růstu trhliny zůstávají napětí neměnná.

3. Kritická hodnota rychlosti uvolňování energie deformace Gc je konstantní.

4. Trhlina roste ve směru největší rychlosti uvolňování deformační energie G.

2.3.1 Dvourozměrná pevnostní kriteria

Porušení rozhraní v konečno-prvkových analýzách je vhodné posuzovat pomocí
pevnostních kritérií. Jako první vznikla dvourozměrná kritéria zahrnují pouze vliv
módu zatížení I a II. Prvotní pevnostní kritéria byla vytvořena tak, že kritická
hodnota Gc je rozdělena do složek dle jednotlivých módů zatížení (např. Gc

I , Gc
II).

Byla tedy sestavena kriteria zohledňující čistě pevnosti pro jednotlivé módy. Pří-
kladem takového kritéria je mocninné kriterium power law, publikované v roce
1984, jehož matematický zápis má tvar(

GI

Gc
I

)α
+
(
GII

Gc
II

)β
= 1, (2.4)

kde Gi je rychlost uvolňování deformační energie pro jednotlivé módy, Gc
i její kri-

tická hodnota pro dané módy, α a β jsou materiálové parametry identifikovatelné z
experimentů. K porušení dojde, je-li výraz na levé straně roven jedné, to znamená,
že hodnoty GI a GII nemusí dosáhnout svých kritických hranic, aby byla splněna
podmínka pro šíření trhliny [14]. Dalším později definovaným a velmi rozšířeným
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kritériem zejména pro kompozity s reaktoplastickou matricí je experimentálně se-
stavené kriterium Benzeggagh-Kenane [4]

GI +GII

Gc
I + (Gc

II −Gc
I)
(

GII
GI+GII

)η = 1, (2.5)

kde η je materiálový parametr rozhraní. Dvourozměrných kritérií byla za dobu
výzkumu porušení rozhraní formulována celá řada a některé z nich lze nalézt v ta-
bulce 2.1. V tabulce se vyskytují moduly i pružnosti v tahu ve směru materiálo-
vých os 1 a 2 souřadnicového systému O(1, 2, 3) E1 a E2 a materiálové parametry
Gc

I , G
c
II, G

c, χ, %, τ, η, které lze určit z experimentů [14].

Název kritéria Matematická formulace
i-tý kritický mód GI

Gci
= 1 kde i = I, II

Kombinovaný kritický mód GI+GII
Gc

= 1
Polynomiální GI+GII

GcI +%
(
GII
GI

)
+τ
(
GII
GI

)2 = 1

Ki kritické GI+GII

GcII−(GcII−G
c
I)
√

GI
GcI

= 1

Hackle GI+GII

(GcI−χ)+χ

√
1+GII

GI

√
E1
E2

= 1

Hackle - exponenciální GI+GII
(GcI−GcII)+eγ(1−N) = 1 kde N=

√
1 + GII

GI

√
E1
E2

K - exponenciální GI+GII

GcI +(GcII−G
c
I)+e

(
η

√(
GII
GI

)−1
) = 1

Kritický posuv
Mód I: 3GII

GcII

√
E1
E2

(
GcI
GI
−GI
GcI

) = 1

Mód II:
1
3GI

GcI

√
E2
E1

((
GcII
GcI

)2( GcI
GII

)
−GII
GcI

) = 1

Tabulka 2.1: Dvourozměrná pevnostní kritéria [14]

2.3.2 Třírozměrná pevnostní kritéria

Tato kritéria zahrnují i vliv módu zatížení III na pevnost trhliny. Prvotním způ-
sobem, jak přistupovat k problematice spojené s tímto módem, bylo modifikovat
již existující kritéria. Například power law kritérium lze upravit do tvaru(

GI

Gc
I

)α
+
(
GII +GIII

Gc
II

)β
= 1. (2.6)
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Později bylo ukázáno, že takto modifikovaná dvourozměrná kriteria nejsou dosta-
čující. Došlo tedy k rozšíření dvourozměrného power law kritéria do čistě třetího
rozměru [14] (

GI

Gc
I

)α
+
(
GII

Gc
II

)β
+
(
GIII

Gc
III

)γ
= 1. (2.7)

Takto definovaným kritériem lze popsat široké spektrum odezev, neboť obsahuje
šest klíčových materiálových parametrůGc

I , α, β, γ. Vzhledem k použitelnosti a přes-
nosti B-K kriteria pro dvourozměrnou problematiku bylo provedeno jeho rozšíření
i do rozměru třetího. Kritérium pak přejde do tvaru [14]

GT

Gc
I + (Gc

II −Gc
I)
(
GII
GT

)η
+ (Gc

III −Gc
I)
(
GIII
GT

)ξ = 1, (2.8)

kde GT = GI +GII +GIII. Práce [14] vychází z předpokladu, že lze sestavit dvou-
rozměrné kritérium mezi módem I a III analogicky s rovnicí (2.5), neboť oba módy
II a III reprezentují smykové namáhaní rozhraní. Dostáváme tedy dvourozměrné
kritérium ve tvaru [14]

GI +GIII

Gc
I + (Gc

III −Gc
I)
(

GIII
GI+GIII

)η = 1. (2.9)

K popisu šíření trhliny v obecně namáhaném rozhraní je nutno sestavit kritérium
zohledňující všechny tři módy zatížení. Lze říci, že neexistují spolehlivé standar-
dizované testy popisující kombinované namáhání rozhraní módy II a III (smyk a
střih), kterými bychom dokázali určit podíl těchto módů na šíření porušení pro
obecné zatížení a tím jednoznačně svázat rovnice (2.5) a (2.9). Z tohoto důvodu
byl zaveden předpoklad, že prostá lineární kombinace rovnic (2.5) a (2.9) poskytne
smysluplný popis šíření porušení pro obecné třírozměrné kombinované zatížení [14].
Po úpravě lze dostat třírozměrné B-K kritérium ve tvaru

GT

Gc
I +

(
(Gc

II −Gc
I) GII

GT
+ (Gc

III −Gc
I) GIII

GT

) (
GII+GIII

GT

)η = 1. (2.10)

kde GT = GI +GII +GIII.

2.4 Závěr
V této kapitole bylo definováno rozhraní a základní tři módy jeho namáhání: mód I,
II a III. Dále bylo popsáno určení parametru rychlosti uvolňování deformační ener-
gie vnitřních sil G z přírůstku potenciální energie π a poddajnosti C. Následně byly
ve zkratce popsány podmínky pro šíření trhliny. Nakonec byly definovány dvouroz-
měrná a třírozměrná pevnostní kritéria. V další kapitole budou ve zkratce popsány
způsoby modelování rozhraní.
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3 Modely rozhraní
V této kapitole jsou zevrubně popsány některé metod modelování rozhraní. Často
implementovanými metodami do komerčních softwarů bývá metoda VCCT a CZM,
popřípadě jejich deriváty, jako například discrete cohesive zone model a continuous
cohesive zone model [2][12][21]. Porušení kohezivního rozhraní lze rovněž modelovat
pomocí pružinek, v následujícím textu je uvedený Winkler-Pasternakův model [16],
nebo využitím rozšířené metody konečných prvků XFEM [25].

3.1 Virtual crack closure technique (VCCT)
Metody VCCT a CZM jsou si podobné. Metoda VCCT využívá principů lineární
elastické lomové mechaniky. Tuto metodu lze užít pouze za předpokladu, že v
modelu je již zavedena trhlina a i při kombinovaném namáhání existuje pouze jedno
čelo trhliny. Touto metodou nelze popsat vznik náhodné trhliny, ale pouze šíření již
jedné existující. Popis šíření více trhlin současně rovněž není možný. Parametrem
popisujícím šíření trhliny je rychlost uvolňování deformační energie vnitřních sil
G. Jako pevnostní kritérium v metodě VCCT pro obecně třírozměrné úlohy je v
konečno-prvkovém softwaru Abaqus 6.14 implementována rovnice (2.10) [14].

Na rozdíl od metody CZM uvedené v kapitole 3.2, nedochází k ovlivnění tu-
hosti prvku rozhraní do jeho porušení (není iniciováno poškození). Výhodou této
metody je, že není nutno přesně určit rozložení napětí v okolí čela trhliny. Máme-li
trhlinu namáhanou kombinací módu I a II, lze jejich poměr určit tak, že syme-
trická část tenzoru napjatosti je spojena s módem namáhání I a anti-symetrická
část s módem II. Obecnou nevýhodou této metody je nutnost existence velmi husté
výpočetní sítě a s tím spojené hardwarové náročnosti problému [12].
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3.2 Cohesive zone model (CZM)

Obrázek 3.1: Kohezivní prvky a kontakt

Tato metoda využívá kohezivního materiálového modelu (realizace může být imple-
mentována pomocí kohezivního kontaktu nebo prvku; schématicky ukázaný rozdíl
mezi kohezivním kontaktem a prvkem lze nalézt na obrázku 3.1). Konstitutivní
vztahy mezi napětím a posuvem jsou označované jako traction-separation law. Na
rozdíl od metody VCCT má CZM model konečnou tuhost a dochází zde k inici-
aci poškození kohezivního rozhraní po dosažení maximálního trakčního napětí t0
(resisting traction). Po dosažení tohoto napětí ztrácí spoj svoji tuhost k i přesto,
že jsou uvažovány jen elastické deformace [21]. Vzájemné posuvy ve všech 3 zá-
kladních směrech mezi koincidentními uzly (případně plochami, nebo kombinacemi
plocha - uzel) jsou označovány jako separace δ (separation). Dosáhne-li separace
kritické hodnoty, dochází k porušení spoje a uzly jsou rozpojeny. Konstitutivní
vztahy mohou mít libovolný průběh závislosti t − δ. Nejpoužívanější jsou biline-
ární a exponenciální závislosti. Traction-separation law lze pro obecný třírozměrný
problém zapsat jako [1]

t = Kδ, (3.1)

kde t je vektor trakčních napětí, K je matice tuhosti kohezivního rozhraní a δ je
vektor separací. V kartézském systému os O(nn, ss, tt) platí [1]tnntss

ttt

 =

knn kns knt
kns kss kst
knt kst ktt


δnnδss
δtt

 , (3.2)
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nn

ss
tt

Obrázek 3.2: Souřadnicový systém os O(ss, nn, tt)

kde tnn [Pa] je trakční napětí působící ve směru nn, knn [Pa/m] je tuhost
spoje ve směru nn, δnn [m] je separace (relativní posuv uzlů/ploch/kombinace
plochy-uzlu) ve směru nn a stejným způsobem pro další směry. Plocha pod křivkou
traction-separation je rovna kritické hodnotě parametru Gc. V předkládané práci
bylo použito traction-separation law ve tvarutnntss

ttt

 =

knn 0 0
0 kss 0
0 0 ktt


δnnδss
δtt

 , (3.3)

kvůli snížení počtu identifikovaných parametrů z 9 na 3 a zároveň se jedná o běž-
nější popis problému. Detailní popis použitého materiálového modelu kohezivního
rozhraní lze nalézt v kapitole 5.2. Pro použití metod CZM a VCCT je nutné pře-
dem znát prostor, ve kterém se bude trhlina šířit (v případě CZM je tento prostor
vymezen kohezivními prvky popřípadě kontaktem) [21][22][25].

Volba velikosti hrany prvku konečno-prvkové sítě
Zásadním parametrem ovlivňujícím přesnost a stabilitu výpočtu je volba velikosti
prvků výpočetní sítě. Ta je dána délkou kohezivní zóny liicz, kde index ii označuje
normálový směr nn nebo smykový směr ss. Definicí tohoto parametru je několik,
například autor [2] uvádí vztah pro délku kohezivní zóny ležící v rozhraní pro
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standardizovaný test ortotropního kompozitního nosníku DCB (normálový směr
nn je přiřazen módu I) ve tvaru

lsscz =
(
E2

Gc
I

t2nn

) 1
4

h
3
4 , (3.4)

kde E2 je Youngův modul pružnosti v tahu ve směru kolmém na vlákna, tnn je
maximální trakční napětí ve směru osy nn a h je šířka nosníku. Autor [2] doporu-
čuje, aby délka hrany prvku sítě byla minimálně třikrát menší než délka kohezivní
zóny.

3.3 Extended finite element method (XFEM)
Zkratkou XFEM označujeme rozšířenou metodu konečných prvků (FEM). Je-li
model tvořený z více submodelů síťován klasickou metodou konečných prvků, je
nutné, aby každému modelu připadala vlastní síť. Tyto sítě se navíc musí stýkat na
(nebo poblíž) geometrických hranic submodelů a na této hranici musí mít společné
uzly, kterými spojíme jednotlivé sítě, a hrany prvků se nesmí překrývat.

V každém uzlu prvku je určena primární proměnná (například v úloze statiky
a dynamiky je touto proměnou posuv) a v integračních bodech, nacházejících se
uvnitř prvku je určena sekundární proměnná (například v úloze statiky a dynamiky
je sekundární proměnou napětí). Hodnoty sekundární proměnné jsou interpolovány
z integračních bodů na uzly a průměrovány s okolními hodnotami sekundárních
proměnných v uzlech (metodika interpolace a průměrování je závislá na výrobci
softwaru). Tyto proměnné, definované v každém uzlu sítě, tvoří pole posuvů a
napětí.

Stýkají-li se dva submodely, kde na každém z nich je definován jiný materiálový
model (vznikne skoková změna materiálových parametrů), tak je na jejich společné
hranici vytvořena nespojitost v poli napětí a posuvů [22]. Rovněž s FEM nelze
modelovat zcela obecné šíření trhliny prostorem, neboť se trhlina může šířit pouze
mezi hranami prvků a tím do jisté míry určíme směr jejího šíření [25].

Z důvodu těchto nedostatků FEM, byla v roce 1999 (Belytschko a Black) navr-
žena rozšířená metoda konečných prvků XFEM, pro kterou nemusí být elementy
vázány na geometrické a materiálové rozhraní. Kombinací XFEM a CZM dosta-
neme obecný nástroj pro šíření trhliny v prostoru. Bohužel tato metoda zatím
nebyla předmětem výzkumu mnoha prací, neboť CZM a VCCT jsou stále domi-
nantní techniky pro modelování šíření trhlin.

Základní rozdíl mezi FEM a XFEM spočívá v definici posuvů. Metoda XFEM
zahrnuje nespojitosti v poli posuvů pomocí implementace skokové a vyhlazovací
funkce do funkce aproximující posuvy v uzlech [25].
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3.4 Winkler-Pasternakův pružinový model rozhraní

Obrázek 3.3: Winkler-Pasternakův pružinový model rozhraní

V tomto modelu je kohezivní rozhraní modelováno pomocí dvou parametrů tuhosti:
Winklerovo parametrem ke a Pasternakovo parametrem kG. Konce nosníků jsou
obecně zatíženy různými silami F1 a F2. Jeden nosník je připojen ke druhému
pomocí dvojice lineárních pružin o délce h/2 s tuhostí ke a jedné torzní pružiny
s tuhostí kG. K určení parametru Gc je nejprve nutno vypočítat potenciální energii
systému Π. Ta je dána součtem potenciální energie torzních pružin πG, potenciální
energie elastických pružin πe, potenciální energie od vlastní deformace nosníku πd
a potenciální energie vnějších sil ΠE [16]

Π = πG + πe + πd + ΠE. (3.5)

Následně je určen parametr tuhosti ke pomocí poměrné elastické deformace sys-
tému ve směru osy z a Hookova zákona. Parametr tuhosti kG je určen z principu
minima potenciální energie systému. Následně jsou určeny posuvy libovolné části
nosníku, určen parametr rozevření δ a zavedena poddajnost nosníku C. Dosazením
poddajnosti C do rovnice (2.2) je určen parametr Gc [16].

3.5 Závěr
V této kapitole byli ve zkratce popsány metody modelování porušení rozhraní.
Byla zde uvedena metoda VCCT využívající klasickou laminátovou teorii a me-
toda CZM , která je použita v předkládané práci. Následně byla velmi zevrubně
popsána metoda využívající rozšířenou metodu konečných prvků XFEM a nako-
nec byl popsán Winkler-Pastrenakův pružinový model. V následující kapitole jsou
popsány druhy standardizovaných testů pro mód zatížení I a II, které jsou nutné k
určení materiálových parametrů Gc

I a Gc
II. Módu zatížení III se tato práce nevěnuje.
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4 Druhy testů
K určení materiálových parametrů rozhraní, například parametru kritické rychlosti
uvolňování deformační energie vnitřních sil Gc, je třeba použít některé z následu-
jících standardizovaných testů: DCB (double cantilever beam), ENF (end notched
flexure), ELS (end loaded split), FENF (four point end notched flexure), ONF
(over notched flexure), MMF (mixed mode flexure), MMB (mixed mode bending),
SCB (single cantilever beam), ADCB (asmmetrically loaded DCB), SLB (single
leg bending), CLS (cracked lap shear), DENF (double end notched flexure) a další.
Tyto testy jsou rozděleny do skupin dle módů zatížení a s tím spojených parame-
trů, které je možné pomocí nich určit.

K určení materiálových parametrů kohezivního rozhraní spojených s módem
zatížení I lze použít test DCB (double cantilever beam). Pro mód II existuje celá
řada testů. Zde se zejména zaměříme na test ENF (end notched flexure). Určení
parametrů spojených s módem III je obecně problematické. Tyto parametry lze,
při dodržení určité geometrie testu, určit například pomocí testu ECT (edge crack
torsion). Detailní popis tohoto testu a jeho problematiky lze nalézt v [13].

Rovněž existují kombinované testy pro mód I/II. Standardizované testy jsou
konstruovány tak, aby se trhlina šířila v symetrickém prostředí, kde rozhraní je
rovinou symetrie (rozložení napjatostí je v okolí čela trhliny na obou nosnících
stejné [21]). V předkládané práci jsou uvedeny testy pro mód namáhání I a II a
jejich kombinaci. V rámci této práce byly provedeny a analyzovány testy DCB,
ENF a kombinovaný test MMF.

4.1 Mód I
4.1.1 DCB - double cantilever beam

K měření materiálových vlastností pro mód I lze použít test DCB [16], jehož
schéma je uvedeno na obrázku 4.1. Rozhraní je uvažováno rovnoběžně s rovin-
nou x̂y, uprostřed tloušťky vzorku po celé jeho střední ploše. Vzorek je při tomto
testu zatížen v normálovém směru na konci nosníku, kde již existuje trhlina. Si-
lová odezva na zatížení v okolí čela trhliny ovlivňuje pouze parametry spojené s
módem I a nedochází k smykovému namáhání rozhraní v tomto okolí. Jedná se o
test v němž vzorek o délce l, šířce b, tloušťce 2h a s počáteční trhlinou o délce a je
volně uložen. Vzorek je zatížen proti sobě působícím osovým zatížením F. Zatížení
působí kolmo na rozhraní i čelo trhliny.

U části nosníku s již zavedenou trhlinou (interval x ∈ 〈0, a〉) lze každou polovinu
vzorku vnímat jako vetknutý nosník, který je na volném konci (x = 0) zatížený
silou F [10]. K určení parametru rychlosti uvolňování deformační energie vnitřních
sil G ze vztahu (2.1) je nutno vypočítat přírůstek potenciální energie deformace
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Obrázek 4.1: Test DCB [16]

vnitřních sil dπ. Pro konstantní parametry Ex a Jy lze psát

dπ = 1
2

1
ExJy

M2
o (x)dx, Jy = 1

12bh
3, (4.1)

kde Ex je efektivní modul pružnosti ve směru x, Jy je kvadratický moment setrvač-
nosti průřezu k ose y a Mo označuje ohybový moment. Alternativním přístupem
je stanovení Gc

I pomocí poddajnosti C dle Timošenkovy teorie nosníků. Rozevření
δ [m] v místě zatížení pro obecně ortotropní materiál dostáváme ve tvaru

δ = 2
3
Fa3

ExJy
+ 1

4
Fh2a

GxzJy
. (4.2)

Dosazením do (2.3) dostáváme

C = 2
3

a3

ExJy
+ 1

4
h2a

GxzJy
, (4.3)

kde první člen zahrnuje vliv normálových sil a druhý vliv sil smykových [5]. Gxz je
modul pružnosti ve smyku. Vztah pro kritickou hodnotu parametru Gc

I získáme
dosazením do (2.2)

Gc
I = 12F 2a2

Exb2h3

1 + 1
8

(
h

a

)2 1
Gxz

 . (4.4)
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Zanedbáme-li v (4.4) druhý člen dostáváme kritickou rychlost uvolňování defor-
mační energie z pohledu Euler-Bernoulliho teorie nosníků ve tvaru

Gc
I = F 2a2

bExJy
= 12F 2a2

b2h3Ex
. (4.5)

Je účelné vyjádřit vztah (4.5) pomocí parametru rozevření trhliny δ, který je roven
dvojnásobku průhybu konzolového vetknutého nosníku délky a s plochou průřezu
b × h

2 zatíženého silou F. Dostáváme tedy

Gc
I = 3Fδ

2ba . (4.6)

Pro odvození vztahu (4.6) byl uvažován vetknutý nosník v místě x = a. Tento
model však neodpovídá realitě, neboť v místě vetknutí vznikají malá natočení,
protože čelo trhliny se nachází kousek za vetknutím. Z toho důvodu je provedena
korekce parametrem |∆| dle normy ASTM [24], kterým předpokládáme, že délka
trhliny je o |∆| větší a má tedy rozměr a+ |∆|. Rovnice (4.6) přejde do tvaru

Gc
I = 3Fδ

2b (a+ |∆|) . (4.7)

Kritické zatížení F a rozevření δ určíme z experimentálního záznamu standardizo-
vaného testu DCB dle obrázku 4.2 (červeně zvýrazněné hodnoty).

Obrázek 4.2: Experimentální data testu DCB
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4.2 Mód II
Ke zjištění materiálových parametrů spojených s módem namáhání II existuje řada
testů. Zde jsou vybrány pouze čtyři: ENF (end notched flexure), ELS (end loaded
split), FENF (four point ENF), ONF (over notched flexure). Test ENF, který je v
této práci implementován do MKP softwaru, je zde popsán podrobně. Zbylé testy
jsou zmíněny ve zkratce.

4.2.1 ENF - end notched flexure

Obrázek 4.3: Test ENF [16]

Nejprve je zde uveden test ENF jehož schéma lze nalézt na obrázku 4.3. Vzorek o
šířce b a tloušťce 2h je umístěn na dvou válcových podporách s roztečí 2L a zatí-
žen uprostřed osovým zatížením F ve směru osy z. Počáteční délka trhliny a musí
být výrazně menší než polovina vzdálenosti mezi podporami L. Výhodou tohoto
testu je jednoduchá realizace (zatížení a uchycení vzorku) a jednoduché analytické
řešení. Problematický poté bývá nestabilní růst trhliny, vliv podélného tření mezi
delaminovanými vrstvami a posuv vzorku ve směru osy x během testu [16]. Roz-
hraní je uvažováno rovnoběžně s rovinnou x̂y symetricky ke tloušťce vzorku po
celé jeho střední ploše.
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Obrázek 4.4: Schéma zavedení posuvů pro test ENF [7]

Odvození vztahu pro parametr rychlosti uvolňovaní deformační energie G je
pro tento vzorek založeno na změně poddajnosti s růstem trhliny [7]. S ohledem
na obrázek 4.4 zavedeme posuv δ v místě zatížení C jako aritmetický průměr
posuvů určených vzhledem ke koncům nosníků označenými body A a D

δ = 4AB +4BC +4CD

2 , (4.8)

kde úseky BC a CD jsou modelovány jako konzolové nosíky s efektivním modulem
pružnosti ve směru osy x Ex a efektivním smykovým modulem pružnosti Gxz.
Členy 4BC a 4CD lze určit z Timošenkovy teorie ohybu nosníku jako [7]

4CD = FL3

4Exbh3 + 0.3
[
FL

Gxzbh

]
, (4.9)

4BC = F (2L3 + 3aL2 + a3)
8Exbh3 + 0.3

[
F (L− a)
Gxzbh

]
. (4.10)

Kvůli ohybu, smykovým deformacím a natočení průřezu v místě B, je složka po-
suvu mezi body A a B 4AB tvořena dvěma částmi. První část posuvu 4AB,1 je
dána ohybem a smykovými deformacemi nosníků. Druhá část posuvu 4AB,2 je ur-
čena natočením průřezu v místě B. Tu lze přibližně určit jako natočení průřezu
vynásobené délkou nosníku. Dostáváme [7]

4AB,1 = F

Exbh3

[
a3 + 3

8ah
2 Ex
Gxz

]
, (4.11)

4AB,2 ∼=
3F

8Exbh3

[
aL2 − a3 + ah2 Ex

Gxz

]
, (4.12)

4AB = 4AB,1 +4AB,2. (4.13)
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Dosadíme-li výrazy (4.9) až (4.13) do (4.8), lze psát vztah zahrnující vliv smyko-
vých napětí pro poddajnost nosníku C

C = δ

F
= 2L3 + 3a3

8Exbh3

[
1 + 2 (1.2L+ 0.9a)h2Ex)

(2L3 + 3a3)Gxz

]
(4.14)

Využitím vztahu (2.2) dostáváme kritickou hodnotu parametru rychlosti uvolňo-
vání deformační energie vnitřních sil pro mód IIGc

II dle Timošenkovy teorie nosníků
ve tvaru

Gc
II = 9a2F 2

16Exb2h3

1 + 0.2
(
Ex
Gxz

)(
h

a

)2
 (4.15)

Zanedbáme-li vliv druhého členu, dostáváme výraz proGc
II dle Eulerovo-Bernoulliho

teorie pro ohyb nosníků [16]

Gc
II = 9F 2a2

16b2h3Ex
= 9Fa2δ

2b (3a3 + 2L3) , (4.16)

kde
δ = F (3a3 + 2L3)

8Exbh3 . (4.17)

Vliv tření na určení materiálových vlastností

Obrázek 4.5: Schéma rozložení normálových sil v bodě A [7]

Problematickým aspektem toho testu může být vliv podélného tření mezi vrst-
vami s porušeným rozhraním na absorpci energie. Zatížení v bodě A se přenáší
z dolního nosníku na horní skrze tření. Růst trhliny způsobuje pohyb horní části
po dolní a toto tření působící proti pohybu způsobuje disipaci energie.

Studie autorů [7] ukázala, že kontaktní plocha je symetricky rozložena kolem
bodu A a je její podélný rozměr je menší než 4h, kde h je tloušťka nosníku.
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Dále bylo zjištěno, že každá část přenáší normálové zatížení o velikosti F
4 , jak

je zobrazeno na obrázku 4.5. Pro práci třecích sil lze psát

Wf =
∫ 2h

−2h
fN(x)∆u(x)dx N(x) = F

4 δ(x) (4.18)

kde f je koeficient tření, N(x) rozložení normálové síly a ∆u(x) je relativní posuv
vrstev vůči sobě. Rozložení normálové síly po délce kontaktní plochy lze aproxi-
movat Dirackovo funkcí δ(x) [7]. Náhradou N(x) v (4.18) dostaneme omezení pro
práci třecích sil ve tvaru

Wf ≤ f
F

4 ∆u(0), (4.19)

kde relativní posuv ∆u(0) nad středem podpory v místě A lze dle Timošenkovy
teorie určit jako [7]

∆u(0) = 2 | u(0) |= 3F
2Exbh2

[
a2 + h2

12

(
Ex
Gxz

)]
. (4.20)

Dosazením 4.20 do 4.19 dostáváme

Wf ≤
3F 2f

8Exbh2

[
a2 + h2

12

(
Ex
Gxz

)]
. (4.21)

Je-li část energie předané vzorku zatížením spotřebována třením již porušených
vrstev, lze předpokládat, že hodnota parametru Gcf

II , která odpovídá kritické hod-
notě parametru G s uvažováním tření vrstev mezi sebou, je oproti původnímu
parametru Gc

II menší právě o ekvivalent této spotřebované energie. Za předpo-
kladu, že poddajnost C není ovlivněna třením, lze s přihlédnutím ke Griffithovo
kritériu a (2.1) psát podmínku pro šíření trhliny ve tvaru [7]

Gcf
II < Gc

II −
1
b

∂Wf

∂a
. (4.22)

Po dosazení (4.16) a (4.21) do (4.22) dostáváme

Gcf
II <

9a2F 2

16Exb2h3

1 + 0.2
(
Ex
Gxz

)(
h

a

)2
− 3F 2fa

4Exb2h2 . (4.23)
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4.2.2 ELS - end loaded split

Obrázek 4.6: Test ELS [16]

C = 3a3 + L3

2bh3Ex

Gc
II = 9F 2a2

4b2h3Ex
(4.24)

Gc
II = 9Fa2δ

2b (3a3 + L3)

Vzorek s počáteční délkou trhliny a, šířce vzorku b, délce L a tloušťce 2h je
vetknut. Na konci je osově zatížen ve směru osy z. Výhodou toho testu je jed-
noduchá geometrie vzorku, stabilní šíření trhliny. Problematická může být reali-
zace vetknutí a velké deformace v ohybu, ke kterým během testu dochází. Vztahy
pro poddajnost C a rychlost uvolňování energie G pro mód II určené dle Euler-
Bernoulliho teorie [16] lze nalézt v (4.24).

4.2.3 FENF - four point end notched flexure

Obrázek 4.7: Test FENF [16]

C =
(9a+ 6d− 6L)

(
L− d

2

)2

8bh3Ex

Gc
II =

9
(
L− d

2

)2
F 2

16b2h3Ex
(4.25)

Gc
II = 9Fδ

2b (9a+ 6d− 6L)
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Vzorek je umístěn na válcových podporách s roztečí 2L. Vzorek má počáteční délku
trhliny a, šířku b a tloušťku 2h. Na vzorku jsou symetricky k jeho středu umístěny
tuhé válcové podpory s roztečí d, na nichž leží dostatečně tuhá tenkostěnná deska.
Osové zatížení ve směru osy z je soustředěno do středu této desky. Rovina, ve které
působí zatížení, zároveň prochází středem vzorku. Zatížení musí být aplikováno
za trhlinou o počáteční velikosti a vzhledem k kladnému směru osy x. Realizace
uchycení v tomto testu může být problematická a během testu může dojít k pohybu
vzorku ve směru osy x [16]. Parametry C a Gc

II určené dle Euler-Bernoulliho teorie
lze nalézt v (4.25).

4.2.4 ONF - over notched flexure

Obrázek 4.8: Test ONF [16]

Test ONF je geometricky totožný s
testem ENF. Rozdílné je pouze místo
kde je aplikováno zatížení, neboť je před
koncem trhliny, ve vzdálenosti s od pod-
pory. Takovéto řešení zatížení odstra-
ňuje problém s nestabilitou během ší-
ření trhliny [16]. Parametry C a Gc

II
určené dle Euler-Bernoulliho teorie lze
nalézt v (4.26).

C = s2c3

8bh3L2Ex

[
1 + 4a

c
+ 8aL

c2 + 16aL
2

c3 + 8Ls (s− 4L)
c3

]

Gc
II = 9 (Fsc)2

16b2h3L2Ex
(4.26)

Gc
II = 9Fδ

2b (2L− a)
1[

1 + 4a
c

+ 8aL
c2 + 16aL2

c3 + 8Ls(s−4L)
c3

]
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4.3 Kombinovaný I/II mód
Kombinovanými testy lze obecně určit materiálový parametr Gc

I/II pro kombino-
vané namáhaní vzorku módem zatížení I a II. Specifickým testem je test MMB,
kterým lze určit parametry Gc

I a Gc
II zvlášť a najednou. V předkládané práci byl

do konečno-prvkového softwaru implementován test MMF.

4.3.1 MMF - mixed mode flexure

Obrázek 4.9: Test MMF [16]

C = 448a3 + 121L3

64bh3Ex
, (4.27)

Gc
I/II = 21 (Fa)2

16b2h3Ex
. (4.28)

Gc
I/II = 672a2Fδ

b (121L3 + 448a3) . (4.29)

Vzorek o tloušťce 2h, šířce b s trhlinou o počáteční délce a je umístěn na dvou
podporách s roztečí 2L vodorovně s rovinou x̂y. Zatížení F (proti směru osy z) je
aplikováno ve vzdálenosti L od obou podpor. Rozhraní je uvažováno rovnoběžně
s rovinou x̂y symetricky uprostřed tloušťky vzorku. Výhodou tohoto testu je jeho
jednoduchá realizace a relativně jednoduché analytické řešení. Problémem je sku-
tečnost, že poměr módů Gc

I/II se mění s délkou trhliny a, tzn. jednoznačně definovat
poměr módů I a II je nemožné [16].
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4.3.2 MMB - mixed mode bending

Obrázek 4.10: Test MMB [16]

C =
(3c− L

4L

)2 8a3

bh3Ex
+

+
(

1 + c

L

)2 3a3 + 2L3

8bh3Ex

Gc
I = 3F 2a2 (3c− L)2

4b2h3L2Ex
(4.30)

Gc
II = 9F 2a2 (3c+ L)2

16b2h3L2Ex

Na vzorku o tloušťce 2h, délce 2L, šířce b, s trhlinou o počáteční délce a jsou
na místě trhliny nalepeny dva panty. Jeden pant je pevně spojen s rámem a druhý
se silnostěnným nosníkem. Druhý konec vzorku je položen na válcové podpoře.
Na nosník je aplikováno osové zatížení ve vzdálenosti c od středu vzorku směrem
od pantu proti směru osy z. Nosník zatěžuje vzorek na ohyb pomocí výčnělku
umístěného ve vzdálenosti L od podpory a pantu. Počáteční délka trhliny a je
menší než rozměr L. Výhodou toho testu je možnost rozdělení parametru G zvlášť
pro mód I a II. Problematické poté bývá správné nalepení pantů a uchycení vzorku.
Tento test je doporučeno používat pouze pro jednosměrové kompozity [16].

4.3.3 SCB - single cantilever beam

Obrázek 4.11: Test SCB [16]

C = 7a3 + L3

2bh3Ex

Gc
I/II = 21 (Fa)2

4b2h3Ex
(4.31)

Gc
I/II = 21a2Fδ

2b (L3 + 7a3)
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Asymetrický vzorek o délce L a tloušťce 2h a šířce b je na konci vetknut.
Zatížení je aplikováno na spodní části delaminovaného konce proti směru osy z.
Nevýhodou tohoto testu jsou velké deformace během ohybu vzorku a proměnlivý
vliv jednotlivých módů během růstu trhliny na odezvu materiálu. Parametry C a
Gc

I/II určené dle Euler-Bernoulliho teorie lze nalézt v (4.31).
Další testy jsou si problematikou velmi podobné. Proto jsou zde uvedeny jen

jejich schémata a příslušné parametry určené dle Euler-Bernoulliho teorie bez dal-
šího popisu.

4.3.4 ADCB - asymmetrically loaded double cantilever beam

Obrázek 4.12: Test ADCB [16]

FU 6= FD

C1 = 7a3 + L3

2bh3Ex
+ (L3 − a3)FD

2bh3ExFU

C2 = 7a3 + L3

2bh3Ex
+ (L3 − a3)FU

2bh3ExFD
(4.32)

Gc
I/II = 6a2

b2h3Ex

[
F 2

U + F 2
D −

(FU + FD)2

8

]
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4.3.5 SLB - single leg bending

Obrázek 4.13: Test SLB [16]

C = 7a3 + 2L3

8bh3Ex

Gc
I/II = 21 (Fa)2

16b2h3Ex
(4.33)

Gc
I/II = 21a2Fδ

2b (2L3 + 7a3)

4.3.6 CLS - cracked lap shear

Obrázek 4.14: Test CLS [16]

C = a+ L

2bhEx

Gc
I/II = F 2

4b2hEx
(4.34)

Gc
I/II = Fδ

2b (L+ a)
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4.3.7 DENF - double end notched flexure

Obrázek 4.15: Test DENF [16]

C = 7a3 + L3

4bh3Ex

Gc
I/II = 21F 2a2

8b2h3Ex
(4.35)

Gc
I/II = a2Fδ

2b (L3 + 7a3)

4.4 Závěr
V této kapitole byly popsány standardizované testy pro mód zatížení I, II a kom-
binovaný mód I/II. Dále se již budeme zabývat pouze testy DCB, ENF a MMF,
neboť právě pro tyto testy byly realizovány experimenty a sestaveny ekvivalentní
konečno-prvkové modely, které byly implementovány do vytvořeného nástroje.
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5 Materiálové modely

1

2

x

y

z = 3

j

vlákno
Obrázek 5.1: Vztah mezi souřadnicovými systémy os O(x, y, z) a O(1, 2, 3) [10]

K ucelenému pohledu na problematiku porušení kohezivního rozhraní zbývá defi-
novat materiálové modely potřebné k tvorbě konečno-prvkových modelů. Obecný
konečno-prvkový model standardizovaného testu se skládá ze dvou charakteris-
tických oblastí. Označme je jako spojované členy a kohezivní rozhraní. Spojova-
nými členy rozumějme nosníky, které mohou vykazovat i anizotropní vlastnosti. V
předkládané práci se jedná výhradně o jednosměrové uhlíkové kompozity. Pod ko-
hezivním rozhraním si lze představit rozhraní mezi spojovanými členy (lepidlo,
mezivrstvu v laminátu atd.), zde definované pomocí kohezivního kontaktu. V této
kapitole jsou nejprve ukázány materiálové modely spojovaných členů v závislosti
na míře anizotropie. Dále jsou určeny matice mimoosové tuhosti Q, matice tahové
tuhosti A, matice vazební tuhosti B a matice ohybové tuhosti D a efektivní kon-
stanty pružnosti Ex, Ey a Gxy stanovené obecně i pro vrstvené materiály. Poté
je definován materiálový model kohezivního rozhraní, který byl použit v práci.
Na konci kapitoly je nastíněna problematika přiřazení módů I, II a III ke globál-
nímu kartézskému souřadnicovému systému O(nn, ss, tt) a volba kontaktního páru
k definování kohezivního kontaktu v konečno-prvkovém modelu.
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5.1 Materiálový model spojovaných členů
V rámci této práce byly spojované členy uvažovány jako lineární elastický ma-
teriál, pro který je konstitutivní vztah mezi napětím a deformací v souřadnico-
vém systému materiálových os O(1, 2, 3) dán zobecněným Hookovým zákonem
ve tvaru [10]

σ = Cε,



σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6


= C



ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6


, (5.1)

kde σ je tenzor napětí zapsaný ve formě vektoru, ε je tenzor deformací zapsaný ve
formě vektoru, C je matice materiálových konstant, σi jsou normálové a smykové
napětí a εi je poměrná deformace, popřípadě zkos. Rovnici (5.1) lze přepsat do
inverzního tvaru

ε = Sσ, kde S = C−1. (5.2)

V následující podkapitole budou ukázány základní materiálové modely v závislosti
na míře anizotropie.

5.1.1 Anizotropní materiál

Anizotropní materiál je definován 21 nezávislými prvky Cij matice materiálových
konstant C. U tohoto materiálu nelze najít rovinu symetrie elastických vlastností
(platí obecná anizotropie [10]). Matice C má tvar

C =



C11 C12 C13 C14 C15 C16
C12 C22 C23 C24 C25 C26
C13 C23 C33 C34 C35 C36
C14 C24 C34 C44 C45 C46
C15 C25 C35 C45 C55 C56
C16 C26 C36 C46 C56 C66


. (5.3)

V praxi lze nalézt materiály, jejichž elastické vlastnosti jsou v některých směrech
stejné. Vhodnou volbou souřadnicového systému lze zjednodušit matici materiálo-
vých konstant C. Existuje-li tedy v každém bodu anizotropního materiálu symet-
rie elastických vlastností vzhledem k nějaké rovině (např rovina 1̂2 souřadnicového
systému O(1, 2, 3), směr hlavní anizotropie je ve směru osy 3), lze matici C zjed-
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nodušit do tvaru

C =



C11 C12 C13 0 0 C16
C12 C22 C23 0 0 C26
C13 C23 C33 0 0 C36
0 0 0 C44 C45 0
0 0 0 C45 C55 0
C16 C26 C36 0 0 C66


. (5.4)

5.1.2 Ortotropní materiál

Ortotropní materiál je definován třemi navzájem ortogonálními rovinami symetrie
elastických vlastností. Každým bodem ortotropního materiálu procházejí tři vzá-
jemně kolmé hlavní směry anizotropie. Matice materiálových konstant C je určena
devíti nezávislými prvky a má tvar

C =



C11 C12 C13 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C55 0
0 0 0 0 0 C66


(5.5)

Použitím konstant pružnosti lze Hookův zákon (5.1) pro ortotropní materiál zapsat
následovně

σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

σ6


=



E1(1−ν23ν32)
det(ν)

E1(ν21+ν23ν31)
det(ν)

E1(ν31+ν32ν21)
det(ν) 0 0 0

E1(ν21+ν23ν31)
det(ν)

E2(1−ν13ν31)
det(ν)

E2(ν32+ν31ν12)
det(ν) 0 0 0

E1(ν31+ν32ν21)
det(ν)

E2(ν32+ν31ν12)
det(ν)

E3(1−ν12ν21)
det(ν) 0 0 0

0 0 0 G23 0 0

0 0 0 0 G13 0

0 0 0 0 0 G12





ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6


, (5.6)

kde Ei jsou moduly pružnosti v tahu v hlavních směrech anizotropie, Gij moduly
pružnosti ve smyku a νij Poissonova čísla [10]. Matice ν má tvar

ν =

 1 −ν12 −ν13
−ν21 1 −ν23
−ν31 −ν32 1

 . (5.7)
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5.1.3 Příčně izotropní materiál

Jedná se o materiál, kde jedna rovina symetrie elastických vlastností je zároveň
rovinou izotropie. V rovině izotropie jsou elastické vlastnosti ve všech směrech
stejné. Matice materiálových konstant C má obdobný tvar jako pro materiál orto-
tropní. V případě, že hlavní směr izotropie je určen osou 1 souřadnicového systému
O(1, 2, 3), mají konstanty pružnosti význam [10]:

E1 modul pružnosti v tahu ve směru vláken
E2 = E3 moduly pružnosti v rovině izotropie ve směru kolmém na

vlákna
G12 = G13 moduly pružnosti ve smyku v rovinách kolmých na rovinu

izotropie
G23 = G32 moduly pružnosti ve smyku v rovině izotropie
ν12 = ν13 Poissonova čísla označující poměr zkrácení v rovině izotropie

ku prodloužení v hlavním směru anizotropie
ν23 = ν32 Poissonova čísla v rovině izotropie

Pro modul pružnosti ve smyku v rovině izotropie platí

G23 = E2

2(1 + ν23) . (5.8)

Matici materiálových konstant C lze tedy zjednodušit do tvaru, kde vystupuje
pouze pět nezávislých prvků C11, C12, C22, C23 a C66 [10]

C =



C11 C12 C12 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C12 C23 C33 0 0 0
0 0 0 1

2(C22 − C23) 0 0
0 0 0 0 C66 0
0 0 0 0 0 C66


(5.9)

5.1.4 Matice mimoosové tuhosti Q

Je-li souřadnicový systém O(x, y, z) natočen od souřadnicového systému materiá-
lových os O(1, 2, 3) o úhel ϕ kolem osy 3, je konstitutivní vztah v souřadnicovém
systému O(x, y, z) dán jako

σ′ = Qε′, (5.10)
kdeQ je matice mimoosové tuhosti, σ′ a ε′ jsou tenzory napětí a deformace zapsané
ve formě vektoru v systému os O(x, y, z). Matici Q získáme pomocí transformač-
ních matic dle

Q = T−1
σ CTε, (5.11)

29



kde T−1
σ je inverzní maticí k matici transformace napětí Tσ a Tε je matice trans-

formace deformace [10]

Tσ =



cos2(ϕ) sin2(ϕ) 0 0 0 2 sin(ϕ) cos(ϕ)
sin2(ϕ) cos2(ϕ) 0 0 0 −2 sin(ϕ) cos(ϕ)

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(ϕ) − sin(ϕ) 0
0 0 0 sin(ϕ) cos(ϕ) 0

− sin(ϕ) cos(ϕ) sin(ϕ) cos(ϕ) 0 0 0 cos2(ϕ)− sin2(ϕ)


,

(5.12)

Tε =



cos2(ϕ) sin2(ϕ) 0 0 0 sin(ϕ) cos(ϕ)
sin2(ϕ) cos2(ϕ) 0 0 0 − sin(ϕ) cos(ϕ)

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(ϕ) − sin(ϕ) 0
0 0 0 sin(ϕ) cos(ϕ) 0

−2 sin(ϕ) cos(ϕ) 2 sin(ϕ) cos(ϕ) 0 0 0 cos2(ϕ)− sin2(ϕ)


.
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5.1.5 Základní rovnice laminátové desky: určení matic A, B, D

Zkoumané kompozitní vzorky standardizovaných testů lze uvažovat jako tenkou
kompozitní desku, u které jsou uvažovány následující předpoklady [10]:

• každá lamina je uvažována ortotropní a kvazihomogenní

• tloušťka laminy je ve srovnání s šířkou a délkou velmi malá → uvažujeme
rovinný stav napjatosti

• spoj mezi laminami je nekonečně tenký

• posuv bodů je ve všech směrech malý

• přetvoření v normálovém směru εz zanedbáme

• uvažujeme platnost Hookova zákona

• uvažujeme Kirchhoffova - Loveovu desku (průřez desky zůstává kolmý na
střední rovinu)

B

B’

A

C

D

A’

C’

D’

x
y
z w0

u

u0

yx

yx

w0

Obrázek 5.2: Definice konstant pro laminátovou desku
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Na obrázku 5.2 je zobrazen nezdeformovaný a zdeformovaný stav tenké kompozitní
desky, zobrazený v rovině x̂z. Bod B vykoná vlivem deformace posuvy u0, v0, w0
ve směru osy x, y a z. Pro posuv bodu C platí

u = u0 − zψx = u0 − z
∂w0

∂x
,

v = v0 − zψy = v0 − z
∂w0

∂y
, (5.13)

w = w0 (zanedbáme deformace po tloušťce).

Derivací posuvů (5.13) získáme poměrné deformace εx ve směru osy x, εy ve směru
osy y a zkos εxy v rovině x̂y

εx = ∂u

∂x
, εy = ∂v

∂y
, εxy = ∂u

∂y
+ ∂v

∂x
. (5.14)

Rovnice (5.14) lze přepsat do tvaru

ε =

 εxεy
εxy

 = ε0 + zk, (5.15)

kde ε0 je vektor deformace střední plochy a k je vektor křivosti tenké desky.

ε0 =


ε0
x

ε0
y

ε0
xy

 =


∂u0
∂x

∂v0
∂y

∂u0
∂y

+ ∂v0
∂x

 , k =


kx

ky

kxy

 = −


∂2u0
∂x2

∂2v0
∂y2

2∂2w0
∂x∂y

 . (5.16)

Vektor napětí v libovolné i-té vrstvě desky lze vyjádřit vztahem

σi = Qiεi, (5.17)

kde Qi je matice mimoosové tuhosti pro i-tou vrstvu. Pro rovinný stav napjatosti
lze vztah (5.17) napsat po složkách ve tvaru

σx

σy

σxy


i

=


Q11 Q12 Q16

Q21 Q22 Q26

Q61 Q62 Q66


i


ε0
x

ε0
y

ε0
xy


i

+ z


Q11 Q12 Q16

Q21 Q22 Q26

Q61 Q62 Q66


i


kx

ky

kxy


i

. (5.18)

Při odvozování závislosti mezi zatížením laminátu a jeho deformací je vhodné pra-
covat s ekvivalentním systémem sil a momentů [10]. Pro výslednice sil a momentů
působících na příčný průřez i-té vrstvy o tloušťce hi − hi−1 (obrázek 5.3) platí

Nx =
∫ hi−1

hi
σxdz, Ny =

∫ hi−1

hi
σydz, Nxy =

∫ hi−1

hi
σxydz, (5.19)
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Mx =
∫ hi−1

hi
σxzdz, My =

∫ hi−1

hi
σyzdz, Mxy =

∫ hi−1

hi
σxyzdz. (5.20)

Ze vztahů (5.19) a (5.20) vyplývá, že výslednice sil Nx, Ny a Nxy mají rozměr
[Nm−1] a výslednice momentů Mx, My a Mxy mají rozměr [N]. Výslednice jsou
tedy vztaženy na jednotku délky. Napětí po tloušťce laminátu se mění nespojitě. Z
tohoto důvodu je nutno pro výsledné síly a momenty působící v průřezu laminátu
psát

N =


Nx

Ny

Nxy

 =
n∑

i=1

∫ hi

hi−1


σx

σy

σxy

 dz, M =


Mx

My

Mxy

 =
n∑

i=1

∫ hi

hi−1


σx

σy

σxy

 zdz, (5.21)

kde n je počet vrstev laminátu [10].

x

y

z

Ny

Nx

Nxy

Nxy

Nx

Ny

x

y

z

My

MxMxy

My

Mx

Mxy

Mxy

Mxy

x

z

1
2

3
i
n

h3 hi hn

h2
h1

h0

z

střední rovina

Obrázek 5.3: Zatížení elementu desky
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K sestavení konstitutivního vztahu pro laminát skládající se z n vrstev dosa-
díme do rovnice (5.21) vztahy (5.16) a (5.18). Dostáváme

N =


Nx

Ny

Nxy

 =
n∑

i=1

∫ hi

hi−1




Q11 Q12 Q16

Q21 Q22 Q26

Q61 Q62 Q66


i


ε0
x

ε0
y

ε0
xy


i

+


Q11 Q12 Q16

Q21 Q22 Q26

Q61 Q62 Q66


i


kx

ky

kxy


i

z


dz,

(5.22)

M =


Mx

My

Mxy

 =
n∑

i=1

∫ hi

hi−1




Q11 Q12 Q16

Q21 Q22 Q26

Q61 Q62 Q66


i


ε0
x

ε0
y

ε0
xy


i

z +


Q11 Q12 Q16

Q21 Q22 Q26

Q61 Q62 Q66


i


kx

ky

kxy


i

z2


dz.

Matice mimoosové tuhosti Qi je pro každou vrstvu i konstantní. Roznásobením
integrálů s prvky matice Qi a úpravou dostáváme

Nx

Ny

Nxy

Mx

My

Mxy


=



A11 A12 A16 B11 B12 B16

A21 A22 A26 B21 B22 B26

A61 A62 A66 B61 B62 B66

B11 B12 B16 D11 D12 D16

B21 B22 B26 D21 D22 D26

B61 B62 B66 D61 D62 D66





ε0
x

ε0
y

ε0
xy

kx

ky

kxy


, (5.23)

kde

Akl =
n∑
i=1

[Qkl]i (hi − hi−1),

Bkl = 1
2

n∑
i=1

[Qkl]i (h
2
i − h2

i−1), (5.24)

Dkl = 1
3

n∑
i=1

[Qkl]i (h
3
i − h3

i−1), kde k, l = 1, 2, 6.

Rovnici (5.23) lze zapsat v maticovém do tvaruN
M

 =

A B

B D


ε0

k

 , (5.25)
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kde A je matice tahové tuhosti, B je matice vazební tuhosti a D je matice ohybové
tuhosti. Matice A a D mají všechny prvky nenulové, tzn. existuje vazba mezi
normálovými silami Nx, Ny a smykovou deformací střední plochy γ0

xy. Také existuje
vazba mezi momenty Mx, My a zkroucením kxy [10].
Výhodou laminátů je skutečnost, že lze jejich mechanické vlastnosti modifikovat
skládáním jejich vrstev (lamin). Vhodnou skladbou lamin lze například odstranit
vazbu mezi tahem a ohybem a tahem a krutem, tzn. že matice vazbové tuhosti
B je rovna nule. Toho docílíme tím, že každému příspěvku od laminy nad střední
vrstvou, odpovídá příspěvek od laminy stejných vlastností a ve stejné vzdálenosti
pod střední rovinou. Takový laminát označujeme jako symetrický.
Chceme-li odstranit vazbu mezi normálovými silami Nx, Ny a smykovou deformací
γ0
xy, je nutno vynulovat prvky A16, A26, A61 a A62. Toho lze dosáhnout tak, že

každé k-té vrstvě orientované pod úhlem ϕ, odpovídá m-tá vrstva stejné tloušťky
s opačnou orientací −ϕ. Jejich vzájemná poloha není podstatná. Takové lamináty
označujeme jako vyvážené lamináty. Vlastnosti lze obecně kombinovat a vytvořit
například vyvážený symetrický laminát (viz obrázek 5.4) [10].

Vztahy uvedené v této podkapitole dále využijeme k určení efektivních modulů
pružnosti v tahu a smyku Ex, Ey a Gxy, které lez využít při stanovení kritických
hodnot parametru Gc v kapitole 4.

x

z

i-tá vrstva

j-tá vrstva

h1

h1

(��) h

h

střední rovina

1.) symetrický laminát

x

z

i-tá vrstva

j-tá vrstva

2.) vyvážený laminát

t

t

x

z

3.)

t

t

t

t

 vážený symetrický laminát 

j

(��)j

(��)j

(-����)j

(-����)j

(-����)j

(��)j

(��)j

Obrázek 5.4: Skladba laminátů charakterizovaná úhly ϕ
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5.1.6 Odvození efektivních konstant pružnosti Ex, Ey a Gxy

Pro odvození efektivních konstant pružnosti vyjdeme z klasické laminátové teorie,
která byla uvedena v předešlé podkapitole. Tzn. platí vztahy (5.23) a (5.24). Efek-
tivní moduly pružnosti, určující tuhosti vzorku ve směru daných os, vyjádříme
v kartézském souřadnicovém systému os O(x, y, z). Pro případ standardizovaných
testů (viz kapitola 4) platí, že osa x je orientována v podélném směru vzorku, osa
y ve směru jeho šířky a osa z jeho tloušťky. Z důvodu jednoduchosti provedeme
odvození pro symetrický laminát s n vrstvami, jehož konstitutivní vztah je dán ve
tvaru 

Nx

Ny

Nxy

Mx

My

Mxy


=



A11 A12 A16 0 0 0

A21 A22 A26 0 0 0

A61 A62 A66 0 0 0

0 0 0 D11 D12 D16

0 0 0 D21 D22 D26

0 0 0 D61 D62 D66





ε0
x

ε0
y

ε0
xy

kx

ky

kxy


. (5.26)

Levá strana rovnice je dána rovnicí (5.21) [10].

Ex - efektivní modul pružnosti v tahu ve směru osy x
Chceme-li určit efektivní modul pružnosti v tahu ve směru osy x Ex, uvažujeme v
matematickém modelu (5.26) pouze normálové zatížení ve směru osy x výslednicí
sil Nx. Rovnice přejde do tvaru

Nx

0

0

 =


A11 A12 A16

A21 A22 A26

A61 A62 A66




ε0
x

ε0
y

ε0
xy

 . (5.27)

Vztah (5.27) lze přepsat na soustavu algebraických rovnic

Nx = A11ε
0
x + A12ε

0
y + A16ε

0
xy,

0 = A12ε
0
x + A22ε

0
y + A26ε

0
xy, (5.28)

0 = A16ε
0
x + A26ε

0
y + A66ε

0
xy.

Přetvoření laminátové desky je dáno tenzorem deformace ve vektorovém tvaru

ε =

 εxεy
εxy

 = ε0 + zk. (5.29)
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Z (5.27) plyne, že křivosti laminátové desky zatížené výslednicí sil Nx jsou nulové.
Pro tenzor deformace ve vektorovém tvaru ε platí

ε =


εx

εy

εxy

 =


ε0
x

ε0
y

ε0
xy

 . (5.30)

Z Hookova zákona plyne (uvažujeme lineární elastické těleso)

σx = Exε
0
x. (5.31)

Dosadíme-li z (5.21) za σx a upravíme, dostáváme rovnici pro efektivní modul
pružnosti Ex ve tvaru

Ex = Nx∑n
i=1(hi − hi−1)ε0

x

, (5.32)

kde hi − hi−1 je tloušťka i-té vrstvy symetrické laminátové desky. Vyřešením sou-
stavy algebraických rovnic (5.28) získáme

Nx

ε0
x

= A11A22A66 + 2A12A16A26 − A11A
2
26 − A22A

2
16 − A66A

2
12

A66A22 − A2
26

. (5.33)

Po dosazení dostáváme rovnici pro výpočet efektivního modulu pružnosti v tahu
Ex pro symetrickou laminátovou desku ve tvaru

Ex = Nx∑n
i=1(hi − hi−1)ε0

x

= A11A22A66 + 2A12A16A26 − A11A
2
26 − A22A

2
16 − A66A

2
12∑n

i=1(hi − hi−1)(A66A22 − A2
26) ,

(5.34)
kde Akl, k,l = 1, 2, 6, jsou prvky matice tahové tuhosti A, pro které platí

Akl =
n∑
i=1

[Qkl]i (hi − hi−1). (5.35)

Ey - efektivní modul pružnosti v tahu ve směru osy y
Efektivní modul pružnosti v tahu ve směru osy y Ey lze určit zcela analogicky
s předchozím případem. Uvažujeme symetrickou tenkostěnnou laminátovou desku
zatíženou pouze výslednicí sil Ny

0

Ny

0

 =


A11 A12 A16

A21 A22 A26

A61 A62 A66




ε0
x

ε0
y

ε0
xy

 , (5.36)
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Přepíšeme-li vztah (5.36) do soustavy algebraických rovnic

0 = A11ε
0
x + A12ε

0
y + A16ε

0
xy,

Ny = A12ε
0
x + A22ε

0
y + A26ε

0
xy, (5.37)

0 = A16ε
0
x + A26ε

0
y + A66ε

0
xy,

a využijeme-li Hookova zákona, tak po úpravě dostáváme vztah pro výpočet efek-
tivního modulu pružnosti v tahu ve směru osy y pro symetrickou tenkostěnnou
laminátovou desku ve tvaru

Ey = Ny∑n
i=1(hi − hi−1)ε0

y

= A11A22A66 + 2A12A16A26 − A11A
2
26 − A22A

2
16 − A66A

2
12∑n

i=1(hi − hi−1)(A11A66 − A2
16) .

(5.38)

Gxy - efektivní modul pružnosti ve smyku v rovině x̂y
Efektivní modul pružnosti ve smyku Gxy odvodíme také zcela analogicky s před-
chozími případy. Uvažujeme pouze výslednici sil Nxy. Dostáváme soustavu alge-
braických rovnic

0 = A11ε
0
x + A12ε

0
y + A16ε

0
xy

0 = A12ε
0
x + A22ε

0
y + A26ε

0
xy (5.39)

Nxy = A16ε
0
x + A26ε

0
y + A66ε

0
xy

Z Hookova zákona pro lineární elastické těleso plyne

σxy = Gxyε
0
xy. (5.40)

Po úpravě a dosazení dostáváme rovnici pro výpočet efektivního modulu Gxy pro
symetrickou tenkostěnnou laminátovou desku ve tvaru

Gxy = Nxy∑n
i=1(hi − hi−1)ε0

xy

= A11A22A66 + 2A12A16A26 − A11A
2
26 − A22A

2
16 − A66A

2
12∑n

i=1(hi − hi−1)(A11A22 − A2
12) .

(5.41)

Závěr
Z rovnice (5.34) vyplývá, že efektivní modul pružnosti v tahu Ex je závislý na všech
prvcích matice tahové tuhosti A, případně matice materiálových konstant C (viz
rovnice (5.24) a (5.11)). Obdobná skutečnost platí i pro parametry Ey a Gxy.
Chceme-li například ovlivnit parametr Ex změnou skladby laminátu, dojde k sou-
časnému ovlivnění parametrů Ey a Gxy.
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5.2 Materiálový model kohezivního rozhraní
Model kohezivního rozhraní (spoje) je v předkládané práci tvořen kohezivním kon-
taktem. Ten je v každém uzlu rozhraní určen bilineárními vztahy mezi napětím
a posuvem (traction-seperation) zobrazeným na obrázku 5.5.

Obrázek 5.5: Definice obecného namáhání módem I a II dle bilineárních vztahů

Napětí, kdy dojde k iniciaci poškození rozhraní (na obrázku 5.5 hodnoty t0nn,
t0ss, t0mix), je dáno quadratic stress kritériem [1](

tnn
t0nn

)2

+
(
tss
t0ss

)2

+
(
ttt
t0tt

)2

= 1, (5.42)

kde tnn, tss, ttt jsou hodnoty aktuálního napětí ve vzorku pro normálový (nn) a smy-
kové směry (ss, tt). Po splnění toho kritéria se změní tuhost spoje, ale plastické
deformace jsou stále nulové, neboť je tento model pouze elastickým materiálo-
vým modelem s poškozením. Schématické znázornění toho jevu je pro snadnější
nahlédnutí uvedeno na obrázku 5.6.
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Obrázek 5.6: Schématické znázornění změny tuhosti spoje pro I. mód namáhání

Kritická hodnota posuvu δc, při které dojde k porušení spoje, je dána rozšíře-
ným pevnostním kritériem power law (2.8) ve tvaru(

Gnn

Gc
nn

)α
+
(
Gss

Gc
ss

)α
+
(
Gtt

Gc
tt

)α
= 1. (5.43)

Plocha pod křivkami na obrázku 5.5 pro normálový, smykový a kombinovaný mód
namáhání vyjadřuje parametr Gc. Platí-li rovnost (5.43), dojde k porušení spoje
v daném uzlu [1].

5.3 Rozdíl mezi směry I, II, III a směry nn, ss, tt
Standardizované testy jsou definovány pro módy zatížení I, II a III, popřípadě
kombinované módy zatížení I/II (viz kapitola 4). Stejným systémem jsou také
definována i pevnostní kritéria pro parametry GI, GII a GIII (viz kapitola 2.3.1
a 2.3.2). Model kohezivního rozhraní je implementován do výpočtového softwaru
Abaqus 6.14 v kartézském systému osO(nn, ss, tt), kde osa nn označuje normálový
směr rozhraní. Osy ss i tt leží v rovině rozhraní. Osa ss je kolmá na nn i tt.
Systém parametrů s označením I, II, III obecně nemusí být totožně orientovaný se
systémem O(nn, ss, tt) [1].
Uveďme příklad: Mód I je definován pro zatížení působící kolmo na rovinu trhliny
(rozhraní) i čelo trhliny. Mód II označuje situaci, ke je zatížení rovnoběžné s rovinou
trhliny, které je zároveň kolmé na čelo trhliny (viz kapitola 2.1). To znamená, že
pro přiřazení správné kombinace módů k obecnému namáhaní rozhraní je nutno
znát rovinu i čelo trhliny.
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Tato skutečnost není problematická u standardizovaných testů, neboť například
pro test DCB nebo ENF lze rovinu i čelo trhliny jednoznačně určit, protože s
touto myšlenkou byly testy navrženy. To znamená, že můžeme přiřadit parametry
následovně: GDCB

I = Gnn, GENF
II = Gss.

Máme-li však obecnou úlohu s obecným zatížením, je určení čela trhliny pro-
blematické a již nelze tímto způsobem jednoduše přiřadit jednotlivé módy I, II a
III, popřípadě jejich kombinaci k jednotlivým směrům systému os O(nn, ss, tt). Z
toho důvodu jsou často parametry pro mód II a III sloučeny do jediného, ozna-
čeného například jako GSH. Mód I je většinou určen geometrií spoje jednoznačně
(například ve směru tečném k tloušťce spoje).

5.4 Volba kontaktního páru

Obrázek 5.7: Implementace kohezivního kontaktu

Kohezivní kontakt lze v softwaru Abaqus 6.14 nastavit dvojím způsobem jako
surface-to-surface kontakt, nebo surface-to-node kontakt (viz obrázek 5.7).

U surface-to-node kontaktu jsou ke každému uzlu povrchové výpočetní sítě
na ploše s označením slave přiřazeny maximálně dva uzly povrchové sítě ležící
na ploše s označenímmaster. Je-li velký nepoměr mezi počtem uzlů na jednotlivých
plochách, nemusí být všechny uzly master plochy zahrnuty do kontaktu. Tyto uzly
mohou volně pronikat do druhé plochy. Z tohoto důvodu je doporučeno volit plochu
s hustější sítí jako slave. U toho způsobu implementace jsou veškeré charakteristické
rozměry kontaktu vztaženy k master ploše. To znamená, že například tloušťka,
nebo rozevření kontaktu je měřeno ve směru normál povrchu master.

U surface-to-surface kontaktu jsou k uzlům na ploše s označením slave přiřazeny
oblasti vlivu na plochu master tak, že se navzájem překrývají. Tím je zajištěno
zahrnutí celé plochy master do oblasti kontaktu. Rozevření i tloušťka kontaktu je
měřena ve směru normál plochy s označením slave. Obecně platí, že vyhodnocení
kontaktu surface-to-node je rychlejší. Tento kontakt je doporučen použít pouze
tehdy, jsou-li předem jednoznačně známy kontaktní plochy a tyto plochy se během
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výpočtu nezmění. Kontakt surface-to-surface se naopak doporučuje použít, nejsme-
li schopni s jistotou určit, kde se budou plochy dotýkat a jak se budou vyvíjet
během výpočtu [1].

5.5 Závěr
V této kapitole byly popsány materiálové modely potřebné k tvorbě konečno-
prvkových modelů standardizovaných testů. Byl zde popsán materiálový model
anizotropního, ortotropního a příčně izotropního materiálu. Dále byly odvozeny
matice Q, A, B a D. Pro úplnost byly určeny efektivní moduly pružnosti Ex, Ey
a Gxy pro symetrickou tenkostěnnou laminátovou desku. Rovněž byla nastíněna
problematika s přiřazováním materiálových parametrů mezi systémem módů I,
II, III a systémem os nn, ss, tt. Nakonec byla ve zkratce zmíněna problematika
implementace kontaktu do softwaru Abaqus 6.14. V další části práce je rozebrán
vliv parametrů na testovacím modelu a na modelech standardizovaných testů,
vytvořených v konečno-prvkovém softwaru Abaqus 6.14.
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6 Testovací úloha a vliv jednotlivých parametrů
V rámci této diplomové práce byl použit komerční výpočtový software Abaqus 6.14
využívající metodu konečných prvků. Před řešením vlastní úlohy porušení rozhraní
standardizovaných testů byly vyzkoušeny možnosti jeho použití pro tuto problema-
tiku. To bylo provedeno pomocí elementárního modelu, na kterém byl otestován
vliv vybraných materiálových parametrů kohezivního spoje. Elementární model
byl vytvořen ze dvou prvků o rozměru 1× 1× 1 [m], jenž byly spojeny kohezivním
kontaktem.

6.1 Popis elementárního modelu testovací úlohy
Model spojovaných členů
Pro modely spojovaných členů byly použity dva typy prvků: čtyřuzlový skořepinový
prvek s označením S4 a osmiuzlový brickový prvek označený jako C3D8I. Jedním
z rozdílů mezi těmito prvky je počet stupňů volnosti pro uzlové body (viz obrázek
6.1). Každý uzel prvku S4 má 6 stupňů volnosti: 3 posuvy ve směru tří os a 3
rotace kolem těchto os. Uzel prvku C3D8I má definované pouze posuvy ve směru
tří os. I odkazuje na typ prvku označený jako incompatible. Tento typ prvku je
doporučen pro úlohy, kde dochází k výraznému ohybu vzorku [1].

Obrázek 6.1: Definice skořepinových (shell S4 ) a brickových (solid C3D8I ) prvků

Pro model byl dále použit lineární izotropní elastický materiálový model defino-
vaný dvěma materiálovými parametry: E a ν. V elastickém materiálovém modelu
nedochází k disipaci energie vlivem plastických deformací, tzn. veškeré deformace
jsou vratné. Vztah mezi napětím a deformací je dán Hookovo zákonem.

Model kohezivního rozhraní
Pro kohezivní rozhraní byl použit materiálový model uvedený v kapitole 5.2.
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6.2 Vliv parametrů na testovací úloze mezi směry nn a ss
6.2.1 Interpretace grafu

Obrázek 6.2: Vysvětlení grafu pro elementární model

Vliv vybraného parametru je zobrazen ve třírozměrném grafu, kde na horizontál-
ních osách je vynesen posuv δnn ve směru osy nn a posuv δss ve směru osy ss. Na
vertikální ose je vynesena euklidovská norma napětí v uzlu rozhraní t =

√
t2nn + t2ss.

Bilineární křivky (vztah mezi napětím a posuvy) reprezentují reakci modelu na za-
tížení posuvem pod rozdílnými úhly. Křivka na pravé straně s označením 0◦ (nor-
málový mód) odkazuje na zatížení posuvem pouze ve směru osy nn. Velikost po-
suvu v libovolném směru, který je dán úhlem Φ = 0◦ − 90◦, je stejná. Vzorek
byl zatěžován pro každou variaci parametru desetkrát (při každé iteraci byl nato-
čen o dalších 10◦). Červeně zvýrazněné hodnoty odpovídají napětí, které iniciuje
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poškození spoje. Zeleně vyznačené hodnoty odpovídají maximálnímu posuvu při
porušení. Rozhraní je definováno sedmi distinktivními materiálovými parametry:
α, t0ii, kii a Gc

ii, kde ii = nn, ss . V každé úloze je variován pouze jeden parametr
(modře zvýrazněné v přiloženém schématu) a zbylé zůstávají konstantní.

6.2.2 Vliv jednotlivých parametrů na testovací úlohu

Variace parametru knn výrazně ovlivňuje hodnoty kritického posuvu δc a to zejména
pro zatížení v rozmezí úhlu Φ = 40− 80◦ (viz obrázek 6.3). Na obrázku 6.4 je zná-
zorněn vliv iniciačního napětí pro poškození kohezivního kontaktu v normálovém
směru t0nn. Je zřejmé, že vliv tohoto parametru pochopitelně převládá pro zatížení
modelu v normálovém směru nn (křivka pro 0◦). S rostoucím úhlem od osy nn vliv
parametru klesá a ve smykovém směru ss je jeho vliv ve všech případech nulový.
Podobný jev lze pozorovat i pro další materiálové parametry, které jsou spojené
pouze s jedním ze směrů nn nebo ss. Tento jev si lze ověřit na obrázku 6.5, kde
je zobrazena změna odezvy modelu na variaci kritické hodnoty energie v normá-
lovém směru Gc

nn (zbylé materiálové parametry jsou konstantní). Parametry t0nn
i Gc

nn výrazně ovlivňují maximální hodnotu posuvu δc, kdy dojde k porušení spoje
(zeleně zvýrazněné body). Vliv na tento parametr opět klesá s rostoucím úhlem
od normálové osy nn.

45



tnn

dnn

0t nn

cd nn

cG nn

knn

0 0 c cKonstantní paramatery: t , t , d , d , a,�kss nn ss nn ss

c c, G , Gss nn   

Obrázek 6.3: Variace parametru knn
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tnn

dnn

0t nn

cd nn

knn 

cG nn

0 cKonstantní paramatery: t , , d , a,�k , kss ss ss nn c cG , Gss nn

Obrázek 6.4: Variace parametru t0nn
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tnn

dnn

0t nn

cd nn

knn

cG nn

0 0 cKonstantní paramatery: t , t , d , a,�k ,kss nn ss ss  nn

c, G ss 

Obrázek 6.5: Variace parametru Gc
nn

6.3 Závěr
V této kapitole byl ukázán vliv parametrů na elementární úloze. Ze získaných
výsledků bylo usouzeno, že vybraný model je použitelný k analýze.
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7 Provedené experimenty a analýza modelu
Cílem práce bylo vytvořit softwarový nástroj k určení materiálových parame-
trů kohezivního rozhraní pomocí standardizovaných testů. Identifikace parametrů
probíhá na základě porovnání numerických a experimentálních výsledků ekviva-
lentních nosníků. Této práci předcházely experimenty, jenž byly provedeny v ob-
dobí mezi roky 2006 - 2012 na Katedře mechaniky Západočeské univerzity v Plzni.
V následující kapitole budou představeny provedené experimenty.

7.1 Experimenty
Byly provedeny tři typy standardizovaných testů dle norem uvedených v závor-
kách: DCB (ASTM D5528), ENF (ASTM D7905) a MMF (ASTM D6671), jejichž
popis lze nalézt v kapitole 4. Cílem těchto testů bylo určení materiálových para-
metrů tří rozhraní: mezivrstvy v jednosměrovém uhlíkovém kompozitu a lepidel
Gurit Spabond 345 a Hunstman Araldite 2021, kterými byly spojeny jednosměrové
uhlíkové kompozitové nosníky.

7.2 Softwarový nástroj
Softwarový nástroj je naprogramován v jazyce Python. K vytvoření nástroje bylo
nejprve nutno vytvořit databázi obsahující materiálová data vzorků a jejich roz-
měry. Záznam z trhacího stroje (závislost reakční síly v silové buňce na posuvu
extenzometru) pro každý experiment se automaticky přidá do databáze a přiřadí
k materiálovým datům. Data jsou následně zprůměrována do jednoho záznamu
pro každý typ rozhraní.

Ke stavbě modelu je nadále nutno zadat základní materiálové parametry roz-
hraní, které budou později optimalizovány, a zvolit typ a velikost prvku, ze kterých
bude sestaven model. Preprocessing (stavba modelu, definice úlohy...) i processing
(numerické řešení úlohy) jsou realizovány v softwaru Abaqus 6.14. Tento software
byl vybrán kvůli své rozšířenosti a široké použitelnosti. Postprocessing (sestro-
jení grafů a vyhodnocení křivek) je prováděn samotným softwarovým nástrojem.
Stavba modelu, numerické řešení a vyhodnocení dat je automatické. Variaci mate-
riálových parametrů je rovněž možné provést automaticky. Grafické výstupy jsou
generovány souborem skriptů PloTRA, které jsou součástí nastroje. Schématické
znázornění nástroje lze nalézt na obrázku 7.3.

Nespornou výhodou nástroje je časová úspora během identifikace materiálových
parametrů rozhraní. Vytvořený nástroj po zadání geometrických a materiálových
parametrů sestaví model a v řádu vteřin automaticky nastaví kohezivní kontakt.
Provedení výpočtu a analýza výsledků nástrojem je hotova v řádu minut. Ve srov-
nání s automatickou analýzou je manuální identifikace materiálových parametrů
časově náročná a může trvat několik dní.

49



Obrázek 7.1: Realizace experimentů: DCB (nahoře), ENF (uprostřed), MMF (dole)

7.3 Analyzované modely
Spojované členy jsou tvořeny lineárním elastickým ortotropním materiálovým mo-
delem, jehož konstitutivní vztah je dán zobecněným Hookovo zákonem (5.6) a (5.7).
Model kohezivního rozhraní je určen, jak bylo nadefinováno v kapitole 5.2, bi-
lineárními vztahy mezi napětím a posuvem (obrázek 5.5), iniciačním quadratic
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stress kritériem (5.42) a rozšířeným pevnostním kritériem power law (5.43). Ná-
hled na analyzované konečno-prvkové modely lze nalézt na obrázku 7.2.

Obrázek 7.2: Typy konečno-prvkových modelů v perspektivním zobrazení s veli-
kostí hrany prvku aMKP

.= 4 [mm]

7.4 Závěr
V této kapitole je ve zkratce popsán vytvořený softwarový nástroj. Rovněž jsou
zde zmíněny typy provedených experimentů, ke kterým byly vytvořeny ekvivalentní
konečno-prvkové modely.
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Ovládací prvky

DATABÁZE

Stavba 

modelu
Volba 

modelu

DCB MMF ENF

Volba 

prvků

S4 C3D8I

Řešič

Výpis a zpracování

numerických dat

Porovnání exp/num

Experimentální:

data z trhacího stroje

materiálové parametry vzorku

geometrie vzorku

Analýza experimentů: 

vytvoření grafů

průměrování výsledků

rozdělení do exp. skupin

Počáteční 

materiálové 

parametry

rozhraní

Při optimalizaci:

volba  materiálových

parametrů rozhraní pro 

další iteraci

Obrázek 7.3: Schéma nástroje
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8 Vliv parametrů a identifikace mat. parametrů
V této kapitole bude zhodnocen vliv materiálových parametrů rozhraní na vý-
sledky konečno-prvkové analýzy testů DCB, ENF a MMF.

Model je sestaven tak, že identifikace materiálového parametru rozhraní Gc,
je provedena pomocí identifikace dílčích materiálových parametrů: kii - tuhost
rozhraní, δ0

ii - posuv iniciující poškození, δcpii - posuv určující velikost posuvu, při
kterém dojde k porušení rozhraní (rozpojení spoje). Je tedy vhodné posoudit vliv
těchto parametrů před samotou identifikací materiálových parametrů rozhraní.

Nejprve je zhodnocen vliv variace parametrů tuhostí spoje kii. Následně je
zhodnocen vliv parametrů δ0

ii, které určují posuv, při kterém dojde k iniciaci po-
škození rozhraní. Dále je zde analyzován vliv parametrů δcpii = δcii−δ0

ii, kde δcii určuje
hodnotu posuvu, při které dojde k porušení rozhraní a vliv parametru α vystupu-
jícího v pevnostním kritériu power-law (5.43). Nakonec je analyzován vliv velikosti
a typu prvku modelu. Vybrané parametry jsou variovány v okolí experimentálních
výsledků.
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8.1 Vliv materiálových parametrů
8.1.1 Vliv parametrů knn a kss

tii

dii0d ii

c 0 cpd -d = dii  ii ii

cd ii

0t ii

cG ii

kii

Obrázek 8.1: Vliv parametru kii

Materiálový parametr kii určuje tuhost rozhraní před iniciací poškození v daném
směru, to znamená, že ovlivňuje směrnici křivek tii−δii před dosažením iniciačního
napětí t0ii. Parametry δ0

ii a δcii zůstávají během variace parametru kii konstantní
(viz obrázek 8.1). Během analýzy dochází k lineární změně iniciačního napětí t0ii
a parametru Gc

ii, který určuje množství energie potřebné k vytvoření nové trhliny
o ploše 1 m2. Se zvětšením tuhosti spoje kii rostou i výše uvedené parametry.

Variaci parametrů kii pro test DCB a ENF s rozhraním lepidla Hunstman
Araldite 2021 lze nalézt v grafech na obrázku 8.2. Z grafů je patrné, že s rostoucím
parametrem kii, roste i maximální zatížení, které je spoj schopen přenést. Lze
rovněž konstatovat, že se s variací parametru kii velmi výrazně mění parametr
Gc
ii. V grafech je také vidět změna tuhosti spoje (tento efekt je více znatelnější

v testu ENF). Během změny parametru kii nedocházelo k problémům se stabilitou
výpočtu (konvergencí).
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DCB_hynek_2012_Araldite: vliv parametru knn

knn = 16.000 [GPa/m] G c
nn = 567.800 [J/m2 ]  

knn = 19.200 [GPa/m] G c
nn = 681.360 [J/m2 ]  

knn = 22.400 [GPa/m] G c
nn = 794.920 [J/m2 ]  

knn = 25.600 [GPa/m] G c
nn = 908.480 [J/m2 ]  

knn = 28.800 [GPa/m] G c
nn = 1022.040 [J/m2 ]  

knn = 32.000 [GPa/m] G c
nn = 1135.600 [J/m2 ]  

knn = 35.200 [GPa/m] G c
nn = 1249.160 [J/m2 ]  

knn = 38.400 [GPa/m] G c
nn = 1362.720 [J/m2 ]  

knn = 41.600 [GPa/m] G c
nn = 1476.280 [J/m2 ]  

knn = 44.800 [GPa/m] G c
nn = 1589.840 [J/m2 ]  

knn = 48.000 [GPa/m] G c
nn = 1703.400 [J/m2 ]  

Experiment

E1  = 120.000  [GPa]
E2  = 8.000  [GPa]
E3  = 8.000  [GPa]
G12 = 4.000  [GPa]
G23 = 3.040  [GPa]
G13 = 4.000  [GPa]
ν12  = 0.337  [-]
ν23  = 0.315  [-]
ν13  = 0.220  [-]

knn =  variabilni 
δnn  = 85.000 [µm]

δ cpnn  = 750.000 [µm]

δ cnn  = 835.000 [µm]

α  = 1.000 [-]

Typ prvku: shell
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ENF_hynek_2012_Araldite: vliv parametru kss

kss = 36.000 [GPa/m] G c
ss = 1123.200 [J/m2 ]  

kss = 43.200 [GPa/m] G c
ss = 1347.840 [J/m2 ]  

kss = 50.400 [GPa/m] G c
ss = 1572.480 [J/m2 ]  

kss = 57.600 [GPa/m] G c
ss = 1797.120 [J/m2 ]  

kss = 64.800 [GPa/m] G c
ss = 2021.760 [J/m2 ]  

kss = 72.000 [GPa/m] G c
ss = 2246.400 [J/m2 ]  

kss = 79.200 [GPa/m] G c
ss = 2471.040 [J/m2 ]  

kss = 86.400 [GPa/m] G c
ss = 2695.680 [J/m2 ]  

kss = 93.600 [GPa/m] G c
ss = 2920.320 [J/m2 ]  

kss = 100.800 [GPa/m] G c
ss = 3144.960 [J/m2 ]  

kss = 108.000 [GPa/m] G c
ss = 3369.600 [J/m2 ]  

Experiment

kss =  variabilni
δss  = 160.000 [µm]

δ cpss  = 230.000 [µm]

δ css  = 390.000 [µm]

α  = 1.000 [-]

Typ prvku: shell

Vliv parametru kss:

Obrázek 8.2: Vliv parametru knn a kss na rozhraní lepidla Hunstman Araldite 2021
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8.1.2 Vliv parametrů δ0
nn a δ0

ss

tii

dii

0t ,ii

0d ii

cd ii

c 0 cpd -d = dii  ii ii

cG ii

kii

Obrázek 8.3: Vliv parametru δ0
ii

V této analýze byl variován parametr δ0
ii určující hodnotu posuvu, která iniciuje

poškození (tzn. rozhraní začne ztrácet svoji tuhost). Parametry kii a δcpii jsou bě-
hem výpočtu konstantní. Během variace dochází ke změně iniciačního napětí t0ii
a parametru Gc

ii. se zvětšením parametru δ0
ii dochází k růstu i výše uvedených

parametrů.
Nahlédneme-li do grafů na obrázku 8.4 je zřejmé, že tuhost spoje zůstává bě-

hem variace parametru konstantní až do blízkého okolí hodnoty posuvu, kde dojde
k iniciaci poškození. Tento efekt je dobře rozpoznatelný u testu ENF. S rostoucím
parametrem δ0

ii lze pochopitelně vypozorovat nárůst maximálního zatížení, které
je rozhraní schopno přenést. S variací parametru δ0

ii se velmi výrazně mění para-
metr Gc

ii. Během variace tohoto parametru došlo k problémům s konvergencí (pátá
křivka ze shora v grafu pro test DCB na obrázku 8.4).
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DCB_hynek_2012_Araldite: vliv parametru δ 0
nn

δ 0
nn = 42.500 [µm]  G c

nn = 538.900 [J/m2 ]  

δ 0
nn = 51.000 [µm]  G c

nn = 653.616 [J/m2 ]  

δ 0
nn = 59.500 [µm]  G c

nn = 770.644 [J/m2 ]  

δ 0
nn = 68.000 [µm]  G c

nn = 889.984 [J/m2 ]  

δ 0
nn = 76.500 [µm]  G c

nn = 1011.636 [J/m2 ]  

δ 0
nn = 85.000 [µm]  G c

nn = 1135.600 [J/m2 ]  

δ 0
nn = 93.500 [µm]  G c

nn = 1261.876 [J/m2 ]  

δ 0
nn = 102.000 [µm]  G c

nn = 1390.464 [J/m2 ]  

δ 0
nn = 110.500 [µm]  G c

nn = 1521.364 [J/m2 ]  

δ 0
nn = 119.000 [µm]  G c

nn = 1654.576 [J/m2 ]  

δ 0
nn = 127.500 [µm]  G c

nn = 1790.100 [J/m2 ]  

Experiment

E1  = 120.000  [GPa]
E2  = 8.000  [GPa]
E3  = 8.000  [GPa]
G12 = 4.000  [GPa]
G23 = 3.040  [GPa]
G13 = 4.000  [GPa]
ν12  = 0.337  [-]
ν23  = 0.315  [-]
ν13  = 0.220  [-]

δ 0
nn =  variabilni
knn = 32.000 [GPa/m]

δ cpnn  = 750.000 [µm]

α  = 1.000 [-]

δ cnn  =  δ 0
nn+δ cpnn

Typ prvku: shell

Vliv parametru δ 0
nn:
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ENF_hynek_2012_Araldite: vliv parametru δ 0
ss

δ 0
ss  = 80.000 [µm]  G c

ss = 892.800 [J/m2 ]  

δ 0
ss  = 96.000 [µm]  G c

ss = 1126.656 [J/m2 ]  

δ 0
ss  = 112.000 [µm]  G c

ss = 1378.944 [J/m2 ]  

δ 0
ss  = 128.000 [µm]  G c

ss = 1649.664 [J/m2 ]  

δ 0
ss  = 144.000 [µm]  G c

ss = 1938.816 [J/m2 ]  

δ 0
ss  = 160.000 [µm]  G c

ss = 2246.400 [J/m2 ]  

δ 0
ss  = 176.000 [µm]  G c

ss = 2572.416 [J/m2 ]  

δ 0
ss  = 192.000 [µm]  G c

ss = 2916.864 [J/m2 ]  

δ 0
ss  = 208.000 [µm]  G c

ss = 3279.744 [J/m2 ]  

δ 0
ss  = 224.000 [µm]  G c

ss = 3661.056 [J/m2 ]  

δ 0
ss  = 240.000 [µm]  G c

ss = 4060.800 [J/m2 ]  

Experiment

δ 0
ss =  variabilni
kss  = 72.000 [GPa/m]

δ cpss  = 750.000 [µm]

α  = 1.000 [-]

δ css  =  δ 0
ss+δ

cp
ss

Typ prvku: shell

Vliv parametru δ 0
ss :

Obrázek 8.4: Vliv parametru δ0
nn a δ0

ss na rozhraní lepidla Hunstman Araldite 2021

57



8.1.3 Vliv parametrů δcpnn a δcpss

tii

dii

c 0d -d =ii  ii 

cp d ii

cG ii

kii

0d ii

cd ii

0t ii

Obrázek 8.5: Vliv parametru δcpii

Během této analýzy byl měněn parametr δcpii určující velikost posuvů, při kterých
dochází k porušení rozhraní. Parametry kii, t0ii a δ0

ii byly během analýzy konstantní.
Dochází tedy ke změně hodnoty kritického posuvu δcii a parametru Gc

ii (viz obrá-
zek 8.5).

Z grafů na obrázku 8.6 vyplývá, že s rostoucí hodnotou parametru δcpii roste
maximální zatížení, které rozhraní přenese. Vliv toho parametru na standardi-
zovaných testech se zdá být ve výsledku podobný vlivu parametru δ0

ii. I variace
tohoto parametru způsobila problémy s konvergencí (první a čtvrtá křivka ze zdola
v grafu pro test DCB na obrázku 8.4). Z grafů na obrázcích 8.6 a 8.4 vyplývá, že
test DCB je náchylnější na stabilitu během variace parametrů.
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DCB_hynek_2012_Araldite: vliv parametru δ cpnn

δ cpnn  = 375.000 [µm] G c
nn = 625.600 [J/m2 ]  

δ cpnn  = 450.000 [µm] G c
nn = 727.600 [J/m2 ]  

δ cpnn  = 525.000 [µm] G c
nn = 829.600 [J/m2 ]  

δ cpnn  = 600.000 [µm] G c
nn = 931.600 [J/m2 ]  

δ cpnn  = 675.000 [µm] G c
nn = 1033.600 [J/m2 ]  

δ cpnn  = 750.000 [µm] G c
nn = 1135.600 [J/m2 ]  

δ cpnn  = 825.000 [µm] G c
nn = 1237.600 [J/m2 ]  

δ cpnn  = 900.000 [µm] G c
nn = 1339.600 [J/m2 ]  

δ cpnn  = 975.000 [µm] G c
nn = 1441.600 [J/m2 ]  

δ cpnn  = 1050.000 [µm] G c
nn = 1543.600 [J/m2 ]  

δ cpnn  = 1125.000 [µm] G c
nn = 1645.600 [J/m2 ]  

Experiment

E1  = 120.000  [GPa]
E2  = 8.000  [GPa]
E3  = 8.000  [GPa]
G12 = 4.000  [GPa]
G23 = 3.040  [GPa]
G13 = 4.000  [GPa]
ν12  = 0.337  [-]
ν23  = 0.315  [-]
ν13  = 0.220  [-]

δ cpnn = variabilni
knn = 32.000 [GPa/m]

δ 0
nn  = 85.000 [µm]

t 0
nn  = 2.720 [MPa]

α  = 1.000 [-]

δ cnn  =  δ 0
nn+δ cpnn

Typ prvku: shell

Vliv parametru δ cpnn :
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ENF_hynek_2012_Araldite: vliv parametru δ cpss

δ cpss  = 115.000 [µm] G c
ss = 1584.000 [J/m2 ]  

δ cpss  = 138.000 [µm] G c
ss = 1716.480 [J/m2 ]  

δ cpss  = 161.000 [µm] G c
ss = 1848.960 [J/m2 ]  

δ cpss  = 184.000 [µm] G c
ss = 1981.440 [J/m2 ]  

δ cpss  = 207.000 [µm] G c
ss = 2113.920 [J/m2 ]  

δ cpss  = 230.000 [µm] G c
ss = 2246.400 [J/m2 ]  

δ cpss  = 253.000 [µm] G c
ss = 2378.880 [J/m2 ]  

δ cpss  = 276.000 [µm] G c
ss = 2511.360 [J/m2 ]  

δ cpss  = 299.000 [µm] G c
ss = 2643.840 [J/m2 ]  

δ cpss  = 322.000 [µm] G c
ss = 2776.320 [J/m2 ]  

δ cpss  = 345.000 [µm] G c
ss = 2908.800 [J/m2 ]  

Experiment

δ cpss = variabilni
kss  = 72.000 [GPa/m]

δ 0
ss  = 160.000 [µm]

t 0
ss  = 11.520 [MPa]

α  = 1.000 [-]

δ css  =  δ 0
ss+δ

cp
ss

Typ prvku: shell

Vliv parametru δ cpss :

Obrázek 8.6: Vliv parametru δcpnn a δcpss na rozhraní lepidla Hunstman Araldite 2021
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8.1.4 Vliv typu prvku

Jak již bylo uvedeno, modely jsou tvořeny ze dvou typů prvků: S4 (shell), C3D8I
(brick). Je tedy vhodné posoudit vliv volby typu prvků na numerické výsledky.
Graf na obrázku 8.7 ukazuje pro daný model, že rozdíl mezi výsledky získanými z
modelu tvořeného prvky shell, nebo brick je malý. Stejně malý vliv byl pozorován
pro všechny modely uvedené v práci.
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DCB_zemcik_2006: numericky rozdil mezi prvky SHELL a BRICK 

Shell

Brick

Experiment

E11  = 110.000  [GPa]
E22  = 7.700  [GPa]
E33  = 7.700  [GPa]
G12  = 4.500  [GPa]
G23  = 2.917  [GPa]
G13  = 4.500  [GPa]
ν12  = 0.280  [-]
ν23  = 0.320  [-]
ν13  = 0.280  [-]

knn  = 9.600 [GPa/m]

δnn  = 59.000 [µm]
δ cpnn  = 710.000 [µm]
δ cnn  = 769.000 [µm]

t 0
nn  = 0.566 [MPa]

G 0
nn  = 16.709 [J/m2 ]

G c
nn  = 217.781 [J/m2 ]

α  = 1.000 [-]

Rozmery vzorku:

l  = 137.000 [mm]
ltotal  = 154.500 [mm]
w  = 21.000 [mm]
lcrack = 56.000 [mm]
tmat  = 2.100 [mm]
tglue  = 0.010 [mm]

Obrázek 8.7: Rozdíl ve výsledcích pro prvky shell a brick
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8.1.5 Vliv parametru α

Vliv materiálového parametru α, který vystupuje v pevnostním kritériu power
law (5.43), byl analyzován na testu pro mód zatížení I (DCB). To znamená, že
pevnostní kritérium (5.43) je v analýze užito ve tvaru(

GI

Gc
I

)α
= 1→ GI

Gc
I

= α
√

1 = 1, (8.1)

neboť hodnota parametru GII by měla být pro tento test rovna 0 a parametr α by
neměl mít vliv na výsledky. Z grafu na obrázku 8.8 však plyne, že tomu tak není.
Tato skutečnost může být způsobena například tím, že v konečno-prvkové analýze
se parametr GII v DCB testu nule pouze blíží. Z grafu rovněž vyplývá, že se
zvyšujícím se α se výsledky blíží stejnému průběhu.

Obrázek 8.8: Vliv parametru α na rozhraní lepidla Hunstman Araldite 2021
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8.1.6 Vliv velikosti prvku

Vliv hustoty výpočetní sítě na výsledky je zobrazen v grafu na obrázku 8.9. Křivky
pro menší prvky jsou hladší. Prvky o velikosti hrany 2.1 [mm] jsou dostatečné.
Další zahuštění sítě již neovlivňuje výsledky a zároveň znatelně prodlužuje dobu
výpočtu.

Obrázek 8.9: Vliv velikosti prvku na rozhraní lepidla Hunstman Araldite 2021
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8.2 Identifikace parametrů tří typů rozhraní
V rámci této práce byli identifikovány materiálové parametry tří typů kohezivních
rozhraní na kompozitních páscích s využitím standardizovaných testů. Byli iden-
tifikovány parametry mezivrstvy v laminátu a rozhraní tvořeného z lepidla Gurit
Spabond 345 a Hunstman Araldite 2021 spojujícího jednosměrové uhlíkové kompo-
zitní nosníky. Nespornou výhodou tohoto přístupu byla skutečnost, že níže určené
parametry lze nalézt postupným identifikováním dílčích materiálových parametrů
(např. kombinací parametrů kii, δ0

ii, δ
cp
ii ) s dostatečnou přesností i bez použití opti-

malizačních metod. Materiálové parametry mohou být identifikovány pro vybraný
typ a velikost prvků a řešič. To znamená, že následná implementace materiálových
dat do větších konstrukčních celků, které jsou sestaveny z těchto prvků a řešeny
vybraným řešičem, je možná bez přepočtu.

Materiálové a geometrické parametry testů pro 3 druhy rozhraní lze nalézt
v tabulce 8.1 a 8.2. Identifikované dílčí materiálové parametry kohezivního roz-
hraní jsou uvedeny v tabulce 8.3. Pro test DCB lze parametry určené ve směru
nn ztotožnit s parametry spojenými s módem zatíže I. U testu ENF lze provést
ztotožnění parametrů ve směru ss s módem zatížení II. Pro test MMF nelze jedno-
značně přiřadit parametry spojené se směry nn nebo ss k módům zatížení I nebo
II a tím určit jejich poměr na zátěžném stavu rozhraní. Identifikované hodnoty
kritické rychlosti uvolňování deformační energie vnitřních sil Gc jsou uvedeny v
podkapitole 8.3 v tabulce 8.4.

Mat. param. vzorku s rozhraním: Araldite a Spabond Mezivrstva

E1 [GPa] 120.000 110.000
E2 [GPa] 8.000 7.700
E3 [GPa] 8.000 7.700
ν12 [-] 0.337 0.280
ν23 [-] 0.315 0.320
ν13 [-] 0.220 0.280

G12 [GPa] 4.000 4.500
G23 [GPa] 3.040 2.917
G13 [GPa] 4.000 4.500

Tabulka 8.1: Materiálové parametry vzorků
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Geom. param. vzorku s rozhraním: Araldite Spabond Laminát
Typ testu DCB ENF DCB ENF DCB MMF

l [mm] 180.0 120.0 95.0 120.0 137.0 120.0
ltotal [mm] 250.0 150.0 150.0 150.0 154.5 140.0
b [mm] 35.0 35.0 35.0 35.0 21.0 21.0
a [mm] 70.0 35.0 20.0 35.0 56.0 50.0
tmat [mm] 2.0 2.0 2.0 2.0 2.1 2.1
tglue [mm] 0.7 0.7 0.7 0.7 0.0 0.0

Tabulka 8.2: Geometrické parametry vzorků

Identifikované dílčí parametry rozhraní: Araldite Spabond Laminát

knn [GPa/m] 32.0 42.0 24.0
kss [GPa/m] 72.0 100.0 100.0
δ0
nn [µm] 85.0 48.0 59.0
δ0
ss [µm] 155.0 220.0 30.0
δcnn [µm] 835.0 295.0 769.0
δcss [µm] 395.0 350.0 480.0
α [-] 1.0 1.0 1.0

Tabulka 8.3: Identifikované dílčí materiálové parametry rozhraní

8.2.1 Rozhraní z lepidla Hunstman Araldite 2021 nebo Gurit Spabond
345

Pro rozhraní vytvořené z lepidla Hunstman Araldite 2021 nebo Gurit Spabond
345 byly provedeny testy DCB a ENF, pomocí kterých byly identifikovány kri-
tické parametry Gc

I (v testu ztotožněn s rychlostí uvolňování deformační energie
v normálovém směru nn) a Gc

II (v testu ztotožněn se směrem ss kolmém na čelo
trhliny). Výsledky testů lze nalézt na obrázku 8.10, 8.11, 8.12 a 8.13.

V grafech pro rozhraní z lepidla Spabond na obrázcích 8.12 a 8.13 lze pozoro-
vat velký rozptyl mezi neprůměrovanými experimentálními daty (šedé křivky). V
těchto případech docházelo ke křehkým lomům. Modely rozhraní v tomto případě
nedokážou kopírovat takto rychlou ztrátu tuhosti rozhraní.
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Obrázek 8.10: Porovnání křivek a vizualizace konečno-prvkového modelu testu
DCB pro lepidlo Hunstman Araldite 2021

65



Obrázek 8.11: Porovnání křivek a vizualizace konečno-prvkového modelu testu
ENF pro lepidlo Hunstman Araldite 2021
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Obrázek 8.12: Porovnání křivek a vizualizace konečno-prvkového modelu testu
DCB pro lepidlo Gurit Spabond 345
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Obrázek 8.13: Porovnání křivek a vizualizace konečno-prvkového modelu testu
ENF pro lepidlo Gurit Spabond 345
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8.2.2 Rozhraní vrstev v laminátu
Pro rozhraní mezivrstvy v laminátu byly provedeny testy DCB a MMF. Pomocí
testu DCB byly identifikovány materiálové parametry kohezivního rozhraní v nor-
málovém směru. Testem MMF nelze určit materiálové parametry pro čistý mód
zatížení II, neboť u tohoto testu nelze provést ztotožnění směrů nn a ss s módy
zatížení I a II, jako tomu je u testů DCB a ENF. Výsledky testů lze nalézt na
obrázku 8.14 a 8.15. V tabulce níže jsou porovnány hodnoty parametru Gc získané
z teoretických vztahů (4.6), (4.16) a (4.29) a hodnoty tohoto parametru určené
numericky pomocí konečno-prvkových modelů v softwaru Abaqus 6.14.

Obrázek 8.14: Porovnání křivek testu DCB pro mezivrstvu v laminátu
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Obrázek 8.15: Porovnání křivek a vizualizace konečno-prvkového modelu testu
MMF pro mezivrstvu v laminátu
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8.3 Závěr

Exp./Num. výsledky [J/m2] DCB (Gc
I) ENF (Gc

II) MMF Gc
I/II

Lepidlo Gurit Spabond 345 385/301 3750/3850 —
Lepidlo Hunstman Araldite 2021 1353/1135 2045/2204 —

Laminát 535/544 — 730/—

Tabulka 8.4: Porovnání výsledků pro zkoumané druhy rozhraní

V této kapitole byl prozkoumán vliv materiálových parametrů na jednotlivých
konečno-prvkových modelech standardizovaných testů. Analyzováním jejich vlivu
bylo následně možné určit materiálové parametry rozhraní. Variace parametrů rov-
něž poskytuje informace o funkčnosti modelů (např. neočekávaný vliv parametru
α na výsledek analýzy DCB testu) a o jeho nastavení (např. informace o velikosti
hrany prvku). V druhé části této kapitoly byly určeny materiálové parametry tří
typů rozhraní: mezivrstvy v laminátu a dvou lepidel Hunstman Araldite 2021 a
Gurit Spabond 345. Vzhledem k tomu, jak se Gc

i mění během variace parametrů
(viz grafy na obrázcích 8.2, 8.4, 8.6) je shoda numerických výsledků s experimen-
tálními dobrá.

Z tohoto důvodu lze parametr Gc
i určený z experimentu zavést jako konstantu

do konečno-prvkového modelu a použít jej k zjednodušení identifikace dílčích pa-
rametrů rozhraní (jeden dílčí parametr bude eliminován z identifikačního procesu).
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9 Závěr
V rámci této práce byl vytvořen automatizovaný nástroj pro určení materiálo-
vých parametrů kohezivního rozhraní pomocí standardizovaných testů dle no-
rem ASTM. Nástroj využívá komerčního konečno-prvkového softwaru Abaqus a
je napsán v jazyku Python. Rovněž byla sestavena databáze provedených expe-
rimentů. Automatizace nástroje spočívá ve skutečnosti, že uživatel pouze zadá
geometrické a materiálové parametry vzorků z experimentu. Sestavení modelu,
jeho výpočet, vyhodnocení a porovnání dat je již automatické. Nástroj je snadno
modifikovatelný a uživatel má možnost vybrané parametry upravovat manuálně,
zkoumat jejich vliv na výpočet a přidávat další dosud nepoužité testy. Konečno-
prvkový software Abaqus se projevil jako spolehlivý nástroj k identifikaci materi-
álových parametrů kohezivního rozhraní.

Během realizace práce se ukázalo, že testy DCB a ENF jsou vhodné pro iden-
tifikaci materiálových parametrů kohezivního rozhraní. Test MMF není pro iden-
tifikaci těchto parametrů zcela vyhovující, neboť poměr módů zatížení se během
růstu trhliny mění. Tento test by autor práce doporučil nahradit testem MMB (viz
kap. 4), kde poměr mezi módy I a II je po celou dobu konstantní a materiálové
parametry lze jednoznačně určit.

Dále se ukázalo, že se jedná o nosné téma výzkumu a byly stanoveny následu-
jící cíle pro výzkum v blízké budoucnosti:

• Experimentální provedení testu MMB

• Implementování testu MMB do nástroje

• Prozkoumání problematiky III. módu namáhání

• Vytvoření standardizovaného testu pro mód III.

• Prozkoumání problematiky namáhání kombinovaným II/III. módem

• Vytvoření standardizovaného testu pro kombinaci módů II/III.

• Vytvoření vlastního materiálového modelu a jeho implementace do softwaru
Abaqus

• Použití vybraného modelu rozhraní pro predikci delaminace vrstev kompo-
zitu v komponentě větší struktury
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